III.  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 



Ωρες: 2 την εβδομάδα 





Περιεχόμενα

�

Στόχοι

�

Οδηγίες��



1. ΠΟΣΟΣΤΑ



Η έννοια του ποσοστού.













































Δείκτης εξέλιξης ενός μεγέθους















Διαδοχικές εξελίξεις ενός μεγέθους





�







Οι μαθητές πρέπει να κατανοήσουν την έννοια του ποσοστού και να μπορούν να τη χρησιμοποιούν για τη λύση προβλημάτων.





































Οι μαθητές πρέπει να κατανοήσουν την έννοια και τη σημασία του δείκτη εξέλιξης ενός μεγέθους.











Οι μαθητές πρέπει να κατανοήσουν ότι ο δείκτης εξέλιξης ενός μεγέθους από την αρχική στην τελική τιμή, δίνεται ως το γινόμενο των διαδοχικών δεικτών εξέλιξης.�







Η κατανόηση των εννοιών θα γίνει μέσα από την πραγμάτευση πολλών εφαρμογών των ποσοστών στην καθημερινή ζωή. Οι μαθητές θα επιλύουν προβλήματα στα οποία ζητείται 

να υπολογιστεί το ποσοστό των στοιχείων ενός συνόλου που περιέχεται σε ένα υποσύνολό του και αντίστροφα. 

να υπολογιστεί το ποσοστό ενός άλλου ποσοστού.

να υπολογιστεί το συνολικό ποσοστό όταν δίνονται ποσοστά που αναφέρονται στο ίδιο μέγεθος κτλ.



Θα δοθούν πολλά προβλήματα    και ασκήσεις ώστε όλοι οι μαθητές  να  μπορούν να βρίσκουν την τελική τιμή  ενός μεγέθους που μεταβάλλεται  χρησιμο- ποιώντας τους δείκτες εξέλιξης.



Με κατάλληλα προβλήματα θα γίνει η εμπέδωση του πολλαπλασιαστικού τύπου εξέλιξης.



��

ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΤΙΚΟΙ  

     ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΙ



Η έννοια  της προσέγγισης

























Απόλυτο σφάλμα

















Σχετικό σφάλμα.

















Προσέγγιση αθροίσματος και διαφοράς.











Προσέγγιση γινομένου και πηλίκου.





�







Οι μαθητές πρέπει να κατανοήσουν την έννοια της προσέγγισης της τιμής ενός μεγέθους.



















Οι μαθητές πρέπει να κατανοήσουν την έννοια του απόλυτου σφάλματος, του ορίου του  και της ακρίβειας  μιας προσέγγισης.









Οι μαθητές πρέπει να κατανοήσουν την έννοια του σχετικού σφάλματος.













Οι μαθητές πρέπει να μπορούν να βρίσκουν την προσεγγιστική τιμή και την  ακρίβεια της προσέγγισης  ενός  αθροίσματος και  μιας διαφοράς.



Οι μαθητές πρέπει να μπορούν να βρίσκουν την προσεγγιστική τιμή και την  ακρίβεια της προσέγγισης  ενός  γινομένου και  ενός πηλίκου.



�







Θα παρουσιαστούν παρα- δείγματα  προσεγγίσεων με έλλειψη  και με υπεροχή. Επίσης θα δοθούν  παραδείγματα τέτοια ώστε οι μαθητές γνωρίζοντας  κάποιες προσεγγιστικές τιμές  για μια   ποσότητα, να  βρίσκουν   προσεγγιστικές τιμές για  μια άλλη ποσότητα που εξαρτάται από την αρχική. 



Είναι χρήσιμο να τονιστεί μέσα από παραδείγματα ότι κατά την προσέγγιση ενός δεκαδικού αριθμού όσο περισσότερα δεκαδικά ψηφία  διατηρούμε τόσο μικρότερο είναι το απόλυτο σφάλμα προσέγγισης.



Με κατάλληλα παραδείγματα  οι μαθητές θα  παρατηρήσουν ότι η ποιότητα μιας προσέγγισης  εξαρτάται κυρίως από τη σχέση του απόλυτου σφάλματος  με την αριθμητική τιμή του μεγέθους που προσεγγίζουμε. 



Θα τονιστεί ότι  όταν αφαιρούμε  “κοντινές”  προσεγγιστικές τιμές  είναι δυνατόν να έχουμε  σημαντική απώλεια  της ακρίβειας.



Θα δοθούν στους μαθητές   κατάλληλα παραδείγματα  ώστε να εμπεδώσουν τις έννοιες αυτές.



��

ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ-  

    ΣΤΟΙΧΕΙΑ  

    ΑΝΑΛΥΤΙΚΗΣ  

    ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ



Η έννοια του διανύσματος

Ισα διανύσματα



































Πραξεις διανυσμάτων-Ιδιότητες























Διάνυσμα θέσης























Γωνία δύο διανυσμάτων









Γραμμικός συνδυασμός διανυσμάτων















Συντεταγμένες διανύσματος στο επίπεδο.



















































































Βαρύκεντρο 



























Εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων



































Η ευθεία







�











Οι μαθητές πρέπει να κατανοήσουν την έννοια του διανύσματος,  τους σχετικούς ορισμούς και  την ορολογία.































Οι μαθητές πρέπει να μπορούν να προσθέτουν  και να αφαιρούν διανύσματα,  να πολλαπλασιάζουν ένα διάνυσμα με ένα  πραγματικό αριθμό  και να  γνωρίζουν τις ιδιότητες των πράξεων αυτών.



Να γνωρίσουν τη σχέση  που υπάρχει μεταξύ συγγραμμικών διανυσμάτων



Οι μαθητές πρέπει να κατανοήσουν το διάνυσμα θέσης ενός σημείου στο επίπεδο

















Οι μαθητές πρέπει να γνωρίσουν πως ορίζεται η γωνία δύο διανυσμάτων





Οι μαθητές πρέπει να γνωρίσουν το γραμμικό συνδυασμό  δια- νυσμάτων και τη σπουδαιότητά του.











Οι μαθητές πρέπει να κατανοήσουν ότι κάθε διάνυσμα γράφεται κατά μοναδικό τρόπο ως γραμμικός συνδυασμός των μοναδιαίων διανυσμάτων των αξόνων.



Να μπορούν να βρίσκουν τις συντεταγμένες διανύσματος στο επίπεδο και τις συντεταγμένες ενός γραμμικού συνδυασμού διανυσμάτων. 





Να μπορούν να βρίσκουν τις συντεταγμένες διανύσματος όταν είναι γνωστές οι συντεταγμένες των άκρων του και στη συνέχεια  το μέτρο του διανύσματος.



Να κατανοήσουν την ικανή και αναγκαία συνθήκη παραλληλίας δύο διανυσμά των και να την εκφράζουν με τη βοήθεια των συντεταγμέ νων τους. 





























Οι μαθητές πρέπει να κατα- νοήσουν την έννοια του βαρύκεντρου ενός σώματος  και να μπορούν να βρίσκουν  τη θέση του



















Οι μαθητές πρέπει να γνωρίσουν την έννοια του εσωτερικού γινομένου δύο διανυσμάτων και να μπορούν να αποδεικνύουν τις βασικές του ιδιότητές.





Να μπορούν να βρίσκουν το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων όταν δίδονται οι  συντεταγμένες τους.





Να γνωρίσουν την ικανή και αναγκαία συνθήκη της καθετότητας δύο διανυσμά των.



Οι μαθητές πρέπει να γνωρίσουν τις διάφορες μορφές εξίσωσης μιας ευθείας:

διανυσματική, 

παραμετρικές εξισώσεις

καρτεσιανή.�











Θα αναφερθούν τα διανυσματικά μεγέθη σε αντιδιαστολή με τα βαθμωτά. 

Η έννοια του διανύσματος προκύπτει με άμεσο τρόπο από την ανάγκη για την παράσταση μεγεθών, όπως είναι η ταχύτητα, η δύναμη, η μετατόπιση κτλ. που δεν καθορίζονται μόνο με την αριθμητική τιμή και τη μονάδα μέτρησής τους. 

Το διάνυσμα θα παρουσιαστεί ως ένα προσανατολισμένο ευθ. τμήμα  και  δεν θα γίνει αναφορά στα ελεύθερα ή  εφαρμοστά διανύσματα.



Οι πράξεις παρουσιάζονται με τη βοήθεια της γεωμετρικής εποπτείας και τονίζεται ιδιαίτερα ότι ένα οποιοδήποτε διάνυσμα � EMBED Equation.2  ��� μπορεί να γραφεί ως διαφορά � EMBED Equation.2  ���, όπου Ο είναι ένα οποιοδήποτε σημείο









Θα ζητηθεί από τους μαθητές να εκφράσουν ένα οποιο- δήποτε διάνυσμα ως συνάρτηση των διανυσμάτων θέσης των άκρων του.



Επίσης θα  ζητηθεί από τους μαθητές να εκφράσουν το διάνυσμα θέσης  του μέσου ενός τμήματος  με τη βοήθεια των διανυσμάτων θέσης των άκρων του.

Ως γωνία δύο διανυσμάτων ορίζουμε την κυρτή γωνία που σχηματίζουν τα διανύσματα θέσης τους.



 Με κατάλληλα παραδείγ-ματα θα κατανοήσουν οι μαθητές ότι με τη βοήθεια δύο μη συγγραμμικών διανυσμάτων μπορεί να εκφραστεί μονοσήμαντα ένα οποιοδήποτε διάνυσμα του επιπέδου που ορίζουν αυτά.



Θα τονιστεί η ισοδυναμία των προτάσεων για το διάνυσμα θέσης του Α:

� EMBED Equation.2  ��� είναι το σημείο με συντεταγμένες � EMBED Equation.2  ���.



Είναι χρήσιμο να βρεθεί το διάνυσμα θέσης του σημείου που χωρίζει το ευθ. τμήμα ΑΒ εσωτερικά σε λόγο � EMBED Equation.2  ���, με τη βοήθεια των διανυσμάτων θέσης των σημείων Α,Β.

















Να αποδειχτεί η πρόταση:

Δύο διανύσματα 

� EMBED Equation.2  ��� και � EMBED Equation.2  ���  

είναι παράλληλα αν και μόνο αν, 

� EMBED Equation.2  ���.



Η συνθήκη αυτή ισχύει σε όλες τις περιπτώσεις δια- νυσμάτων ενός  επιπέδου.



Θα επισημανθεί επίσης ότι δύο διανύσματα είναι παράλληλα, όταν έχουν  ίσους συντελεστές διεύθυνσης.



Θα υπολογιστεί πρώτα  το  κέντρο βάρους συστήματος δύο ή τριών σωματιδίων στο επίπεδο. Θα αναφερθεί ότι η συμμετρία του σώματος καθορίζει και τη θέση του  κέντρου βάρους του.  Τέλος θα υπολογιζεται η θέση του κέντρου βάρους σώματος  χωρίζοντάς το σε  τμήματα των οποίων η θέση του κέντρου βάρους είναι γνωστή από τη συμμετρία. 



Από τον ορισμό του εσωτερικού γινομένου δύο διανυσμάτων προκύπτει αμέσως  η αντιμεταθετική ιδιότητα και η συνθήκη καθετότητας δύο διανυσμάτων.



Θα υπολογιστεί η γωνία δύο διανυσμάτων με τη βοήθεια του εσωτερικού γινομένου τους καθώς και η προβολή ενός διανύσματος επάνω σε άλλο.











Οι μαθητές γνωρίζουν την Καρτεσιανή  μορφή μιας ευθείας  από προηγούμενες τάξεις. Εδώ λοιπόν θα πρέπει να γίνει φανερή η ισοδυναμία των τριών μορφών.



Επίσης θα βρούν τη θέση δύο ευθειών στο χώρο όταν δίνονται οι εξισώσεις τους.��

4. ΚΩΝΙΚΕΣ ΤΟΜΕΣ



















Κύκλος





































Παραβολή

































Έλλειψη-Υπερβολή







�







Οι μαθητές πρέπει να γνωρίσουν  τις βασικές ιδιότητες των κωνικών τομών λόγω των  πρακτικών και θεωρητικών εφαρμογών τους.





Οι μαθητές πρέπει να  μπορούν να βρίσκουν  την εξίσωση  ενός κύκλου με κέντρο το σημείο � EMBED Equation.2  ��� και  ακτίνα � EMBED Equation.2  ���.





Να μπορούν να βρίσκουν τη θέση μιας ευθείας και ενός κύκλου.

















Οι μαθητές πρέπει να γνωρίσουν τον ορισμό της παραβολής και να μπορούν να βρίσκουν την εξίσωσή της.















Να γνωρίσουν και να μπορούν να βρίσκουν τις ιδιότητες της παραβολής που  προκύπτουν από την εξίσωσή της.



Οι μαθητές πρέπει να γνωρίσουν τον ορισμό της έλλειψης, της υπερβολής και  τις εξισώσεις τους.







Να γνωρίσουν και να μπορούν να βρίσκουν τις ιδιότητες της έλλειψης και της υπερβολής  που  προκύπτουν από τις εξισώσεις τους.



Να γνωρίσουν και να βρίσκουν τις εξισώσεις των ασυμπτώτων της υπερβολής.�





















Με κατάλληλα παραδείγματα  θα παρατηρήσουν ότι μια  εξίσωση της μορφής: 

� EMBED Equation.2  ��� 

δεν είναι πάντα εξίσωση κύκλου.



Η σχετική θέση μιας ευθείας και  ενός κύκλου θα βρεθεί από τη λύση του συστήματος των  εξισώσεών τους. Έτσι η ευθεία τέμνει τον κύκλο αν το σύστημα έχει δύο λύσεις,  εφάπτεται σ’ αυτόν αν έχει μοναδική λύση και δεν έχει κανένα κοινό σημείο αν είναι αδύνατο.



Ανάλογα  θα ζητηθεί από τους μαθητές να βρούν τη θέση δύο κύκλων.



Η εφαπτομένη μιας παραβολής σε ένα σημείο της,  θα βρεθεί  όπως και στον κύκλο από τη λύση του συστήματος των εξισώσεων της παραβολής και της ευθείας.



 Θα τονιστεί η ανακλαστική ιδιότητα της παραβολής για τις εφαρμογές της.







Για την εύρεση της  εξίσωσης της εφαπτομένης μιας έλλειψης  ή μιας υπερβολής σε ένα σημείο τους θα εργαστούν οι μαθητές όπως και στην παραβολή.



Θα εξηγηθεί η σημασία που έχει για το σχήμα  της έλλειψης και της υπερβολής η εκκεντρότητά της.







Θα αναφερθεί η ανακλαστική ιδιότητα της έλλειψης και της υπερβολής.

��



5.ΜΙΓΑΔΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ



Έννοια και  ισότητα μιγαδικών



























































Πράξεις με μιγαδικούς- Συζυγής μιγαδικού.













Τετραγωνική ρίζα μιγαδικού























Μέτρο μιγαδικού αριθμού.















Τριγωνομετρική μορφή μιγαδικού αριθμού

































Πολυωνυμικές εξισώσεις

�







Οι μαθητές πρέπει να γνωρίσουν την έννοια του μιγαδικού αριθμού και να διαπιστώνουν αν δύο μιγαδικοί αριθμοί είναι ίσοι.





















































Οι μαθητές πρέπει να μπορούν να βρίσκουν το αθροισμα, το γινόμενο και το πηλίκο μιγαδικών αριθμών. 









Οι μαθητές πρέπει  να  μπορούν να υπολογίζουν την τετραγω- νική ρίζα μιγαδικού αριθμού.

















Οι μαθητές πρέπει να γνωρίσουν την έννοια του μέτρου  ενός μιγαδικού αριθμού και τις ιδιότητες του.









Οι μαθητές πρέπει να γνωρίσουν την έννοια  του ορίσματος ενός μιγαδικού αριθμού  και να τον γράφουν  σε τριγωνομετρική μορφή χρησιμοποιώντας το μέτρο και το όρισμά του.



Να πολλαπλασιάζουν  και  να διαιρούν αριθμούς που είναι γραμμένοι σε τριγωνομετρική μορφή.



Να μπορούν να υπολογίζουν τη δύναμη ενός μιγαδικού αριθμού με τη βοήθεια του θεωρήματος De Moivre.



Να μπορούν να επιλύουν πολυωνυμικές εξισώσεις με πραγματικούς συντελεστές καθώς και εξισώσεις της μορφής � EMBED Equation.2  ���.

�







Αρχικά θα παρουσιαστεί η ανάγκη διεύρυνσης του � EMBED Equation.2  ��� σε ένα σύνολο � EMBED Equation.2  ��� στο οποίο να έχει λύση η εξίσωση � EMBED Equation.2  ���. Υποθέτουμε ότι το νέο σύνολο � EMBED Equation.2  ��� είναι εφοδιασμένο με τις ίδιες πράξεις με τις οποίες είναι εφοδιασμένο το � EMBED Equation.2  ���και ότι οι πράξεις αυτές έχουν τις ίδιες ιδιότητες και στα δύο σύνολα. Επιπλέον υποθέτουμε ότι το � EMBED Equation.2  ��� περιέχει μια λύση της εξίσωσης � EMBED Equation.2  ��� που τη συμβολίζουμε με i.   Επομένως το νέο σύνολο θα περιέχει τους πραγματικούς αριθμούς και στοιχεία της μορφής � EMBED Equation.2  ���i με � EMBED Equation.2  ��� και � EMBED Equation.2  ���. Κάθε στοιχείο της μορφής � EMBED Equation.2  ���i με � EMBED Equation.2  ��� ονομάζεται μιγαδικός αριθμός 

Η γεωμετρική εικόνα του μιγαδικού � EMBED Equation.2  ���i είναι το σημείο Α με συντεταγμένες � EMBED Equation.2  ���.



Θα δοθεί έμφαση στην τεχνική της εκτέλεσης των πράξεων και στη γεωμετρική τους ερμηνεία. Η έννοια του συζυγή ενός μιγαδικού διευκολύνει την πράξη της διαίρεσης. 



Ως άσκηση λογισμού θα ζητηθεί από τους μαθητές να βρούν την τετραγωνική ρίζα ενός μιγαδικού αριθμού. Θα διαπιστωθεί ότι δεν υπάρχει μοναδικός μιγαδικός � EMBED Equation.2  ��� έτσι ώστε � EMBED Equation.2  ��� και θα γίνει κατανοητό γιατί δε χρησιμοποιούμε το γνωστό σύμβολο της τετραγωνικής ρίζας.



Θα χρησιμοποιηθεί  οτι, η απόσταση των εικόνων δύο μιγαδικών αριθμών είναι ίση με το μέτρο της διαφοράς τους, για την επίλυση απλών προβλημάτων γεωμετρικών τόπων.



Θα αναφερθεί ότι η τριγωνομετρική μορφή ενός μιγαδικού είναι η γραφή του με τις  συντεταγμένες της εικόνας του στο επίπεδο. 





  

Θα αναφερθεί το θεώρημα De Moivre χωρις να αποδειχτεί.















Θα τονιστεί ιδιαίτερα ότι οι μιγαδικές ρίζες μιας πολυωνυμικής εξίσωσης με πραγματικούς συντελεστές είναι συζυγείς.  Συνεπώς μια εξίσωση περιττού βαθμού  έχει τουλάχιστον  μια πραγματική ρίζα. Να λυθεί, για παράδειγμα, η εξίσωση  � EMBED Equation.2  ���  και να αναφερθούν οι ιδιότητες των κυβικών ριζών της μονάδας.

  ��



6.ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΛΓΕΒΡΑΣ 

   BOOLE



Λογικά κυκλώματα και Αλγεβρα Boole.







�









Οι μαθητές πρέπει να αναγνωρίσουν τα δύο βασικά  κυκλώματα της σύνδεσης σε σειρά και της παράλληλης σύνδεσης.



Να κατασκευάσουν πίνακες αλήθειας για απλά κυκλωματα.



Να βρίσκουν  τις λογικές παραστάσεις που περιγράφουν  κυκλώματα τα οποία προκύπτουν με συνδυασμούς  παράλληλης και σε σειρά σύνδεσης.



Να μπορούν, χρησιμοποιώντας πίνακες αλήθειας, να βρίσκουν τη λογική παράσταση που περιγράφει ένα δεδομένο  κύκλωμα.



Να απλοποιούν σύνθετες παραστάσεις κάνοντας χρήση των ιδιοτήτων της Άλγεβρας Boole.

�









Στο κεφάλαιο αυτό εισάγεται μια δίτιμη  Άλγεβρα Boole  γνωστή ως Άλγεβρα διακοπτών. Στην αρχή  περιγράφεται η κατάσταση ενός απλού διακόπτη  με τη χρήση μιας δίτιμης  μεταβλητής p που παίρνει τις τιμές 0 ή 1. 

Στη συνέχεια συνδέοντας μεταξύ τους διακόπτες  με διάφορους τρόπους,  σχηματί ζονται σύνθετα κυκλώματα  και δείχνεται πώς μπορούν  να σχηματιστούν οι αντίστοι χη πίνακες αληθείας.  Τέλος, με τη βοήθεια των τριών  βασικών λογικών πράξεων  (για τις οποίες χρησιμο- ποιούνται τα σύμβολα � EMBED Equation.2  ���και  ΄ ) δημιουργούνται  σύνθετες λογικές παραστά σεις που περιγράφουν κυκλώματα διακοπτών.
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