II.  ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ ÈÅÔÉÊÇÓ ÊÁÔÅÕÈÕÍÓÇÓ


¿ñåò: 3 ôçí åâäïìÜäá





Ðåñéå÷üìåíï�
Óôü÷ïé�
Ïäçãßåò�
�



ÄÉÁÍÕÓÌÁÔÁ


�
�



�
�
Ç ¸ííïéá ôïõ


Äéáíýóìáôïò�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé íá ãíùñßæïõí ôçí Ýííïéá ôïõ äéáíýóìáôïò êáé íá ÷ñçóéìïðïéïýí ìå ïñèü ôñüðï ôçí ïñïëïãßá ðïõ ó÷åôßæåôáé ìå ôçí Ýííïéá áõôÞ. 


�
Ôï äéÜíõóìá èá ðáñïõóéáóèåß ùò Ýíá ðñïóáíáôïëéóìÝíï åõèýãñáììï ôìÞìá êáé äåí èá ãßíåé áíáöïñÜ óôá åëåýèåñá Þ åöáñìïóôÜ äéáíýóìáôá.


Ùò ãùíßá äõï äéáíõóìÜôùí � EMBED Equation.2  ��� êáé  � EMBED Equation.2  ��� ïñßæåôáé ç êõñôÞ ãùíßá � EMBED Equation.2  ��� üðïõ 


� EMBED Equation.2  ��� êáé � EMBED Equation.2  ���.


ÅðïìÝíùò, áí è åßíáé ç ãùíßá äõï äéáíõóìÜôùí, ôüôå 


0 ( è ( ð.


�
�
Ðñüóèåóç - 


Áöáßñåóç


ÄéáíõóìÜôùí�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôï Üèñïéóìá äõï äéáíõóìÜôùí


Íá ãíùñßæïõí ôéò éäéüôçôåò ôçò ðñüóèåóçò äéáíõóìÜôùí êáé íá ìðïñïýí íá ôéò ÷ñçóéìïðïéïýí óôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ áèñïßóìáôïò ðïëëþí äéáíõóìÜôùí


Íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôç äéáöïñÜ äõï äéáíõóìÜôùí


Íá ìðïñïýí íá åêöñÜæïõí Ýíá äéÜíõóìá ìå ôç âïÞèåéá ôùí äéáíõóìáôéêþí  áêôßíùí ôùí Üêñùí ôïõ.


Íá ãíùñßæïõí ôçí ôñéãùíéêÞ áíéóüôçôá ãéá ôá ìÝôñá äõï äéáíõóìÜôùí.


�
Ôï Üèñïéóìá äõï äéáíõóìÜôùí âñßóêåôáé ìå ôïí êáíüíá ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ:


�





Ïé éäéüôçôåò ôçò ðñüóèåóçò ôùí äéáíõóìÜôùí èá ðñïêýøïõí åðïðôéêÜ áðü ôïí ïñéóìü ôçò.


Ç äéáöïñÜ � EMBED Equation.2  ��� ïñßæåôáé ùò ôï Üèñïéóìá � EMBED Equation.2  ���.


�
�
Ðïëëáðëáóéáóìüò 


Áñéèìïý


ìå ÄéÜíõóìá�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íá ìðïñïýí íá ðïëëáðëáóéÜæïõí áñéèìü ìå äéÜíõóìá 


Íá ìðïñïýí íá áðïäåéêíýïõí ôçí ðáñáëëçëßá äõï äéáíõóìÜôùí


Íá ìðïñïýí íá åêöñÜæïõí ôç äéáíõóìáôéêÞ áêôßíá ôïõ ìÝóïõ åíüò ôìÞìáôïò ùò óõíÜñôçóç ôùí äéáíõóìáôéêþí áêôßíùí ôùí Üêñùí ôïõ.�
ÌÝóá áðü ðñáãìáôéêÜ ðñïâëÞìáôá èá öáíåß ç áíÜãêç ðïëëáðëáóéáóìïý áñéèìïý ìå äéÜíõóìá. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí Ýíá êéíçôü äéðëáóéÜóåé, ôñéðëáóéÜóåé êôë. ôçí ôá÷ýôçôá ôïõ � EMBED Equation.2  ���, ôüôå áõôÞ èá åßíáé 2� EMBED Equation.2  ���, 3� EMBED Equation.2  ��� êôë. áíôéóôïß÷ùò.


Èá ôïíéóèåß ï ðïëý óçìáíôéêüò ñüëïò ôçò éóïäõíáìßáò � EMBED Equation.2  ��� 


óôçí áðüäåéîç ðïëëþí ðñïôÜóåùí.


�
�
ÓõíôåôáãìÝíåò 


Äéáíýóìáôïò�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íá ãíùñßæïõí ðùò ïñßæåôáé Ýíá óýóôçìá Êáñôåóéáíþí ÓõíôåôáãìÝíùí êáé íá ìðïñïýí íá áðïäåéêíýïõí üôé êÜèå äéÜíõóìá ãñÜöåôáé êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí ìïíáäéáßùí äéáíõóìÜôùí


Íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôéò óõíôåôáãìÝíåò åíüò ãñáììéêïý óõíäõáóìïý äéáíõóìÜôùí


Íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôï ìÝôñï åíüò äéáíýóìáôïò áðü ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôïõ.


Íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí áí äõï äéáíýóìáôá åßíáé ðáñÜëëçëá, üôáí ãíùñßæïõí ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôïõò Þ ôïõò óõíôåëåóôÝò äéåýèõíóçò ôùí äéáíõóìÜôùí.�
Ôá ó÷åôéêÜ ìå Ýíá Êáñôåóéáíü Óýóôçìá ÓõíôåôáãìÝíùí Ý÷ïõí äéäá÷èåß êáé óå ðñïçãïýìåíåò ôÜîåéò. Åäþ èá ãßíåé åðáíÜëçøç êáé ðéï óõóôçìáôéêÞ ðáñïõóßáóç.


Ï óõìâïëéóìüò åíüò äéáíýóìáôïò ùò Ýíá äéáôåôáãìÝíï æåýãïò ìå óôïé÷åßá ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôïõ, äéåõêïëýíåé ôï ëïãéóìü ôïõò.


 Ï ôýðïò ôïõ ìÝôñïõ åíüò äéáíýóìáôïò èá ðñïêýøåé ìå ôç âïÞèåéá ôïõ Ðõèáãüñåéïõ ÈåùñÞìáôïò.


Áí � EMBED Equation.2  ���,


èá áðïäåé÷èåß ç éóïäõíáìßá:


� EMBED Equation.2  ���.


Ç óõíèÞêç áõôÞ ðáñáëëçëßáò äéáíõóìÜôùí éó÷ýåé êáé óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ ãéá ôá äéáíýóìáôá äåí ïñßæåôáé óõíôåëåóôÞò äéåýèõíóçò.    


Ùò ãùíßá ôïõ äéáíýóìáôïò  � EMBED Equation.2  ��� ìå ôïí Üîïíá ÷´÷ ïñßæåôáé ç ãùíßá ðïõ äéáãñÜöåé ï çìéÜîïíáò Ï÷ áí óôñáöåß ðåñß ôï Ï êáôÜ ôç èåôéêÞ öïñÜ ìÝ÷ñé íá óõìðÝóåé ìå ôï äéÜíõóìá � EMBED Equation.2  ���.


Áí ö åßíáé ç ãùíßá áõôÞ, éó÷ýåé 


              0(ö< 2ð.


Ùò óõíôåëåóôÞò äéåýèõíóçò ôïõ äéáíýóìáôïò � EMBED Equation.2  ���,ïñßæåôáé ôï ðçëßêï � EMBED Equation.2  ���, åöüóïí � EMBED Equation.2  ���.


�
�
Åóùôåñéêü


Ãéíüìåíï


ÄéáíõóìÜôùí�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íá ãíùñßæïõí ôïí ïñéóìü ôïõ åóùôåñéêïý ãéíïìÝíïõ äõï äéáíõóìÜôùí





Íá ãíùñßæïõí êáé íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôçí áíáëõôéêÞ Ýêöñáóç ôïõ åóùôåñéêïý ãéíïìÝíïõ äõï äéáíõóìÜôùí





Íá ãíùñßæïõí ôç óõíèÞêç êáèåôüôçôáò äõï äéáíõóìÜôùí


Íá ìðïñïýí íá õðïëïãßæïõí ôç ãùíßá äõï äéáíõóìÜôùí áðü ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôïõò








Íá ìðïñïýí íá áíáëýïõí Ýíá äéÜíõóìá óå äõï êÜèåôåò ìåôáîý ôïõò óõíéóôþóåò


.�
Ï ïñéóìüò ôïõ åóùôåñéêïý ãéíïìÝíïõ äõï äéáíõóìÜôùí, èá óõó÷åôéóèåß ìå ôï Ýñãï, ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ìéá äýíáìç ç ïðïßá ìåôáôïðßæåé ôï óçìåßï åöáñìïãÞò ôçò.


Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ åóùôåñéêïý ãéíïìÝíïõ èá ðñïêýøïõí Üìåóá ç áíôéìåôáèåôéêÞ éäéüôçôá, ç óõíèÞêç êáèåôüôçôáò êáé ôï åóùôåñéêü ôåôñÜãùíï.


Ç áíáëõôéêÞ Ýêöñáóç ôïõ åóùôåñéêïý ãéíïìÝíïõ äéåõêïëýíåé ôïõò õðïëïãéóìïýò êáé ôçí áðüäåéîç ôùí éäéïôÞôùí ôïõ. 


Ç áíÜëõóç åíüò äéáíýóìáôïò óå äõï êÜèåôåò óõíéóôþóåò, ìéá ðáñÜëëçëç ìå ôï � EMBED Equation.2  ��� êáé ìéá êÜèåôç óå áõôü, äéåõêïëýíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç � EMBED Equation.2  ���


�
�
Ç ÅÕÈÅÉÁ ÓÔÏ 


    ÅÐÉÐÅÄÏ


�
�
�
�
ÓõíôåëåóôÞò 


Äéåýèõíóçò 


Åõèåßáò�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íá êáôáíïÞóïõí ôçí Ýííïéá ôïõ óõíôåëåóôÞ äéåýèõíóçò åõèåßáò êáé íá ìðïñïýí íá ôïí õðïëïãßæïõí üôáí ãíùñßæïõí ôç ãùíßá ôçò ìå ôïí Üîïíá ÷´÷ Þ äõï óçìåßá ôçò





Íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí áí äõï åõèåßåò åßíáé ðáñÜëëçëåò Þ êÜèåôåò�
Áí ìéá åõèåßá å ôÝìíåé ôïí Üîïíá ÷´÷ óôï Á, ôüôå ùò ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæåé ç  å ìå ôïí ÷´÷ ïñßæïõìå ôç ãùíßá ù ðïõ äéáãñÜöåé ï ÷´÷ üôáí óôñáöåß êáôÜ ôç èåôéêÞ öïñÜ ðåñß ôï Á ìÝ÷ñé íá óõìðÝóåé ìå ôçí å.


� 


Ãéá ôçí ù éó÷ýåé: 0 ( ù < ð


Ùò óõíôåëåóôÞ äéåýèõíóçò ôçò å , üôáí ù ( � EMBED Equation.2  ��� ,  ïñßæïõìå ôçí åöù.





Ïé óõíèÞêåò  ðáñáëëçëßáò êáé êáèåôüôçôáò äõï åõèåéþí ðñïêýðôïõí Üìåóá áðü ôéò áíôßóôïé÷åò óõíèÞêåò ôùí äéáíõóìÜôùí. 


 


Äåí èá áíáöåñèåß ç ó÷Ýóç ðïõ óõíäÝåé ôç ãùíßá äõï åõèåéþí êáé ôïõò óõíôåëåóôÝò äéåýèõíóçò ôïõò.


�
�
Åîßóùóç 


Åõèåßáò�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé íá 


ìðïñïýí:


Íá âñßóêïõí ôçí åîßóùóç ìéáò åõèåßáò üôáí ãíùñßæïõí Ýíá óçìåßï ôçò êáé ôï óõíôåëåóôÞ äéåýèõíóçò ôçò åõèåßáò





Íá âñßóêïõí ôçí åîßóùóç ìéáò åõèåßáò üôáí ãíùñßæïõí äõï óçìåßá ôçò�
Èá ôïíéóèåß üôé ç åîßóùóç  


ø - ø0 = ë(÷ - ÷0) 


äåí åöáñìüæåôáé üôáí ç åõèåßá åßíáé êáôáêüñõöç. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç åõèåßá Ý÷åé åîßóùóç ÷ = ÷0.


Èá áíáöåñèïýí åðßóçò ïé åéäéêÝò ìïñöÝò åîéóþóåùí åõèåßáò :


ø = ë÷ + â


ø = ë÷


ø = ø0  


�
�
Ç åîßóùóç


Á÷ + Âø +Ã= 0 


�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íá ãíùñßæïõí êáé íá ìðïñïýí íá áðïäåéêíýïõí  üôé ç åîßóùóç Á÷+Âø+Ã=0 ,Á(0 Þ Â(0 ðáñéóôÜíåé åõèåßá.





Íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí Ýíá äéÜíõóìá ðáñÜëëçëï êáé Ýíá êÜèåôï óôçí åõèåßá Á÷+Âø+Ã= 0.�
Ç åîßóùóç 


Á÷ +Âø +Ã =0  (1)


ðáñéóôÜíåé åõèåßá, üôáí Á (0 Þ Â (0. 


 Áí ëõèåß ç (1) ùò ðñïò ø ðñïêýðôåé Üìåóá üôé 


ï óõíôåëåóôÞò äéåýèõíóçò åßíáé � EMBED Equation.2  ��� 


ôï äéÜíõóìá  � EMBED Equation.2  ��� åßíáé êÜèåôï óôçí åõèåßá.


ôï äéÜíõóìá � EMBED Equation.2  ��� åßíáé ðáñÜëëçëï óôçí åõèåßá


�
�
Áðüóôáóç Óçìåßïõ


áðü Åõèåßá - 


Åìâáäüí Ôñéãþíïõ�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íá ìðïñïýí íá õðïëïãßæïõí ôçí áðüóôáóç åíüò óçìåßïõ áðü ìéá åõèåßá 





Íá ìðïñïýí íá õðïëïãßæïõí ôï åìâáäüí åíüò ôñéãþíïõ üôáí äßíïíôáé ïé óõíôåôáãìÝíåò ôùí êïñõöþí ôïõ


�















Èá áðïäåé÷èåß üôé ôï åìâáäüí ôñéãþíïõ ìå êïñõöÝò Á(÷1, ø1), Â(÷2, ø2) êáé     Ã(÷3, ø3) åßíáé:


� EMBED Equation.2  ���


�
�
3.ÊÙÍÉÊÅÓ ÔÏÌÅÓ


�
�
�
�
Ï êýêëïò�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íá ãíùñßæïõí êáé íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôçí åîßóùóç åíüò êýêëïõ ìå êÝíôñï ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí êáé äåäïìÝíç áêôßíá





Íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôéò ðáñáìåôñéêÝò åîéóþóåéò åíüò êýêëïõ





Íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôçí åîßóùóç ôçò åöáðôïìÝíçò åíüò êýêëïõ





Íá ìðïñïýí íá åîåôÜæïõí áí ç  åîßóùóç 


 ÷2 + ø2 +Á÷ +Âø +Ã = 0 


ðáñéóôÜíåé êýêëï êáé íá âñßóêïõí ôá óôïé÷åßá ôïõ êáèþò êáé ôçí åîßóùóç ôçò åöáðôïìÝíçò ôïõ êýêëïõ áõôïý óå Ýíá óçìåßï ôïõ.


�
Ìå ôïí êýêëï êáé ôéò éäéüôçôåò ôïõ ïé ìáèçôÝò åßíáé Þäç åîïéêåéùìÝíïé áðü ôçí Åõêëåßäåéá Ãåùìåôñßá êáé äåí áíáìÝíåôáé íá óõíáíôÞóïõí éäéáßôåñåò äõóêïëßåò.














Ãéá ôïí ïñéóìü ôçò åöáðôïìÝíçò êýêëïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèåß ï ãåùìåôñéêüò ïñéóìüò ôçò åöáðôïìÝíçò. 


Ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ êýêëïõ ðïõ ðáñéóôÜíåé ìéá åîßóùóç ôçò ìïñöÞò 


÷2 + ø2 +Á÷ + Âø + Ã = 0 


èá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç ìÝèïäïò ôçò óõìðëÞñùóçò ôåôñáãþíïõ�
�
Ç ÐáñáâïëÞ







































































H ¸ëëåéøç�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íá ãíùñßæïõí ôïí ïñéóìü ôçò ðáñáâïëÞò êáé íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôçí åîßóùóç ôçò





Íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôéò éäéüôçôåò ôçò ðáñáâïëÞò ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôçí åîßóùóç ôçò





Íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôçí åîßóùóç ôçò åöáðôïìÝíç ôçò ðáñáâïëÞò óå Ýíá óçìåßï ôçò





Íá ãíùñßæïõí êáé íá ìðïñïýí íá áðïäåéêíýïõí ôçí áíáêëáóôéêÞ éäéüôçôá ôçò ðáñáâïëÞò 














Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íá ãíùñßæïõí ôïí ïñéóìü ôçò Ýëëåéøçò êáé íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôçí åîßóùóç ôçò





Íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôéò éäéüôçôåò ôçò Ýëëåéøçò ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôçí åîßóùóç ôçò





Íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôçí åîßóùóç ôçò åöáðôïìÝíç ôçò Ýëëåéøçò óå Ýíá óçìåßï ôçò





Íá ãíùñßæïõí ôçí áíáêëáóôéêÞ éäéüôçôá ôçò Ýëëåéøçò 





Íá ãíùñßæïõí ôçí åêêåíôñüôçôá ôçò Ýëëåéøçò êáé ôç óçìáóßá ðïõ Ý÷åé ãéá ôç ìïñöÞ ôçò.


�
Ùò åîßóùóç ôçò åöáðôïìÝíçò ôçò ðáñáâïëÞò óå Ýíá óçìåßï ôçò Ì1, èá ïñéóèåß ç åîßóùóç ôçò åõèåßáò ðïõ áðïôåëåß ôçí ïñéáêÞ èÝóç ìéáò ôÝìíïõóáò Ì1Ì2 ôçò ðáñáâïëÞò, êáèþò ôï Ì2 êéíïýìåíï åðß ôçò ðáñáâïëÞò ôåßíåé íá óõìðÝóåé ìå ôï Ì1.


�


Ìå áíÜëïãï ôñüðï èá ïñéóèïýí êáé ïé åöáðôüìåíåò ôùí Üëëùí êùíéêþí.


Ç áíáêëáóôéêÞ éäéüôçôá ôùí êùíéêþí èá áðïäåé÷èåß ìüíï óôçí ðåñßðôùóç ôçò ðáñáâïëÞò. 





Óôçí áíáæÞôçóç ôçò åîßóùóçò ôçò Ýëëåéøçò äåí èá áðïäåé÷èåß ôï áíôßóôñïöï.























Èá áíáöåñèåß ÷ùñßò áðüäåéîç ç åîßóùóç ôçò åöáðôïìÝíçò ôçò Ýëëåéøçò óå Ýíá óçìåßï ôçò.�
�
Ç ÕðåñâïëÞ�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íá ãíùñßæïõí ôïí ïñéóìü ôçò õðåñâïëÞò êáé íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôçí åîßóùóç ôçò





Íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôéò éäéüôçôåò ôçò õðåñâïëÞò ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôçí åîßóùóç ôçò





Íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôçí åîßóùóç ôçò åöáðôïìÝíç ôçò õðåñâïëÞò óå Ýíá óçìåßï ôçò





Íá ãíùñßæïõí ôçí áíáêëáóôéêÞ éäéüôçôá ôçò õðåñâïëÞò 





Íá ãíùñßæïõí ôçí åêêåíôñüôçôá ôçò õðåñâïëÞò êáé ôç óçìáóßá ðïõ Ý÷åé ãéá ôç ìïñöÞ ôçò.





Íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôéò åîéóþóåéò ôùí áóýìðôùôùí ôçò õðåñâïëÞò  


�
Ãéá ôçí åîßóùóç ôçò õðåñâïëÞò êáé ôçí åöáðôïìÝíç ôçò éó÷ýïõí üóá áíáöÝñèçêáí êáé ãéá ôçí Ýëëåéøç�
�



ÈÅÙÑÉÁ ÁÑÉÈÌÙÍ�
�
�
�



Ç ÌáèçìáôéêÞ 


ÅðáãùãÞ




















�



Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íá êáôáíïÞóïõí ôçí áðïäåéêôéêÞ ìÝèïäï ôçò ÌáèçìáôéêÞò ÅðáãùãÞò 





Íá ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéïýí ôç ÌáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ãéá ôçí áðüäåéîç  éó÷õñéóìþí. 





�



Èá ôïíéóèåß üôé ç áðïäåéêôéêÞ ìÝèïäïò ôçò ÌáèçìáôéêÞò ÅðáãùãÞò åöáñìüæåôáé ìüíï óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ ç ðñïò áðüäåéîç ðñüôáóç áíáöÝñåôáé óå öõóéêïýò áñéèìïýò.


Èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí êáôÜëëçëá ðáñáóôáôéêÜ ìïíôÝëá ðïõ èá âïçèÞóïõí ôïõò ìáèçôÝò íá áíôéëçöèïýí üôé ç áëÞèåéá ôïõ éó÷õñéóìïý Ñ(1) êáé ç ìåôÜâáóç áðü ôçí áëÞèåéá ôïõ éó÷õñéóìïý Ñ(í) óôçí áëÞèåéá ôïõ éó÷õñéóìïý Ñ(í+1) äéáóöáëßæïõí ôçí áëÞèåéá ôïõ éó÷õñéóìïý ãéá êÜèå èåôéêü áêÝñáéï í. 


�
�
Ç Åõêëåßäåéá 


Äéáßñåóç�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íá ãíùñßæïõí ôçí ôáõôüôçôá ôçò Åõêëåßäåéáò Äéáßñåóçò êáé íá ìðïñïýí íá ôçí áðïäåéêíýïõí.





�
Ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò ôáõôüôçôáò ôçò Åõêëåßäåéáò Äéáßñåóçò èá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç áñ÷Þ "ôçò êáëÞò äéÜôáîçò".


Ç ôáõôüôçôá ôçò Åõêëåßäåéáò Äéáßñåóçò èá áðïäåé÷èåß ìüíï ãéá öõóéêïýò áñéèìïýò, åíþ ãéá ôéò Üëëåò ðåñéðôþóåéò áêåñáßùí èá äïèïýí ìüíï áñéèìçôéêÜ ðáñáäåßãìáôá





�
�
Äéáéñåôüôçôá�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íáãíùñßæïõí ðüôå ëÝìå üôé Ýíáò áêÝñáéïò â äéáéñåß Ýíáí áêÝñáéï á, êáèþò êáé ôéò éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò ôïõ ïñéóìïý áõôïý


Íá ãíùñßæïõí êáé íá ìðïñïýí íá áðïäåéêíýïõí ôéò éäéüôçôåò ôçò äéáéñåôüôçôáò�
Ãéá ôç äéáéñåôüôçôá íá áðïäåé÷èïýí ïé éäéüôçôåò:


Áí á( â êáé â(á, ôüôå á=â Þ á= -â


Áí á( â êáé â(ã, ôüôå á(ã


Áí á( â, ôüôå á( ëâ , ë(Z 


Áí á( â êáé â(ã, ôüôå á((êâ+ëã)


Áí á( â, ôüôå ÉáÉ ( ÉâÉ


�
�
ÌÝãéóôïò Êïéíüò ÄéáéñÝôçò�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íá ãíùñßæïõí ôçí Ýííïéá ôïõ ÌÊÄ äõï áñéèìþí êáé ôéò éäéüôçôåò ôïõ.


Íá ãíùñßæïõí ðüôå äõï áñéèìïß ëÝãïíôáé ðñþôïé ìåôáîý ôïõò


Íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôï ÌÊÄ äõï áñéèìþí         ìå ôïí Áëãüñéèìï ôïõ Åõêêåßäç.


Íá ìðïñïýí íá åêöñÜæïõí ôï ÌÊÄ äõï áñéèìþí ùò ãñáììéêü óõíäõáóìü ôùí áñéèìþí áõôþí�
Èá áðïäåé÷èåß ãéá äõï öõóéêïýò á êáé â ôï âáóéêü èåþñçìá:


(á, â) = (â, õ), 


üðïõ õ ôï õðüëïéðï ôçò äéáßñåóçò ôïõ á ìå ôïí â. 


Óôç óõíÝ÷åéá ìå ôç âïÞèåéá ðáñáäåéãìÜôùí èá åîçãçèåß ç äõíáôüôçôá êáé ç ìÝèïäïò  Ýêöñáóçò ôïõ ÌÊÄ äõï áñéèìþí ùò ãñáììéêïý óõíäõáóìïý ôùí áñéèìþí áõôþí.


Èá áíáöåñèïýí ïé éäéüôçôåò:  


Äõï áêÝñáéïé á êáé â åßíáé ðñþôïé ìåôáîý ôïõò áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷ïõí áêÝñáéïé ê êáé ë ôÝôïéïé þóôå: 


êá + ëâ =1 


Áí äéáéñÝóïõìå äõï áêåñáßïõò ìå ôï ÌÊÄ ôïõò, ðñïêýðôïõí áñéèìïß ðñþôïé ìåôáîý ôïõò


Ïé êïéíïß äéáéñÝôåò äõï áêåñáßùí åßíáé ïé äéáéñÝôåò ôïõ ÌÊÄ ôïõò


Áí Ýíáò áêÝñáéïò äéáéñåß ôï ãéíüìåíï äõï áêåñáßùí êáé åßíáé ðñþôïò ðñïò ôïí Ýíáí, ôüôå äéáéñåß ôïí Üëëïí


�
�
ÅëÜ÷éóôï Êïéíü         ÐïëëáðëÜóéï�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé íá ãíùñßæïõí ôçí Ýííïéá ôïõ ÅÊÐ äõï áñéèìþí êáé ôéò éäéüôçôåò ôïõ.





Íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôï ÅÊÐ äõï Þ ðåñéóóüôåñùí áêåñáßùí�
Ãéá èåôéêïýò áêåñáßïõò èá áíáöåñèïýí ïé éäéüôçôåò


áâ=(á,â)[á,â]


 [êá, êâ] = ê[á, â]


[á, â, ã] = [ [á, â], ã]


ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôïí õðïëïãéóìü ôïõ ÅÊÐ. 


�
�
Ðñþôïé  Áñéèìïß�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íá ãíùñßæïõí ôçí Ýííïéá ôïõ ðñþôïõ êáé ôïõ óýíèåôïõ áñéèìïý





Íá ìðïñïýí íá áðïäåéêíýïõí üôé ôï ðëÞèïò ôùí ðñþôùí áñéèìþí åßíáé Üðåéñï


Íá ãíùñßæïõí üôé êÜèå èåôéêüò áêÝñáéïò áíáëýåôáé êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï óå ãéíüìåíï ðñþôùí ðáñáãüíôùí


Íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôï ÌÊÄ êáé ôï ÅÊÐ áñéèìþí ðïõ Ý÷ïõí áíáëõèåß óå ãéíüìåíá ðñþôùí ðáñáãüíôùí�
Èá ôïíéóèåß üôé ç áðüäåéîç ôçò ýðáñîçò Üðåéñïõ ðëÞèïõò ðñþôùí áñéèìþí åßíáé ôïõ Åõêëåßäç êáé áðïôåëåß õðüäåéãìá ìáèçìáôéêÞò êïìøüôçôáò.


Ãéá ôçí áðÜíôçóç óôï åýëïãï åñþôçìá ðùò ìðïñïýìå íá áðïöáíèïýìå áí Ýíáò áñéèìüò åßíáé ðñþôïò Þ óýíèåôïò èá ÷ñçóéìïðïéçèåß ôï êüóêéíï ôïõ ÅñáôïóèÝíç ðïõ ç ôå÷íéêÞ ôïõ óôçñßæåôáé óôá ðáñáêÜíù èåùñÞìáôá: 


ÊÜèå èåôéêüò áêÝñáéïò ìåãáëýôåñïò ôïõ 1 Ý÷åé Ýíáí ôïõëÜ÷éóôïí ðñþôï äéáéñÝôç 


ÊÜèå óýíèåôïò áêÝñáéïò Ý÷åé Ýíáí ôïõëÜ÷éóôïí ðñþôï äéáéñÝôç ìéêñüôåñï Þ ßóï ôçò ôåôñáãùíéêÞò ôïõ ñßæáò.


Ï ðñïóäéïñéóìüò ôïõ ÌÊÄ êáé ôïõ ÅÊÐ áñéèìþí ðïõ Ý÷ïõí áíáëõèåß óå ãéíüìåíï ðñþôùí ðáñáãüíôùí èá óôçñé÷èåß ìüíï óôçí ðáñáôÞñçóç üôé Ýíáò äéáéñÝôçò åíüò áñéèìïý ãñáììÝíïõ óôçí êáíïíéêÞ ôïõ ìïñöÞ :


� EMBED Equation.2  ���    


Ý÷åé ðáñÜãïíôåò ìüíï áðü ôïõò p1, p2, ..., pk êáé ìå åêèÝôåò ßóïõò Þ ìéêñüôåñïõò ôùí á1, á2, ..., áê êáé äåí èá ãßíåé áðüäåéîç ôçò ó÷åôéêÞò ðñüôáóçò. 


�
�
Ç ÄéïöáíôéêÞ 


Åîßóùóç 


á÷ +âø = ã�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íá ãíùñßæïõí ôçí Ýííïéá ôçò äéïöáíôéêÞò åîßóùóçò êáé íá ìðïñïýí íá áðïäåéêíýïõí ôïõò ôýðïõò      åðßëõóçò ôçò åîßóùóçò


    á÷ + âø = ã 





Íá ìðïñïýí íá åðéëýïõí äéïöáíôéêÝò åîéóþóåéò ôçò ìïñöÞò á÷ + âø = ã êáèþò êáé  ðñïâëÞìáôá ðïõ áíÜãïíôáé óå ôÝôïéåò åîéóþóåéò.


�
Ç åýñåóç ìéáò åéäéêÞò ëýóçò ôçò åîßóùóçò ðïõ åßíáé áðáñáßôçôç ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ óõíüëïõ ôùí ëýóåùí ôçò ,  ìðïñåß íá ãßíåé ìå ôç âïÞèåéá ôçò  ãñáììéêÞò Ýêöñáóçò ôïõ ÌÊÄ ôùí óõíôåëåóôþí á êáé â.�
�
Éóïûðüëïéðïé


Áñéèìïß�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íá ìðïñïýí íá åîåôÜæïõí áí äõï áêÝñáéïé åßíáé éóïûðüëïéðïé 





Íá ãíùñßæïõí êáé íá ìðïñïýí íá áðïäåéêíýïõí ôéò âáóéêÝò éäéüôçôåò ôùí éóïûðüëïéðùí áñéèìþí





Íá ÷ñçóéìïðïéïýí ôéò éäéüôçôåò ôùí éóïûðüëïéðùí áñéèìþí óôçí åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí äéáéñåôüôçôáò�
ÌåôÜ ôïí ïñéóìü ôùí éóïûðüëïéðùí áñéèìþí, èá áðïäåé÷èåß ç éóïäõíáìßá


á(â(mod m) ( m((á - â), ìå ôçí ïðïßá ìðïñïýìå ðñáêôéêüôåñá íá äéáðéóôþóïõìå áí äõï áñéèìïß åßíáé éóïûðüëïéðïé. Óôç óõíÝ÷åéá èá áðïäåé÷èïõí ïé éäéüôçôåò:


Áí á ( â (mod m)  êáé  


ã ( ä (mod m) , ôüôå:


á+ã ( â+ä(mod m)


á-ã ( â- ä(mod m)


áã ( âä(mod m)


Ç ó÷Ýóç á ( â (mod m) èá ïíïìáóèåß éóïôéìßá êáé äåí èá ãßíåé áíáöïñÜ óôçí Ýííïéá ôçò éóïäõíáìßáò.


Ùò åöáñìïãÞ ôùí éäéïôÞôùí ôçò éóïôéìßáò èá åîçãçèïýí ôá êñéôÞñéá ôçò äéáéñåôüôçôáò ôùí áêåñáßùí





�
�
ÌÉÃÁÄÉÊÏÉ  


    ÁÑÉÈÌÏÉ�
�
�
�



Ç ¸ííïéá ôïõ 


Ìéãáäéêïý Áñéèìïý�



Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íá ãíùñßæïõí ôçí Ýííïéá ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý





Íá ãíùñßæïõí ðüôå äõï ìéãáäéêïß åßíáé ßóïé





Íá ìðïñïýí íá ðáñéóôÜíïõí Ýíá ìéãáäéêü áñéèìü óôï ìéãáäéêü åðßðåäï


�



Ôï óýíïëï C ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí ïñßæåôáé ùò Ýíá õðåñóýíïëï ôïõ óõíüëïõ R ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí óôï ïðïßï:


åðåêôåßíïíôáé ïé ðñÜîåéò ôçò ðñüóèåóçò êáé ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý Ýôóé þóôå íá Ý÷ïõí ôéò ßäéåò éäéüôçôåò üðùò óôï R, ìå ôï 0 êáé ôï 1 íá åßíáé ôá ïõäÝôåñá óôïé÷åßá ôçò ðñüóèåóçò êáé ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý áíôéóôïß÷ùò


ÕðÜñ÷åé óôïé÷åßï i ôÝôïéï þóôå i2 = -1


ÊÜèå óôïé÷åßï z ôïõ C ãñÜöåôáé êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï ìå ôç ìïñöÞ z = á + âi, á,â (R�
�



ÐñÜîåéò óôï Óýíïëï ôùí Ìéãáäéêþí�



Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé: 


Íá ìðïñïýí íá ðñïóèÝôïõí êáé íá áöáéñïýí ìéãáäéêïýò áñéèìïýò êáé íá ðáñéóôÜíïõí ãåùìåôñéêÜ ôï Üèñïéóìá êáé ôç äéáöïñÜ äõï ìéãáäéêþí








Íá ìðïñïýí íá ðïëëáðëáóéÜæïõí êáé íá äéáéñïýí ìéãáäéêïýò áñéèìïýò





Íá ìðïñïýí íá õðïëïãßæïõí ôéò äõíÜìåéò ôïõ I














Íá ãíùñßæïõí ôïí ïñéóìü êáé ôéò éäéüôçôåò ôùí óõæõãþí ìéãáäéêþí


Íá ìðïñïýí íá åðéëýïõí åîéóþóåéò 2ïõ âáèìïý ìå ðñáãìáôéêïýò óõíôåëåóôÝò êáé ìå áñíçôéêÞ äéáêñßíïõóá


�



Óôéò ðñÜîåéò ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí èá äïèåß Ýìöáóç óôçí ôå÷íéêÞ ôçò åêôÝëåóçò ôïõò êáé óôç ãåùìåôñéêÞ ôïõò åñìçíåßá êáé ü÷é óôéò éäéüôçôåò ðïõ êáèïñßæïõí ôç äïìÞ åíüò óþìáôïò.





Ïé äõíÜìåéò ìå áêÝñáéï åêèÝôç, ïñßæïíôáé óôï C üðùò êáé ïé äõíÜìåéò óôï R.





Ïé äõíÜìåéò ií õðïëïãßæïíôáé ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôï õðüëïéðï ôçò äéáßñåóçò ôïõ í ìå ôï 4.





Èá ôïíéóèåß üôé ïé ñßæåò ìéáò åîßóùóçò 2ïõ âáèìïý ìå ðñáãìáôéêïýò óõíôåëåóôÝò êáé ìå áñíçôéêÞ äéáêñßíïõóá åßíáé óõæõãåßò ìéãáäéêïß áñéèìïß.


�
�
ÌÝôñï Ìéãáäéêïý


 Áñéèìïý�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íá ìðïñïýí íá õðïëïãßæïõí ôï ìÝôñï åíüò ìéãáäéêïý áñéèìïý





Íá ãíùñßæïõí ôéò éäéüôçôåò ôïõ ìÝôñïõ êáé íá ìðïñïýí íá ôéò ÷ñçóéìïðïéïýí óôçí åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí ãåùìåôñéêþí ôüðùí óôï ìéãáäéêü åðßðåäï�
Ãéá ôï ìÝôñï íá áíáöåñèïýí ïé éäéüôçôåò: 


( z ( = (� EMBED Equation.2  ���( = ( -z (,  ( z ( 2 = z(� EMBED Equation.2  ���, 


( z1(z2( = ( z1 ((( z2 ( , � EMBED Equation.2  ���êáé


� EMBED Equation.2  ���


Éäéáßôåñç áíáöïñÜ èá ãßíåé óôï ãåãïíüò üôé ôï ìÝôñï ôçò äéáöïñÜò äõï ìéãáäéêþí åßíáé ßóï ìå ôçí áðüóôáóç ôùí åéêüíùí ôïõò.


�
�
ÔñéãùíïìåôñéêÞ 


ÌïñöÞ


 Ìéãáäéêïý�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íá ìðïñïýí íá âñßóêïõí ôçí ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ åíüò ìéãáäéêïý áñéèìïý








Íá ãíùñßæïõí ðüôå äõï ìéãáäéêïß ãñáììÝíïé ìå ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ åßíáé ßóïé








Íá ìðïñïýí íá ðïëëáðëáóéÜæïõí êáé íá äéáéñïýí ìéãáäéêïýò ðïõ åßíáé ãñáììÝíïé ìå ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ





Íá ãíùñßæïõí ôï èåþñçìá De Moivre êáé íá ìðïñïýí íá ôï ÷ñçóéìïðïéïýí ãéá ôïí õðïëïãéóìü äõíÜìåùí ìéãáäéêþí áñéèìþí


�
Ùò üñéóìá åíüò ìéãáäéêïý áñéèìïý èá ïñéóèåß ìéá áðü ôéò ãùíßåò ìå áñ÷éêÞ ðëåõñÜ ôçí çìéåõèåßá Ï÷ êáé ôåëéêÞ ôçí çìéåõèåßá ÏÑ, üðïõ Ñ ç åéêüíá ôïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý. 

















Èá áðïäåé÷èïýí ïé êáíüíåò ðïëëáðëáóéáóìïý êáé äéáßñåóçò ìéãáäéêþí ìå ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ.








Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ De Moivre èá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ.�
�
ÐïëõùíõìéêÝò


     Åîéóþóåéò óôï C�
Ïé ìáèçôÝò ðñÝðåé:


Íá ìðïñïýí íá åðéëýïõí åîéóþóåéò ôçò ìïñöÞò    zí =1, í(Í





Íá ìðïñïýí íá åðéëýïõí åîéóþóåéò ôçò ìïñöÞò    zí = a, í(Í, a(C





Íá ãíùñßæïõí ôï èåìåëéþäåò èåþñçìá ôçò ¢ëãåâñáò





Íá ãíùñßæïõí êáé íá ìðïñïýí íá áðïäåéêíýïõí üôé ïé ìéãáäéêÝò ñßæåò ìéáò ðïëõùíõìéêÞò åîßóùóçò ìå ðñáãìáôéêïýò óõíôåëåóôÝò  åßíáé óõæõãåßò�
Áí a=� EMBED Equation.2  ���=wí ôüôå ç åîßóùóç  zí = a ãñÜöåôáé  � EMBED Equation.2  ���êáé ç åðßëõóç ôçò áíÜãåôáé óôçí åðßëõóç ôçò åîßóùóçò  zí =1. 


 Èá ôïíéóèåß éäéáßôåñá ç ãåùìåôñéêÞ åñìçíåßá ôùí ëýóåùí ôçò åîßóùóçò zí = a.�
�
�
�
�
�
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