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Yorwort.

Der AusschuBl fiir die Vorbereitung des IIL Internationalen Mathe-
matiker-Kongresses hat in seiner Sitzung vom 20. April 1903 dem
Schriftfiihrer die Veroffentlichung eines Berichtes iiber die Verhand-
lungen des Kongresses iibertragen. Ich bin daher sofort mnach Be-
endigung des Kongresses an die Erfiillung dieser Aufgabe gegangen
und bin heute in der Lage, dem mathematischen Publikum die ,Ver-
handlungen des III. Internationalen Mathematiker-Kongresses“ zu iiber-
geben.

Das Buch besteht den Beschliissen des Ausschusses gemif aus
drei Teilen.

Der erste Teil, ,,Chronik des Kongresses®, enthélt die Vorgeschichte
des Kongresses, das Programm desselben, das Verzeichnis der Kongre8-
mitglieder, eine Schilderung des Verlaufes des Kongresses, einen Be-
richt iiber die Titigkeit der Sektionen und das Protokoll der Geschifts-
sitzung.

Der zweite Teil, ,,Wissenschaftliche Vortrige“, enthilt die Kénigs-
bergersche Gedichtnisrede auf Jacobi, die vier in den allgemeinen
Sitzungen gehaltenen Vortrige von Painlevé, Greenhill, Segre und
Wirtinger und die Sektionsvortrige. Von diesen fehlen nur zwei,
der Vortrag von Guichard: ,Sur les systémes triples orthogonaux“
aus der dritten und der Vortrag von Volterra: ,Sur la théorie des
ondes“ aus der vierten Sektion, deren Manuskripte von den Verfassern
nicht eingesandt worden sind.

Der dritte Teil, ,Die Literatur- und Modellausstellung®, enthalt
einen Bericht iiber die Ausstellung, das Verzeichnis der Aussteller und
die in der Ausstellung gehaltenen Vortriige von Runge, Wiener und
Schilling.

Zum Schlusse erfiille ich noch eine angenehme Pflicht, indem ich

meinem verehrten Kollegen Gutzmer fiir die Freundlichkeif, mit
a¥*



v Vorwort.

welcher er alle Korrekturen mit mir gelesen hat, und der verehrlichen
Verlagsbuchhandlung fiir die Bereitwilligkeit, mit welcher sie bei der
Herstellung des Werkes auf alle meine Wiinsche eingegangen ist,
bestens danke. Ebenso habe ich Herrn J. Horning in Heidelberg zu
danken, welcher mir das schéne Bild von Heidelberg aus dem in seinem
Verlage erschienenen Werke von Pfaff,  Heidelberg und Umgebung®,
zur Ausschmiickung unserer Verhandlungen bereitwillig zur Verfiigung
gestellt hat.

Traunstein, Villa Heimgarten, den 21. Marz 1905.

Krazer.
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Erster Teil.

Chronik des Kongresses.

Verh. d. IIT. Internat. Mathem.-Kongr. Heidelberg 1904.






A. Vorgeschichte des Kongresses.

Auf dem II Internationalen Mathematiker-Kongre8 zu Paris 1900
hatte die Deutsche Mathematiker-Vereinigung den Auftrag iibernommen,
den niichsten KongreB im Jahre 1904 einzuberufen. Schon in der Ge-
schiftssitzung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung zu Hamburg
im Herbste 1901 wurde Weber-StraBburg zum Vorsitzenden des
III. Internationalen Mathematiker-Kongresses gewdhlt und in einer
Vorbesprechung zu Leipzig am 27. Mérz 1902 wurde eine erste Grund-
lage fiir die Organisation des Kongresses gewonnen. Es trat damals
schon eine deutliche Stimmung fiir Heidelberg hervor, und nachdem
inzwischen der Stadtrat zu Heidelberg sich bereit erklirt hatte den
KongreB gastlich sufzunehmen, wurde in der Geschiftssitzung vom
25. September 1902 zu Karlsbad endgiiltig beschlossen den KongreB
anfangs August 1904 nach Heidelberg einzuladen. Es wurde der Be-
richterstatter zum Schriftfihrer des Kongresses gew#hlt und ein Aus-
schuB fiir die Vorbereitung des III. Internationalen Mathematiker-Kon-
gresses eingesetzt, der nach einigen nachtriglich erfolgten Kooptationen
aus folgenden Mitgliedern bestand:

A.Ackermann-Teubner, Verlagsbuchhindler in Leipzig. A.v.Brill,
Professor an der Universitdt Tiibingen. M. Cantor, Professor
an der Universitdit Heidelberg. M. Disteli, Professor an der
Universitit StraBburg. W. v. Dyck, Professor an der Tech-
nischen Hochschule Miinchen. A. Gutzmer, Professor an der
Universitit Jena. 6. Hauck, Professor an der Technischen
Hochschule Berlin. D. Hilbert, Professor an der Universitit
Gottingen. F. Klein, Professor an der Universitit Gottingen.
A. Kneser, Professor an der Bergakademie Berlin. L. Konigs-
berger. Professor an der Universitit Heidelberg. A. Krazer,
Professor an der Technischen Hochschule Karlsruhe. J. Liiroth,
Professor an der Universitit Freiburg. R. Mehmke, Professor
an der Technischen Hochschule Stuttgart. F.Meyer, Professor

an der Universitit Konigsberg. M. Nither, Professor an der
1*
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Universitit Erlangen. C. Runge, Professor an der Technischen
Hochschule Hannover. H. Schubert, Professor am Johanneum
Hamburg. F. Schur, Professor an der Technischen Hochschule
Karlsruhe. H. A. Schwarz, Professor an der Universitit Berlin.
P. Stickel, Professor an der Universitit Kiel. J. P. Treutlein,
Direktor des Real- und Reform-Gymnasiums Karlsruhe. H. Weber,
Professor an der Universitdt StraBburg.

Dieser AusschuB trat zum erstenmal am 20. April 1903 in Heidel-
berg zu einer Beratung zusammen. Die damaligen Beschliisse blieben
fiir die spitere Grestaltung des Kongresses maBgebend und mogen daher
hier mitgeteilt werden.

Da in das Jahr 1904 der hundertste Jahrestag der Geburt des
groBen deutschen Mathematikers C. G. J. Jacobi fillt, so wurde der
Gedanke einer Jacobi-Feier erwogen, und nachdem Kdonigsberger-
Heidelberg sich bereit erklért hatte die Festrede zu iibernehmen und
eine umfassende wissenschaftliche Biographie Jacobis dem Kongresse
vorzulegen, wurde beschlossen mit dem Kongresse eine Jacobi-Feier
zu verbinden, welche in einer in der ersten allgemeinen Sitzung durch
Koénigsberger zu haltenden Gedichtnisrede auf Jacobi gipfle.

Beziiglich der wissenschaftlichen Vortrige wuxde beschlossen, daB
in zwei weiteren allgemeinen Sitzungen vier groBere Vortrige statt-
finden sollen und zwar so, daB je ein Vortrag in deutscher, in eng-
lischer, in franzosischer und in italienischer Sprache gehalten werde.
Die Bestimmung der Vortragenden wurde dem Vorsitzenden iibertragen.

Alle anderen Vortrige sollen in Sektionssitzungen stattfinden, fiir
welche zwei Tage in Aussicht zu nehmen sind. Es wurden 6 Sektionen
gebildet und fiir diese aus den Reihen der AusschuBmitglieder Ein-
fiihrende gewthlt mit dem Auftrage fiir Sektionsvortriige zu sorgen
und die Konstituierung der Sektionen auf dem Kongresse zu leiten.

I. Sektion: Arithmetik und Algebra.
Einfiihrende: Kneser-Berlin und Liiroth-Freiburg.

II. Sektion: Analysis.
Einfiihrende: Hilbert-Gottingen und Schwarz-Berlin.

III. Sektion: Geometrie.
Einfiihrende: v. Brill-Tiibingen, Meyer-Konigsberg und Schwr-Karlsruhe.

IV. Sektion: Angewandte Mathematik.
Einfihrende: Hauck-Berlin, Klein-Gottingen und Runge-Hannover)
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V. Sektion: Geschichte der Mathematik.
Einfithrende: M. Canfor-Heidelberg und Stickel-Kiel.

VI. Sektion: Pidagogik.
Einfiihrende: Schubert-Hamburg und T'reutlein-Karlsruhe.

Nachdem schon in Karlsbad der Wunsch ausgesprochen worden
war mit dem Kongresse eine Ausstellung zu verbinden, wurde nunmehr
beschlossen, daB auf dem Kongresse sowohl eine Ausstellung mathema-
tischer Modelle und Apparate als auch eine solche mathematischer
Literatur veranstaltet werde, daB aber beide Ausstellungen sich auf die
wichtigeren Erscheinungen der letzten zehn Jahre beschrinken sollten,
und nur die erstere auch &ltere, historisch interessante Original-
modelle umfassen diirfe. Mit den Ausstellungen sollten einleitende und
erliuternde Vortrige und Demonstrationen verbunden werden. Fiir die
Modellausstellung wurde eine Kommission bestehend aus Disteli-Stra8-
burg, v. Dyck-Miinchen und Mehmke-Stuttgart gewihlt; mit der Lite-
raturausstellung wurden Gutzmer-Jena und der Berichterstatter be-
auftragt.

Uber die Verhandlungen des Kongresses ist nach den damaligen
Beschliissen durch den Schriftfiihrer ein Bericht zu verdffentlichen.
Dieser Bericht soll eine Schilderung der Vorgeschichte des Kongresses
und seines Verlaufes, ganz besonders aber alle auf dem Kongresse
gehaltenen Vortriige in der Sprache, in der sie gehalten wurden, um-
fassen; er soll moglichst bald herausgegeben und allen KongreB-
mitgliedern gratis zugestellt werden. Die Gediichtnisrede Konigs-
bergers soll besonders gedruckt und noch vor SchiuB des Kongresses
allen Teilnehmern als Festgabe iiberreicht werden.

Beziiglich der auf dem Kongresse stattfindenden Festlichkeiten
hatte die Stadt Heidelberg von vornherein sich erboten eine SchloB-
beleuchtung auf stidtische Kosten zu veranstalten und den Teilnehmern
Schiffe zur Besichtigung der Beleuchtung zur Verfiigung zu stellen.
Ferner hatte Seine Konigliche Hoheit der GroBherzog von Baden mitteilen
lassen, daB er bereit sei, einen Empfang der KongreBteilnehmer im
SchloBgarten zu Schwetzingen anzubieten. Vom Kongresse selbst war
ein Bankett in Aussicht genommen, zu dessen Teilnahme jedes Mit-
glied berechtigt sein sollte. Endlich hatte die Deutsche Mathematiker-
Vereinigung die Veranstaltung einer Abendunterhaltung ins Auge gefaBt.

Zur finanziellen Sicherstellung des Kongresses hatte die badische
Regierung schon damals einen ZuschuB von 3000 M. in Aussicht ge-
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stellt, und ferner hatte die Firma B. G. Teubner einen Beitrag von
2000 M. dem Kongresse zur beliebigen Verwendung iiberwiesen.

Es wurde beschlossen von jedem Teilnehmer des Kongresses einen
Beitrag von 20 M. gegen Aushindigung einer Hauptkarte zu erheben;
dabei soll das Recht Teilnehmer zu werden an keine besondere Be-
dingung gekniipft sein. Eine solche Hauptkarte berechtigt zur Teil-
nahme an allen Sitzungen und Festlichkeiten des Kongresses, zur Be-
sichtigung der Ausstellung, zum Bezuge der Festschrift und der Ver-
handlungen des Kongresses und verleiht auBerdem die Berechtigung, die
im Verlage von B. (. Teubner erscheinende Jacobi-Biographie Konigs-
bergers zu einem bedeutend erm#Bigten Preise (von ungefir Y; des
Ladenpreises) zu bezichen. Jedem KongreBteilnehmer stehen auBerdem
fiir seine Angehérigen Nebenkarten zum Preise von 10 M. zur Ver-
fiigung zur Teilnahme an den allgemeinen Sitzungen und an allen
Festlichkeiten des Kongresses.

Zur Deckung der dariiber hinausgehenden Kosten des Kongresses
insbesondere der Drucklegung der Festschrift und der Verhandlungen
sowie der mit dem Kongresse verbundenen Ausstellung wurde eine Kom-
mission beauftragt, von der Reichsregierung und dem preuBischen Kul-
tusministerinm unter Hervorhebung des Momentes der nationalen Re-
prisentation einerseits und der Jacobi-Feier andererseits einen Zuschuf
von zusammen 10000 M. zu erbitten.

Die AusschuBmitglieder M. Cantor und Konigsberger traten
mit den Stadtriten Ellmer, Fuchs, Krall und Krieger in Heidel-
herg zu einem LokalausschuB zusammen, und es wurde weiter ein
Damenkomitee fiir den Empfang und die Unterhaltung der Damen in
Aussicht genommen.

Die nun folgenden Monate waren der Vorbereitung des Kongresses-
auf Grund dieser Beschliisse gewidmet.

Bereits im Juni 1903 wurde eine erste Einladung zur Teilnahme an
dem Kongresse an 2000 Mathematiker aller Linder versendet. Dabei
war fiir die Ausdehnung dieser personlichen Einladungen das Prinzip
maBgebend, daB zuniichst eingeladen werden sollten die Mitglieder der
groBen mathematischen Gesellschaften: Deutsche Mathematiker-Vereini-
gung, Société mathématique de France, London Mathematical Society,
Wiskundig Genootschap te Amsterdam, Circolo Matematico di Palermo,
mathematische Gesellschaft zu Moskau und Kasan, American Mathe-
matical Society. Fiir andere Linder wie Ungarn, Schweden, Norwegen,
Spanien, Portugal u. a. wurden von dortigen Mathematikern Verzeich-
nisse von Adressen mitgeteilt. Neben diesen personlichen Einladungen
wurde fiir die Verbreitung der Einladung durch Beilegung derselben
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in mehr als 25000 Exemplaren zu den wichtigeren mathematischen
Zeitschriften gesorgt. Die Firma B. G. Teubner hat weiter in allen
ihren mathematischen Zeitschriften ein kurzes Einladungszirkular un-
entgeltlich zum Abdruck gebracht. Endlich wurden Notizen an die
Allgemeine Zeitung in Miinchen und an die Kolnische Zeitung gesandt.

Den personlichen Einladungen waren Postkarten beigelegt zum
Zwecke einer unverbindlichen Mitteilung, ob der Adressat dem Kon-
gresse wahrscheinlich beiwohnen werde oder nicht. Bis Ende Sep-
tember 1903 waren daraufhin Zusagen auf 357 Haupt- und 134 Neben-
karten eingelaufen, welche Zahlen sich spiiter noch auf 380 und 140
erhdhten.

Fiir die allgemeinen Sitzungen sagten auf Einladung des Vor-
sitzenden Wirtinger-Wien, Greenhill-London, Darboux-Paris und
Segre-Turin Vortrige zu; zu unserem lebhaften Bedauern muBte Dar-
boux spiter infolge anderweitiger an ihn herantretender Verpflichtungen
seine Zusage zuriickziehen. Painlevé-Paris hatte die groBe Freundlich-
keit an seiner Stelle einen Vortrag zu iibernehmen.

Auf eine am 27. Juni 1903 an den preuBischen Minister der geist-
lichen, Unterrichts- und Medizinalangelegenheiten gerichtete Eingabe um
Bewilligung eines Zuschusses von 10000 M. zu den Kosten des Kon-
gresses aus Mitteln des Reiches und von PreuBen beschloB der Bundes-
rat 5000 M. zu diesem Zwecke in den Etat einzustellen, und weiter
wurde aus dem Allerhochsten Dispositionsfond Seiner Majestiit des
Kaisers und Konigs ein ZuschuB von 5000 M. insbesondere zur Er-
moglichung der Herstellung der dem Andenken Jacobis gewidmeten
Festschrift Konigsbergers bewilligt.

Unter dem 5. Februar 1904 hatte Seine Konigliche Hoheit der
GroBherzog von Baden dem Schriftfithrer des Kongresses mitteilen lassen,
daB er gern in Aussicht nehmen wolle einer Einladung zur Teilnahme
am III. Internationalen Mathematiker-Kongresse zu folgen. Am 7. Mai
empfing er den Vorsitzenden und den Schriftfihrer in einer Audienz,
um die Einladung zum Kongresse personlich entgegenzunehmen, teilte
aber zugleich mit, daB er mit Riicksicht darauf, daB der KongreB in
die Zeit des ihm von den Arzten angeratenen Aufenthaltes in St. Moritz
falle, genotigt sei, sich durch Seine Konigliche Hoheit den ErbgroB-
herzog vertreten zu lassen. Seine Konigliche Hoheit der ErbgroBherzog
sagte nicht nur in einer Audienz vom 18. Juni sein Erscheinen in
der I. allgemeinen Sitzung und auf dem Bankette zu, sondern erwies
auch dem Kongresse die hohe Auszeichnung das Ehrenprisidium zu
iibernehmen.

Am 6. Midrz 1904 fand eine zweite Sitzung des Ausschusses in
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Heidelberg statt, in welcher das Programm des Kongresses im ein-
zelnen durchberaten und genauer festgesest wurde.

Im Mai 1904 wurde die definitive Einladung zum Kongresse in
der gleichen Weise wie die frithere, vorliufige verbreitet. Den person-
lichen Einladungen war jetzt eine Postkarte beigelegt, vermittels welcher
der Adressat sich durch den inzwischen zusammengetretenen Wohnungs-
ausschub Wohnung in einem Gasthofe oder in einem Privathause be-
sorgen lassen konnte. Besondere Einladungen wurden an den Reichs-
kanzler, an das preuBische Kultusministerium, an die badischen Mini-
sterien des Auswirtigen und des Unterrichts, an die Universitdt und
an die naturwissenschaftlich-mathematische Fakultit Heidelberg, an die
Universitidt Freiburg, an die Technische Hochschule Karlsruhe, an die
Stadt Heidelberg und speziell zur Jacobi-Feier an die Akademie der
Wissenschaften zu Berlin, an die Universititen Berlin und Konigsberg,
sowie an eine Reihe von Verwandten Jacobis gerichtet.



B. Programm des III. Internationalen Mathematiker-
Kongresses in Heidelberg 1904.

Montag, den 8. August.
Abends 8 Uhr: Empfang der KongreBteilnehmer in der Stadthalle.

Dienstag, den 9. August.

Vormittags 10 Uhr: Erste allgemeine Sitzung im Museumssaal.
1. Eroffnung des Kongresses; BegriiBungsansprachen.
2. Gedichtnisrede des Herrn Konigsberger-Heidelberg auf C. G.
J. Jacobi.
3. Ansprache des Herrn Schwarz-Berlin.

Nachmittags 4 Uhr: Bildung der Sektionen, Festsetzung der Geschifts-
ordnung und der Reihenfolge der angemeldeten Vortrige in den Hor-
silen des Museumsgebdudes.

Abends 7 Uhr: Bankett in der Stadthalle.

Mittwoch, den 10. August.

Vormittags 9 Ulr: Sektionssitzungen in den Horsilen des Museums-
gebiudes.

Nachmittags 5 Uhr: Empfang des Kongresses durch Seine Konigliche
Hoheit den GroBherzog von Baden in Schwetzingen.

Donnerstag, den 11. Angust.

Vormittags 10 Uhr: Zweite allgemeine Sitzung in der Aula der Uni-
versitét.

1. ﬁberreichung der Geschichte der Deutschen Mathematiker-Ver-
einigung durch Herrn Gutzmer-Jena.

2. Uberreichung des ersten Bandes der Enzyklopidie der mathe-
matischen Wissenschaften durch Herrn Klein-Gottingen und
des ersten Heftes der franzdsichen Ausgabe der Enzyklopidie
durch Herrn Molk-Nancy.

3. Vortrag des Herrn Painlevé-Paris: Le probléme moderne de
l'intégration des équations différentielles.
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4. Vortrag des Herrn Greenhill-London: The mathematical theory
of the top (considered historically).

Nachmittays 4 Uhr: Erofinung der Ausstellung im Museumssaal durch
die Herren Disteli-StraBburg und Gutzmer-Jena. Vortrige und
Demonstrationen.

Abends 6.25 Uhr: Eisenbahnfahrt nach Schlierbach. Uberfahrt nach
Ziegelhausen. Von dort 8 Uhr Riickfahrt auf dem Neckar und Schlo8-
beleuchtung (gegeben von der Stadt Heidelberg).

Freitag, den 12. August.

Vormittags 9 Uhlr: Sektionssitzungen in den Horsilen des Museums-
gebiudes.

Nachmittags 4'/y Uhr: Vortrige und Demonstrationen in der Ausstel-
lung.

Abends 7%, Uhr: Abendunterhaltung in der SchloBrestauration (ver-
anstaltet von der Deutschen Mathematiker-Vereinigung).

Samstag, den 13. August.

Vormittags 94, Uhr: Geschiftssitzung (BeschluBfassung iiber die dem
KongreB vorgeschlagenen Resolutionen; Festsetzung des IV. Inter-
nationalen Mathematiker-Kongresses), und

Vormittags 10 Uhr: Dritte allgemeine Sitzung in der Aula der Uni-
versitit.

1. Vortrag des Herrn Segre-Turin: La geometria d'oggidi e i suoi
legami coll’ analisi.
2. Vortrag des Herrn Wirtinger-Wien: Riemanns Vorlesungen
iiber die hypergeometrische Reihe und ihre Bedeutung.
3. SchluB des Kongresses.
Nachmittags 4 Uhr: Damen-Kaffee in der Stiftsmiihle.

Sonntag, den 14. August.
Ausfliige in die Umgegend Heidelbergs.



C. Verzeichnis der KongreBmitglieder.

Ehrenprisident:

Seine Konigliche Hoheit der ErbgroBherzog Friedrich von Baden.

In seiner Begleitung erschienen:
Generalleutnant Exz. v. Miiller, Generaladjutant Seiner Koniglichen
Hoheit des GroBherzogs,

Hofmarschall Freiherr v. Freystedt, Exz.
Oberleutnant Freiherr v. Goeler.

Mitglieder:

Namen | Stand i Wohnort
Ackermann-Teubner, A.| Verlagsbuchhiindler. Leipzig.
Allardice, R. E. Professor. | Stanford.
Anderegg, F. Professor. | Oberlin.
Andrade, J. Professor. ' Besangon.
Autonne, L. Professor, Ingenieur. |Lyon.
Axer, A. Dr. Przemysl.
Bartlett, D. ' Professor. i Boston.
Beke, E. ;Professor. | Budapest.
Beliankin, J. i Professor. I Kiew.
Bendixon, L * Professor. i Stockholm.
Bernhard. ' Professor. | Stuttgart.
Bernstein, S. | Dr. | Paris.
Berry, A. | Professor. ' Cambridge.

Frau Berry. : |
Bloch, B. ' Professor. ' StraBburg.
Blumenthal, O. ' Privatdozent. Marburg.

Frl. Blumenthal. ,
Bobay, L. stud. math. {Thann i. E.
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Namen Stand Wohnort
Bobylew, D. Professor. i St. Petersburg.
Bochnidek, St. Dr. | Agram.
Bohm. Ministerialrat. : Karlsruhe.
Bohm, K. Privatdozent. | Heidelberg.
Borsch, A. Professor. ' Potsdam.
Bonaparte, Prince R. Paris.
Bonnesen, T. Privatdozent. t Kopenhagen.
Bopp, K. Dr. : Heidelberg.

Frau Bopp.
Borel, E. Professor. { Paris.
Borelius, J. Professor. Lund.
Boucheny, M. Professor. Paris.

Castles, L.
Boutroux, P. Dr. Paris.
Braune. Prorektor d. Universitit. | Heidelberg.
Braunmiihl, A. v. Professor. Miinchen.
Breznyik, J. Professor. Selmecbanya.
Brill, A. v. Professor. Tiibingen.
Brocard, H. Chef de bataillon. Bar-le-Duc.
Brocke, E. Wissenschaftl.  Hilfs- | Miinster i. E.

lehrer, cand. prob.

Briickner, M. Oberlehrer. Bautzen.
Bryan, G. H. Professor. Bangor.
Bullard, W. G. i Professor. Syracuse.
Bunitzky, J. Privatdozent. | Odessa.
Burger, E. Lehramtspraktikant. Freiburg i. B.
Burger, R. Professor. Freiburg i. B.
Burkhardt, H. Professor. Zirich.
Byskow, J. Professor. Gjedved.

Giodesen C. C.
Cahen. Professor. Paris.
Cantor, G. Professor. Halle.

Frl. Else Cantor.

Frl. Marie Cantor. .
Cantor, M. . Professor. Heidelberg.
Capelli, A. Professor. Neapel.
Caratheodory, C. Dr. Gottingen.
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Namen Stand Wohnort

Carvallo, E. i Professor. Paris.

Frl. Carvallo.
Caspar, M. . stud. math. , Tiibingen.
Castelnuovo, G. Professor. 'Rom.
Ceresole, P. ! Dr. ' Lausanne.
Christensen, V. Kopenhagen.

Frau Christensen.
Coolidge, J. L. Professor. iCambridge, Mass.
Crathorne, A. R. : Instruktor. ' Madison.

Frau Crathorne. :
Crayen, W. Verlagsbuchhéndler. Leipzig.
Cunningham, A. J. Leutenant-Colonel. Kensington.
Curjel, H. M A iSouthport.
Czuber, E. Professor. ! Wien.

Czuber jun. |

|

Dalwigk, F. v. | Privatdozent. | Marburg.
Darboux, G. | Professor. | Paris.
Dau8, St. Professor. i Mannheim.
Degen, R. Dr. Heidelberg.
Dehn, M. Privatdozent. Miinster.
Delaunay, N. Professor. . Warschau.

Delaunay, B. |
Dickstein, S. Professor. Warschau.
Dingler, H. stud. math. Aschaffenburg.
Disteli, M. Professor. StraBburg.
Doehlemann, K. Professor. { Miinchen.
Duclout, @. Ingenieur. ' Buenos-Aires.
Dziwinski, P. Professor. Lemberg.
Eckhardt, E. Professor. Homburg v. d. H.
Ellmer. Stadtrat. Heidelberg.
Emanuel, D. Professor. Bukarest.
Enestrom, G. Bibliothekar. Stockholm.
Engel, F. Professor. Greifswald.
Epstein, P. Privatdozent. StraBburg.

Frau Epstein.
Ette, C. R. Magister. Kopenhagen.
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Namen Stand ‘Wohnort
Faber, G. | Gymnasiallehrer. Traunstein.
Frl. Faber.
Férber, K. Oberlehrer. Berlin.
Fehr, H. Professor. Genf.
Feldhaus, F. M. Ingenieur. Rohrbach.
Finsterbusch, J. Professor. Zwickau.
Finsterwalder, S. Professor. Miinchen.
Fischer, P. B.  Gymnasiallehrer. Gera.
Flatt, R. | Privatdozent. Basel.
Fouét, E. A. ?Professor. Paris.
Fredholm, J. _ Privatdozent. Stockholm.
Fricke, RR. i Professor. Braunschweig.
Fuchs, C. iStadtrat. Heidelberg.
Galdeano, 7. de. | Professor. Saragossa.
Galvani, L. " Professor. Bologna.
Gans, R. Privatdozent. Tiibingen.
Gauthier-Villars, A. . Verlagsbuchhiindler. Paris.
Geck, E. | Oberlehrer. Stuttgart.
Geiger, C. F. iProfessor. Ziirich.
Frl. Geiser. |
Genese, R. W. Professor. Aberystwyth.
Glaser. ' Professor. Stuttgart.
Gordan, P. Professor. Erlangen.
Frau Gordan.
Gram, J. P. Direktor. Kopenhagen.
Frau Gram.
GraBmann, H. Professor. Halle.
Greber, J. Professor. Heidelberg.
Greenhill, A. G. Professor. London.
Gubler, E. Privatdozent. Ziirich.
Guccia, G. B. Professor. Palermo.
Giinther, N. + Privatdozent. St. Petersburg.
Guichard, C. Professor. Clermont-Ferrand.
Guldberg, A.*) Privatdozent. Christiania.
Frau Guldberg.
Gutzmer, A. Professor. | Jena.

*) Vertreter der (fesellschaft der Wiss. zu Christiania.
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Namen | Stand ‘Wohnort
Hadamard, J. %Professor. Paris.
Hahn, H. Dr. Wien.
Hamel, G. ! Privatdozent. Karlsruhe.
Hansen, C. Dr. Kopenhagen.
Frau Hansen. ;
Ha8, P. ! stud. math. Hamburg.
Hauff. | Professor. Bensheim.
Hausdorff, F. ' Professor. Leipzig.
Haveland, K. . Bank-Mathematiker. Mannheim.
Hebting. I Oberamtmann. Heidelberg.
Heftter, L. ! Professor. Bonn.
Helm, G. Professor. Dresden.
Hensel, K. Professor. Marburg.
Herterich. Referendar. Heidelberg.
Hettner, G. Professor. Berlin.
Hilbert, D. Professor. Gottingen.
Frau Hilbert.
Hoéevar, F. Professor. Graz.
Fran Hodevar.
Jaccottet, Ch. | Professor. Lutry.
Jacobi, H. Zehlendorf.
Frl. G. Jacobi. Cannstadt.
Frl. M. Jacobi. Cannstadt.
Frau Prof. Jacobi. Charlottenburg.
Jacobsthal, E. stud. phil. Berlin.
Jacobsthal, W. Oberlehrer. StraBburg i. E.
Jahnke, E. Privatdozent. Berlin.
Janisch, E. Professor. Prag.
Jolles, St. Professor. Charlottenburg.
Frau Jolles.
Jonescu, J. Professor. Bukarest.
Juel, C. Dozent. Kopenhagen.
Kagan, B. Privatdozent. Odessa.
Kalihne, A. Privatdozent. Heidelberg.
Kamp, H. v. d. Professor. Middelburg.
Kapteyn, V. Professor. Utrecht.
Keller, H. Dr. | Heidelberg.
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Namen

Stand ‘Wohnort

Kemlein, G. ' Glymnasialprofessor. ILudwigeshafen a. Rh.
Kempe, A. Professor. Rotterdam.
Kiepert, L. Professor. Hannover.
Klein, F. Professor. Gottingen.
Klug, L. Professor. Klausenburg.
Kneser, A. Professor. Berlin.
Knoblauch, J. Professor. Berlin.
Kobald, E. Professor. Leoben.
Kdbe, P. cand. math. Berlin.
Kéhler, C. Professor. Heidelberg.
Kélmel, F. Professor. Baden-Baden.
Koénig, J. Professor. Budapest.
Konigsberger, L. Professor. Heidelberg.

FrauKonigsberger.

Frl. Konigsberger.
Koster, G. : Buchhéndler. Heidelberg.
Kollros, L. : Professor. ! La Chaux de Fonds.
Kolossoff, C. ' Professor. IDorpai;.
Krall, J. H. ' Stadtrat. | Heidelberg.
Krause, M. !Professor. Dresden.

Frau Krause. .
Krazer, A. | Professor. Karlsruhe.
Krieger. | Stadtrat. Heidelberg.
Kriemler, K. i Privatdozent. Karlsruhe.
Kiirschak, J. | Professor. Budapest.

Frau Kiirschak.
Kuhse, F. +cand. math. Wismar.

Frl. Kuhse.
Kwietniewski, St. Dr. Warschau.
Laisant, C. A. Dr. Paris.
Lamey. Hauptmann. Heidelberg.
Lampe, E. Professor. Berlin.

Frau Lampe.
Lancelin, F. Astronom. Paris.
Landau, E. Privatdozent. Berlin.
Landsberg, G. Professor. ' Heidelberg.
Larsen, O. Dr. Aarhus.

Frau Larsen. ;
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*) Vertreter der Universitit Freiburg i. B.
**) Vertreter der Universitit Konigsberg i. P.
Verh. d. III. Internat. Mathem.-Kongr. Heidelberg 1904.

Namen é Stand l Wohnort

Laub, J. stud. math. ' Gottingen.
Lebeuf, A. Professor. Besangon.
Levi-Civita, T. Professor. Padua.

Levi-Civita.
Lewent, L. .cand. prob. Berlin.
Lez, H. : Lorrez-le-Bocage.
Liebmann, H. | Privatdozent. Leipzig.
Lilienthal, R. v. t Professor. Miinster.
Lindelof, L. i Staatsrat. Helsingfors.

Frl. Esther Lindelof.

Frl. Thyra Lindelof. |
Lindelof, E. Professor. Helsingfors.
Linnemann, M. cand. astr. Gottingen.
Loewy, A. Professor. Freiburg i. B.
London, F. Professor. Breslau.
Loria, G. Professor. Genua.
Ludwig, W. Privatdozent. Karlsruhe.
Liiroth, J.*) Professor. Freiburg.
Macaulay, F. S. Professor. London.
Macfarlane, A. Professor. Chatham.
Majcen, G. Professor. Agram.
Mantell, L. | 6tud. en Math. Paris.
Marschall, Frh. v. { Ministerialdirektor. Karlsruhe.
Martin, A. Washington.
Maurer, R. Professor. Eberbach.
Maximova, E. Gymnasiallehrerin. Ustiischna.
Mayer, A. Professor. Leipzig.
Mehmke, R. Professor. Stuttgart.
Menzel. i Dr. Hoxter.

. Merlin, E. Professor. Briissel.
Mestschersky, J. Professor. St. Petersburg.
Meyer, F.*¥) Professor. Konigsberg i. P.
Minkowski, H. i Professor. Gottingen.

Frau Minkowski. |
Mirimanoff, D. Privatdozent. Genf.
Mittag-Leffler, G. | Professor. Stockholm.

[ ]
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Namen Stand ‘Wohnort
Miwa, K.*) Professor. i Kyoto.
Molk, J. Professor. Nancy.
Frau Molk.
Mollerup, J. Dr. Kopenhagen.
Morera, G. ' Professor. Turin.
Morley, F. : Professor. Baltimore.
Miiller, C. Dr. Gdttingen.
Miiller, Emil. . Professor. Wien.
Miiller, Eugen. Professor. | Konstanz.
Miiller, H. 'Dr. (ottingen.
Miiller, R. " Professor. Berlin.
Munnik, F. de. iProfessor. Utrecht.
Naetsch, E. Professor. Dresden.
Nakagawa, S. Dr. Tokio.
Nalenz. Feldmesser. Koln.
Netto, E. !Pyofessor. GieBen.
Noether, M. | Professor. Erlangen.
Frau Noether. !
08, S. L. van. Professor. Zalt-Bommel.
Pahl, F. Professor. Charlottenburg.
Painlevé, P. Professor. Paris.
Papperitz, E. Professor. Freiberg i. S.-
Pcheborsky, A. Privatdozent. Charkow.
Perlewitz. Dr. Hamburg.
Perrin, E. : Professor. . Paris.
Reibel, Ch. | ;
I'erron, 0. :Dr. | Frankenthal.
Petersen, L. | Adjunkt. | Horsens.
Frau Petersen. ‘
Pfeiffer, G. F. | Privatdozent. Kiew.
Phragmen, E. ' Professor. Stockholm.
Plamenewsky, H. !Dr. |Tiﬂis.
Poliakoff, A. | Magistrand. Moskau.

*) Vertreter der japanischen Regierung.
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Namen Stand Wohnort
Prandtl, L. ' Professor. 'Hannover.
Probst, F. 'Dr. | Potsdam.
Pund, 0. ~Oberlehrer. iHamburg.

: |
Quelle, R. Verlagsbuchhiindler. | Leipzig.
Reuschle, C. | Professor. : Stuttgart.
Reye, Th. | Professor. - StraBburg i. E.
Roe, E. D. Professor. ' Syracuse.
Rohn, K. Professor. Dresden.
Rost, G. Professor. Wiirzburg.
Runge, K. Professor. Hannover.
Salkowski, E. Dr. Berlin.
Schafstein, K. Dr. Gottingen.
Schatunowsky, S. Lehrer. Odessa.
Scheffers, G. Professor. Darmstadt.
Frau Scheffers.
Schilling, F. Professor. Danzig.
Frau Schilling.
Schimmack, R. Assistent. Gottingen.
Frau Schimmack.
Schlesinger, L.  Professor. Klausenburg.
Schlink, W. | Privatdozent. Darmstadt.
Schmid, Th. Professor. Wien.
Schnarrenberger, C. Dr. Heidelberg.
Schnéckel, J. Landmesser. Aachen.
Schonflies, A. Professor. Kinigsberg i. P.
Frau Schonflies.
Schotten, H. Gymnasialdirektor. Halle.
Schoute, P. H. Professor. Groningen.
Schubert, H. Professor. Hamburg.
Schiitte, Fr. . Oberlehrer. Diiren.
Schumpelick, A. ' Oberlehrer. Hamburg.
Schur, F. Professor. | Karlsruhe.
Schur, I Privatdozent. Berlin.
Schwacha, B. , Gymnasialdirektor. Wilhering.

2‘
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Wohnort

Namen Stand
Schwarz, H. A.*) Professor, Berlin.
Schwering, K. Gymnasialdirektor. Koln.
Segel, M. Professor. Riga.
Segre, C. Professor. Turin.
Seliwanoff, D. Professor. St. Petersburg.
Shilow, M. Rechnerin an der Stern- | Pulkowa.
warte.
Simon, F. Gymnasialdirektor. Szaszvaros.
Simon, M. Professor. StraBburg i. E.
Frl. Simon.
Sixtel, W. Direktor. Orenburg.
Smith, D. Professor. New-York.
Frau Smith.
Smith, 0. A. cand. mag. Kopenhagen.
Frau Smith.
Sommer, J. Professor. Danzig.
Sommerfeld, A. Professor. Aachen.
Sourek, A. v.*¥) Professor. Sofia.
Souslow, G. Professor. Kiew.
SpieB, O. Privatdozent. Basel.
Stiickel, P. Professor. Kiel.
Stanewitsch, W. Dr. St. Petersburg.
Steinitz, E. Professor. Berlin.
Stephanos, K. Professor. Athen.
Sterneck, D. v. Professor. Czernowicz.
Study, E. Professor. Bonn.
Stuyvaert, M. Professor. Grent.
Suppantschitsch, R. Professor. Lichtenwald.
Suter, H. Professor. | Kilchberg bei Zirich.-

Tannery, P.

Frau Tannery.
Thieme, H.
Timtschenko, J.

Frau Timtschenko.
Titov, B.

Frau Titov.

Directeur des Manufac-
tures de I'Etat.

Professor.

Privatdozent.

Assistent am techni-
| schen Inmstitut.

Pantin, Paris.

Posen.
Odessa.

Tomsk.

*) Vertreter der Universitiit und der Akademie der Wiss. zu Berlin.
™) Vertreter des bulgarischen Unterrichtsministeriums.
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Namen Stand Wohnort
Totossy, B. v. Professor. Budapest.
Treiber, G. Professor. Plankstadt.
Tyler, H. W. Professor. Boston.
Ullrich, E. Professor. Heidelberg.
Frau Ullrich.
Vacca, G. Professor. Genua.
Vailati, G. Professor. Como.
Valentiner, H. Direktor. Kopenhagen.
Frau Valentiner. :
Valentiner, W. Professor. Heidelberg.
Vleck, J. M. van. Professor. Middletown.
Frl. Jenny v. Vleck.
Frl. Klara v. Vleck.
Volterra, V. Professor. Rom.
Frau Volterra.
Voronoi, G. . Professor. Warschau.
Walz. Biirgermeister. Heidelberg.
Wassiljef, A. Professor. Kasan.
Weber, E. v. Professor. Miinchen.
Weber, H. Professor. StraBburg.
Frl. Anna Weber.
Frl. Mila Weber.
Frl. Helene Bauer.
Weber, R. H. Privatdozent. Heidelberg.
Weingarten, J. Professor. Freiburg i. B.
Weinmeister, J. Ph. | Professor. Tharandt.
Frau Weinmeister.
Weib, F. Oberlehrer. GroBlichterfelde.
Frau WeiB.
Westfall, W. D. A. stud. math. Port Jervis.
Wieland. Biirgermeister. Heidelberg.
Wieleitner, H. Gymnasiallehrer. Speyer.
Wiener, H. Professor. Darmstadt.
Wilckens. Oberbiirgermeister. Heidelberg.
Wilezynski, E. Professor. Berkeley.
Wild, J. Professor. St. Gallen.
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Namen Stand Wohnort
Wilson, E. B.#) Instruktor. 'New Haven.
Wilson, R. E. stud. math. Gottingen.
Wiman, A. Professor. | Upsala.
Wirth, J. Lehramtspraktikant. | Freiburg i. B.
Wirtinger, W. Professor. Wien.
Wolffing, E. : Professor. Stuttgart.
Wolf, M. Professor. Heidelberg.

Frau Wolf.

Wolkow, A. Magister. Moskau.
Woronetz, P. Professor. Kiew.
Wulkow, H. Privatgelehrter. Miinchen.
Zahlor, R. Dr.  Diirkheim.
Zaremba, St. Professor. Krakau.
Zermelo, E. Privatdozent. Gottingen.
Zeuthen, H. G. Professor. Kopenhagen.
Zindler, K.  Professor. Innsbruck.
Ziihlke, P. Oberlehrer. Charlottenburg.

¥) Verlreter der Yale-Universitit zu New Haven.




Nach Léndern geordnet ergibt diese Teilnehmerliste die folgende
Gruppierung:

Land Hauptkarten Nebenkarten
Deutsches Reich . . . . . . . 173 31
RuBland e e e 30 4
Osterreich-Ungarn . . . . . . 25 3
Frankreich . . . . . . . . . 24 5
Vereinigte Staaten von Nordamerika 15 4
Dénemark . . . . . . . . . 13 8
Italien . . . . . . . . . . 12 2
Sechweiz . . . . . . . . . . 12 1
Schweden und Norwegen . . . . 8 1
GroBbritannien . . . . . . . 1 1
Niederlande 6 -
Belgien 2 —
Japan 2 —
Ruménien 2 —
Argentinien . 1 -
Bulgarien 1 —
Canada 1
Griechenland 1 —
Spanien 1 -
336 60

Im ganzen waren also 19 Linder durch 396 Personen vertreten.
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Montag, den 8. August.

Nachdem schon im Laufe des Nachmittags die bis dahin einge-
troffenen KongreBteilnehmer sich auf eine Aufforderung im Tageblatt
hin im Café Imperial zusammengefunden hatten, begann der offizielle
Teil des Kongresses abends 8 Uhr mit dem Empfang der KongreBteil-
nehmer in der Stadthalle. Der Saal fiillte sich rasch mit Gésten aus
aller Herren Lindern. Um 4,10 Uhr begriiBte Cantor-Heidelberg als
Vorsitzender des Lokalausschusses die Erschienenen und hieB sie in
Heidelberg herzlich willkommen. Weitere Reden wurden nicht gehalten;
der Abend war nur dazu bestimmt, den KongreBteilnehmern Gelegenheit
zu geben sich gegenseitig kennen zu lernen, den schon Bekannten sich

zu begriifien.

Dienstag den 9. August.

Gegen 3,10 Uhr vormittags fuhr Seine Konigliche Hoheit der Erb-
groBherzog, der kurz zuvor in Heidelberg eingetroffen und von den
Spitzen der staatlichen und stidtischen Behorden am Bahnhofe em-
pfangen worden war, mit seiner Begleitung an dem jetzt Universitits-
zwecken dienenden Museumsgebdude vor, wo er von dem Vorsitzenden
und dem Schriftfithrer des Kongresses empfangen und zu dem groBen
Saale, in welchem die erste allgemeine Sitzung stattfinden sollte, hinauf-
geleitet wurde. Dort hatten sich die KongreBteilnehmer bereits voll-
zihlig eingefunden und brachten dem eintretenden ErbgroBherzog eine
lebhafte Ovation. Nachdem Dieser Sich die Mitglieder des Ausschusses
hatte vorstellen lassen, ertffnete Weber-StraBburg den KongreB mit
folgender Rede:

Seine Konigliche Hoheit der ErbgroBherzog Friedrich von Baden
hat die Gnade gehabt, das Ehrenprisidium des III. Internationalen
Mathematiker-Kongresses zu iibernehmen, und hat mich zu beauftragen
geruht den KongreB zu erdffnen. So rufe ich allen, die Sie unserer
Einladung gefolgt sind, ein herzliches Willkommen zu.
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Zum drittenmal haben sich die Mathematiker aller Lénder zu
gemeinsamer Arbeit zusammengefunden, und da dréngt sich die Frage
auf: Was hat uns zusammengefithrt? Was haben wir erreicht und
was hoffen wir noch zu erreichen?

Es ist in der Mathematik nicht anders als in allen anderen Ge-
bieten der Kultur. Man hat erkannt, daB mehr zu gewinnen ist durch
gemeinsame Arbeit der Gleichstrebenden, als wenn jeder seinen eigenen
Weg geht. Man hat eingesehen, daB auch die Wissenschaft die Auf-
gabe hat, mit dem Leben in Berithrung zu bleiben, daB der einzelne
nicht fiir sich steht, sondern seine Arbeit der Gesamtheit schuldig ist.
Wenn auch auf wissenschaftlichem Gebiete jeder bedeutsame Fortschritt
zuniichst die Tat eines einzelnen erleuchteten Geistes ist, so soll doch
der groBe Strom nicht in lauter kleine Rinnsale auseinanderlaufen.

Darum bedarf die Wissenschaft neben der immer mehr in die Tiefe
gehenden Einzelforschung einer zusammenfassenden Titigkeit, in der
sie sich ihrer Stellung und Aufgabe im ganzen Organismus unseres
Kulturlebens bewuBt wird. Solche Zeiten der Sammlung sind zugleich
die Zeiten reichsten wissenschaftlichen Lebens, wo jede Titigkeit die
andere anregt und fordert. So waren die Tage von Newton und
Leibniz. Und so war es an der Wende des 18. und 19. Jahrhunderts,
wo von Frankreich die groBe geistige Bewegung ausging, als neben
der reichsten wissenschaftlichen Produktion jene klassischen Lehrwerke
entstanden, die wir noch heute bewundern. Ob wir jetzt wieder in
einer solchen Periode stehen und welche Frucht der Wissenschaft
daraus erwichst, das wird erst die kommende Zeit beurteilen kénnen.
Wir aber erfiillen unsere Pflicht, wenn jeder einzelne sein Bestes tut,
und wenn wir uns in neidlosem Zusammenarbeiten die Hand reichen.

Gestatten Sie mir, einen fliichtigen Blick auf die Schicksale unserer
Wissenschaft wihrend der seit unserem ersten KongreB verflossenen
Jahre zu werfen. Gar viele, zu denen wir damals noch in Verehrung
als zu unseren Meistern aufblickten, sind nicht mehr unter den Leben-
den. Manchem von uns ist der eine oder andere von ihnen mehr als
Lehrer, er ist ihm Freund und Vater gewesen. Es dréingt mich, an dieser
Stelle ihnen einige Worte dankbaren Andenkens zu widmen.

Wir beklagen zuniichst unseren Karl Weierstra, der im Jahr
1897 hochbetagt von uns geschieden ist, betrauert von zahlreichen
Schiilern und Freunden. Er hat der funktionentheoretischen Forschung
auf lange hinaus die Richtung gegeben. Er hat unablissig auf die
Punkte hingewiesen, wo die Grundlagen der Mathematik nicht sicher
genug erschienen, und hat mit Gliick und Scharfsinn an der Befestigung
dieser Fundamente gearbeitet. Der EinfluB seiner michtigen und liebens-
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wiirdigen Personlichkeit hat unausloschliche Spuren bei uns, die wir ihn
gekannt hahen, zuriickgelassen, und weit tiber die Grenzen seines Vater-
landes hinaus geht seine Wirksamkeit. Sind es doch heutzutage nicht
minder als Deutschland die auBerdeutschen Linder, die die Weier-
straBsche Funktionentheorie weiterbilden.

Ich gedenke sodann mit Wehmut eines Mannes, der jedem, der
mit ihm in Beriihrung zu kommen das Gliick hatte, unvergeBlich ist,
Charles Hermite, der im Jahr 1901 aus dem irdischen Leben abge-
rufen wurde. Seine wissenschaftliche GréBe auch nur fliichtig zu be-
rithren gestattet mir die Enge dieser Stunde nicht. Aber gedenken darf
ich des warmherzigen bescheidenen Mannes ohne Falsch, der fiir jedes
wissenschaftliche Streben, von welcher Seite es auch kommen mochte,
selbstlose Anerkennung hatte, der jedem aus dem Reichtum seines
Geistes freigebig mitteilte und jedes aufstrebende Talent durch An-
regung und Aufmunterung forderte. UnvergeBlich sind mir die Stunden,
die ich vor achtzehn Jahren hier mit ihm verleben durfte, da er der
Universitit Heidelberg zu ihrem groBen Jubelfeste die Gliickwiinsche
der Pariser Akademie iiberbrachte.

England hat im Jahr 1897 durch den Tod des 83jahrigen Sylvester
einen herben Verlust erlitten. Wenn er auch das ganze weite Gebiet
der Mathematik nicht so allseitig beherrschte und bebaute, wie sein
jiingerer griBerer Landsmann und vertrauter Arbeitsgenosse Arthur
Cayley, der ihm zwei Jahre frither im Tode vorangegangen war, so
sind seine originellen Ideen und eigenartigen Methoden, sein genialer
Blick, der die Resultate vorausahnte und die Wege zu ihnen bahnte,
fiir die Algebra und Zahlentheorie von unverginglichem Werte. Auch
der dritte in dem Bunde der groBen englischen Algebraiker des 19. Jahr-
hunderts, George Salmon, der Meister in der Anwendung der Algebra
auf die Geometrie, ist vor kurzem aus dem Leben gegangen.

Ich gedenke ferner des jung verstorbenen Sophus Lie, der,
geistesverwandt seinem groBen Landsmann Abel, in der modernen
Gruppentheorie neue Wege gedffnet hat, der den besten Teil seines
Lebens bei uns in Deutschland gewirkt hat, den aber dann, schon er-
krankt, die Liebe des Nordlinders zur Heimat nach Norwegen zuriick-
gefithrt hat, wo er ein friihes Grab fand.

Auch Brioschi, der als verehrter Senior den Mittelpunkt unseres
ersten Kongresses bildete, ist kurze Zeit darauf aus dem Leben ge-
schieden. Was die moderne Algebra ihm verdankt, wie er die von
GauB, Abel, Galois ausgehenden neuen Gedanken weiter bildete und
dem Verstindnis zuginglich machte, ist in frischem Andenken bei den
Zeitgenossen. Unvergessen ist aber auch in seinem Vaterlande seine
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Tatigkeit als Staatsmann, die Verdienste, die er sich in dem neuerstan-
denen Konigreich Italien um die Hebung des Unterrichtswesens und
auf anderen Gebiefen der Staatsverwaltung erworben hat.

Und als wir die Vorbereitungen zu diesem unserem dritten Kon-
gresse ins Werk setzten, da hatten wir die Hoffnung, den Mitbegriinder
der neueren Geometrie, den groBen Mathematiker und tapferen Patrioten,
dem das heutige Italien so viel verdankt, Luigi Cremona hier zu be-
griitBen und vielleicht sprechen zu héren. Vor wenigen Monaten hat
der Tod auch diesem tatenreichen Leben ein Ende gemacht.

Lassen Sie mich auch dem Andenken an Erwin Bruno Christoffel
einige Worte widmen, der im Jahre 1900 unter schweren korperlichen
Leiden sein einsames Leben beschlof. Wer den stattlichen und inter-
essanten Mann gekannt hat, bewahrt das Bild einer ungewdhnlichen
und bedeutenden Personlichkeit. In der Wissenschaft und wo er als
Lehrer gewirkt hat, in Ziirich, in Berlin, in StraBburg hat er tiefe
Spuren hinterlassen. Der deutschen Universitét StraBburg hat er von
ihrer Begriindung an durch mehr als 20 Jahre als eines ihrer hervor-
ragendsten Mitglieder angehort, bis ihn die Beschwerden des Alters
zwangen, der Lehrtitigkeit zu entsagen.

Endlich kann ich — gerade in Heidelberg — nicht an dem An-
denken eines Mannes mit Stillschweigen voriibergehen, Lazarus
Fuchs. Mit Freuden hat er noch die Nachricht begriiBt, daB gerade
hier auf dem ihm zur zweiten Heimat gewordenen Boden sich die Mathe-
matiker versammeln sollten. Aber er selbst durfte es nicht mehr er-
leben. In seinen Arbeiten zur Theorie der Differentialgleichungen hat
er sich ein unvergingliches Denkmal gesetat.

Es ist damit die Liste derer noch lange nicht erschépft, die in den
letzten Jahren aus dem wissenschaftlichen Schaffen abgerufen sind.
Ich kann sie nicht alle erwiihnen und ich bitte, es nicht als ein Zeichen
minderer Schitzung zu betrachten, wenn ich von den iibrigen nicht
spreche.

Ich muB gestehen, als ich begann, mir aus AnlaB des bevorstehen-
den Kongresses die Geschichte der Wissenschaft der letzten Jahre ins
Gedéichtnis zuriickzurufen, da hatte ich zuerst den Eindruck, als ob ich
nur an Gribern der Vergangenheit stehe; eine so reiche Ernte hat der
Tod gehalten.

Ein anderes Bild aber zeigt sich mir, wenn ich die Arbeiten und
Erfolge unserer heutigen Wissenschaft betrachte. Hier ist iiberall frisches
Leben. Nirgends ist Stillstand. Die Gedanken und Anregungen der ver-
gangenen Periode sind auf allen Gebieten weiter verfolgt. Neue Fragen
sind gestellt, neue Forschungsgebiete erschlossen. . Diesem Eindruck
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eines stetigen Fortschrittes kann sich niemand entziehen, der auf ein
geraumes Stiick Geschichte der Wissenschaft in eigener Erinnerung
zuriickblickt.

Fragen, die in unseren Jugendjahren im Vordergrund des Interesses
standen, treten zuriick, teils weil sie als definitiv beantwortet gelten,
teils weil sich die Forschung neuen Fragen zugewandt hat.

Eine nicht lange hinter uns liegende Zeit hat mit Meisterschaft
die formale Seite der Mathematik gepflegt, ihre Methoden zu einem
schon gerundeten Ganzen gestaltet, dessen wir uns noch jetzt erfreuen,
wenn auch die gegenwirtige Gteneration nicht mehr in dem MaBe das
entscheidende Gewicht darauf legt.

Von groBem EinfluB auf die Fortbildung unserer Wissenschaft ist
die durchgreifende Umgestaltung der Physik gewesen, die, teils durch
die Entdeckung neuer Tatsachen, teils aber auch durch eine verinderte
Anschauung iiber das Wesen von Kraft und Materie, in unseren Tagen
einen michtigen Aufschwung genommen hat. Die Folgerungen aus
diesen neuen Anschauungen zu sichern ist eine Aufgabe der Mathe-
matik, der die alten Hilfsmittel nicht immer gewachsen waren.

Es ist wohl mehr ein Zukunftsbild, wenn ich auf eine Entwick-
lung der Analysis hinweise, deren Ansitze sich wohl hie und da —
besonders bei englischen Forschern — erkennen lassen, die unter Ver-
zicht auf die mathematische Schirfe der Begriffe den Bediirfnissen der
Physik geniigt, indem sie mit den unserer Wahrnehmung der AuBen-
welt anhaftenden unscharfen Grenzen und allmihlichen Ubergiingen
rechnet. In dem gleichen Sinne wirken die Anforderungen, die die
moderne Technik an unsere Wissenschaft stellt.

DaB hierdurch eine Menge neuer Gedanken in Bewegung gesetzt
werden, die nach Klirung und Weiterbildung ringen, gibt unserer
Wissenschaft frisches reges Leben.

Auf der anderen Seite stehen die abstrakten Zweige der Wissen-
schaft, die sich — nach einem drastischen Ausdruck von Dirichlet
— noch mit keiner Anwendung befleckt haben, im Ernst gesprochen,
in denen die Reinheit der mathematischen Idee Selbstzweck ist. In der
Tat ist es der Natur der Sache nach unmdglich, daB Fragen wie die
nach der Quadratur des Kreises oder der Dreiteilung des Winkels je-
mals irgend welche praktische Bedeutung erlangen. Gleichwohl haben
gerade solche Fragen, soweit die historische Uberlieferung zuriick-
reicht, das wissenschaftliche Denken unausgesetzt und intensiv be-
schiftigt, und fiir die Entwicklung des mathematischen Geistes sind sie
von der allergroBten Bedeutung gewesen.

Hier geht durch die ganze Geschichte der Wissenschaft ein Zug
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stetigen Zusammenhanges, der im 19. Jahrhundert durch die glinzenden
Namen von GauB, Lagrange, Abel gekennzeichnet ist. Auch unsere
Zeit hat auf diesem Gebiete manches alte Problem geldst und den Aus-
blick auf neue gedffnet. So ist uns die Quadratur des Kreises heute
eine abgetane Sache, und Algebra und Zahlentheorie haben sich zu
einem Ganzen vereinigt, in dem die Harmonie und GesetzmiBigkeit des
Zahlenreiches immer schoner hervorleuchtet.

Wohl kaum hat es eine Zeit gegeben, da der philosophische
Teil unserer Wissenschaft, die Frage nach dem letzten Grunde unserer
mathematischen Uberzeugung ein so allgemeines Interesse in Anspruch
nahm, wie jetzt. Diese uralten Fragen sind wieder in FluB gebracht
durch die Untersuchungen von GauB, Riemann, Helmholtz, und
sind in unseren Tagen von einer neuen Seite angegriffen worden. Und
wenn dadurch der naive Glaube an die Voraussetzungslosigkeit unserer
Wissenschaft erschiittert ist, so hat sich dagegen gezeigt, daB wir eben-
s0o wie nach oben an dem Weiterbau der Wissenschaft, nach unten an
dem Suchen nach den Wurzeln und letzten Griinden ein Ziel haben,
dem wir uns zwar néhern, das wir aber niemals ganz erreichen werden.

Eine groBe Rolle spielen heutzutage endlich die piédagogischen
Fragen. Das vielgestaltige Leben unserer Zeit hat auch dem Jugendunter-
richt neue Aufgaben gestellt. Der Stoff hat sich erweitert und die Frage
dringt sich auf, wie es zu vereinigen ist, der Jugend die Summe der
fiirs Leben notwendigen Kenntnisse und Fertigkeiten beizubringen, ohne
doch die harmonische Ausbildung des Geistes zur vollen Humanitit
preiszugeben. Und auf der Stufe des Hochschul-Unterrichts handelt
es sich gleichfalls darum, die Gymnastik des Geistes, die durch
die strenge Disziplin des mathematischen Denkens gewonnen wird,
ohne Uberlastung mit den Anforderungen des Fachstudiums zu ver-
einigen.

Es wird die Aufgabe unseres Kongresses sein, von dem gesamten
Leben unserer Wissenschaft und von ihrem gegenwirtigen Stande
Rechenschaft zu geben. Wir waren bemiiht, in den Sektionen und in
den allgemeinen Versammlungen fiir jeden Zweig unserer Wissenschaft
charakteristische Proben zu geben, und wir haben bereitwilliges Ent-
gegenkommen gefunden, fiir das ich schon jetzt Dank sage.

Aber wir haben noch eine Aufgabe der Pietéit zu erfiillen. Vor
zwei Jahren haben wir das hundertjibrige Geburtsjubilium von Niels
Henrik Abel unter herzerfreuender Gastfreundschaft seines Heimat-
landes Norwegen glinzend gefeiert. Zwei Jahre spiiter als Abel ist
sein Nebenbuhler und Mitstreiter Jacobi geboren. Es fillt also in
das Jahr unseres Kongresses der hundertste Geburtstag dieses groBen
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Mathematikers. Seinem Geddchtnis gilt in erster Linie der heutige
Eroffnungstag unseres Kongresses.

Hiermit erkldre ich den dritten internationalen Mathematiker-Kon-
greB fiir eriffnet.

Nach Beendigung dieser Rede sprach Seine Konigliche Hoheit der
ErbgroBherzog den KongreBteilnehmern in herzlichen Worten Seinen
und Seines ITohen Vaters WillkommengruB aus, welchen Weber mit
einigen Worten des Dankes erwiderte. Hierauf begriiBten den Kon-
greB Ministerialdirektor Freiherr v. Marschall im Namen der badi-
schen Regierung, Prorektor Professor Braune im Namen der Univer-
sitdit Heidelberg und der beiden anderen Hochschulen Badens und
Oberbiirgermeister Dr. Wilckens im Namen der Stadt Heidelberg.
Nachdem sodann der Schriftfiihrer ein BegriiBungstelegramm des PreuBi-
schen Kultusministers verlesen und der Vorsitzende auf die stattgefun-
denen BegriiBungen gedankt hatte, ergriff Konigsberger-Heidelberg
das Wort, um die Gedéchtnisrede auf Jacobi zu halten.

Nach dieser Rede erhob sich Schwarz-Berlin zu folgender An-
sprache:

Es ist mir die hohe Ehre zuteil geworden, im Namen der Konig-
lich PreuBischen Akademie der Wissenschaften, sowie im Namen von
Rektor und Senat der Koniglichen Kriedrich-Wilhelms-Universitit zu
Berlin, zugleich auch im Namen des hier anwesenden Vertreters der
Koniglichen Albertus-Universitiit zu Konigsberg in PreuBen der Deat-
schen Mathematiker- Vereinigung den Dank auszusprechen fiir die
Einladung zur Teilnahme an der mit dem III. Internationalen Mathe-
matiker-KongreB verbundenen Jacobifeier.

Mit ungeteilter freudiger Zustimmung haben die genannten Korper-
schaften, zn denen Jacobi wihrend seiner glinzenden akademischen
Wirksamkeit in engster Beziehung stand, Kenntnis erhalten von dem
Beschlusse der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, zu Ehren Jacobis
eine Sonderfeier zu veranstalten.

Wenn auch unter gewdhnlichen Verhiltnissen die drei Korper-
schaften, in deren Namen zu sprechen ich die Ehre habe, unbestritten
das niichste Anrecht darauf gehabt haben wiirden, eine Feier zu Ehren
Jacobis zu veranstalten, so ist mit dem Zeitpunkte, an welchem der
BeschluB gefaBt wurde, den ITI. Internationalen Mathematiker-Kon-
greB auf deutschem Boden und zwar in Heidelberg abzuhalten, die
Sachlage eine vollig andere geworden. Keiner der drei genannten
Korperschaften wiirde es moglich gewesen sein, der Jacobifeier einen
so unvergleichlich schénen Rahmen zu geben, wie ihn Heidelberg
bietet; denn unter allen den schinen und schionsten Fleckchen Erde,
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welche unser deutsches Vaterland sein eigen nennt, gibt es nur ein
Heidelberg!

Sicherlich wire es auch schwer gewesen, auBerhalb Heidelbergs
einen Mann zu finden, der in gleicher Weise geeignet und geneigt ge-
wesen wire, mit gleich liebevoller Hingebung den Lebensumstiinden
und den wissenschaftlichen Leistungen des groBen Mathematikers nach-
zuforschen und sie mit solcher Kunst und Vollendung darzustellen,
wia es der Herr Vorredner getan hat.

Dem mir erteilten Auftrage komme ich nach, wenn ich im Namen
der genannten drei Korperschaften Euerer Koniglichen Hoheit, der
Deutschen Mathematiker-Vereinigung und allen Teilnehmern an dem
III. Internationalen Mathematiker - Kongresse den Dank fiir die
Ehrung ausspreche, welche Sie dem Andenken Jacobis durch die heutige
Feier haben zuteil werden lassen.

Noch einen Auftrag habe ich zu erfiillen.

Die PreuBische Akademie der Wissenschaften hat das Andenken
Jacobis durch die Herausgabe seiner wissenschaftlichen Werke geehrt;
sie hat aber noch eine andere Pflicht der Pietit dem groBen Gelehrten
gegeniiber erfiillt.

Vor wenig Jahren erhielt ein Mitglied der Akademie von der da-
mals noch lebenden hochbetagten Gattin des Verstorbenen die Mitteilung,
daB cine Pflege des Jacobischen Grabes fernerhin nicht gestattet werden
solle. Dies war fiir die Akademie die Veranlassung, sofort die er-
forderlichen Verhandlungen einzuleiten und mit Erfolg durchzufiihren,
um aus den Mitteln der Akademie die Grabstiitte Jacobis fiir die
Zeit zu erwerben, wihrend der der Dreifaltigkeitskirchhof in Berlin, auf
welchem die Grabstitte belegen ist (am Bliicherplatz vor dem Halli-
schen Tore), tiberhaupt als Kirchhof bestehen bleiben wird.

Die Akademic hat die fernere Pflege des Jacobischen Grabes und
des auf ihm errichteten Kreuzes iibernommen und fiir eine passende,
einfache aber wiirdige Einfriedigung desselben Sorge getragen.

Infolge des Beschlusses der physikalisch-mathematischen Klasse
der Akademie bin ich beauftragt, die Grabstitte Jacobis in ihrem
gegenwiirtigen Zustande den Teilnehmern des Kongresses im photo-
graphischen Bilde vorzufiihren.

Ieh bin ferner beauftragt, das Bild selbst, nachdem die KongreB-
teilnehmer es betrachtet haben werden, Herrn Gteheimrat Koenigs-
berger, dem Biographen Jacobis, mit der Bitte zu iibergeben, es
davernd in Besitz nehmen und ihm in seinem Hause einen Platz ge-
wihren zu wollen,
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Damit war das Programm der ersten allgemeinen Sitzung beendigt;
Seine Konigliche Hoheit der ErbgroBherzog verweilte noch léngere
Zeit im Saale, um sich eine groBere Anzahl der anwesenden aus-
wirtigen KongreBmitglieder vorstellen zu lassen.

Nachmittags 4 Uhr erfolgte die Bildung der Sektionen, iiber deren
Titigkeit unten gesondert berichtet wird.

Abends 7 Uhr begann das Bankett in der Stadthalle, zu welchem
wiederum Seine Konigliche Hoheit der ErbgroBherzog erschien. Den
Reigen der Toaste erdffnete der Vorsitzende, Weber-StraBburg, mit
einem Toaste auf den Kaiser und den GroBherzog und einer BegriiBung
des ErbgroBherzogs, worauf Dieser mit einem Toaste auf die Staats-
oberhdupter aller auf dem KongreB vertretenen Linder antwortete. Es
wurden hierauf folgende Huldigungstelegramme an den Kaiser und den
GroBherzog abgesandt:

An des Kaisers Majestiit, Berlin.

Dem machtvollen Herrscher des Deutschen Reiches, dem unermiid-
lichen Schirmer des Friedens sendet der zum erstenmal auf deutschem
Boden versammelte Internationale Mathematiker-KongreB ehrerbietigste

Huldigung. Im Auftrage: Prof. Weber. Prof. Krazer.

An Seine Konigliche Hoheit den GroBherzog von Baden, St. Moritz-Bad.

Dem allverehrten Fiirsten und Herrn des schonen Landes, dessen
Gastfreundschaft wir genieBen, dem warmherzigen Beschiitzer von Kunst
und Wissenschaft huldigen wir in Verehrung und Dankbarkeit.

Die zum III. Internationalen KongreB in Heidelberg
versammelten Mathematiker.

Im Auftrage: Prof. Weber. Prof Krazer.

Sodann sprach Klein-Gottingen den Dank der Deutschen Mathe-
matiker-Vereinigung allen Behorden, die zum Zustandekommen des Kon-
gresses mitgewirkt hatten, insbesondere der badischen Regierung aus,
namens welcher Ministerialdirektor Freiherr v. Marschall mit einem
Hoch auf die mathematische Wissenschaft erwiderte. Darauf begriiBte
der Schriftfihrer im Namen der deutschen Mathematiker die aus-
lindischen Kollegen; namens dieser dankte Geiser-Ziirich, indem er
auf die Verbriiderung der Nationen durch die Wissenschaft sein Glas
leerte. Einen Toast von Nother-Erlangen auf die Stadt Heidelberg
erwiderte Biirgermeister Walz. Als letzter erhob sich endlich Heffter-
Bonn zu einem mit lebhaftem Beifall aufgenommenen mathematischen



D. Verlauf des Kongresses. 33

Damentoast. Gegen 10 Uhr verlieB Seine Konigliche Hoheit der Erb-
groBherzog das Bankett, dessen Teilnehmer sich dann zu kleineren
Gruppen vereinigten.

Mittwoch, den 10. August.

Den Vormittag fiillten Sektionssitzungen aus. Fiir den Nach-
mittag hatte Seine Konigliche Hoheit der GroBherzog den KongreB zu
einem Empfang in den SchloBgarten nach Schwetzingen eingeladen,
wohin zwei Sonderziige um 4% und 4% Uhr die Giste brachten. Kurz
vor den KongreBteilnehmern war in Vertretung Seines Hohen Vaters
Seine Konigliche Hoheit der ErbgroBherzog in Schwetzingen einge-
troffen. Er erwartete die Giste im SchloBgarten und nahm bis gegen
7 Uhr die Vorstellung aller Erschienenen entgegen. Wihrend des
Empfanges war im Garten Tee serviert worden. Spiter scharten sich
die KongreBteilnehmer vor den in der Orangerie aufgestellten Biiffetts.
Um 8 Uhr gingen die Géste, nachdem noch Weber-StraBburg ein
Hoch auf Seine Konigliche Hoheit den ErbgroBherzog ausgebracht
hatte, zum Bahnhof zuriick, um mit den um 8 und 8% Uhr abgehenden
Sonderziigen nach Heidelberg zuriickzukehren.

Donnerstag, den 11. August.

Beim Beginn der in der Aula der Universitit vormittags 10 Uhr
stattfindenden 2. allgemeinen Sitzung verlas der Schriftfiihrer zuniichst
die folgenden, tags zuvor eingetroffenen Antworttelegramme des Kaisers
und des GroBherzogs:

An den Mathematiker-Kongre8, Heidelberg.
Aus Swinemiinde.

Seine Majestit der Kaiser und Konig lassen den Mitgliedern des
III. Internationalen Mathematiker-Kongresses, der zum erstenmal auf
deutschem Boden sich versammelt hat, Seinen Kaiserlichen GruB ent-
bieten und fiir das Huldigungstelegramm Dank sagen. Den Arbeiten
des Kongresses wiinscht Seine Majestiit besten Erfolg. Im Aller-

hochsten Auftrag
v. Tschirsky, kgl. Gesandter.

An die Herren Professoren Weber und Krazer, Heidelberg.
Aus St. Moritz-Bad.

Ich ersuche Sie beide, den Mitgliedern des so hoch schitzbaren

Mathematiker-Kongresses meinen wirmsten Dank zu iibermitteln fiir
Verh. d. 1IL. Internat. Mathem -Kongr. Heidelberg 1904 3
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die mir gewidmete, sehr freundliche BegriiBung und fiir den so werten
Ausdruck Ihrer Gefiihle. Ich bin sehr erfreut dariiber, daB es der ehr-
wiirdigen Ruperto-Carola vergonnt ist, einen so seltenen KongreB in
ihrer Mitte zu besitzen und ihm treue Gastfreundschaft zu bieten. Ich
wiinsche von Herzen, daB Sie alle Threm Aufenthalt in meinem Lande
ein freundliches Andenken bewahren mdogen.

Friedrich, GroBherzog von Baden.

Hierauf iiberreichte Gutzmer-Jena die im Auftrage des Vorstandes
von ihm verfaBte Gteschichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
mit folgenden Worten:

Mehr als im allgemeinen andere Wissenschaften erfordert die
Mathematik von ihren Jiingern ein Versenken in die Kinsamkeit, um
fern dem Getriebe des realen Lebens den Gesetzen von MaB und Zahl
nachspiiren zu konnen.

Aber neben den Fragen, die der Einzelne zu beantworten sucht,
die vielleicht erst in seinem Kopfe zu Problemen geworden sind, gibt
es auch in der Mathematik Aufgaben mannigfacher Art, die nur durch
das Zusammenwirken der Mathematiker erledigt werden kinnen.

Um den weiten Kreis dieser Aufgaben einigermaBen zu kenn-
zeichnen, sei nur an die wichtige Frage der zweckmiBigen Gestaltung
des Unterrichts erinnert, an die Frage einer angemessenen Formulierung
der Priifungsordnungen, an die Beriicksichtigung der Anwendungen der
Mathematik auf die Probleme des Lebens, auf Astronomie, Geodisie
und Physik und — last aber gewifl nicht least — auf die Technik.
Es sei ferner hingewiesen auf die besondere Wichtigkeit, welche z. B.
auch fiir den Kinzelforscher die Referate und Encyklopddien besitzen,
die nur von einer Gemeinschaft von Fachgenossen hergestellt werden
konnen.

So gewiB es ist und bleiben wird, daB die groBen Fortschritte der
Mathematik durch die Entdeckungen einzelner bevorzugter Forscher
herbeigefithrt werden, so sicher kann behauptet werden, dafl es stets
Fragen gibt, die eine Kooperation voraussetzen, und daB es Zeiten gibt,
wo die Erledigung dieser Fragen von ebenso grofer Bedeutung ist als
die Entdeckung des einen oder anderen Theorems.

In einer solchen Zeit scheinen wir jetzt zu leben. Uberall, -in
England, in Frankreich, in Amerika, in Deutschland sind wiehtige
Fragen dieser Art zur Erledigung gebracht worden oder harren ihrer
baldigen Losung.

In Deutschland hat die Deutsche Mathematiker-Vereinigung den
bezeichneten Kreis von Fragen mit unausgesetzter Aufmerksamkeit ver-
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folgt und an deren Losung und Klérung mitgewirkt. Es erschien als
ein Bediirfnis, von der Tatigkeit der Vereinigung Rechenschaft abzu-
legen. Das ist in einer kleinen Schrift geschehen, die ich im Auftrage
des Vorstandes verfaBt habe. Ich mdchte nicht verfehlen, allen den
Herren meinen Dank auszusprechen, die mich durch Mitteilungen und
Bemerkungen unterstiitzt haben, und dabei auch des Entgegenkommens
der Verlagsbuchhandlung von B. G. Teubner in Leipzig dankbar zu ge-
denken.

Das anspruchslose Heft ist den Teilnehmern des gegenwirtigen
Kongresses gewidmet, und ich schitze es mir zur besonderen Ehre,
diese ,Geschichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung” gerade hier
in Heidelberg, wo vor 15 Jahren auf’ Anregung von Georg Cantor
der Plan zu ihrer Griindung nach auBen hin bekannt gegeben wurde,
angesichts einer illustren internationalen Versammlung Ihnen, hoch-
geehrter Herr Prisident, hiermit iiberreichen zu diirfen.

Nachdem Gutzmer geendigt hatte, tberreichte Klein-Gottingen
namens der Akademischen Kommission (in Vertretung ihres Vorsitzen-
den v. Dyck-Miinchen) den nunmehr fertiggestellten ersten Band der
Encyklopiidie der mathematischen Wissenschaften. Das SchluBheft des
Bandes enthiilt auBer einem allgemeinen einleitenden Bericht des Vor-
sitzenden und einem besonderen Vorwort des Herausgebers F. Meyer-
Kénigsberg insbesondere ein von letzterem gearbeitetes ausfiihrliches
alphabetisches Autoren- und Sachregister. Der Vortragende dankt allen
Mitarbeitern (deren hingebende Titigkeit in erster Linie das Zustande-
kommen des Bandes ermdglichte), ferner F. Meyer, dessen Initiative
der Plan der Encyklopidie anfiinglich entsprungen ist und der nun
auch zuerst die Genugtuung erlebt, einen abgeschlossenen Band vor-
legen 7zu konnen, endlich auch noch der Verlagsbuchhandlung, welche
ihre groBe Leistungsfihigkeit sozusagen unbeschrinkt in den Dienst
des Unternehmens gestellt hat. An den ferneren Binden II—VI wird
z. 7. gleichférmig weiter gearbeitet, so daB man ihrer Fertigstellung
in absehbarer Zeit entgegensehen darf. Aber zugleich erdffnen sich
bereits Perspektiven auf fernere Weiterfilhrung des Unternehmens.
Molk-Nancy wird sogleich das erste Heft einer franzisischen Aus-
gabe vorlegen, die unter Mitwirkung hervorragendster franzosischer
Autoren zustande kommt und damit als zweite verbesserte Auflage der
bisherigen Ausgabe erscheinen kann. Man darf hoffen, daB spiter
wieder eine neue deutsche Ausgabe folgt, in der alles das viele Material
an Berichtigungen und Vervollstindigungen, welches bis dahin zu-

sammengekommen sein wird, eingearbeitet werden soll. Die Redaktion
3'
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der deutschen Ausgabe bittet die Mathematiker des In- und Auslandes
schon jetzt ihr solches Material zukommen zu lassen.

Hierauf sprach Molk-Nancy unter Uberreichung des ersten Heftes
der von ihm herausgegebenen franzdsischen Ausgabe der Encyklopiidie
folgendes:

J’ai 'honneur de vous présenter le premier fascicule de I’édition
francaise de 'Encyclopédie des sciences mathématiques. Cette édition
francaise vient s’adjoindre a 1'édition allemande de la méme Encyclo-
pédie. Ce n'est pas une simple traduction: c'est un exposé, fait par
des mathématiciens de langue frangaise, des articles contenus dans I'édi-
tion allemande; ces articles sont complétés, mis a jour; le mode d’ex-
position est d’ailleurs entiérement conforme aux traditions francaises.
Toutefois le caractére général de la premiére édition est conservé:
I'édition francaise est publiée sous les auspices des mémes Académies;
un délégué de ces Académies en suit la publication; d’autre part, le
role considérable joué, dans la réalisation de la conception méme de
I’Encyclopédie, par les rédacteurs des différents tomes de I’édition alle-
mande est mis en évidence par la mention du nom de ces rédacteurs
sur la page-tltre de chacun des volumes de l'édition francaise.

Les noms des éditeurs de notre édition, B. G. Teubner a Le1pz1g
et Gauthier-Villars & Paris sont universellement connus et chacun sait
ce que la science mathématique leur doit. Leur devise commune est
et sera: Viribus unitis.

Pour faciliter les recherches du lecteur, le titre de chaque article
est reproduit, en tout ou en partie, de deux pages en deux pages; ce
titre est encadré par le nom de l'auteur de l'article allemand et par
celui de l'auteur de l'exposé francais. Ces deux auteurs forment ainsi
un complexe ol la seconde unité, l'unité francaise, vient compléter la
premiére unité, l'unité allemande. Il serait certes désirable que d’autres
unités viennent s’adjoindre & ces deux unités pour donner encore da-
vantage a 'Encyclopédie un caractére aussi universel que la Mathé-
matique elle-méme; cette adjonction est possible sans que rien ne soit
changé a l'idée directrice imprimée & I'Encyclopédie par les rédacteurs
de la premiére édition: notre édition frangaise en fournira une premiere
preuve tangible.

Frangois Viéte, notre maitre & tous, écrivait, en téte d'un de wses
principaux ouvrages:

,Je fais le mien autant que Dieu le permet

»,Que chacun fasse le sien et la science accroitra.

En nous donnant son concours dans le domaine qu’il a le plus
approfondi, chacun de vous, Messieurs, peut contribuer & ce que I'En-
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cyclopédie réponde de mieux en mieux aux besoins des mathématiciens
et des ingénieurs contemporains. Et par cela méme ,la science ac-
croitra®.

Es folgten sodann die Vortrige von Painlevé-Paris: Le pro-
bleme moderne de l'intégration des équations différentielles, und von
Greenhill-London: The mathematical theory of the top (considered
historically).

Nachmittags 4 Uhr wurde im Museumssaale durch Ansprachen
von Gutzmer-Jena und Disteli-StraBburg die Ausstellung mathema-
tischer Literatur und mathematischer Modelle und Apparate erdffnet.¥)
An diese Ansprachen schloB sich zunichst ein kurzer Vortrag von
Runge-Hannover tiber die Leibnizsche Rechenmaschine, sodann Demon-
strationen mit dem ZeiBischen Epidiaskop und ein Vortrag mit Schatten-
bildern von Wiener-Darmstadt.

Um Y,7 Uhr stand ein Sonderzug zur Fahrt nach Schlierbach bereit,
von wo die Fihre die Teilnehmer nach Ziegelhausen tiibersetzte. TUm
8 Uhr ertonte dort das Signal zur Abfahrt und es fuhren die Kon-
greBteilnehmer in den von der Stadt Heidelberg gestelllen Booten
den FluB hinunter zur Besichtigung der SchloBbeleuchtung und des
sich daran anschlieBenden Feuerwerks. Gegen !,10 Uhr legten die
Boote an der Stadthalle an. Die KongreBteilnehmer verlieBen unter
Hochrufen auf die Stadt Heidelberg die Boote und blieben lebhaft be-
wegt von dem gesehenen, einzigartigen Schauspiele noch einige Stunden
in zwangloser Unterhaltung beisammen.

Freitag, den 12. Angust.

Der Vormittag war, wie am Mittwoch, Sektionssitzungen gewidmet.

Nachmittags von 4Y, Uhr an fanden Vortrige und Demonstrationen
in der Ausstellung statt und zwar:

I. Demonstration von Apparaten aus der optischen Werkstiitte von
Carl ZeiB in Jena; II. Demonstrationsvortrag von Wiener-Darmstadt
iiber die Entwicklung geometrischer Formen; III. Vortrag und Demon-
stration von Schilling-Gottingen.

Abends 7Y, Uhr begann die zu Ehren der KongreBmitglieder von
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung veranstaltete Abendunterhal-
tung in der SchloBrestauration. Das Programm des Abends bestand
aus drei Teilen: einem musikalischen Teile, in welchem das stidtische
Orchester abwechselnd mit Ménnerchoren des Heidelberger Singerver-

*) Siehe den im III. Teil folgenden Bericht iiber die Ausstellung.



38 I. Teil: Chronik des Kongresses.

bandes eine Reihe von Musikstiicken zum Vortrag brachte. Den zweiten
Teil des Programmes bildete ein unterhalb der Scheffelterrasse abge-
branntes Feuerwerk, eingeleitet durch eine Beleuchtung der Ostfassade
des Schlosses. Um 10 Uhr folgte als dritter Teil ein allgemeiner
Kommers unter dem Vorsitze von Schubert-Hamburg, der die Kon-
greBteilnehmer bis nach Mitternacht zusammenbhielt.

Samstag, den 13. August.

Nach einer vormittags 9 Uhr stattgefundenen kurzen Sitzung des
Ausschusses begann um 9, Uhr die Geschiftssitzung des Kongresses,
deren Protokoll unten abgedruckt ist. An diese schloB sich unmittel-
bar die 3. allgemeine Sitzung mit den Vortriigen von Segre-Turin: La
geometria d’oggidi e i suoi legami coll’ analisi, und von Wirtinger-
Wien: Riemanns Vorlesungen iiber die hypergeometrische Reihe und
ihre Bedeutung. Hierauf verlas der Schriftfiihrer folgendes, wihrend
der Sitzung eingelaufene Antworttelegramm Seiner Koniglichen Hoheit
des ErbgroBherzogs auf eine ihm wihrend des gestrigen Abends tele-
graphisch iibersandte Huldigung:

Herrn Professor Schubert, Heidelberg.
Aus Badenweiler.

Den Teilnehmern am III. Internationalen Mathematiker-Tag, die
bei der gestern von der Deutschen Mathematiker-Vereinigung veranstal-
teten Abendunterhaltung meiner so freundlich gedachten, sage ich hier-
fiir meinen verbindlichsten Dank. Es wird mir stets eine werte Er-
innerung sein, die Herren personlich haben begriiBen und am Beginn
des Kongresses mich haben beteiligen zu konnen, dem ich den erfreu-
lichsten und befriedigendsten AbschluB wiinsche.

Friedrich, ErbgroBherzog von Baden.

Hierauf schloB Weber den KongreB mit folgender Ansprache:

Wir nahen uns dem Schlusse des Kongresses und es liegt mir die
angenehme Pflicht ob, allen denen zu danken, die zum Gelingen des
Kongresses beigetragen haben. Zunichst also allen, die hierher ge-
kommen sind, um an dem KongreB teilzunehmen, die zum Teil sehr
weite Reisen nicht gescheut haben, um sich hier mit uns zu wissen-
schaftlicher Arbeit zu' vereinigen; mdochten sie alle befriedigt und mit
schonen Eindriicken und Erinnerungen in ihre Heimat zuriickkehren.
Insbesondere habe ich aber auch aller derer zu gedenken, die uns
durch materielle Unterstiitzung in den Stand gesetzt haben, Thnen das
zu bieten, was Sie hier gefunden haben.
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Seitdem es feststand, daB der III. Internationale Mathematiker-
KongreB in Deutschland stattfinden sollte, hat sich der Vorstand unserer
Vereinigung mit der Frage der Organisation beschiftigt. Es tauchte
zuerst die Frage auf, in welcher Stadt des weiten Deutschen Reiches
wir Sie empfangen sollten, und da hat die Erwiigung, daB es in einer
kleineren Stadt leichter sein wiirde, die Kollegen einander nahe zu
bringen, als in der GroBstadt, den Ausschlag gegeben, daB wir Sie
nicht nach der Reichshauptstadt, sondern nach Heidelberg eingeladen
haben, das fiir einen wissenschaftlichen KongreB so auBerordentlich
glinstige Bedingungen bietet.

Es beschiftigte uns sodann die Frage, die sich so leicht in irdi-
schen Dingen dem kiihnen Flug der Gedanken und Hoffnungen wie ein
Bleigewicht anhaftet: woher nehmen wir die Mittel, um unsere Giiste
wiirdig zu empfangen und ihnen alle die wissenschaftlichen und litera-
rischen Gaben zu bieten, die wir im Sinne hatten. Aber auch hier
blieben wir nicht lange in der Not stecken. Es hat uns auf die Kunde,
daB sich der KongreB in Heidelberg versammeln sollte, die badische
Staatsregierung sofort einen Beitrag von 3000 M. zu ganz freier Ver-
wendung in Aussicht gestellt, den der Landtag in dankenswerter Libe-
ralitit bewilligt hat. Es hat sodann Seine Majestit der Kaiser und
Konig von PreuBlen aus seinem Dispositionsfond, mit besonderer Riick-
sicht auf die Jacobi-Feier und die damit im Zusammenhang stehende
Publikation der Jacobi-Biographie, 5000 M. bewilligt, und die gleiche
Summe ist von der Reichsregierung hinzugefiigt worden. Ferner ist
uns von der Teubnerschen Firma, der stets hilfsbereiten Freundin
unserer Wissenschaft, ein ZuschuB von 2000 M. zu Teil geworden.

Mit so reichen Mitteln ausgestattet, konnten wir es wagen, ohne
allzu #ingstliche Sparsamkeit in die Vorbereitung einzutreten, und ich
spreche allen, die in so freigebiger Weise dazu beigetragen haben, die
finanzielle Grundlage des Kongresses zu sichern, den herzlichsten Dank
aus. Es liBt sich natiirlich in diesem Augenblick die finanzielle Lage
noch nicht vollsténdig tiibersehen, aber wir konnen doch schon mit
Sicherheit darauf rechnen, daf der AbschluB ein giinstiger sein wird.
Wir werden dem Vorstand der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
sobald als moglich genaue Rechnung ablegen.

AuBerdem aber hat eine herzliche Gastfreundschaft dazu beige-
tragen, den KongreB zu einem so schonen Feste zu gestalten. Mein
Dank gilt in erster Linie Seiner Koniglichen Hoheit dem GroBherzog
von Baden, der sein warmes Interesse an unserer Sache in so erheben-
der Weise zum Ausdruck gebracht hat, und Seinem durchlauchtigsten
Sohne, dem ErbgroBherzog Friedrich, der uns in des GroBherzogs
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Namen empfangen und das Ehren-Prisidium unserer Eroffnungs-Sitzung
ibernommen hat. Wir alle waren von der hinreiBenden Liebenswiirdig-
keit des edlen Fiirsten bezaubert.

Ich danke sodann auch der Stadt Heidelberg, die durch Entsen-
dung von Vertretern zu den Vorarbeiten des Ausschusses von Anfang
an ihr Interssse an unserer Versammlung betitigt und uns jetzt eine
so gastliche Aufnahme bereitet hat.

Sodann danke ich Seiner Magnifizenz dem Prorektor der Uni-
versitit, der uns in den Ri#umen der Universitit ein Obdach gewiihrt
und uns durch seine Gegenwart bei den Sitzungen geehrt hat. In dem
schonen neuen Saale der Universitit hat die so lehrreiche Ausstellung
der mathematischen Literatur, der Modelle und Apparate, deren Ge-
lingen wir dem opferwilligen Zusammenwirken der Aussteller und
unseres Komitees verdanken, eine wiirdige Stitte gefunden.

Nicht zum wenigsten gilt aber mein Dank allen denen, die durch
Vortriige in den allgemeinen und in den Sektionssitzungen oder durch
Demonstrationen in der Ausstellung dem Kongresse seinen wissenschaft-
lichen Inhalt gegeben haben, endlich auch allen denen, die in ver-
borgener und bescheidener Arbeit in den verschiedenen Ausschiissen das
komplizierte Réderwerk im Gange erhalten haben.

Ihnen allen aber rufe ich ein herzliches Lebewohl zu. Behalten
Sie die Heidelberger Tage in freundlicher Erinnerung!

Auf Wiedersehen in Rom!

Am Nachmittag war fir die Damen offizieller Kaffee in der Stifts-
miithle. Ein Teil der Herren folgte einer Einladung Wolfs zur Be-
sichtigung seines astrophysikalischen Instituts und traf von dort aus
spiater gleichfalls in der Stiftsmiihle ein. Baron von Bernus hatte
in freundlichster Weise dem Kongresse eine Einladung zum Besuche
des Stiftes Neuburg und zur Besichtigung seiner Sammlungen iiber-
sandt, die von vielen benutzt wurde.



E. Bericht iiber die Tatigkeit der Sektionen.

Geschiiftsordnung der Sektionen.

1. Zur Leitung der Geschiifte wird ein Vorsitzender bestellt, dessen
Wahl in jeder Sitzung fiir die nichstfolgende stattfindet. Vorsitzende
der ersten Sitzung sind die Einfijhrenden.

2. Zur Fiihrung eines Sitzungsprotokolls werden Schriftfithrer er-
nannt.

3. Die Reihenfolge, in der die angekiindigten Vortrige gehalten
werden sollen, wird in der ersten Sitzung bestimmt.

4. Die Dauer eines Vortrages soll 20 Minuten nicht iiberschreiten.
In der Diskussion werden einem Redner 5 Minuten gestattet. Kein
Redner erhilt in derselben Diskussion mehr als einmal das Wort.
Diese Bestimmung findet auch auf den Vortragenden Anwendung, iiber
dessen Vortrag die Diskussion stattfindet.

5. Die Herren, die an der Debatte teilgenommen haben, konnen
einen kurzen Bericht iiber ihre AuBerungen an die Einfithrenden ein-
reichen.

6. Die an jedem Tage abzuhaltenden Vortriige sollen durch An-
schlag an den Tiiren’ der Sektionszimmer und am Eingange des
Museumsgebéudes bekannt gemacht werden.

I. Sektion (Arithmetik und Algebra).
Dienstag, den 9. August, nachmittags 4 Uhr.

Der Einfihrende, J. Liiroth, eroffnet die Sitzung um 4 Uhr
20 Min. mit einer kurzen BegriiBungsansprache.

Hierauf wird die Reihenfolge der Vortrige fiir die Mittwochs-
sitzung bestimmt und D. Seliwanoff zum Vorsitzenden der ersten
Sitzung gewihlt.
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Mittwoch, den 10. August, vormittags 9 Uhr.

Vorsitzender: D. Seliwanoff.
Schriftfithrer: G. Faber.

Gehaltene Vortrige.

. P. Gordan: Uber die Auflosung der Gleichungen 6. Grades.
Diskussion: H. Valentiner, A. Wiman.

. J. Konig: Zum Kontinuum-Problem.
Diskussion: G. Cantor, D. Hilbert, A. Schénflies.

. A. Capelli: Ein Beitrag zum Fermatschen Satze.

. F. Hogevar: Uber die Bestimmung der linearen Teiler einer alge-
braischen Form.
Diskussion: J. Liiroth, G. Landsberg.

. A. Guldberg: Uber lineare Differenzengleichungen.

Zum Vorsitzenden der niichsten Sitzung wird E. Netto gewihlt

und darauf um 11 Uhr 20 Min. die Sitzung geschlossen.
Freitag, den 12. August, vormittags 9 Uhr.
Vorsitzender: E. Netto.
Schriftfiihrer: G. Faber.
Gehaltene Vortrige.
1. H. Minkowski: Zur Geometrie der Zahlen.
2. D. Hilbert: Uber die Grundlagen der Logik und Arithmetik.
Diskussion: J. Kénig, G. Cantor.
3. G. Voronoi: Sur une propriété du discriminant des fonctions en-
tieres.
Diskussion: D. Seliwanoff, E. Netto.
4. A. Wiman: Die metazyklischen Gleichungen 9. Grades.
Diskussion: E. Netto.
5. A. Loewy: Uber reduzible Gruppen linearer homogener Sub-
stitutionen.
6. K. Stephanos: Sur une catégorie d’équations fonctionnelles.
7. E. B. Wilson: On products in additive fields.
Diskussion: E. Jahnke, E. B. Wilson.
8. Eugen Miiller: Mitteilungen iiber die Herausgabe von E. Schro-

ders Nachla8.
Um 12 Uhr 40 Min. schlieBt E. Netto die Sitzung.
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I1. Sektion (Analysis).
Mittwoch, den 10. August, vormittags 9 Uhr.

Vorsitzende: G. Mittag-Leffler und L. Lindeldf.
Schriftfiihrer: P. Boutroux.

Gehaltene Vortrige.

1. L. Schlesinger: Uber das Riemannsche Fragment zur Theorie der
linearen Differentialgleichungen und daran anschlieBende neuere
Arbeiten.

2. E.Borel: Surl'interpolation des fonctions continues par des polynomes.
Diskussion: G. Mittag-Leffler.

3. D. Hilbert: Uber eine Anwendung der Integralgleichungen auf
ein Problem der Funktionentheorie.

Diskussion: L. Schlesinger.

4. . Voronoi: Sur le développement, & I'aide des fontions cylindriques,
des sommes doubles Zf(pm?+ 2gmn + rn?), ot pm®+ 2qmn
+ rn? est une forme quadratique positive & coefficients entiers.
Diskussion: P. Epstein, M. Krause.

. R. Fricke: Neue Entwicklungen tiiber den Existenzbeweis der
polymorphen Funktionen.

Diskussion: H. A. Schwarz, L. Schlesinger, W. Wirtinger.

ot

Freitag, den 12. August, vormittags 9Y, Uhr.

Vorsitzende: J. Hadamard und T. Levi-Civita.
Schriftfithrer: E. Landau.

Gehaltene Vortrige.

b

. P. Boutroux: Sur les fonctions entiéres d'ordre entier.

2. G. Mittag-Leffler: Sur une classe de fonctions entiéres.
Diskussion: P. Painlevé, H. A. Schwaraz.

3. J. Hadamard: Sur les solutions fondumentales des équations liné-
aires aux dérivées purtielles.
Diskussion: V. Volterra.

4. A. Capelli: Uber die Additionsformeln der Thetufunktionen.

Diskussion: M. Krause, A. Krazer.

III. Sektion (Geometrie).
Dienstag, den 9. August, nachmittags 4 Uhr.

A. v. Brill begrii8t die Versammlung. Es wird hierauf in die Be-
sprechung der Geschiiftsordnung eingetreten. Zum Vorsitzenden wird
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H. G. Zeuthen gewiihlt; auBerdem erfolgt die Ernennung der Schrift-
filhrer. Absatz 4 der Geschiftsordnung wird dahin abgeféindert, daB
kein Redner in der Diskussion das Wort- mehr als zweimal erhilt

(sta

tt einmal). Die Zeit der Sitzungen wird auf 9—11 und 11%,—1 Uhr

festgesetzt.

Sodann spricht A.v. Brill iiber Elimination und Geometrie in den

letzten Jahrzehnten. An der Diskussion beteiligen sich H. G. Zeuthen,
F. Meyer und J. Konig; zum Schlusse ergreift nochmals A. v. Brill

das

[

_Q)’!

Wort.
Mittwoch, den 10. August, vormittags 9 Uhr.
Vorsitzende: C. Segre und F. Morley.
Sclriftfiihrer: E. Geck und M. Caspar.
Gehaltene Vortrige.
. F. S. Macaulay: The intersections of plane curves, with exten-

sions to i#-dimensional algebraic manifolds.

Diskussion: P. H. Schoute.

C. Guichard: Sur les systemes triples orthogonaux.

. E. Study: Kiirzeste Wege im komplexen Gebiet.
Diskussion: L. Autonne, C. Segre.

Pause von Y, Stunde (103/,—11%, Uhr).

F. Meyer: Uber Grundaziige einer Theorie des Tetraeders.
Diskussion: F. Schur und K. Stephanos.

K. Rohn: Uber algebraische Raumkurven.

Diskussion: M. Noether.

. 6. Scheffers: Uber Isogonalkurven, Aquitangentialkurven und
komplexe Zahlen.

Diskussion: Emil Miiller, F. Engel, R. v. Lilienthal,
F. Meyer.

Freitag, den 12. August, vormittags 9 Uhr.
A. v. Brill ertffnet die Sitzung und legt drei Abhandlungen vor,

deren Verfasser am Erscheinen verhindert sind, nimlich:’

A. Cabreira: Note sur les rapports polygonaux.

M. Tichomandritzky: Die Winkelsumme eines ebenen Dreiecks.

W. Sixtel: Ableitung der einfachsten Gleichungen der Kurven
2. Grades in Cartesischen rechtwinkligen Koordinaten (russisch);

sodann wird die Sitzung wie folgt fortgesetzt:
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Vorsitzende: C. Guichard und C. F, Geiser.
Schriftfiihrer: W. Ludwig.

Gehaltene Vortrige.

[

. A. Schionflies: Struktur der perfekten Mengen.
2. K. Zindler: Zur Differentialgeometrie der Linienkomplexe.

Diskussion: F. Meyer.

3. E. Wilezynski: The general projective theory of space curves
and ruled surfaces.
Diskussion: (+. Scheffers, E. Study.

4. J. Andrade: Détermination des mouvements u de solides aux
trajectoires sphériques.

5. J. Knoblauch: Grundformeln der Theorie der Strahlensysteme.
Diskussion: K. Zindler, E. Wilezynski.

Pause von !, Stunde (11—11; Uhr).

6. R. v. Lilienthal: Uber #quidistante Kurven auf einer Fliche.
Diskussion: J. Knoblauch.
L. Autonne: Sur les substitutions crémoniennes dans l'espace &
plusieurs dimensions.
8. R. W. Genese: On some useful theorems in the continued multi-
plication of the regressive product in real four-point space.
9. E. Study: Uber das Prinzip der Erhaltung der Anzahl.
Diskussion: II. . Zeuthen, A. v. Brill, H. Schupert, K. Rohn,
M. Noether.

-1

IV. Sektion (Angewandte Mathematik).
Dienstag, den 9. August, nachmittags 4 Uhr,

F. Klein begriift die Anwesenden un;l‘ verbreitet sich kurz iiber
die Aufgabe der angewandten Mathematik, besonders iiber die pida-
gogische Seite.

Schriftfihrer werden A. Sommerfeld und R. Gans.

Mittwoch, den 10. August, 1. Sitzung, vormittags 9 Uhr.
Vorsitzender: J. M. van Vleck.

Gehaltene Vortrige.

1. N. Delaunay: Sur le probléme des trois corps.
2. T. Levi-Civita: Sur la résolution qualitative du probléeme re-
streint des trois corps.
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3. F. Weingarten: Ein einfaches Beispiel einer stationdren und
rotationslosen Bewegung einer tropfbaren schweren Fliissigkeit
mit freier Begrenzung.

Mittwoch, den 10. August, 2. Sitzung, vormittags 11, Uhr.
Vorsitzende: V. Volterra und J. Hadamard.

Gehaltene Vortrige.

1. V. Volterra: Sur la théorie des ondes.

2. J. Hadamard: Sur les données aux limites dans les équations
aux dérivées partielles de la physique mathématique.

3. A. Sommerfeld: Uber die Mechanik der Elektronen.

4. R. W. Genese: On the development of the ,Ausdehnungslehre®
according to the principles of statics.

Freitag, den 12. Aungust, 1. Sitzung, vormittags 9 Uhr.

Vorsitzende: A. Borsch und S. Finsterwalder.

Gehaltene Vortrige.

1. H. Weber: Bemerkungen aus der Theorie der partiellen Difte-
rentialgleichungen.

J. Andrade: Recherches chronométriques.

3. A. Borsch: Die Grundlagen der Bestimmung der Erdgestalt.

4. S. Finsterwalder: Fliichtige Aufnahmen mittels Photogrammetrie.

N

Freitag, den 12. August, 2. Sitzung, vormittags 11Y, Uhr.
(In der Ausstellung.)

Vorsitzender: F. Klein.

Gehaltene Vortrige.

1. L. Prandtl: Uber Fliissigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung.
2. A. Kempe: Ein Gelenkmechanismus.

AuBerdem Vorfiihrung der Leibnizschen Rechenmaschine durch
C. Runge und Demonstration zahlreicher Apparate durch die Aussteller.

V. Sektion (Geschichte der Mathematik).
Dienstag, den 9. August, nachmittags 4 Uhr.
Vorsitzende: M. Cantor und P. Stickel

BegriiBung der Sektion durch den Vorsitzenden M. Cantor.
Enbloc-Annahme der vorgedruckten Geschiiftsordnung.
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Wahl der Schriftfihrer: K. Bopp und E. Wolffing,
Festsetzung der Reihenfolge der Vortrige.
Vortrag: M. Cantor: Einfilhrung in die Geschichte der Mathe-

matik; Hinweis auf neue Resultate.

Diskussion: A. v. Braunmiihl, M. Simon, F. M. Feldhaus,

E. Lampe, P. Tannery, K. Schwering.

Zu Vorsitzenden der niichsten Sitzungen werden gewihlt: H. G. Zeu -

then, P. Tannery, A. v. Braunmiihl, G. Loria.

o=

Tt
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Mittwoch, den 10. August, vormittags 10 Uhr.
Vorsitzende: H. G. Zeuthen und P. Tannery.

Gehaltene Vortrige.
P. Tannery: Pour lhistoire du probléeme inverse des tangentes.

. S. Dickstein: Wronski als Mathematiker.

Diskussion: P. Tannery, S. Dickstein, G. Loria.

. M. Simon: Uber die Mathematik der Agypter.

Diskussion: M. Cantor, M. Simon.
Pause von ', Stunde (10%,—11Y/, Uhr).

. H. G. Zeuthen: Gebrauch und MiBbrauch historischer Benen-

nungen in der Mathematik.

Diskussion: M. Simon, H. G. Zeuthen.

L. Schlesinger: Bericht iiber die Herausgabe der gesammelten
Werke von L. Fuchs und Uberreichung des I. Bandes.

G. Enestrom: Welcher Platz gebiihrt der Gteschichte der Mathe-
matik in einer Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften?
A. v. Braunmiihl: Zur Geschichte der Differentialgleichungen.
Diskussion: P. Stiickel, A. v. Braunmiihl.

H. Suter: Zur Geschichte der Mathematik bei den Indern und
Arabern. I. Mitteilung.

Freitag, den 12. August, vormittags 10 Uhr.
Vorsitzende: A. v. Braunmiihl und G. Loria.

Eine Resolution, betreffend die Herausgabe der Werke Eulers durch

die Carnegie-Institution, wird von F. Morley und A. Wassiljef vor-
geschlagen und auf Vorschlag von M. Cantor an die morgige Ge-
schiiftssitzung iiberwiesen. Eine von F. M. Feldhaus vorgelegte Re-
solution, betreffend die Bildung einer engeren Vereinigung der Historiker
der Mathematik, wird angenommen und auf Vorschlag von E. Lampe
der Wunsch hinzugefiigt, daB sie auf die Tagesordnung des niichsten Kon-
gresses gesetzt werde.
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Gehaltene Vortrige.

1. G. Loria: Pour une histoire de la géométrie analytique.
Diskussion: M. Cantor, G. Loria, A. v. Braunmiihl, I. G.
Zeuthen.

2. H. Suter: Zur Geschichte der Mathematik bei den Indern und

Arabern. II. Mitteilung.

. @&, Vailati: Intorno al significato della differenza tra gl'assiomi

ed i postulati nella geometria greca.

G. Loria schlieBt die Sitzungen der Sektion um 113/, Uhr.

Q2

VI. Sektion (Pidagogik).
Dienstag, den 9. Angust, nachmittags 4',—6 Uhr.
Vorsitzender: H. Schubert-Hamburg.

Nach einer kurzen BegriiBung teilt der Einfithrende H. Schubert
mit, daB der andere Einfiihrende J. P. Treutlein leider nicht in Heidel-
berg anwesend sein kann, ferner, daB J. Greber das Sekretariat der
Sektion freundlichst iibernommen hat. Darauf geschieht eine Gesamt-
vorstellung der Anwesenden. Der Vorschlag des Einfiihrenden, daB
wegen der groBen Zahl der angemeldeten Vortrige schon heute drei
Vortriige gehalten werden sollen, wird angenommen. Es sind folgende
Abhandlungen an die Sektion eingelaufen, die vorgelegt werden:

F.Klein: Uber eine zeitgemiBe Umgestaltung des mathematischen
Unterrichts an den héheren Schulen.

H. Schubert: Elementare Berechnung der Logarithmen.

P. Buffa: Primo Studio della Geometria Piana.

A. G. Greenhill: Exercises in Practical Mathematics.

Darauf wird die Vortragsliste angenommen und es werden folgende
drei Vortrige gehalten:

1. A. G. Greenhill: Teaching of mechanics by familiar applications
on a large scale.

Diskussion: A. Gutzmer.

2. A. Gutzmer: Uber die auf die Anwendungen gerichteten Be-
strebungen im mathematischen Unterricht der deutschen Uni-
versititen.

Diskussion: G. Reuschle, H. Schotten.

3. @. Loria: Sur l'enseignement des mathématiques en Italie.
Diskussion: B. Bloch.

Fir die Sitzung am Mittwoch vor dem Friihstick (9—11 Uhr)
wird als Vorsitzender A. G. Greenhill vorgeschlagen und gewihlt.
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Mittwoch, den 10. August, vormittags 9—I11 Uhr.
Vorsitzender: A. G. Greenhill.

Eingelaufen sind und werden vorgelegt:
G. Veronese: La Laguna di Venezia.
C. A. Laisant und H. Fehr: L’Enseignement Mathématique
VIe Année. No. 4.
Es werden folgende Vortriige gehalten:
1. H. Fehr: L'enquéte de ,L’enseignement mathématique® sur la
méthode de travail des mathématiciens.
2. P. Stickel: Uber die Notwendigkeit regelmiBiger Vorlesungen
iiber elementare Mathematik an den Universitiiten.
Diskussion: M. Krause.
3. R. Fricke: Bemerkungen iiber den mathematischen Unterricht an
den technischen Hochschulen in Deutschland.
Diskussion: A. Gutzmer, P. Stickel, M. Krause, E. Czuber,
P. Dziwinski, H. Schotten, B. Bloch, E. Lampe, R. Flatt.
Zum Vorsitzenden fiir den 2. Teil der Sitzung wird H. Fehr
gewihlt.
Infolge der Erkrankung von J. P. Treutlein wird als stellver-
tretender Einfiihrender E. Lampe vorgeschlagen und gewéhlt.

Mittwoeh, den 10. August, mittags 12—1%, Uhr.
Vorsitzender: H. Fehr.

Gehaltene Vortrige.

1. J. Andrade: L'enseignement scientifique aux écoles professionelles
et les ,Mathématiques de l'ingénieur“.
Diskussion: B. Bloch, A. G. Greenhill

2. H. Schotten: Welche Aufgabe hat der mathematische Unterricht
auf den deutschen Schulen und wie passen die Lehrpline zu
dieser Aufgabe?
Diskussion: B. Bloch, R. Maurer, E. Gubler.

Als Vorsitzender fiir Freitag wird H. Schotten gewihlt.

Freitag, den 12. August, vormittags 9—11 Uhr.
Vorsitzender: H. Schotten.

Es findet die von H. Schotten beantragte Resolution einstimmige

Annahme:
Verh. d. IIL. Internat, Mathem.-Kongr. Heidelberg 1904. 4
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»Die Pidagogische Sektion des III. Internationalen Mathematiker-

Kongresses beschlieBt einstimmig dahin sich auszusprechen:

1. daB der Unterricht in der darstellenden Geometrie fiir die Real-
anstalten obligatorisch werden miisse; an den Gymnasien wire
Einfiihrung als fakultatives Fach wiinschenswert;

2. daB dieser Unterricht durchaus von den Lehrern der Mathematik
zu erteilen sei und zwar miiBte als Regel angesehen werden,
daB er in den Hinden des Lehrers liegt, der auch den mathe-
matischen Unterricht in der Klasse hat.“

Gehaltene Vortrige.

. M. Simon: Uber komplexe Zahlen; iiber den Lehrgang in der

sphérischen Trigonometrie; literarisch-historische Notizen.
Diskussion: H. Schotten, M. Simon, H. Schubert, E. Ullrich,
H. Thieme, H. Wieleitner, B. Bloch, E. Lampe.

. H. Thieme: Wirkung der wissenschaftlichen Ergebnisse auf den

Unterricht in der elementaren Mathematik.
Diskussion: B. Bloch, H. Thieme.

. A. v. Sourek: Uber den mathematischen Unterricht in Bulgarien.

Freitag, den 12. August, mittags 12—2 Uhr.
Vorsitzender: E. Gubler.

Gehaltene Vortrige.

. F. Meyer: Uber das Wesen mathematischer Beweise.
. J. Finsterbusch: Uber eine neue einfache und vor allem einheit-

liche Methode, die Rauminhalte der Korper zu bestimmen, deren
Querschnittsfunktion den dritten Grad der H6he nicht iibersteigt.
Diskussion: B. Bloch, J. Finsterbusch, E. Lampe, P. Epstein.

. M. Briickner: Uber die diskontinuierlichen und nicht-konvexen

gleicheckig-gleichflichigen Polyeder.
E. Lampe spricht den Vorsitzenden den Dank aus fiir die Lei-

tung der Sitzungen, worauf E. Gubler seinerseits den beiden Einfiih-
renden, H. Schubert und E. Lampe, fiir ihre Mithewaltung dankt.



F. Protokoll der Geschiftssitzung des III. Internationalen
Mathematiker-Kongresses.

Samstag, den 13. August, vormittags 9'; Uhr.

I. BeschluBfassung iiber die dem Kongresse vorgeschlagenen Re-

solutionen:
I. Resolution.

»Die Unterzeichneten bitten um Zustimmung zu folgendem
Wounsche:

In Anbetracht, daB die Geschichte der Mathematik heute eine
Disziplin von unbestreitbarer Wichtigkeit bildet, daB ihr Nutzen so-
wohl vom rein mathematischen als auch vom pidagogischen Stand-
punkte immer stirker hervortritt und daB es daher unerliBlich
ist, ihr in dem Ooffentlichen Unterrichte die gebiihrende Stelle an-
zuweisen, und

unter Beriicksichtigung der Wiinsche der 5. Sektion des Inter-
nationalen Kongresses fiir vergleichende Geschichtsforschung (Paris,
Juli 1900) und der 8. Sektion des Internationalen Historiker-Kon-
gresses (Rom, 1903) adoptiert der III. Internationale Mathematiker-
Kongre8 zu Heidelberg und macht zu den seinigen die von dem
KongreB zu Rom ausgesprochenen Wiinsche internationalen Cha-
rakters:

1) DaB die Geschichte der exakten Wissenschaften an den Uni-
versititen gelehrt werde, indem entsprechende Vorlesungen einge-
richtet werden fiir die vier Teile:

1. Mathematik und Astronomie.
2. Physik und Chemie.

3. Naturwissenschaften.

4. Medizin.

2) DaB die Elemente der Geschichte der exakten Wissenschaften
4*
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in das Programm der einzelnen Unterrichtsgegenstinde der Gym-
nasien aufgenommen werden.

P. Tannery. A. v. Braunmiihl. E. Lampe. G. Loria.
M. Simon. D. E. Smith. P. Stickel. E. Wolffing“

Die Resolution wird von der Versammlung durch Akklamation an-

genommen.
II. Resolution.

,Le troisitme Congrés international des mathématiciens, consi-
dérant que l'édition complete des oeuvres d’Euler a une haute im-
portance scientifique, appuie la proposition faite & la ,Carnegie
Institution par le Comité mathématique constitué sous la prési-
dence de M. Moore et émet le voeu de sa prochaine réalisation.

En considérant d’autre part que le succes de cette édition exige
le concours de plusieurs savants de tous les pays dont la réunion
pour l'élaboration du plan et la discussion des autres questions
g’y rapportant pourront se faire pendant le prochain Congres, le
3% Congrés prie la Commission d’organisation du Congrés suivant
de lui présenter un rapport sur 1'état de la question ainsi que sur
les mesures qu'aurait pu prendre le Congrés pour contribuer de sa
part & la réussite de cette importante entreprise scientifique.

F. Morley. A. Wassilief“

Die Versammlung teilt die Uberzeugung von der groBen Wichtig-
keit einer Gesamtausgabe der Werke Eulers, bemerkt, daB Schritte
zu einer Durchfilhrung des Unternehmens auch bereits seitens der
Akademien zu St. Petersburg und Berlin getan sind, und spricht die
Hoffnung aus, daB dem nichsten Kongresse iiber den Kortschritt der
Angelegenheit berichtet werden kann.

III. Resolution.

»Die V. Sektion des III Internationalen Mathematiker-Kongresses
zu Heidelberg erklirt, es sei wiinschenswert, daB eine engere Ver-
einigung der Historiker der mathematischen Wissenschaften zustande
komme. Da die Aufgaben einer solchen Gesellschaft internationale
sind, so soll die Gesellschaft eine internationale werden. Nichts-
destoweniger ist ein Zusammenwirken mit fihnlichen und verwandten
nationalen Gesellschaften, Zeitschriften, Museen usw. zu erstreben.

Es wird der Wunsch hinzugefiigt, daB diese Resolution auf die
Tagesordnung des nichsten Kongresses gesetzt werde.”

Die Resolution wird von der Versammlung durch Akklamation
angenommen.
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IV. Resolution.

yDer KongreB begriiBt mit der wirmsten Sympathie die Be-
strebungen der Mathematiker, daB iiberall die fiir den modernen Be-
trieb mathematischer Studien unentbehrlichen Einrichtungen (ge-
niigend viele Lehrstiihle, ausreichende Bibliotheken, Zeichensiile,
Arbeitsriume, Modellsammlungen, Projektionseinrichtungen usw.) ge-
troffen werden mogen, und spricht den dringenden Wunsch aus, da8
die Regierungen und sonstige mafgebende Instanzen ihnen die ndtige
Unterstiitzung gewiihren.“
Die Resolution wird von der Versammlung durch Akklamation
angenommen.
IL. Festsetzung des IV. Internationalen Mathematiker-Kongresses.
Volterra-Rom iiberbringt die Einladung der Accademia dei
Lincei, den IV. Internationalen Mathematiker-KongreB im Friihjahr 1908
zu Rom abzuhalten, mit folgenden Worten:

Les membres de la section mathématique de 'Académie des Lincei
se sont réunis au mois de Juin dernier et ils ont décidé de vous pro-
poser de tenir le prochain congrés des mathématiciens & Rome.

Nachdem die Versammlung die Einladung mit lebhaftem Beifall
angenommen, fihrt Volterra fort:

Je vous remercie de 'honneur que vous mnous avez fait en choi-
sissant Rome comme siege du prochain congrés. Je propose de réunir
le congres au printemps de 1908, en laissant an comité le soin d’en
préciser la date.

En méme temps jai honneur de faire part au congres que
M. Guccia a mis & la disposition du Circolo matematico di Pa-
lermo la somme de 3000 frs. pour un prix international qui, sous le
nom de medaille Guecia, sera décerné pendant le prochain congres a
un mémoire faisant faire un progres essentiel & la théorie des courbes
gauches algébriques. La commission qui jugera le concours est com-
posée de M. M. Noether, Poincaré et Segre.

Hierauf spricht Greenhill-London den Wunsch aus, daf der
V. KongreB in England stattfinde, indem er ausfiihrt:

I left London under the impression that England was to be ho-
noured with the visit of the International Congress of Mathematicians
on the next occasion after Germany; and I think this impression was
shared by the other English present here.

But we find now that Italy is the fortunate country, and is to
receive the Congress in 1908.
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Disappointed in our expectation we must congratulate Italy and
Rome on its good fortune, and we must content ourselves with the
next best in our wish, and hope that England may be selected at this
Assembly as the meeting place in 1911 or 12.

I beg then to place before this General Meeting the formal pro-
position that the International Congress of Mathematicians, next after
Italy, shall be held in England.

Nach einer kurzen geschiiftlichen Benachrichtigung der Versamm-
lung durch Klein-Gottingen, daB die Ausstellung auch noch am Sonntag
Vormittag dem Besuche gedffnet sei, ergreift Schwarz-Berlin das
Wort, um dem Vorsitzenden und dem Schriftfiilhrer des Kongresses
sowie dem Leiter der Ausstellung, Disteli-StraBburg, den Dank der
Teilnehmer des Kongresses fiir ihre Miihewaltung auszusprechen.

Hierauf wird die Geschiiftssitzung geschlossen.



Zweiter Teil

Wissenschaftliche Vortrige.






A. Gedichtnisrede auf C. G. J. Jacobi.

Carl Gustav Jacob Jacobi.

Rede zu der von dem Internationalen Mathematiker-KongreB8 in Heidelberg
veranslalteten Feier der hundertsten Wiederkehr seines Geburtstages
gehalten am 9. August 1904

yon

L. KoeNIGSBERGER in Heidelberg.

Im Kreise der Familie wie im Leben der Volker ist es eine
schone Sitte und heilige Pflicht, in den Augenblicken der Freude iiber
Gliick und Gedeihen der Seinigen, in den Momenten frohbewuBten
Stolzes auf die erworbenen Giiter und nationalen Errungenschaften, der
hervorragenden Minner zu gedenken, denen wir Dank schulden fiir
den Bau, dessen Fundament sie gelegt und den sie aufrichten halfen
mit unermiidlicher Arbeit, getragen von idealer Humanitit, von der
begeisterten Hingabe fiir das Wohl ihrer Nation zur Erkémpfung und
Verteidigung von allem dem, was ihr teuer und heilig, oder die, he-
gnadet durch die Genialitit ihres Geistes, geleitet von der Liebe zur
Wahrheit und einem unbezwinglichen Forschungstriebe, im Reiche
geistiger und sittlicher Macht dastehen als Merkzeichen fortschreitender
Entwicklung des Menschengeschlechts in Kunst und Wissenschaft.
Und so war es ein schoner Gedanke und ein einer groBen wissen-
schaftlichen Gemeinschaft wiirdiger Akt der Pietiit, daB der alle Nationen
umfassende KongreB der Mathematiker nicht nur von ausgezeichneten
Forschern die moderne Entwicklung einzelner Teile der exakten
Wissenschaften vor einem naturwissenschaftlicher Arbeit freundlich ge-
sinnten Kreise in groBen Ziigen gezeichnet wissen will, nicht nur all’
die hervorragenden Mitarbeiter an den Fortschritten der mathematischen
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Wissenschaft im engeren Kreise der Eingeweihten die Prinzipien und
Resultate ihrer eignen Arbeit will darlegen sehen, sondern gleichsam
zur weihevollen Einleitung fiir schwere und ernste Arbeit eine Gedenk-
feier des genialen Begriinders groBer und umfassender Disziplinen
unserer Wissenschaft veranstaltet hat, welcher vor hundert Jahren,
nachdem die groBen Mathematiker Frankreichs nach Euler und den
Bernoullis fast allein in langem, stetigem Zuge die Fahne mathe-
matischer und mathematisch - physikalischer Forschung hochgehalten,
und als groBe und anregende Lehrer der kommenden Generation Lust
und Mut zu schwerer Arbeit eingefloBt, dem mit gewaltiger schopfe-
rischer Kraft auf der HGhe exakter Forschung einsam thronenden
Gottinger Meister zu Hilfe kam, um auch Deutschland bei der Ent-
wicklung der mathematischen Wissenschaft ebenbiirtig an die Seite
Frankreichs treten zu lassen.

Carl Gustav Jacob Jacobi wurde zu Potsdam am 10. De-
zember 1804 geboren, als zweiter Sohn des Bankiers Simon Jacobi
und dessen Frau, aus deren Ehe noch zwei S6hne, Moritz und Eduard,
sowie eine Tochter, Therese, entsprossen. Nachdem der geistig un-
gewohnlich regsame Knabe die erste Unterweisung in den alten
Sprachen und den Elementen der Mathcmatik von seinem miitterlichen
Oheim, ,unicus et carissimus praeceptor”, wie er ihn spiter nannte,
erhalten, trat er im November 1816, noch nicht 12 Jahre alt, in die
zweite Klasse des Potsdamer Gymnasiums ein und wurde schon nach
einem halben Jahre in die erste Klasse aufgenommen, in welcher er
4 Jahre verbleiben muBte, um nicht vor zuriickgelegtem 16. Jahre der
Universitit zugefiihrt zu werden. Wie an den meisten Gymnasien
PreuBens war nach der staatlichen und geistigen Erhebung des Volkes
der Unterricht in den alten Sprachen und der Geschichte ein vorziig-
licher, getragen von der Begeisterung fiir das staatliche und kiinst-
lerische Leben der Volker des Altertums, und von sittlichem Ernst
im Hinblick auf’die bevorstehende kulturelle und geistige Arbeit der
kommenden Generation. Wir wollen aber heute auch mit Achtung des
wackeren Mannes gedenken, dem es damals oblag, den Schiilern des
Potsdamer Gymnasiums den mathematischen Unterricht zu erteilen,
und welcher durch Abfassung von Lehrbiichern auch literarisch sich
betatigt hat. Auf der, Liebe, Dankbarkeit und Verehrung bezeugenden
Urkunde, welche Heinrich Bauer im Jahre 1845 von dessen Schiilern
zu seinem 50jihrigen Lehrerjubilium iiberreicht wurde, prangt als
groBte Zierde der Name des damals auf der Hohe seines Ruhms
stehenden Jacobi, der dem Jubilar das Diplom eines Ehrenmitgliedes
der Deutschen Gesellschaft zu Konigsherg perstnlich iiberbrachte.
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Ostern 1821, kaum 16 Jahre alt, bestand Jacobi sein Abiturien-
tenexamen; die als sehr gut beurteilte mathematische Arbeit behandelte
in klarer und eleganter Weise ein Problem der sphérischen Astronomie,
dessen Herleitung mit dem Gestindnis schloB: ,ob dieser Beweis in
irgend einem Lehrbuche vorkommt, weiB ich nicht, aus Unkunde der
mathematischen Literatur” ,Von Gott mit seltenen Anlagen des
Geistes begliickt”, lautet sein Abgangszeugnis, ,sind seine Kenntnisse
in den Sprachen wie in der Mathematik ebenso griindlich als aus-
gezeichnet, ganz ungewdhnlich in der griechischen Sprache und in der
Geschichte, und als das Konsistorium das Jacobi von seinen Lehrern
gespendete Lob zu ausgedehnt erachtete, erwiderten die in ihrem Be-
rufe stolzen und freimiitigen Minner: ,er ist ein universeller Kopf,
besitzt ungewdhnliche Fihigkeiten und eine hohe Ruhe des Geistes,
ergreift und umfaBt alles, ohne durch Ermiidung unterbrochen zu werden;
jetzt studiert er zwar Philologie und Mathematik, schwerlich aber
mochten ihn diese Ficher auf immer fixieren, in jedem Falle wird er
sich einst merkwiirdig machen.”

In der Tat hatte er sich zuerst mit groBter Begeisterung und er-
staunlicher Arbeitskraft dem Studium der alten Sprachen gewidmet
und im Seminar die Aufmerksamkeit Boeckhs, des Altmeisters grie-
chischer Philologie, erregt. , Miramini, commilitones suavissimi, philo-
logum me vobis philologis dissertatiunculam proponere de Pappi
Alexandri collectionibus mathematicis“ lauten die Eingangsworte seiner
in philologischer und mathematischer Hinsicht ausgezeichneten Se-
minararbeit, die aber schon zu einer Zeit verfaBt war, als sein Ent-
schluB feststand, sich ganz der Mathematik zu widmen. ,Indem ich
so doch einige Zeit mich ernstlich mit der Philologie beschiftigte,
schreibt er seinem Onkel, ,gelang es mir, einen Blick zu tun in die
innere Herrlichkeit des alten hellenischen Lebens, so daB ich wenigstens
nicht ohne Kampf dessen weitere Erforschung aufgeben konnte. Denn
aufgeben muB ich sie fiir jetzt ganz. Der ungeheure KoloB, den die
Arbeiten eines Euler, Lagrange, Laplace hervorgerufen haben,
erfordert die ungeheuerste Kraft und Anstrengung des Nachdenkens,
wenn man in seine innere Natur eindringen will und nicht bloB &uBer-
lich daran herumkramen. Uber diesen Meister zu werden, daB man
nicht jeden Augenblick fiirchten muB, von ihm erdriickt zu werden,
treibt ein Drang, der nicht rasten und ruhen liBt, bis man oben steht
und das ganze Werk iibersehen kann.“

Die Arbeiten der groBen franzosischen Mathematiker sowie die
Schriften von Euler und GauB waren seine Lehrmeister; denn Vor-
lesungen, wie sie damals in Berlin und an allen andern deutschen Uni-
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versitiiten gehalten wurden, konnten ihm nicht geniigen. GauB, an-
gestaunt und bewundert von allen, welche exakter Forschung sich
widmeten, dozierte an einer kleinen Universitit vor wenigen Zuhorern;
was er gab, war neu und von genialer Originalitit, tiberall boten sich
iiberraschende Gesichtspunkte mit einem weiten Ausblick in die Fernen
der Wissenschaft, alles war exakt im Inhalt, prizis in der Form; aber
es fehlte GauB die auch #uBerlich sich kundgebende Wiarme und Be-
geisterung, welche den mathematischen Lehrer notwendig beherrschen
muB, wenn die zum Teil so trockenen und niichternen Wahrheiten
einen selbst empfinglichen Verstand befruchten, wenn die von den
Schwingen eines noch so genialen Geistes ausgehenden Ideen auf einem
noch jugendfrischen Resonanzboden einen Widerhall finden sollen. Und
auf den Kathedern all der andern deutschen Universititen stand im
zweiten Dezennium des vorigen Jahrhunderts weder ein bedeutender
Lehrer noch ein hervorragender Forscher. Als Dirichlet den Trieb
in sich fiihlte, mathematischen Studien sich zu widmen, konnten
auch ihm die Vorlesungen iiber die Elemente der synthetischen
und analytischen Geometrie, iiber die Anfangsgriinde der Algebra
und iiber die alles beherrschende Kombinatorik an den Universititen
seines Vaterlandes ein Geniige nicht bieten, und er wandte sich
nach Paris, um von den groBen franzosischen Forschern an deren
beriithmter Universitit Wissenschaft und Methode, Vertiefung und Klar-
heit zu lernen.

Ganz auf seine eigene Kraft angewiesen, ohne jegliche Leitung
seiner Studien legte Jacobi schon nach einem Jahre gewaltiger
geistiger Anstrengung, kaum 20 Jahre alt, mit ausgezeichnetem Erfolge
bei Poselger seine Staatspriifung ab und traf sogleich die Vorberei-
tungen zum Doktorexamen. Nachdem sein Examinator Dirksen in
der miindlichen Priifung Jacobi ,mit lobenswerten Kenntnissen aus-
geriistet® und in der eingereichten Arbeit ,meditationes analyticae eine
,mehr als gewdhnliche Selbstindigkeit und eine gewisse Originalitit
der Behandlung® gefunden, wurde ihm gestattet, seine Habilitation mit
der Promotion zu verbinden und einen Teil der eingereichten Probe-
schrift unter dem Titel ,Disquisitiones analyticae de fractionibus sim-
plicibus“ als Dissertation zu verdffentlichen, eine Arbeit, aus der uns
schon die ungewdhnliche Tiefe und Klarheit seiner mathematischen
Anschauungen entgegentritt. Durch Einfithrung der unendlichen Reihen
zur Bestimmung der Koeffizienten der allgemeinen Partialbruchzerlegung
rationaler Funktionen bringt er ein funktionentheoretisches Element in
die algebraischen Untersuchungen, das spiter seine Fruchtbarkeit in
der Ausbildung der Theorie der eindeutigen Funktionen erwiesen, und
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benutzt zugleich die angewandten Prinzipien zu interessanten Trans-
formationen unendlicher Reihen.

So stand Jacobi, noch nicht 21 Jahre alt, auf dem Berliner Ka-
theder und zeigte schon bei seinem ersten Auftreten nach dem Zeugnis
seiner damaligen Zuhorer ein so hoch entwickeltes Lehrtalent, daB das
Ministerium bereits nach einem halben Jahre auf seinen Wunsch, die
Lehrtitigkeit als Privatdozent in Konigsberg an Stelle des eben ver-
storbenen ordentlichen Professors der Mathematik Wrede fortsetzen
zu diirfen, bereitwillig einging, um dadurch dem jungen Dozenten mehr
Aussicht fiir eine etwaige Beforderung bieten zu konnen. Und wiihrend
ihm so durch seine Versetzung nach Kénigsberg ein weites und frucht-
bares Keld fiir sein Lehrtalent ertffnet wurde, war es fiir seine schrift-
stellerische Titigkeit ein gliickverheiBendes Ereignis, daB sich Crelle
in Berlin damals hereits mit dem Gedanken der Griindung einer mathe-
matischen Zeitschrift trug und denselben in kiirzester Zeit, wenn auch
unter den schwierigsten Verhiltnissen, zum Segen der mathematischen
Wissenschaften zur Ausfiihrung zu bringen wuBte. Schon im Sommer
1826 iibersandte Jacobi an Crelle mit den Worten: ,ich mache Sie
zam Herrn iiber Leben und Tod der kleinen Geschépfe zwei kiirzere
Arbeiten, welche Ausfilhrungen und Vereinfachungen GauBscher Unter-
suchungen iiber die angeniherte Berechnung von Integralen enthielten,
withrend er sich zugleich in dessen iiberaus schwierige zahlentheore-
tische Arbeiten, vor allem in das Studium seiner disquisitiones arith-
meticae vertiefte. .

Bereits am Ende des achtzehnten Jahrhunderts hatte GauB, 20 Jahre
alt, mit staunenswerter Tiefe und unvergleichlicher Genialitit eine neue
Zahlentheorie geschaffen, in dieser die Kreisteilung mit der Trans-
zendentenlehre verkniipft und die Basis zur spiiteren Funktionentheorie
gelegt, noch im ersten Viertel des vorigen Jahrhunderts eine Flichen-
lehre geschaffen, welche den abstraktesten geometrischen Wahrheiten
eine der Mechanik und mathematischen Physik adiquate Form gab,
nicht lange darauf die Sitze der heutigen Potentialtheorie aufgebaut,
in der Geschichte der Physik und Astronomie durch groBe und weit-
tragende Entdeckungen seinen Namen unvergiinglich eingegraben, und
diesen nach einem schopferischen Wirken ohnegleichen bis in die
Mitte des neunzehnten Jahrhunderts in ungeschwiichtem Glanze er- .
halten. Aber niemand war imstande gewesen, seinen Untersuchungen
zu folgen, niemand konnte es wagen, seinen Forschungen sich an-
zuschlieBen und sie fortzufiihren, bis Jacobi 1825 auf den Schauplatz
mathematischer Forschung trat, wenn auch selbst eine Zeitlang allein
stehend und deshalb gezwungen, mit der riesigsten Anstrengung des
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Geistes und dem ganzen moralischen Mute eines wissenschaftlichen
Bahnbrechers den Boden mathematischer Arbeit in Deutschland
fruchtbar zu machen, doch in stetem Hinweis auf den grofen Gttinger
Meister.

So iibte zunichst die Zahlentheorie, diese schwierigste, weil
abstrakteste, aller mathematischen Disziplinen, auf Jacobi die groBte
Anzichungskraft aus, und er erregte durch die schriftliche Mitteilung
der Resultate, zu denen er in seinen Untersuchungen iiber die 3. und
5. Potenzreste gelangt war, in hohem Grade das Interesse von Gaub,
dem er sich schiichtern mit den Worten gendhert: ,Nur der Eifer
fir die Wissenschaft konnte einem unbekannten jungen Mann die
Kiihnheit einflsBen, aus seinem Dunkel zu einem Mathematiker, der
in solchem Ruhmesglanze dasteht, zu reden“; aber sein intimer Um-
gang mit Bessel, einer der groBten Zierden astronomischer Wissenschaft,
filhrte ihn auch wieder von den abstraktesten Untersuchungen weg zur
Beschiiftigung mit den verschiedenartigsten Anwendungen der Mathe-
matik, zum Staunen seines damals in Gottingen studierenden #lteren
Bruders Moritz, des spiteren bekannten Petersburger Physikers und
Erfinders der Galvanoplastik; ,wenn sich die transzendentale Universalitiit
meines Geistes, schreibt ihm dieser, ,manifestiert im Erkennen und
Auffassen der Qualititen der Mauersteine und des Gem#uers iiber-
haupt, so machst Du mir diese Universalitit gewif und mit vollem
Rechte streitig, indem Du durch und in Deinem Briefe darlegst,
mit welcher Leichtigkeit Du ein Feld -bebaust, das bisher Deiner
innersten Natur fremd zu sein schien, Astronomie und Physik, Pendel-
versuche, Dreiecknetze und Karten. Das freut mich, weil es mich
vielleicht récht, und Du erkennst, daB eben das nur Wert hat, was sich
betiitigen LiBte.

Von Bessel angeregt, beschiiftigte er sich mit der Frage der
Ausdriickbarkeit der Wurzeln einer (leichung durch bestimmte Integrale,
auf ein Prinzip sich stiitzend, das im engsten Zusammenhange mit
den Untersuchungen von Cauchy steht, welche die Nullwerte einer
Funktion durch das Randintegral des vollstindig begrenzten Raumes
bestimmen; er erschloB, ohne von dem fundamentalen Gedanken GauB8’
von der Einfilhrung der komplexen GriBen in die Zahlentheorie
Kenntnis zu haben, durch eine wunderbare Divination geleitet, all-
gemeingiiltige zahlentheoretische Sitze tiber die Kreisteilung und “die
kubischen Reste, und schien im Besitze neuer und fruchtbarer Prinzi-
pien eben im Begriff, weitgreifende Forschungen auf diesem Gebiete
einzuleiten, als sein Geist von Untersuchungen ganz anderer Art in
Anspruch genommen wurde, deren Friichte schon im Sommer 1827
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den 22jihrigen jungen Mann in die vorderste Reihe der Mathematiker
stellen sollten.

»oie sehen mich im Begriff, antwortete Jacobi eines Tages
einem Freunde, der ihn auffallend verstimmt fand und nach dem
Grunde dieser Verstimmung fragte, ,dieses Buch (Legendres exer-
cices) auf die Bibliothek zuriickzuschicken, mit welchem ich ent-
schiedenes Ungliick habe. Wenn ich sonst ein bedeutendes Werk
studiert habe, hat es mich immer zu eigenen Gedanken angeregt,
und ist dabei etwas fiir mich abgefallen. Diesmal bin ich ganz leer
ausgegangen und nicht zum geringsten Einfalle inspiriert worden.
Und gerade auf diesem Gebiete war es ihm beschieden, unverwelkliche
Lorbeeren zu pfliicken.

Der ausgezeichnete franzosische Mathematiker Legendre hatte
zwar in jenem Werke die Grundlage fiir eine umfassende Theorie der
elliptischen Integrale geschaffen; aber fiir die weitere Ausgestaltung
der Transzendentenlehre konnte nur durch Einfilhrung neuer und
schopferischer Gedanken eine mathematische Disziplini sich entwickeln,
welche das ¢ und @ der modernen Analysis werden sollte, und an
deren Begriindung sich die wunderbare produktive Kraft Jacobis so
glinzend betitigte. Zugleich mit Jacobi tritt der um zwei Jahre
iltere groBe norwegische Mathematiker Abel auf den Schauplatz
wissenschaftlicher Arbeit in derselben Richtung, etwas friiher als jener,
der eine nichts wissend von dem andern, aber beide mach den An-
deutungen in den disquisitiones arithmeticae wohl ahnend, daB GauB
schon seit nahezu 30 Jahren im Besitze der groBen Geheimnisse dieser
so verborgenen Wahrheiten sein muBte; doch auch er wagt es so
wenig wie Jacobi, schriftlich oder miindlich dessen Rat und Wissen
in Anspruch zu nehmen, er, wie Jacobi, fiihlte sich fremd gegeniiber
der strengen und verschlossenen Natur jenes michtigen Geistes, denn
impulsiv ist Abels Verstand und sein Gemiit, wie es die Natur
Jacobis gewesen.

Abel war Jacobi bereits weit vorausgeeilt in der Erforschung
der Transzendenten, ohne daB dieser in Konigsberg von dessen Ent-
deckungen rechtzeitig Kenntnis erhalten. Zwei kurze Briefe vom
13. Juni und 2. August 1827 an Schumacher, welche die Basis
legten fiir die Transformationstheorie der elliptischen Integrale, zeigten
der mathematischen Welt, daB Jacobi der Wissenschaft neue Ge-
danken und Prinzipien erobert habe; die unendliche Reihe der Moduln-
ketten und das Prinzip der doppelten Periodizitit werden in der Ge-
schichte der Mathematik bei Abel wie bei Jacobi stets als ein
Stetigkeitssprung des Geistes in der Erforschung mathematischer
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Wahrheiten erscheinen. Dem franzdsischen Altmeister und unermiidlichen
Forscher in der Theorie der elliptischen Integrale brachte diese Ent-
deckung Jacobis eine derartige Uberraschung, daB er ihr durchaus
keinen Glauben schenken wollte, als ihm der schéne Brief Jacobis,
der mit den Worten beginnt: ,Monsieur, un jeune géométre ose vous
présenter quelques découvertes faites dans la théorie des fonctions
elliptiques, auxquelles il a été conduit par l'étude assidue de vos beaux
éerits“, die Mitteilung von den Funden brachte, welche deutlich die
ungeheure Tragweite seiner Prinzipien fir den ganzen weiteren Aus-
bau der Transzendentenlehre erkemnen lieBen. Mit diesen Zeilen be-
ginnt der fiir die Geschichte der mathematischen Wissenschaften so
hochinteressante Briefwechsel zwischen Legendre und Jacobi, der
sich bis zum Jahre 1832, ein halbes Jahr vor des ersteren Tode, hin-
zog, und zugleich entwickelte sich vor den erstaunten Blicken der
mathematischen Welt jener wunderbare Wettkampf zwischen Abel
und Jacobi, wie er, fern von Neid und MiBgunst, nur von der
reinsten Liebe zur Walirheit getragen, fast ohnegleichen dasteht in
der Geschichte der mathematischen Wissenschaften. ,Je puis me re-
poser, schreibt Legendre ein wenig spiter, ,sur le zeéle de deux
athletes infatigables tels que vous et M. Abel; je me félicite néanmoins
d’avoir vécu assez longtemps pour étre témoin de ces luttes généreuses
entre deux jeuneg athletes également vigoureux, qui fond tourner leurs
efforts au profit de la science dont ils reculent de plus en plus les
limites.*

Jacobis Plan, schon wahrend der Herbstferien 1827 eine aus-
fiihrliche Darstellung seiner Transformationstheorie sowie der weiteren
Resultate seiner Forschungen in der Theorie der elliptischen Funktionen
zu verdffentlichen, erlitt zuniichst dadurch eine kurze Verzigerung,
daB er durch eine neue und ganz heterogene Gedankenreihe zur
Vertiefung der Untersuchungen von Lagrange und Pfaff beziiglich
der Integration totaler und partieller Differentialgleichungen gefiihrt
wurde; wihrend er in eleganter und symmetrischer Form die Pfaffsche
Methode fiir die Integration einer allgemeinen totalen Differential-
gleichung entwickelt und den Zusammenhang derselben mit den
Untersuchungen von Lagrange feststellt, wird er zu jener merk-
wiirdigen Erweiterung des Lagrangeschen Integrationsverfahrens fiir
eine lineare partielle Ditferentialgleichung auf ein simultanes lineares
System von ganz besonderer Form gefiihrt und gelangt auf diesem
Wege zur Ausdehnung der Methode von Lagrange fiir die Integration
einer heliebigen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung von
zwei auf solche-mit beliebig vielen unabhiingigen Variabeln.



A. Gediichtnisrede auf C. G. J. Jacobi. 65

So stand Jacobi in kiirzester Zeit neben GauB als einer der
Fihrer beim Ausbhau der mathematischen Wissenschaft; aber noch
immer war er, obwohl der einzige Lehrer der Mathematik an der
Universitit Konigsberg, Privatdozent mit 200 Talern Gehalt, und als
der preuBische Minister die Fakultit um ihre Ansicht betreffs Er-
nennung Jacobis zum auBerordentlichen Professor befragte, da setzte
dieselbe freilich keinen Zweifel in dessen ausgezeichnete wissenschaftliche
Leistungen, lehnte aber trotzdem seine Ernennung ab, weil er, ein so
junger Mann, sich unangemessen iiber einige iltere akademische Lehrer
geiiuBert und seinen niheren Umgang wesentlich im Kreise von
jingeren Dozenten gesucht habe — von Dove, Neumann und anderen,
Namen, die heute ein jeder von uns mit Pietit und Verehrung nennt. In
erfreulicher Objektivitit hebt dem gegeniiber der Kurator der Universi-
tdt in seinem Bericht an den Minister die Besorgnisse der Fakultiit
als unzutreffend hervor, und das giinstige Urteil, welches Bessel iiber
Jacobis wissenschaftliche Leistungen abgab, sowie der in der Aka-
demie erstattete enthusiastische Bericht Legendres iiber dessen
Arbeiten — ,Legendre hat den Neid gemordet und an den Galgen
gebracht®, schreibt ihm sein Bruder Moritz — bestimmten die
Regierung, ihn noch am Ende des Jahres 1827 zum auBerordentlichen
Professor zu ernennen; wenige Monate spiter erfolgte die gleiche
Rangerhohung fiir Neumann und Dove.

Inzwischen war der erste Teil der recherches von Abel erschienen
und diesem die Prioritit der Entdeckung in sehr vielen Punkten der
Transzendentenlehre gesichert — und nun begann jenes ernste und
schwere Ringen zwischen den beiden jugendlichen Forschern, beide
beseelt von dem edelsten wissenschaftlichen Ehrgeiz und lauterster
Wahrheitsliebe. Wir bewundern das gegenseitige Ineinandergreifen
und sich Erginzen ihrer Untersuchungen, das sich Stiitzen des einen
auf die Resultate und Methoden des anderen, und so blieb beiden
keine Zeit zu der geplanten Ausarbeitung einer zusammenhingenden,
in allen Teilen wohlbegriindeten Theorie, denn jeder Tag fast brachte
eine neue Kntdeckung. Wihrend Legendre sein Erstaunen noch
immer nicht gemindert iiber die unendliche Anzahl von Transfor-
mationen eines elliptischen Integrals in ein gleichgestaltetes, ,véri-
table Protée analytique“, hatte Jacobi schon eine Anwendung der
elliptischen Transzendenten auf das bekannte geometrische SchlieBungs-
problem gemacht, die algebraischen Auflosungen der Divisions-
gleichungen der elliptischen Funktionen, wie sie Abel gegeben, in-
haltlich und formal vereinfacht, die Theorie der Modulargleichungen

begriindet und, wiederum von einer wunderbaren Divination geleitet,
Verh. d. III. Internat Mathem.-Kongr. Heidelberg 1904. 5
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in den analytischen Ausdriicken der elliptischen Umkehrungsfunktion
die Fundamentaltranszendente, die -Funktion, erkannt, auf welcher sich
fir alle Folgezeit die Theorie der elliptischen und Abelschen Trans-
zendenten aufbauen sollte.

Aber viele dieser Entdeckungen hatte auch Abel, entweder friiher
oder ein wenig spiter als Jacobi, gemacht; ,hat er mit Ihrem Kalbe
gepfliigt, oder mit eigenen kriftigen Stieren?“ fragt Bessel Jacobi,
als der zweite Teil der Abelschen recherches in dessen Hinde ge-
kommen. Jacobi erkennt nun, daB Abel wohl schon frither als er
das allgemeine Transformationsproblem gelost, und dies treibt ihn
wieder zu immer griBerer Eile und unaufhaltsamer Arbeit an; er be-
ginnt im September 1828 den Druck seines groBen Werkes, in welchem
er eine zusammenhingende Theorie der elliptischen Funktionen ent-
werfen will, publiziert daneben eine Arbeit nach der anderen iiber die
Eigenschaften seiner Transzendenten — aber nun trennen sich auch
die Wege und Methoden dieser beiden Forscher immer mehr, und,
wihrend Jacobi zu sehr allgemeinen Untersuchungen, zum Teil rein
funktionentheoretischer Natur, gefiihrt wird, wendet sich Abel der
schwierigen Theorie der Integrale algebraischer Funktionen zu.

Es nahte die Zeit, in der die Wiinsche des fiir die Entwicklung
der mathematischen Wissenschaften unermiidlich titigen Crelle in
Berlin sich zu realisieren schienen; Abel sollte Norwegen verlassen,
sich an der Berliner Universitét habilitieren, dort ein mathematisches
Seminar begriinden und bei der Redaktion des Crelleschen Journals
dauernd beteiligt sein. In den Wiinschen Humboldts und Legendres
lag es, daB das Seminar mit verhiiltnism#Big reichen Mitteln aus-
gestattet und den Hinden Abels und Jacobis anvertraut werden
sollte, um in Gemeinschaft mit Dirichlet und Steiner, welche be-
reits an der Universitit dozierten, eine neue Generation schaffens-
freudiger und arbeitslustiger junger Mathematiker heranzubilden; Jacobi
wurde jedoch auf Antrag der Universitit ,als in allen Beziehungen
der Beforderung zum ordentlichen Professor wiirdig“ durch seine im
Mirz 1829 erfolgte Ernennung zunichst in Konigsberg festgehalten.

Inzwischen hatte er die fundamentale Arbeit Abels iiber das
Additionstheorem der Integrale algebraischer Funktionen der Ver-
gessenheit entrissen, nachdem dieselbe bereits seit nahezu 2 Jahren
durch ein ungliickliches Zusammentreffen von Zufilligkeiten in der
Pariser Akademie unbeachtet geblieben; ,monumentum aere perennius®
nennt Jacobi dieses Abelsche Theorem, ,quelle découverte de M. Abel
que cette généralisation de l'intégral d’Euler! a-t-on jamais vu pareille
chose!” ruft Legendre aus, der, wie er das 1. Supplement seines traité
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den Jacobischen Entdeckungen gewidmet, zum Gegenstand seines
2. Supplements die Behandlung jenes wunderbaren Theorems fiir hyper-
elliptische Integrale gewihlt hat.

Die Berufung Abels nach Berlin war vom Minister unterzeichnet,
die Autorisation des Konigs zur Bildung eines Seminars fiir hohere
Mathematik und Physik erteilt, Jacobi in Konigsberg zum ordent-
lichen Professor ernannt, und eine aussichtsvolle Zukunft erdffnete sich
in Deutschland den mathematischen Studien. Da starb Abel plétzlich
am 2. April 1829, 27 Jahre alt, ,l'espérance que javais congue de le
trouver & Berlin a été donc cruellement dégue, ... il 'en est allé, mais
il a laissé un grand exemple“, so meldet Jacobi in Trauer und Be-
stiirzung Legendre den Tod Abels.

Wenige Tage spiiter erschienen die Fundaments nova functionum
ellipticarum von .Jacobi, ein Werk, das sich den GauBschen dis-
quisitiones arithmeticae wiirdig anreiht, und das aller Augen auf deren
Verfasser richten lieB — der 24jihrige junge Mann stand unbestritten
da als der erste deutsche Mathematiker niichst GauB, aber korperlich
und geistig erschipft von dem gewaltigen, unaufhorlichen Schaffen.
Er reiste zu seinen Eltern nach Potsdam, um dort zundchst nur kurze
Zeit auszuruhen; hier wurde die erste personliche Bekanntschaft zwischen
Jacobi und Dirichlet angekniipft, und auf einer Reise, die sie zu-
sammen nach Halle und von dort aus in Gesellschaft von Wilhelm Weber
nach Thiiringen unternahmen, lernten sie sich niher kennen. Das
Ministerium gab ihm bereitwilligst einen Urlaub fiir das ganze Sommer-
semester, und er begab sich, nachdem er noch einige Monate bei seinen
Verwandten und Freunden in Berlin sich aufgehalten, nach Paris, wo
er vom Ende des August bis zur Mitte des Oktober in vollem Genuf
von Natur und Kunst lebte, zugleich aber auch in bestindigem wissen-
schaftlichen Verkehr mit Legendre, Fourier, Poisson und anderen
hervorragenden Mathematikern und Physikern, die ihn spiter zum Teil
noch iiberlebt haben.

Nach Konigsberg zuriickgekehrt hielt er — zum erstenmal an
einer deutschen Universitit — eine Vorlesung tiber die Anfangsgriinde

der Theorie der elliptischen Transzendenten, wurde aber auch durch
den stindigen Verkehr mit Bessel veranlaBt, sich allmdhlich wieder
Problemen anderer Natur zuzuwenden, welche die Sturmschen Ver-
offentlichungen iiber algebraische Gleichungen, die mit Hilfe seiner
functio generatix sich ergebenden Reihen fiir die Losungen einer solchen,
und interessante Entwicklungsformen von Funktionen mehrerer Variablen
betrafen, welche eng mit der Theorie der Fourierschen Reihen ver-
kniipft sind.

5*
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Die Anerkennung, welche ihm von den ausgezeichneten franzdsischen
Mathematikern zuteil wurde, der bekannte Bericht Poissons iiber
seine Fundamenta, die ihm erwiesene Ehre, daB die Pariser Akademie
ihren groBen Preis zwischen ihm und den Angehdrigen Abels teilte,
sowie die wiederholte Anerkennung ,seiner verdienstvollen Wirksam-
keit und beifallswerten litterarischen Leistungen“ von seiten der
preuBischen Regierung konnten ihn mit Befriedigung und Genugtuung
auf das zuriickblicken lassen, was er vollbracht; er war eben mit den
Vorbereitungen zu einer groBen achtstiindigen Vorlesung iiber elliptische
Funktionen beschiftigt, die er fiir das niichste Sommersemester in
Aussicht genommen, als der Beginn des Jahres 1831 eine entscheidende
Wendung in seinem Leben herbeifiihrte.

»liebe Marie! Es ist eine besondere Angelegenheit, die mich treibt,
Ihnen zu schreiben, und ich mag Ihnen, ohne weitere Vorbereitung,
die Sache einfiltiglich erdffnen®, so beginnt der erste Brief Jacobis
an seine zukiinftige Braut, die Tochter des Kommerzienrates Schwinck
in Ko6nigsberg, welche eben an das Krankenlager ihrer dlteren Schwester,
der Frau des Regierungspriisidenten v. Wissmann in Frankfurt a. O,
geeilt war. ,Von frilh auf mit den ernstesten Arbeiten beschiftigt,
in ihnen den Kreis meines Daseins erschopft glaubend, von ihnen
volle Befriedigung alles dessen erhaltend, was jugendliche Ruhmbegierde
nur triumen konnte, muBte ich mir selbst befremdlich vorkommen,
als ein scheinbar reiches Dasein mir mit einem Male leer, und Rubm
und Ehre und Wissenschaft gar nicht mehr wesentlich erschienen und
gering gegen einen freundlichen Blick von Ihrem Auge, wenn mir
dieser wiirde“, und sehr bald darauf darf er ihr schreiben:

»Dieser Schritt ist geschehen mit solcher Notwendigkeit, bedingt
durch die innerste Art Ihres Seins und des meinen, wie etwa die
ewigen Gesetze der Natur und des Geistes erfolgen mégen: hier war
keine willkiirliche EntschlieBung erst zu fassen und mithin keine Uber-
eilung. Und so geschah es mir wohl oft in entscheidenden Augen-
blicken meines Lebens, wie es gewiB dem ungetriibten Geiste immer
geschieht, daB ihm eine notwendige Tat klar vor der Seele steht,
selbst wenn er sich Griinde des Verstandes dagegen, so gut wie jeder
andere, an den Fingern abziihlen kann.“

Am 11. September fand die Hochzeit statt, und nun erst gewinnt
Jacobi wieder die vollige Konzentration in der Wissenschaft. ,Mit
meinen Arbeiten®, schrieb er jetzt seinem Bruder, ,steht es so, daB ich
viele Jahre nur zu schreiben brauchte, indem die seltensten Resultate
gesammelt sind, bei vielem, was schon fleiBig ausgearbeitet ist, nur die
letzte Hand fehlt, aber ich konnte bisher nie die Freudigkeit finden,
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die zum Vollenden notig ist. Bin ich jetzt nun freudig wie je, zu
jeder Unternehmung und Arbeit, so ist Hoffnung fiir manches.“

Noch vor Ende des Jahres folgen, von seinen Aufzeichnungen
iiber das Divisionsproblem und die komplexe Multiplikation abgesehen,
die so interessanten und fiir die Anwendungen wichtigen Arbeiten iiber
die Transformation der Doppelintegrale, von denen er einen Teil als
Dissertation zur Ubernahme des Ordinariats verwandte. ,Et mundus
naturalis et homo sibi conscius a Deo O. M. creati sunt; eacdem leges
aeternae mentis humanae, eaedem naturae; quae est conditio, sine qua
non intelligibilis esset mundus, sine qua nulla daretur rerum naturae
cognitio . . ... Est causa vera progressus mathesis necessaria ejus ex-
plicatio, quae fit secundum leges menti humanae insitas aeternas®
lautet eine Stelle in jener schonmen, von Neumann uns aufbewahrten
Antrittsrede, und der neuen Wiirde gab er zugleich dauernden Glanz
durch seine so heriihmt gewordene Arbeit: Considerationes generales
de transcendentibus Abelianis.

Inwieweit alle seine fritheren Arbeiten auf dem Gebiete der Trans-
zendenten bis zum Jahre 1829 von den groBen Schépfungen Abels
beeinfluBt waren, ist hier nicht der Ort festzustellen; so wie Abel,
ohne von den Arbeiten Jacobis Kenntnis zu haben, durch seine
fundamentalen und weitgreifenden Untersuchungen der Theorie der
elliptischen Funktionen unbetretene und ungeahnte Gebiete erGffnete,
so diirfen .wir uns doch auf der anderen Seite der Uberzeugung nicht
verschlieBen, daB auch Jacobi, wenn Abel nicht mit in den Wett-
kampf getreten wiire, auf diesem Felde allein alles das geschaffen hiitte,
was er von 1827 an in der Theorie der elliptischen Transzendenten
in Wirklichkeit schopferisch gestaltet hat. Ob er aber ohne die Vor-
arbeiten Abels den Weg gefunden hétte, um in das Gebiet der hoheren
Transzendenten als der elliptischen einzutreten? Jedenfalls kénnen wir
diese Frage nicht definitiv bejahend beantworten. Wir wissen, daB er,
schon auf der Hohe seiner ruhmvollen produktiven Tatigkeit stehend,
immer und immer wieder sich mit der Frage der Umkehrung der
hyperelliptischen Integrale beschiftigte, durch seine Untersuchungen
iiber die Existenz von Funktionen einer Variablen mit mehr als zwei
Perioden zwar zu bedeutsamen, aber doch immer nur negativen
Resultaten gekommen war, daB aber wohl sein durch eine wunderbare
Divination gegliickter Ansatz, die Einfiihrung von Funktionen so vieler
unabhiingiger Variablen, als es der algebraischen Irrationalitit zugehorige
Integrale erster Gattung gibt, ihm kaum gelungen wire, wenn nicht
Abel durch sein die ganze Theorie der Integrale algebraischer Funk-
tionen beherrschendes Theorem der Mathematik fiir alle Zeiten die
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Wege gewiesen hiitte, auf denen allein ein weiterer Ausbau der Analysis
sich ermdglichen lieB. War doch offenbar auch ein GroBerer als Jacobi
an diesem DProblem gescheitert, und dies gewil fiir ihn, der gewohnt
war, alles in fertiger, abgeschlossener, in seinem Fundament wie in
seinem Aufbau unverriickbarer Form den Mathematikern zu tiberliefern,
der Grund, weshalb von der Fiille seiner schon aus dem 18. Jahrhundert
datierenden Entdeckungen der mathematischen Welt erst lange nach
seinem Tode Kunde geworden. Trotzdem gehort die von Jacobi auf
Grund des Abelschen Theorems aufgebaute Definition der hsheren
Transzendenten zu seinen glinzendsten Entdeckungen, und wir finden
keinen Anhaltspunkt fiir die Annahme, daB etwa Abel schon selbst,
trotz vieler vergeblichen Versuche zur Umkehrung der hyperelliptischen
Integrale, auf den Gedanken der Einfiilhrung von Funktionen mehrerer
Variablen gekommen wire.

Neben diesen Arbeiten beschiftigten aber Jacobi die tiefsten
Untersuchungen tiber zahlentheoretische Fragen, und er entdeckte durch
eine merkwiirdige Induktion mittels der Vergleichung gewisser Sitze
der Kreisteilung und der Zusammensetzung der quadratischen Formen
negativer Determinante das Gesetz fiir die Klassenanzahl derselben;
zugleich wandte er die schénen und eleganten Beziehungen zwischen
den verschiedenen Ausdriicken seiner elliptischen Transzendenten auf
immer wichtigere und schwierigere Probleme der Mechanik und Astro-
nomie an. ,lch arbeite jetzt“, schreibt er im Dezember 1832 seinem
Bruder Moritz, ,an einer groBen Abhandlung iiber die Anziehung der
Ellipsoide, woriiber ich selbst nach den Arbeiten von Newton,
Maclaurin, d’Alembert, Lagrange, Ivory, GauB, die dariiber
gehandelt, viel Interessantes gefunden habe. Doch macht mir die Aus-
arbeitung eine ungeheure Miihe, denn es ist schwer, alles auf das beste
zu machen, nachdem es gemacht ist, und erstes verlangt man.“ Leider
sind uns all diese umfangreichen Untersuchungen unbekannt geblieben.

Neben der intensivsten produktiven Titigkeit gestaltete sich
Jacobis Wirksamkeit als Lehrer und Leiter des mathematischen Semi-
nars immer erfolgreicher; er zwang seine ZuhGrer nicht bloB in den
Bann seiner Vorstellungen, iiberlieferte ihnen nicht nur eine Fiille von
Kenntnissen und erdffnete ihnen neue Gesichtspunkte auf ihnen noch
unbekannte Gebiete, sondern er fesselte auch deren Interesse dauernd
durch die gliickliche Verbindung der historischen Entwicklung der
Probleme mit den mannigfachsten, den heterogensten Disziplinen mathe-
matischer Wissenschaft entnommenen und kritisch beleuchteten Losungen
derselben. Durch den Hinweis auf stets sich ihm bietende neue
Probleme, die er immer wieder zu bewiltigen wuBte, trieb er auch
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seine Schiiler dazu, ihre Kriifte selbstéindig zu versuchen an der Fort-
fiihrung und Erweiterung der Wissenschaft, und rief ihren Ehrgeiz wach,
sich selbst zu fiihlen als eine neue Generation von Mathematikern, voll
Arbeitsmut und Selbstvertrauen, aber bescheiden und nicht polternd
mit wissenschaftlichem Geklingel — denn neben ihnen stand ihr Meister,
unerreichbar, der groBe Mathematiker, freilich selbst seiner Kraft sich
wohl bewuBt und in seiner steten Wahrheitsliebe auch nie es ver-
leugnend, daB er sich zu den hervorragendsten Mathematikern seiner
Zeit zihle, aber trotzdem bescheiden gegen wirklich groBe Menschen,
human und anerkennend gegen jedes aufstrebende Talent.

»Man hat mir vorgeworfen, ich sei stolz gegen alles Niedere und
nur demiitig gegen das Hohere“, hatte er schon mehrere Jahre zuvor
einem Freunde gegeniiber geduBert. ,Aber jener unendliche MaBstah,
den man an die Welt in sich und auBer sich anlegl, hindert vor aller
Uberschiitzung seiner selbst, indem man immer das unendliche Ziel
im Auge hat und seine beschrinkte Kraft. In jenem Stolz und in jener
Demut will ich immer zu beharren streben, ja immer stolzer und immer
demiitiger werden.”

Wenn auch die Arbeiten Jacobis jetzt allméhlich eine wesentlich
andere Richtung nehmen, indem er immer mehr die Theorie der
Differentialgleichungen und das Gebiet der Mechanik in den Bereich
seiner Forschungen zieht, so fritt doch zunichst von diesen Unter-
suchungen nichts in die Offentlichkeit. Von einer iiberaus interessanten
hydrostatischen Arbeit abgesehen, in welcher er zur Verwunderung
aller Mathematiker nachwies, daB eine homogene fliissige Masse mit
Beibehaltung ihrer #uBeren Gestalt sich gleichformig um eine feste
Achse drehen kann, wenn diese Gestalt nicht nur, wie man bisher an-
genommen, ein Rotationsellipsoid ist, sondern daB auch ein ungleich-
achsiges Ellipsoid den Bedingungen des Gleichgewichts gentigen kann,
berichten seine Publikationen nur von grundlegenden algebraischen
pJacobischen® Sitzen, auf denen spiter die Theorie der Abelschen
Transzendenten hasiert wurde, und von seinen bahnbrechenden Unter-
suchungen iiber die Eliminationstheorie und den damit eng verbundenen,
so beriihmt gewordenen Theoremen iiber algebraische Linien und
Flichen. Kein Gebiet der mathematischen Wissenschaften blieb von
seinen Entdeckungen unberiihrt, und um so mehr machte sich daher
bei ihin das Bediirfnis auch nach einer personlichen Beriihrung mit
gleichstrebenden Mitarbeitern auf den verschiedenen Wissensgebieten
geltend.

Die Abgeschiedenheit Konigsbergs von den wissenschaftlichen
Zentren Europas lieBen in Jacobi den Wunsch nach einer Versetzung
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an cine andere preuBische Universitit rege werden, und er richtete
nach dem Tode Diesterwegs an den Minister die Bitte um Ver-
leihung der Professur in Bonn, der cs jedoch im Interesse der Sache
fiir wiinschenswert hielt, daB Jacobi fiir jetzt seine verdienstliche
Wirksamkeit in Konigsherg fortsetze und das Studium der mathe-
matischen Wissenschaften dort ferner immer mehr begriinde“. Auch
Bessel konnte aus leicht verstéindlichem Egoismus das Gesuch Jacobis
in Berlin nur lau unterstiitzen: ,Obgleich ich mir lieber einen Finger
abschneiden, als sagen will, daB es meiner Ansicht angemessen sei, Sic
lebendig aus Konigsberg zu lassen, so will ich mir doch auch lieber
den Hals abschneiden, als sagen, daB Sie nicht allenthalben als ein
Schatz glinzen wiirden.“

Nachdem Jacobi im Winter 1835/36 seine durch die Nachschrift
von Rosenhain uns erhaltene 10stiindige Vorlesung iiber die Theorie
der elliptischen Funktionen gehalten, die an Tiefe und Eleganz der
Darstellung sowie in der reichen Fiille des gebotenen Stoffes von keiner
seiner fritheren Vorlesungen erreicht wurde, und durch die Aufstellung
der bekannten Relationen zwischen den Produkten von vier #-Funktionen
fir die Entwicklung der Transzendentenlehre so bedeutungsvoll ge-
worden, horte fiir lingere Zeit seine Beschiftigung mit der Theorie
der elliptischen und Abelschen Funktionen auf — er hatte in der Tat
die ganze Spannkraft seines Geistes nétig, um endlich mit seinen weit-
tragenden Entdeckungen in der Mechanik, der Variationsrechnung und
der Theorie der Differentialgleichungen, wenn auch zunichst nur noch
in Andeutungen in die Offentlichkeit zu treten.

Er macht im Juni 1836 Bessel von seinen Entdeckungen eine
kurze Mitteilung mit den einleitenden Worten: ,Sollte man wohl bei
einer so gemeinen Sache, wie die Bewegung eines Punktes in einer
Ebene, noch Neues bemerken konnen?, und seinem Bruder Moritz
schreibt er im September: ,Ich geriet auf einige sehr abstrakte Ideen
iiber die Behandlung der Differentialgleichungen, welche in den Pro-
blemen der Mechanik vorkommen, indem diese Differentialgleichungen
durch ihre besondere Form Erleichterungen fiir die Integration zulassen,
welche man noch nicht bemerkt hatte. Diese Betrachtungen werden
desto wichtiger, wie ich glaube, werden, weil sie sich zugleich auf die
Differentialgleichungen ausdehnen, welche bei den isoperimetrischen
Problemen und der Integration der partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung vorkommen.“

Und nun faBt er endlich im November 1836 all die gefundenen
Resultate in einem an die Berliner Akademie gerichteten Schreiben
kurz zusammen, verkiindet die uns Mathematikern so wohlbekannten
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Theoreme von der Umformung der 2. Variation der Integrale und
den Kriterien der Maxima und Minima, hebt die wesentlichen Eigen-
schaften der dynamischen Differentialgleichungen und die Vorteile
hervor, welche man aus deren besonderer Form fiir ihre Integration
ziehen kann, und zeigt die Bedeutung der Hamiltonschen partiellen
Differentialgleichung in einer knappen, fiir die ganze Tragweite dieser
Untersuchungen jedoch schon charakteristischen Form. Zugleich ent-
wirft er die tiberaus tiefen, weit eingreifenden und umfangreichen Auf-
zeichnungen iiber die Behandlung der Probleme der Mechanik und die
Methoden fiir die Integration der partiellen Differentialgleichungen, die
uns spiter bekannt geworden, und welche zu einem groSen Werke
zusammenzustellen anfinglich in seinem Plane lag; doch wiederum
traten immer neue Interessen, immer gréBere und immer weitere Pro-
bleme einer systematischen Ausfiilhrung aller jener Untersuchungen
hindernd in den Weg. Von neuem fesselten ihn zahlentheoretische
Probleme; ,was meine Studien betrifft, schreibt er im Dezember 1837
seinem Bruder, ,so habe ich seit einem Jahre mehr erfunden, d. h. von
anderen erfundene Schwierigkeiten gelost als seit langer Zeit, die-
analytische Mechanik, die Variationsrechnung und die Zahlentheorie
sind diesmal der Schauplatz; in letzterer bin ich dabei, eine groBe
Abbandlung von gegen 20 Bogen zu beenden, auch habe ich endlich
angefangen, einiges aus meiner Theorie der Stérungen von guten
Freunden in Zahlen ausfiihren zu lassen Aber die Fiille der Ent-
deckungen, die ihm zustromen, 1i8t ihn immer mehr zur Erkenntnis
kommen, daB er zundchst zu einer zusammenhingenden Bearbeitung
all der auf den verschiedensten mathematischen Gebieten gewonnenen
Resultate keine Zeit finden wird, und er schickt daher wenigstens
kurze Skizzierungen seiner fundamentalen Sitze der Kreisteilung und
seiner Untersuchungen iiber die Prinzipien der Mechanik an die Berliner
und Pariser Akademie; die Einleitungsworte zu seiner Vorlesung iiber
Variationsrechnung:

»In der Geschichte der Mathematik und vermutlich auch bei dem
Entwicklungsgange aller anderen Wissenschaften trifft es sich oft, daB
bei der ersten Entdeckung einer neuen Disziplin kithne und starke
Geister in einem einzelnen Punkte weit iiber ihre Zeit hinaus vorwiirts
dringen und Fortschritte machen, die erst von ihren Nachkommen ver-
standen und benutzt werden®

finden auf alle seine Arbeiten in der Theorie der Transzendenten
wie in der Zahlentheorie, in der Mechanik wie in der Theorie der
Differentialgleichungen eine treffende Anwendung.

Es ist unmoglich, an dieser Stelle auch nur einen annihernden
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Begriff von der Fiille analytischer Wahrheiten und mechanischer
Theoreme zu geben, mit welchen Jacobi in staunenswerter Genialitit
die mathematische Wissenschaft bereicherte. Aber die Folgen der
ungeheuren geistigen Anstrengung blieben nicht aus; Kopfschmerzen
und nervose Zustinde machten jede weitere Tatigkeit unmoglich, und
Jacobi wurde gezwungen, zum Zwecke einer Badekur fiir den
Sommer Urlaub zu nehmen. Er reiste zunichst im Mirz 1839
auf einige Wochen zu seiner Mutter nach Potsdam — seinen Vater
hatte er schon im Jahre 1832 verloren —, lebte in dieser Zeit
in Berlin in stetem Umgang mit Humboldt, Dirichlet und Steiner,
und besuchte auch seinen verehrten Lehrer Boeckh, der nur eines
an ihm auszusetzen hatte, daB er aus Potsdam sei, ,da sei noch
nie ein beriihmter Mann hergekommen“ — daB damals ein junger
Potsdamer und Schiiler desselben Gymnasiums, der wenige Jahre
spiter durch sein Prinzip von der Erhaltung der Kraft der gesamten
naturwissenschaftlichen Forschung neue Bahnen weisen sollte, sich
bereits als junger Student in Berlin befand, konnte Boeckh noch
nicht wissen.

Nachdem Jacobi noch Zeit gefunden, eine durch eine merk-
wiirdige analytische Substitution wichtig gewordene Arbeit iiber die
geoditische Linie des ungleichachsigen Ellipsoides fertig zu stellen,
und der Akademie, wohl im Hinblick auf den in einigen Wochen in
Aussicht genommenen Besuch bei: GauB, eine Untersuchung iiber die
in der Theorie der hoheren Potenzreste zu betrachtenden komplexen
Primzahlen vorgelegt hatte, in welcher er iiberaus interessante Be-
trachtungen iiher die GauBsche Einfilhrung der komplexen Zahlen in
die Arithmetik anstellt, ging er zu einer mehrwichentlichen Kur nach
Marienbad, besuchte auf der Riickreise Schweins in Heidelberg, ,der
mich als Lehrer von Steiner und weil ich als Student viel in seinen
Sachen gelesen, interessierte, und kehrte, nachdem er auch GauB
einen kurzen Besuch abgestattet, nach 7 Monate langer Abwesenheit
mit frischen Kriften zu seinen so ungern abgebrochenen Untersuchungen
nach Konigsberg zuriick, wo ihn, als eine der ersten Zierden der Hoch-
schule, der junge Konig bei seiner Kronung in Kénigsberg besonders
auszeichnete und wissenschaftliche Ehrungen der seltensten Art von
allen Seiten ihm zuteil wurden.

»lch habe in den 7 Monaten, die ich abwesend war, mein biBchen
Mathematik ganz vergessen und muB wieder von vorn anfangen®
schreibt er seinem Bruder. ,Ich quile mich seit langer Zeit mit der
Ausarbeitung und immer wiederholten Umarbeitung eines groBen,
‘Phoronomia sive de solutionum finitarum problematum mechanicorum
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natura et investigatione’ betitelten Werkes; sobald diese etwa zehn
Bogen hetragende Einleitung fertig ist, will ich den Druck beginnen
lassen“;

aber schon wenige Monate spiter, nachdem er inzwischen eine
Reihe analytischer und astronomischer Arbeiten publiziert hatte, meldet
er ihm:

»lch habe es jetzt aufgegeben, ein groBeres mechanisches Werk
unter dem Titel Phoronomie zu schreiben, denn ich habe nicht gehorig
langen Atem dazu, 20 Abhandlungen wer weiB wie viel Jahre noch
zuriickzuhalten, bis noch 20 andere dazu geschrieben. Ich werde in
irgend einer Form alles, was ich fertig habe, in einzelnen Abhandlungen
von Stapel laufen lassen, und wenn nur erst der astronomische Dimon,
der iibrigens das Priorititsrecht hat, da diese astronomischen Hirn-
gespinste sehr alt sind, mich losgelassen, so soll eine wahre Siindflut
von einzelnen Abhandlungen kommen.“

Und in der Tat folgten sogleich seine systematische Bearbeitung
der Theorie der Determinanten, sowie seine beriihmte Arbeit iiber
Funktionaldeterminanten, fiir uns jetzt die Grundlage der Algebra und
Funktionentheorie, und seine fundamentalen ,Dilucidationes“ legten auf
Grund seiner Multiplikatorentheorie den Zusammenhang zwischen einem
Systeme totaler und einer partiellen Differentialgleichung in einer fiir
alle Folgezeit giiltigen und festen Form dar.

MiBliche Familienverhiiltnisse zwangen Jacobi zundchst zur Unter-
brechung seiner Arbeiten; unvorhergesehene, sehr groBe pekunidre
Verluste machten die Auflosung des viterlichen Geschiftes notwendig,
und als er bei seiner Ankunft in Potsdam sah, daB nicht bloB er,
sondern auch seine Mutter ihr gesamtes Vermogen verloren hatten,
faBte er trotz aller materiellen Schwierigkeiten sogleich den EntschluB,
seine Mutter zu sich nach Konigsberg zu nehmen. ,Gliicklicherweise
kann ein solches Talent nicht verderben“, so lauten die SchluBworte
des Briefes, in dem Bessel GauB von dem Ungliicke Jacobis be-
richtet; ,aber ich hitte ihm doch das Gefiihl der Freiheit ferner ge-
wiinscht, welches Vermdgensbesitz gewihrt.”

owWer ihn damals sah® erzihlt Dirichlet, ,konnte in seiner
Stimmung nicht die geringste Veréinderung wahrnehmen; er sprach mit
demselben Interesse wie immer von wissenschaftlichen Dingen und
klagte nur dariiber, daB die unerwartete Reise ihn aus einer Unter-
suchung gerissen habe, die ihn gerade lebhaft beschiftigte.”

Von diesen Untersuchungen, welche das Prinzip des letzten Multi-
plikators betrafen, sollte die wissenschaftliche Welt sehr bald Kunde
erhalten durch seine Vortriige auf der British Association in Manchester
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und in der Akademie zu Paris, wohin er und Bessel si¢h im Juli 1842
auf Wunsch des Kénigs begaben; ,ich bin der Uberzeugung®, schreibt
ihm der Minister, ,daB Sie durch Erfiillung dieses Wunsches die Ge-
nugtuung gern gewihren werden, welche in dieser Reise fiir unser
Vaterland liegt.“

Seine groBe Wintervorlesung 1842/43 iiber die Integration der
Differentialgleichungen, welche nach einer Nachschrift Borchardts
mit geringfiigigen Abéinderungen als Jacobis Vorlesungen iiber
Dynamik 1866 von Clebsch herausgegeben wurde, ist fiir alle Folge-
zeit fiir unsere Vorlesungen sowohl wie fiir die ganze weitere Fort-
entwicklung der Mechanik bestimmend und grundlegend geworden.
Es folgten wichtige, hochinteressante Arbeiten iiber das Problem der
drei Korper und das Abelsche Theorem; noch in den Weihnachts-
ferien verfaBte er einige erst nach seinem Tode verdffentlichte Auf-
zeichnungen {iber die geoditischen Linien eines Rotationsellipsoids und
kettenbruchdhnliche Algorithmen zur Feststellung der Periodizitit
der Kettenbriiche auch fiir Kubikwurzeln, und iibersandte endlich noch
der Berliner Akademie eine Untersuchung iiber neue Entwicklungen
in der Storungsrechnung — nun aber brach Jacobi, der sich schon
seit Beginn des Jahres krank gefiihlt, v6llig zusammen. Von Angst
getrieben eilte Dirichlet in den Osterferien an sein Krankenlager
und verweilte 3 Wochen bei seinem Freunde. ,Dirichlets 16tigiger
Aufenthalt’, schreibt Jacobi seinem Bruder, ,ist mir eine groBe Er-
quickung gewesen — er hat etwa 60 Bogen Zahlentheorie von mir
mitgenommen, um zu sehen, wie viel noch bis zur Herausgabe dabei
zu tun ist; denn ich bin ganz auBer Stande, so etwas jetzt auch nur
anzusehen.“

Dirichlet und Humboldt, vereint mit Schonlein, suchten nun
in Berlin einen lingeren Urlaub und eine namhafte Reiseunterstiitzung
zu einem Aufenthalt in Italien fiir ihn zu erwirken, und schon nach
wenig Tagen schrieb der Konig aus Sanssouci an Jacobi: ,Mit leb-
haftem Bedauern habe ich von Ihrem miBlichen Gesundheitszustande
Kenntnis erhalten, zu meiner Beruhigung aber auch zugleich die Ver-
sicherung, daf Sie von dem Aufenthalte in einem milderen Klima Ihre
ginzliche Wiederherstellung erwarten diirfen”, und bewilligte alles, was
Jacobis Freunde erbeten. Nachdem dieser noch einige kleinere Arbeiten
abgeschlossen, trennte er sich am 9. Juli von seiner Familie, bei
welcher er seine Mutter zuriicklieB, konnte aber zu seiner groBen Freude
seinem Bruder melden: ,Das Beste bei der Sache ist ein ausgezeichneter
Begleiter, der mir geworden ist, ein junger, liebenswiirdiger, talentvoller,
unabhéngiger Mathematiker Namens Borchardt, welchen ich gestern
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promoviert habe. Dirichlet wird den ganzen Winter mit seiner Familie
ebenfalls in Italien zubringen.”

Wir besitzen in Briefen an seine Frau die eingehendsten Schilderungen
Jacobis von seinem Aufenthalte in Rom und Neapel, von dem ge-
waltigen Eindruck, den die Kunstwerke Italiens auf ihn gemacht, von
dem monatelangen Zusammensein mit Dirichlet, Steiner und
Borchardt, und von dem Besuche der Naturforscherversammlung in
Lucca, wo ihm die ehrendsten Ovationen erwiesen wurden. Uberaus
interessant ist sein Bericht an Bessel von der Audienz, die ibm und
Dirichlet von dem Papste Gregor XVI. gewiihrt wurde: ,da Sie eine
Schwiiche fiir gekronte Hiupter haben — wie denn Herr von Goethe
richtig in seinem Carmen sagt: “Aus der Welt ist derzumalen Uber-
macht nicht zu verbannen. Mir gefiillt es zu verkehren mit Gescheuten
und Tyrannen’ —, so werden Sie unsere Bewunderung gewif teilen,
wenn sie horen, daB er nicht nur von Newton, Kepler, Copernicus,
Laplace mit groBer Teilnahme sprach, sondern genau anzugeben
wubBte, daB sich die Quadrate der Umlaufzeiten wie die Kuben der
mittleren Entfernungen verhalten ... kurz Sie werden es billigen,
wenn ich einem so einsichtigen Manne voll Verehrung die Hiinde
kiiBte, wihrend Dirichlet als Katholik einige so ungeschickte Ver-
suche machte, ihm die FiiBe zu kiissen, daB der Papst es nicht dazu
kommen lieB.“

Mit der in ltalien erfreulich fortschreitenden Besserung seines
korperlichen Befindens erwachte auch sogleich wieder die Lust zu
erneuter wissenschaftlicher Arbeit; er verdffentlichte wihrend der
5 Monate seines Aufenthaltes in Italien mehrere kleinere Aufsiitze in
einer italienischen Zeitschrift, schrieb den ersten Teil der wichtigen,
sehr umfangreichen, fiir das Crellesche Journal bestimmten Abhandlung
iiber die Theorie des Multiplikators totaler Differentialgleichungen und
unternahm in seinen MuBestunden die Vergleichung der im Vatikan
aufbewahrten Handschriften des Diophant.

Ende Juni 1844 traf Jacobi wieder in Berlin ein, und endlich
gelang es den vereinten Bemiihungen seiner Freunde, es zu ermiglichen,
daB er seine schwankende Gesundheit nicht wieder dem rauhen Klima
Konigsbergs auszusetzen brauchte; ,in wohlwollender Beriicksichtigung
der leidenden Gesundheit des Professor Jacobi®, lautet die Kabinetts-
order vom 20. August 1844, ,welche dessen Aufenthalt in Konigsberg
nach dem Urteil der Arzte zur Zeit gefihrlich macht, will ich demselben
gestatten, bis zur volligen Wiederherstellung in Berlin zu wohnen
damit er daselbst ganz der Wissenschaft leben und an den Vorlesungen
der Universitit nur insoweit teilnehmen moge, als er dies selbst mit
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seinen korperlichen Kriéiften und seinen wissenschaftlichen Beschiftigungen
fiir vertriiglich hilt, und es wurden Jacobi auBer seinem in Konigs-
berg bezogenen Gehalt ,mit Riicksicht auf die groBere Teuerung Berlins
und die durch seine Krinklichkeit herbeigefiihrten auBerordentlichen
Ausgaben“ noch 1000 Taler aus dem Koniglichen Dispositionsfonds
bewilligt. ,Ihre wissenschaftliche Laufbahn hat hier ihren Anfang
genommen®, sagt Bessel in seiner Abschiedsrede auf Jacobi; ,aber
wie der Schneesturz, der sich fortreiBend vergroBert, rissen Sie die
Masse, die, bis Sie in ihre Nihe kamen, geruht hatte, mit Sich fort.
Ein Jahr nach Ihrem hiesigen Erscheinen kamen die elliptischen Trans-
zendenten in Bewegung, und was als festgewachsener, undurchdring-
licher Fels erschienen war, folgte, zertriimmert und seine innerste Be-
schaffenheit enthiillend, Threm Laufe. Schon 1829 waren Ihre neuen
Grundlagen der elliptischen Funktionen erschienen, und Legendre,
ein starker Vorgiinger von Ihnen, ein sehr starker, folgte willig Ihrem
Siegeszuge. Aber Ihre Spur wird in allen Teilen der Mathematik durch
gleichgroBe Erfolge bezeichnet ... Sie haben in gleichem MaBe die
Analysis, die Zahlentheorie, die Geometrie, die Mechanik bereichert.
Wer eine Ihrer Abhandlnngen studierte, ohne die andern zu kennen,
der wiirde schwiren, daB der Gegenstand der einen der letzte Zweck
all Ihrer Anstrengungen wire.

Im Oktober 1844 nach Berlin iibergesiedelt, machte er sich sogleich
an die Fertigstellung seiner Untersuchungen iiber die Sékularstérungen
und des zweiten Teiles seiner umfangreichen Arbeit, in welcher er
eine zusammenhingende Theorie des Multiplikators sowie der Anwendung
derselben auf die dynamischen Differentialgleichungen und die Her-
leitung des beriihmt gewordenen Satzes lieferte von der Zuriickfiihrung
des letzten Integrales der Bewegungsgleichungen auf Quadraturen,
Theoreme, deren er schon vor Jahren in den Briefen an seine Freunde
und in seinen Vorlesungen Erwébnung getan. Aber die erneute geistige
Anstrengung wirkte wieder schiidlich auf seinen Gtesundheitszustand ein,
»2u meinem alten, nie ganz verschwindenden TUbel kam ein Schwindel,
der mich erfafite, wenn ich auch nur eine Viertelstunde arbeiten
wollte“, und es sank ihm der Mut zur Fertigstellung all der von ihm
so groB angelegten Werke. Wie er frither Dirichlet in Konigsberg
ein umfangreiches Manuskript zahlentheoretischen Inhalts zur Durch-
sicht gegeben, so wiederholte er jetzt den schon frither gegen Hesse
geiunBerten Wunsch, daB dieser sein etwa 30 Bogen starkes Manu-
skript iiber Flichen zweiten Grades und die Attraktion der Ellip-
soide druckfertig mache; alle diese Manuskripte, sowie die bereits
ausgearbeiteten Teile des geplanten groBen Werkes iiber Phoronomie
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sind weder spiter verdffentlicht, noch in seinem Nachlasse aufgefunden
worden.

MuBte er sich nun zunichst im Interesse seiner Gesundheit Be-
schrinkung auferlegen in seiner produktiven Titigkeit, so wirkte er
nach anderen Richtungen hin segensreich, indem er iiberall fiir seine
ausgezeichneten mathematischen Freunde sowie fiir die neue Generation
jugendlicher mathematischer Kriifte mit seinem in den leitenden wissen-
schaftlichen Kreisen maBgebenden EinfluB helfend eintrat; ein an den
Minister gerichtetes Memoire, getragen von dem Gefiihle vornehmer
Unabhiingigkeit und wiirdig eines groBen Forschers, sicherte Steiner
eine sorgenfreie Stellung an der Berliner Universitiit, und zwei Briefe,
die er an den Konig und Humboldt gerichtet, erhielten Dirichlet
bei seiner Berufung nach Heidelberg im Jahre 1846 seinem bisherigen
so segensreichen Wirkungskreise. Auch in seiner wissenschaftlichen
Korrespondenz lieB er eine Unterbrechung nicht eintreten, und zu
seinen friitheren Schiillern und Freunden Richelot, Hesse, Rosen-
hain u. a. gesellte sich jetzt der junge ausgezeichnete franzosische
Mathematiker Hermite, an dessen Mitteilungen anschlieBend, oder
wenigstens durch dieselben angeregt, Jacobi wiederum eine Reihe
interessanter Arbeiten iiber die Eigenschaften der elliptischen und Abel-
schen Transzendenten verdffentlichte.

Die groBen Verhiltnisse Berlins, die kiinstlerischen Bestrebungen
der gebildeten Kreise, unterstiitzt und gepflegt von den kunstsinnigen,
idealen Anschauungen des jungen Konigs, regten auch in Jacobi all
die Interessen wieder an, denen er in Italien in so enthusiastischer
Weise nachgegangen; ,niemand kann mit mehr Verstindnis Musik
horen als er®, schrieb eine kunstverstindige Dame, und sein Vortrag
in der Singakademie iiber Descartes fand eine begeisterte Aufnahme;
mch habe die Schrift mit dem lebhaftesten Interesse gelesen schreibt
ihm der Minister Eichhorn, ,weil darin iiber theologische Zeloten
und politische Strudelkpfe ein Urteil gesprochen ist, welches &hn-
lichen Geistern unserer Zeit zum Korrectiv dienen konnte* Wir be-
merken zugleich sein immer mehr wachsendes Interesse fiir die Ent-
wicklung der mathematischen Physik, das durch seinen Verkehr mit
Neumann und Weber gefordert worden, und das ihn auch bewog,
fiir die wissenschaftliche Forderung des jugendlichen Kirchhoff tat-
kriiftig einzutreten. Ein Jahr nach seinem Vortrage iiber Descartes,
in welchem er schon auf die neuere Entwicklung der Mechanik
und Physik hingewiesen, erschien die ,Erhaltung der Kraft“ von
Helmholtz; ,die physikalischen Autorititen, sagt dieser 50 Jahre
spiter, ,waren geneigt, die Richtigkeit des Gesetzes zu leugnen
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und in dem eifrigen Kampfe gegen Hegels Naturphilosophie, den
sie filhrten, auch meine Arbeit fiir eine phantastische Spekulation zu
erkliren. Nur der Mathematiker Jacobi erkannte den Zusammenhang
meines Gedankenganges mit dem der Mathematiker des vorigen Jahr-
hunderts, interessierte sich fiir meinen Versuch und schiitzte mich vor
MiBdeutung.“

Im Herbst 1846 erschien der erste Band seiner opuscula mathe-
matica mit einer Widmung an Konig Friedrich Wilhelm IV., die
schon in den nichsten Lebensjahren Jacobis eine verhiingnisvolle
Rolle spielen sollte. ,,Wir haben nach den Freiheitskriegen in den
Regionen des Gedankens weiter gekdmpft, unterstiitzt von der heiligen
Allianz mit dem Geiste, die PreuBen geschlossen, und manchen glor-
reichen Sieg in den Wissenschaften erstritten. Und so rithmen wir
uns, auch in der mathematischen Wissenschatt nicht mehr die Zweiten
zu sein.“

Wenn Jacobi auch in dieser Zeit noch einzelne sehr interessante
und wichtige Arbeiten iiber die Kigenschaften der Pentagonalzahlen,
die Integration der hyperelliptischen Differentialgleichungen und die in
den kleinsten Teilen ihuliche Abbildung eines ungleichachsigen Ellip-
soids auf einer Ebene verdffentlichte, so war er doch durch die fort-
dauernden Schwiichezustiinde an anhaltender intensiver geistiger An-
strengung gehindert, und da er auBerstande war, im Winter 1846/47
eine groflere Vorlesung zu halten, so war es ihm eine erwiinschte Be-
schiiftigung und geistige Erholung, als ihn im Jahre 1846 Humboldt
veranlaBte, ihm iiber die Mathematik der Hellenen fragmentarische
Mitteilungen zu machen, um diese fiir seinen Kosmos zu benutzen;
die im Nachlasse Jacobis gefundenen Aufzeichnungen legen Zeugnis ab
von den langjihrigen und tiefen Studien, welche er der Geschichte der
mathematischen Wissenschaften gewidmet hat. Als aber in der Mitte
des Jahres 1847 sein Gesundheitszustand sich besserte, da folgten so-
gleich wieder mit der Theorie der Transzendenten im Zusammenhange
stehende Publikationen, welche die verschiedenen Arten der Zerlegung
einer Zahl in zwei Faktoren und eine partikulare Losung der La-
placeschen Potentialgleichung betrafen; als besonders interessant ist
jedoch eine am 15. Juli 1847 der Berliner Akademie vorgelegte, aber
nicht veréffentlichte Note ,,Uber die Geschichte des Prinzips der kleinsten
Aktion“ hervorzuheben, die sich zum Teil in seinen nachgelassenen
Papieren vorgefunden hat. ,Jacobi eliminiert”, sagt Helmholtz, ,die
Zeit aus dem zu variierenden Intregrale; physikalisch ist seine ein-
schrinkende Bedingung fiir ein vollstindig bekanntes und in sich ab-
geschlossenes Korpersystem stets als giiltig anzusehen; Hamiltons
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Form dagegen erlaubt die Bewegungsgleichungen auch fiir unvoll-
stindig abgeschlossene Systeme durchzufiihren, auf welche veréinderliche
duBere Einflisse wirken, die von einer Riickwirkung des bewegten
Systems unabhingig angesehen werden konnen. Wir wissen jetat,
daB Jacobi in seinen Aufzeichnungen iiber partielle Differentialglei-
chungen jemem Prinzip schon die von Helmholtz geforderte Form,
ohne es ausdriicklich auszusprechen, gegeben hat.

Mit dem Sommer 1847 begann die durch Krankheit und Sorgen
herbeigefiihrte geistige Depression allméihlich immer mehr zu weichen,
die alte Arbeitslust und Arbeitskraft kehrten wieder, und er meldete
seinem Bruder: ,Endlich bin ich dazu gekommen, ein groBes Memoire
tiber analytische Mechanik zu schreiben, welches Ostrogradzky
hoffentlich so riihren muB, daB er deshalb deutsch lernen wird.”
Jacobi nahm seine Untersuchungen iiber die &-Funktionen und die
Differentialgleichung, welcher diese geniigen, wieder auf, entwickelte
das spiter nach Sylvester benannte Triigheitsgesetz der quadratischen
Formen, kniipfte in einer groBen zahlentheoretischen Arbeit ein neues
Band zwischen der Zahlenlehre und der Theorie der Transzendenten,
in welcher er zu wichtigen Ausdehnungen GauBscher und Dirichlet-
scher Sitze gefiilhrt wurde, und entwarf eine erst vor kurzem in den
Papieren Borchardts aufgefundene Skizze der Entwicklungsgeschichte
der elliptischen und Abelschen Transzendenten, voll von dem leb-
haftesten Interesse fiir die Arbeiten von Rosenhain und Goepel,
deren Untersuchungen ganz in dem von Jacobi geschaffenen Boden
wurzelten. Von neuem suchte er wieder an deutschen Universititen
Boden zu gewinnen fiir ausgezeichnete junge mathematische Krifte,
und selbst der eigentlichen mathematischen Wissenschaft ferner liegen-
den Erscheinungen, wie dem Rechengenie Dase, brachte er das leb-
hafteste Interesse und die tatkriiftigste Unterstiitzung entgegen.

Da traten die gewaltigen politischen Umwilzungen im Mirz 1848
ein, und Jacobi, der eine feste Stellung an der Universitéit nicht
innehatte und dem bei der gewaltsamen Umgestaltung der staatlichen
Verhiltnisse jeden Augenblick ein groBer Teil seines Gehaltes, der
ausschlieBlich von der Gnade des Konigs abhing, entzogen werden
konnte, muBte, zumal da er seiner liberalen politischen Gesinnung
wiederholt Ausdruck gegeben, im Interesse seiner zahlreichen Familie
darauf bedacht sein, eine feste und den andern Gelehrten koordinierte
Stellung einzunehmen. Er ersuchte den Minister, ihn nicht linger in
seiner Ausnahmestellung zu belassen und ihn zum ordentlichen Pro-
fessor an der Berliner Universitiit zu ernenmen, wurde aber auf ein
Gutachten der Fakultit hin: ,Da bereits 3 Mathematiker ihr angehdoren,

Verh. d. 1I1. Internat. Mathem.-Kongr. Heidelberg 1904. 6
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auch die Art, wie Professor Jacobi in der letzten Zeit sich offentlich
hat vernehmen lassen, nicht einmal die Sicherheit gebe, daB seine Mit-
wirkung an dem Reorganisationswerke eine heilsame fiir die Universitiit
sein werde, von dem Minister abschligig beschieden.

Jacobi war im Sommer 1848 im Konstitutionellen Klub, von
Dove aufgefordert, als Redner fiir die konstitutionelle Monarchie auf-
getreten, hatte in einer Ansprache, in welcher er nach dem Ausspruche
Schellings die groBten Muster der alten griechischen Redner erreicht
haben soll, endlosen Beifall geerntet, war aber nunmehr, nachdem ihm
das stete Schwanken der Tagesmeinung iiberdriissig geworden, schon
seit linger als einem Jahre dem politischen Leben véllig fern ge-
blieben und hatte in einer Reihe ausgezeichneter, zum grofen Teil dem
Gebiete der Astronomie angehoriger Arbeiten Ruhe und Befriedigung
gesucht, als endlich am 31. Mai 1849, nachdem bis dahin die immer
mehr erstarkende Reaktion sich an Jacobi noch nicht herangewagt,
von dem Minister Ladenberg die Anfrage an ihn erging, ob es ihm
sein Gesundheitszustand nicht gestatte, wieder nach Konigsberg iiber-
zusiedeln, nnd bald darauf die Mitteilung, daB ihm der von dem
Konige gewiihrte ZuschuB von nun an entzogen sei. Jacobi war nun
gezwungen, seine Frau mit den 7 minderjihrigen Kindern in das weit
billigere Gotha, zu seinem Freunde Hansen, einem der bedeutendsten
Astronomen seiner Zeit, iibersiedeln zu lassen, wihrend er selbst in
ein Zimmer im Hotel de Londres in Berlin zog, von dem aus seine
noch folgenden, so beriihmt gewordenen Arbeiten datiert sind. Da
erhielt er am Ende des Jahres 1849 ein glinzende Berufung an die
Wiener Universitit, und jetzt erst, nach unendlichen politischen
Pressionen und Demiitigungen, wurde ihm von seiten der preuBischen

Regierung — ,er wolle lieber alle fortlassen, nur Jacobi nicht, der
sei eine Naturkraft“, schrieb der aufgekliirte Leiter des Unterrichts-
wesens Johannes Schultze an den Koénig — durch Vermittlung

Humboldts und den Edelsinn des Konigs die frithere Unterstiitzung
nicht nur als Gehalt bewilligt, sondern auch mit Riickdatierung
noch erhoht.

Aber die Aufregungen des letzten Jahres hatten seine Gesund-
heit tief erschiittert; seine korperliche Kraft war vollig gebrochen,
sein Geist schien freilich die alte Spannkraft bebalten zu haben.
AuBer einer Reihe hervorragender Arbeiten astronomischen Inhaltes,
welche eine wesentliche Vervollkommnung seiner Stérungsuntersuchungen
zum Gegenstande hatten, sandte er noch im Marz 1850 seine beriihmte
Arbeit ,Sur la rotation d’'un corps“ an die Pariser Akademie, in
welcher sich so wunderbar eine ausgezeichnete geometrisch-mechanische
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Anschauung mit einer unvergleichlichen Genialitit in der Behandlung
analytischer Formen zeigt, Untersuchungen, die er in vielen umfang-
reichen Aufzeichnungen durch hochinteressante Theoreme ergiinzt und
fortgefiihrt, und erweitert endlich noch in seiner Arbeit iiber die An-
zahl der Doppeltangenten algebraischer Kurven bei Begriindung und
Ergiinzung der Pliickerschen Formeln seine ersten Prinzipien fiir die
Untersuchung algebraisch-geometrischer Probleme.

Aus den Weihnachtsferien von dem Besuche der Seinigen in
Gotha zuriickgekehrt, erkrankte er an der Grippe, schien sich jedoch
schnell wieder zu erholen, als er am 11. Februar von neuem zu-
sammenbrach; noch vier Tage vor seinem Tode beklagte er Dirichlet
gegeniiber das MiBgeschick, das iiber vielen seiner groBeren Arbeiten
gewaltet; ,aber ich sehe ein, daB ich nicht linger zdgern darf, jene
ilteren Arbeiten, denen ich einen so groBen Teil meiner besten Kraft
gewidmet habe, der Offentlichkeit zu iibergeben, wenn sie noch
erfolgreich in den Gang der Wissenschaft eingreifen sollen Am
18. Februar abends 11 Uhr, acht Tage nach seiner Erkrankung, erlag
er ohne Kampf.

Dirichlet, Borchardt und WeierstraB haben, durch ausge-
zeichnete jiingere (felehrte unterstiitzt, der mathematischen Welt durch
Herausgabe seiner gesammelten Werke den ungeheuren Schatz seiner
staunenswerten produktiven Titigkeit iiberliefert, seine Schiiler haben
die nachfolgende Gteneration mit dem Ruhme seiner unvergleichlichen
Lehrtitigkeit erfiillt, und Dirichlet war es, der ihm auch als
Menschen in seiner herrlichen Gediichtnisrede ein bleibendes Denk-
mal gesetzt hat, in einer Zeit, in welcher die Wogen der poli-
tischen Leidenschaft fiir eine freie MeinungsiiuBerung den ganzen
Mut einer von der edelsten Freundschaft, der reinsten Wahrheitsliebe
und hoher wissenschaftlicher Bedeutung getragenen Persinlichkeit er-
forderten.

»S0ll ich den Versuch wagen sagt Dirichlet, ,ihn zu schildern,
wie er auBerhalb der wissenschaftlichen Sphire denen erschien, die den
mathematischen Wissenschaften fernstehen, so muB ich es als den
Grundzug seines Wesens bezeichnen, daB er ganz in der Welt der
Gedanken lebte, und daB in ihm das, wozu es bei den meisten, selbst
bedeutenden Menschen eines besondern Anlaufs bedarf, das Denken
zum habituellen Zustande und wie zur zweiten Natur geworden war.
Der unerschipfliche Vorrat an Wissen und eigenen Gedanken, eine
eigentiimlich humoristische, die Dinge scharf bezeichnende Ausdruck-
weise verlichen dem groBen Mathematiker auch im geselligen Verkehr

eine ungewShnliche Bedeutung. Wie Jacobis Gedankenkultus sich in
6*
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der Anerkennung von Abels groBer Entdeckung kundgab, so zeigte
er einen #hnlichen Sinn fiir alles geistig Bedeutende. Er schitzte
die Dinge danach ab, wie der menschliche Geist sich in ihnen offen-
bare, und behandelte alles mit Gleichmut, was die Welt der Gedanken
nicht beriithrte.“

Wie die Worte Jacobis ziindeten und die Begeisterung der
Horer anfachten, so erweckten auch seine Schriften durch Inhalt
und Form steten und lauten Nachhall in den Kopfen der neuen
Generation von Mathematikern, und in diesem Sinne diirfen wir auch
Hermite und WeierstraB, die beiden vornehmsten Reprisentanten
mathematischer Forschung in der zweiten Hilfte des vorigen Jahr-
hunderts, zu seinen Schiilern zéhlen — und wir alle, die Schiiler dieser
beiden ausgezeichneten Forscher, welche wir noch in Verehrung und
Pietéit die Worte und Anschauungen Jacobis wie Orakel und mathe-
matische Mysterien uns iiberliefern horten, wir, die wir hier ver-
sammelt sind, um das Andenken jenes groBen Meisters zu feiern, wir
alle sind Schiiler Jacobis.

Hochansehnliche Versammlung!

Moge es mir gelungen sein, auch denjenigen von Ihnen, die
unserer Wissenschaft ferner stehen, nicht bloB ein Gefiihl der Be-
wunderung abgewonnen zu haben fiir den groBen Baumeister, der, von
mathematischen, philosophischen und #sthetischen Gesichtspunkten ge-
leitet, mitgewirkt hat an der Errichtung des gewaltigen Gebdudes, zu
dem sich, von unscheinbaren Anfingen sich erhebend, unsere Wissen-
schaft allméhlich ausgestaltet hat; moge es mir auch gegliickt sein,
Ihnen einen, wenn auch nur fliichtigen, Blick in den Bau der mathe-
matischen Wissenschaft selbst erdffnet zu haben, den Stolz und die
Zierde menschlicher Geistesarbeit. GewiB ist der Raum nur die Form
der reinen Anschauung, die Zeit nur die Form des reinen Denkens,
gewiB sind die ersten Grundsteine unserer Wissenschaft, wie des Denkens
iiberhaupt, der irdischen Erfahrung entnommen, aber diese Grundsteine
sind tief versenkt, so tief, daB auch wir, die Bewohner dieser Stitten
menschlicher Erkenntnis, sie selbst nicht mehr zu sehen, nicht mehr
zu beschreiben vermdgen, und deshalb, wenn auch nicht immer mit
Recht, bei dem kleinsten Schwanken und Erzittern des Gebidudes selbst
an seiner Festigkeit zu zweifeln anfangen — aber jeder Sturm, jeder
gewaltsame Eingriff in die Schonheit des mathematischen Prachtbaus,
mag ein Feind ihn zu zertriimmern suchen, ein ungeschickter Baugehilfe
einen falschen Stein einsetzen, oder auch ein genialer Kiinstler das
Gebidude mit einem allzuschweren Felsen belasten — das Gebiude
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wird nur noch schéner, sein Gefiige nur noch fester, und gewéhrt den
Naturwissenschaften, die sich behaglichere, iippigere und vornehmere
Wohnstétten aufgeschlagen, wenn irgendein Unwetter ihre Kreise stort
und die Grundlagen ihres schonen Heims ins Schwanken bringt, gern
ein schiitzendes Obdach — ist doch die Mathematik selbst die
Wissenschaft von der Natur der Dinge in und um uns, soweit sie
menschlicher Erkenntnis {iberhaupt sich offenbaren.
»oedet Sphinx illa inde a creatione mundi, sedebit in sempiternum,
proponit aenigmata generi mortalium; at suo tantum tempore
venit Oedipus ab Apolline missus®
sagt Jacobi in seiner geistvollen Rede zum Ruhme der mathematischen
Wissenschaft.



B. Vortrige in den allgemeinen Sitzungen.

Le probleme moderne de l'intégration des équations diffé-
rentielles.

Vortrag, gehalten in der 2. allgemeinen Sitzung am 11. August

von

P. PAINLEVE aus Paris.

Le probléme de l'intégration dans l'ancienne analyse.

La théoric des équations différentielles est née avec le caleul in-
finitésimal. C'est I'étude scientifique des phénomenes naturels qui
avait guidé Newton et Leibnitz, comme leurs prédécesseurs, jusqu'a
leurs découvertes définitives: une fois acquises les deux notions fon-
damentales d'intégrale et de différentielle, c'est encore l'étude
de la nature qui devait en diriger les premiéres applications. Grice a
ces deux notions, la méthode expérimentale, interprétée, analysée, allait
donner tous ses fruits. C'est qu'en effet, & travers le phénomeéne
fini — toujours complexe, grossierement simplifié, — la différentiation
atteint le phénomeéne élementaire; elle décompose toute modification
dans le temps et l'espace en une combinaison de modifications infini-
tésimales, j'entends de modifications infiniment bréves n'intéressant que
des particules infiniment petites de matiére. C’est en différentiant que
Galilée déduit de ses expériences sur le plan incliné les lois de la pe-
santeur, que Newton déduit des lois de Kepler le principe de la
gravitation universelle. Le but de I'intégration est, au contraire, con-
naissant les lois élémentaires d’un phénoméne, de reconstituer le phé-
nomene fini. Comment superposer, comment sommer cette infinité de
modifications infiniment petites qui composent la modification totale?
C’est ce probleme, réciproque du premier, mais d’une difficulté autre-
ment profonde, qui constitue l'objet du calcul intégral: il se traduit, en
général, par des équations différentielles, ordinaires ou aux dérivées par-
tielles, (suivant que le phénoméne dépend d’'un seul ou de plusieurs para-
metres indépendants), et tout l'effort consiste & intégrer ces équations
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différentielles connaissant les conditions initiales ou aux limites
du phénomene. L’étude du mouvement d'un solide pesant, celle du
mouvement de % points qui sattirent suivant les lois de Newton
[probleme des % corps], voila deux problémes types de calcul inté-
gral, de difficulté bien différente. Laissant de c6té le vaste champ
des équations aux dérivées partielles, si heureusement renouvelé ces
derniéres années, je ne parlerai ici que des équations différentielles a
une variable.

Le développement de la mnouvelle science, & peine crée, tient du
prodige: appliquant & tous les ordres de phénoménes physiques les prin-
cipes du calcul infinitésimal, les successeurs de Newton et de Leibnitz
accumulent en moins d'un siecle les plus éclatantes découvertes.
Comme ils se limitent, dans chaque classe de faits, aux exemples simples,
rudimentaires, qui se présentent les premiers, les problémes qu'ils ont
4 traiter sont naturels et peu compliqués, réductibles & des cas connus
[quadratures, équations différentielles linéaires, etc.]. Leur imagination,
toujours soutenue et guidée par le probleme réel, déméle avec une ad
mirable perspicacité le jew d’opérations élémentaires auquel se raméne
I'intégration des systémes différentiels rencontrés. En élucidant des types
particuliers, ils mettent en évidence de nombreuses propriétés générales
que l'avenir vérifiera rigoureusement: degré d’indétermination des inté-
grales, role des constantes, des fonctions arbitraires, des conditions aux
limites, ete. Les sciences théoriques et expérimentales se développent
dans une étroite connexité: tout progrés en analyse a son retentisse-
ment immédiat en physique, et réciproquement. C’est l'époque la
plus glorieuse et la plus féconde dans l'histoire des Mathématiques,
I'époque ot il semble vraiment qu'elles soient la clef de l'univers.
On ne saurait mieux comparer cet afflux de vérités nouvelles qu’au
mouvement d’'une vague qui occupe en un instant I'espace grand ouvert
devant elle et qui s'arréte au pied d’'une ceinture de granit. La vague
g'arréta quand tout ce qui était intégrable, dans les problemes naturels,
fut intégré.

Mais toutes les tentatives faites pour intégrer & l'aide d’opérations
simples (quadratures et autres) une équation différentielle quelcon-
que, avaient échoué. Il était donc plus que vraisemblable qu'fine
telle réduction était chimérique. La seule ressource qui restdt aux cher-
cheurs, c'était d’aborder directement I'étude de l'intégrale par des mé-
thodes d’approximations successives bien adaptées. Tel est leffort qui
g'imposait aux Mathématiques vers I'époque oa l'ceuvre de Cauchy
commence. C'est cet effort qu’elles ont tenté, et qui dirige, explique
et justifie leur développement dans tout le cours du dernier siécle.
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Le probléme moderne de l'intégration. — Introduction des variables
complexes,

La tache qu allaient remplir Cauchy, ses contemporains et ses
successeurs 6tait (au moins en apparence) singulidrement plus ingrate
que celles des mathématiciens du XVIII® siécle, et ses résultats moins
brillants. C'est ce qui explique pourquoi certains esprits, un peun
superficiels, estiment qu’il y a un abime entre l'analyse moderne et
Panalyse d'il y a cent ans. Les Mathématiques, & les en croire, se
seraient volontairement détournées de la réalité pour devenir une sorte
de science de curiosité, vivant sur elle-méme, un jeu d’esprit dont le
seul intérét serait la difficulté et dont les efforts ne sauraient plus
contribuer d'aucune maniére & l'étude rationnelle de I'univers. De
toutes les transformations qu’aient subies les Mathématiques, Vintro-
duction systématique des imaginaires est celle qui a le plus contribué
a créer ce malentendu.

Cette introduction n’était-elle qu'une fantaisie? Pouvait-on 1évi-
ter ou s'imposait-elle par la nature des choses? Pour comprendre
qu'elle g'imposait, il suffit de consulter I'histoire méme de la science.
De tous les modes de développement d'une fonction réelle, le plus
simple, celui qui s'est présenté tout d’abord, c’est le développement
en série de Taylor. Or, si on ne considére que les valeurs réelles de
la variable, les caprices de cette série, de sa convergence semblent
échapper a toute loi: une fonction réelle, partout continue ainsi que

1
Vi4a?
que sur un segment limité de I'axe des x, alors que ¢® est représenté
pour z quelconque. Qu'on introduise les valeurs complexes de la
variable, et tout s'éclaire. Ce sont les points singuliers imaginaires
qui influent sur le développement et en arrétent la convergence, méme
pour les valeurs réelles de la variable.

ses dérivées, telle que , N'est représentée par sa série de Taylor

Ce n'est pas ici le lieu de discuter les circonstances algébriques qui
ont engendré les (uantités imaginaires, en méme temps que les con-
ventions de calcul qui les concernent. Que ces conventions soient
légitimes puisqu’elles n'impliquent aucune contradiction, cest 1la un
fait qui est hors de conteste, en dépit des obscurités dont on #'est
plu parfois a entourer la question. Le paradoxe, ce n'est pas'que ces
conventions soient légitimes, c’est qu'elles soient utiles et fécondes. De
cette utilité, la théorie de la série de Taylor est, & elle seule, une
preuve suffisante.

Je sais bhien que les séries de polyndomes, récemment découvertes,
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qui généralisent et peuvent remplacer la série de Taylor, jouissent de
la remarquable propriété de converger sur l'axe réel jusqu'au premier
point singulier de la fonction. Mais, hien loin d’aller contre linter-
vention des imaginaires, cette découverte la justifie, puisqu’elle résulte
elle-méme de la théorie des fonctions de variables complexes.

Le succes couronna d’ailleurs immédiatement l'emploi des imagi-
naires. Le ,calcul des limites“ établit rigoureusement toutes les pro-
priétés fondamentules des équations différentielles, et donna une base
solide a la théorie. L’équation différentielle de Legendre

2
GY)= -9 — k)

était demeurée siérile tant qu'on s'était restreint aux variables réelles;
rien ne la distingnait des équations analognes ol le second membre
est un polyndme de degré quelconque. En embrassant le champ com-
plexe, Abel et Jucobi découvrent d'un coup la double périodicité, la
représentation de y(x) par des séries entitres trés convergentes, fondent
la théorie des fonctions elliptiques, qui engendre & son tour toute la
théorie des fonctions analytiques uniformes. Plus tard, ce sont les
propriétés si fécondes des équations différentielles linéaires, et tant
d’autres brillantes décoivertes. — L’introduction des imaginaires était
donc bien duns la nature des choses. Ce n’est point par caprice que
les mathématiciens y ort eu recours, ni pour dissimuler, sous d’ob-
scures complications scholastiques, leur impuissance & traiter les pro-
blemes réels. Bien au contraire: s'ils ont étendu leurs spéculations au
champ complexe, c'est prur éclairer, pour élucider les difficultés trop
profondes du champ réel

Les variables imaginaires une fois introduites, l'intégration d’une
équation différentielle pouvait &tre tentée dans deux voies différentes:

1° On pouvait chercher & la ramener & des équations simples
(quadratures, équations linéaires, etc.); cest-a-dire poursuivre (conformé-
ment aux traditions de 'ancienne analyse) I'intégration formelle de
I’équation; )

2% Si on n’apercevai’ aucune réduction de ce genre, on pouvait cher-
cher & étudier l'intégrale générale, pur approximations, dans tout son
champ réel et complexe, i mettre en évidence ses propriétés, ses singu-
larités, ete.

Je voudrais justifier en deux mots les termes d’intégration
formelle que jui employis au sujet du premier probléme. Je re-
marque d’'abord quune équation prise au hasard ne comportera en
général aucune intégration formelle. De plus, méme si une équation
est intégrée formellement, 'étide des relations entre la fonction et la
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variable n'est pas achevée. C'est ainsi que l'équation de Jacobi, citée
plut haut, équivaut a la quadrature:
z = dy
Va—yha—#y)’

mais cette quadrature ne met nullement en évidence les propriétés de
la fonction y(z). Une remarque analogue s’applique aux équations liné-
aires, ainsi qu'aux équations de définition des fonctions automorphes
(équations qui, comme on sait, se rameénent formellement & une
équation de Riccati). En définitive, on peut dire qu'en toute logique,
I'intégration d’une équation différentielle se décomposera en deux opé-
rations successives:

1° Réduction de I'équation a des équations irréductibles;

2° Ktude directe, dans tout le champ réel et complexe, de Iinté-
grale de ces équations irréductibles.

De l'irréductibilité des équations différentielles. — Théorie des groupes.

Mais ici, une question se pose: la théorie de la réductibilité des
équations différentielles a fait 'objet de travaux variés et considérables;
toute la théorie des groupes s’y rattache. Or, que faut-il entendre
exactement par ce mot ,réductibilité“? Quand dira-t-on qu'une équa-
tion différentielle est irréductible? Si elle est réductible, comment pré-
cisera-t-on sa réductibilité?

C’est seulement dans ces dernitres années qu’on est parvenu & une
détinition de la réductibilité, vraiment générale et philosophique et qui
embrasse tous les cas particuliers. Cette définition est méme si récente,
elle souleve des difficultés si délicates qu’on ne peut dire encore qu’elle
ait regu unanimement droit de cité en mathématiques, mais elle sera
classique avant quelques années. Voici cette définition.

Considérons une équation différentielle algébrique®), que je choisis
d’abord da premier ordre, soit 'équation:

0] B (2, 9);

Iintégrale générale y (x) de cette équation dépend d'une constante arhi-
traire, soit u; autrement dit, I'équation (e) définit une fonction y de
deux variables z,u, ou plutdt une infinité de telles fonctions (qui se
déduisent d'une quelconque d’entre elles ex remplagant u par une
fonction arbitraire de ). Si on veut encore, il est loisible de considérer

*) Je me limite ici aux équations algébriques, mais il serait facile d’étendre
la théorie & des équations différentielles queleccnques, en élargissant (comme en
algebre) le domaine de rationalité.
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v comme fonction de x,y; cette fonction vérifie I'équation aux déri-
vées partielles

0 0
(E) '5% + ’a_; f=0,
qui équivaut & I'équation (e).
L’'intégrale générale de l'équation (e) sera dite réductible si on

peut adjoindre & l'équation (E) d’autres équations (algébriques) en

2
TR g—; ) gg , % ,***, qui soient compatibles avec I'équation (E) sans

en étre une comséquence.

Tous les types classiques d'équations du premier ordre (équation
linéaire, équation de Riccati, etc.) rentrent dans cette définition. Par
exemple, pour’l’équation linéaire, on peut adjoindre & 1'équation (E)
la condition: -a—l: =0. De méme, si I'équation admet un facteur inté-
grant algébrique 4 (z,y), on peut adjoindre & I'équation (E) Y'équation:
S—Z = A. D’une maniére générale, quel que soit le mode d’intégration
qu'on imagine (intégration par guadratures de différentielles totales, ou
par combinaison de quadratures superposées, etc.), on vérifie qu'il
n’échappe pas & la définition précédente.

Il n'est pas difficile de comprendre pourquoi, si on veut bien pré-
ciser les opérations dont dispose l'intégration formelle: elle doit
définir la fonction y(x, ) par des procédés tels qu'on puisse & l'aide
d’'un nombre fini d’opérations non transcendantes (dérivations, élimi-
nations, etc.) véritier si cette fonction y (z,u) satisfait bien & l'équation
donnée; les séries, les intégrales définies lui sont interdites, et plus gé-
néralement tous les procédés dont on ne peut vérifier la justesse qu'a
Vaide d’opérations transcendantes. En derniere analyse, l'intégration
formelle pourra toujours étre réduite & ceci: substitution a l'équation
(E) d'un certain systéme d’équations algébriques aux dérivées partielles,
portant sur z,y, u et d’autres variables ou fonctions auxiliaires, systeme
tel qu'on puisse, & l'aide d'un nombre limité de dérivations et d’élimi-
nations, décider #'il définit au moins une fonction u (z,y) qui soit solu-
tion de 'équation (E).

Mais, dans ces conditions, il sera loisible (moyennant un nombre
fini de dérivations et d’éliminations) de déduire du systéme auxiliaire
les relations qu'il entraine entre z, y et u. Si ces relations se rédu-
isent & I'équation (E) ou & ses conséquences, le systéme auxiliaire n’est
d’aucune utilité, car son intégration se laisse décomposer en deux opé-
rations successives, dont la premitre est l'intégration de (E). Si, au
contraire, ces relations ne sont pas conséquences de (E), I'équation
donnée (e) est réductible au sens que nous avons défini.
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La définition s'étend d’ailleurs d’elle-méme & une équation (ou &
un systeme différentiel) d’ordre quelconque. S'il s'agit, par exemple,
d’'un systeme du 2° ordre

7 d
(®) - ;—g=f(x,y,z), ','j%='~p(x)yrz)7

on regarde y et z comme fonctions de x et des deux constantes arbi-
traires u, v, ou (si on veut) u et v comme fonctions de z,y, z; ces
fonctions u, v vérifient le systeme:

] ow % 0V oV ov
(Z) 2—5+g—3/-f+?3;¢=0: 'a—_,c‘+§§/’f+'@j;q’=0-

Le systeme S est dit réductible, si on peut adjoindre au systeme
X d’autres équations algébriques, portant sur z, y, u, v et les dérivées
partielles de u, v, équations qui soient compatibles*) avec X sans en
étre des conséquences. Nous appellerons systéeme réduit le systeme
formé par X et les équations adjointes.

Cette définition admise, on peut établir une proposition qui domine
toute la théorie de la réductibilité et que j'énonce dans le cas du pre-
mier ordre:

,Quand une équation différentielle est réductible, parmi les
systemes réduits, il en est toujours un, d’ordre différentiel minimum, qui
jouit des propriétés suivantes: 1° il est automorphe, c'est-d-dire que
sa solution générale u (z,y) se déduit d’'une solution particuliere quel-
conque u, (z,y) par les transformations « = ¢ (u,) dun groupe; 2° tous
les autres systémes réduits se déduisent de celui-la en y remplagant
w par une fonction U(w) qui vérifie une équation différentielle algébrique
(en u, U) arbitrairement choisie.”

Cet énoncé, qui s'étend immédiatement & une équation différen-
tielle d’'ordre quelconque, donne la raison profonde du role capital
et presque exclusif que joue la théorie des groupes dans la réduction
des équations différentielles. Il fait éclater l'importance d’'une énumé-
ration complete des groupes continus finis et infinis & une, deux, trois, etc.
variables.

C’est ainsi que I'énumération si simple des groupes continus & une
variable entraine ce théoréme:

»Quand une équation du premier ordre est réductible, quatre cas
seulement peuvent se présenter: 1° 'équation s’intégre algébriquement;
2° elle admet un facteur intégrant algébrique; 3° elle admet un facteur
intégrant dont le logarithme a ses deux dérivées premiéres algébriques;

*) Jentends par 13 que X et les équations adjointes ont au moins une so-
lution u, » commune, ol % et v sont deux fonctions distinctes de x, y, 2.
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4° une intégrale premidre u (z,y) est donné par un systéme différentiel

dont la solution générale est de la forme u = Z—Z‘—_':-_——g, (a, b, ¢, d con-

stantes arbitraires), systéme qui se ramene, comme on sait, & une
équation de Riccati®

Considérons encore une équation du second ordre dont le coéf-
ficient différentiel ne dépend que de z, y, soit I'’équation:

dz dy

ia=9(y), ave > =z
Une telle équation n’est pas irréductible, car elle admet un dernier
multiplicateur égal 4 l'unité, et on peut, par suite, adjoindre au
systéme X 1'équation:

Si le coéfficient différentiel ¢ (z,y) est une fonction arbitraire quel-
conque, aucune réduction ultérieure n’est possible. Dans I’hypothése
ol I'équation comporte une réduction nouvelle, 'énumération que Sophus
Lie a faite des groupes continus, finis ou infinis, & deux variables,
suffit & démontrer que deux cas seulement se présentent: ,Il existe
des intégrales premitres u(z,y,#) qui sont données par un systéme
différentiel algébrique dont la solution générale est 1° soit de la
forme: w = awu, + bu, + ¢ (a, b, ¢ constantes arbitraires), 2° soit de la
forme u = g (u,), (3 fonction arbitraire).

De l'intégration analytique d'une équation irréductible. —
Intégrales uniformes.

Supposons maintenant que nous soyons en présence d’une équation
reconnue irréductible®) Quel est le but idéal, si on peut dire, qu'il
convient de se proposer en I'étudiant? Quand dira-t-on que lintégra-
tion de cette équation est parfaite, au sens moderne du mot?

*) Nous nous sommes occupés exclusivement de la réductibilité de I'intégrale
générale d'une équation différentielle. Quand certaines solutions particulidres
(mais non V'intégrale générale) sont réductibles, par exemple sont algébriques, on
convient de dire encore que ’équation considérée est irréductible, mais comporte
des solutions exceptionnelles. Les considérations indiquées plus haut sur l'inté-
gration formelle montrent que toute solution exceptionnelle satisfait nécessairement
2 une équation différentielle (algébrique) d’ordre moindre: en fin de compte,
I’étude d’une solution exceptionnelle se raméne i I'étude d’une équation diffé-
rentielle d’ordre moindre, dont l'intégrale générale est réductible, ou dont aucune
solution n'est réductible: toutes les solutions de la nouvelle équation sont solutions
exceptionnelles de la premitre.
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L’équation déja citée:

dy\* 2 2,2

(G2 =@ - -y,
bien que réductible, va nous servir de guide. Sans doute, elle définit
z en fonction de y par une quadrature, mais la fonction y(z) definie
par cette équation n’était pas exprimable explicitement & l'aide des
transcendantes élémentaires connues: Abel et Jacobi ont pourtant in-
tégré cette équation en représentant y(z) par le quotient de deux
séries entitres, trés convergentes et qui mettent en évidence toutes
les propriétés de la fonction dans le domaine réel et complexe.

D’une maniére générale, une équation différentielle irréductible devra
étre regardéc comme intégrée si, par un proecédé quelconque d’approxi-
mation indéfinie (série, fraction continue, intégrale définie, ete.), on
arrive & représenter l'intégrale générale dans tout son domaine d’existence
(réel et complexe), avec une erreur aussi petite qu'on veut, dont on
saura fixer une limite, la représentation mettant en évidence les pro-
priétés fondamentales de I'intégrale, permettant de tenir compte des con-
ditions initiales, ete.

Parmi les fonctions analytiques, les fonctions uniformes sont celles
dont les propriétés et les modes de représentation sont les plus simples
et les mieux étudiés. 1l est donc naturel de rechercher, en premier lieu,
les équations différentielles dont l'intégrale générale peut étre définie
en égalant 4 zéro des fonctions uniformes, et notamment les équations
différentielles qui posstdent des intégrales premiéres uniformes. Si,
par exemple, une équation du premier ordre admet une intégrale
premiére

P(z,y) ==
od P est une fonction entidre de z, y quon sait développer en série
de Mac-Laurin, il est clair que la connaissance de cette intégrale sera
singuliérement préecieuse. 1l restera toutefois & résoudre I’équation im-
plicite par rapport & la fonetion . Il ne faut pas d’ailleurs se dissi-
muler que la recherche de telles intégrales premiéres est un probleme
de la plus profonde difficulté.

Mais il est un cas particulier (encore que fort étendu) on le
probleme peut étre abordé dés maintenant avec succes: c'est le cas ol
Pintégrale générale y(z) est elle-méme une fonction uniforme dans
tout son domaine d’existence. Le probléme ainsi particularisé est une
généralisation directe des découvertes d’Abel et de Jacobi.

Si on se limite au premier ordre, le probldme ne conduit qu'a
des résultats connus. Mais il en va tout autrement pour les équations
d’ordre supérieur. C'est ainsi que, dés le second ordre, on rencontre
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des types d’équations entiérement nouveaux, qu'on sait épuiser, et dont

le plus simple peut recevoir la forme canonique:

1) Yy’ =6y + 2z

L’intégrale générale de cette équation est une fonction méromorphe

qui se laisse représenter par le quotient de deux fonctions entitres, &
’ 2

savoir par lexpression; y = d——dw :‘—f = ;5, log %, u designant une fonc-

tion entiére qui vérifie 'équation trés simple du troisiétme ordre

¥4 I N u
-—2—+2zs+xz’—z=0, ol g=_--

Cette fonction entiere u(x) est développable en série de Mac-Laurin,
les coéfficients se calculant par dérivations successives: on connait done
ane représentation trés simple de y(x) dans tout le plan complexe, ve-
présentation entierement analogue & celle de la fonction ¢ par la
fonction . On sait d’ailleurs étudier le mode d’indétermination des
fonctions u(z) et y(x) pour = oo; le genre de u(z) est 2, son ordre
%, sa croissance est réguliere; la distribution des poles et des zéros de
y(x) est, des lors, nettement précisée.

D’autre part, on peut montrer qu'au point de vue de l'intégration
formelle, ’équation y” = 6y* + 2 rentre dans la classe la plus géné-
rale, la classe irréductible des équations:

¥ =9 9);
autrement dit, nul procédé ancien d’'intégration ne peut rien ajouter a la
connaissance du dernier multiplicateur égal & I'unité. C’est 1a le premier
exemple d’une équation différentielle qui n’est attaquable par aucune
méthode d'intégration formelle et qui comporte, par la théorie des
fonctions, une intégration parfaite au sens moderne du mot. Jusque
dans ces derniéres années, toutes les équations différentielles qu’on
savait étudier étaient réductibles aux équations linéaires, aux quadratures,
ou & leurs combinaisons: c'est parce quon connaissait & lavance la
maniére dont les constantes figuraient dans l'intégrale qu’on pouvait
pénétrer dans les propriétés de cette intégrale; les équations qui défi-
nissent les transcendantes classiques (fonctions elliptiques, abéliennes
et dégénérescences, fonctions automorphes, ete.) n’échappent pas a cette
remarque. Au contraire, l'intégrale y(z) de I'équation (1), regardée
comme fonction des constantes 2, y,,¥,, est (par rapport & chacune
de ces constantes) une fonction uniforme et méromorphe, de nature
(suivant I'cxpression anglaise) ,transcendentally transcendental®, comme
la fonetion I, c’est-d-dire qui ne vérifie aucune équation différentielle
algébrique. Il résulte notamment de ce qui précéde que les transcen-
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dantes uniformes y(z) définies par I'équation (1) ne sauraient s'exprimer
par aucune combinaison de transcendantes classiques, puisqu’une telle
combinaison, si enchevétrée soit-elle, vérifie toujours un systéme diffé-
rentiel réductible aux quadratures et aux équations linéaires.

Les mémes propriétés appartiennent aux autres types irréductibles
d’équations du second ordre dont l'intégrale générale est uniforme.

On peut encore, généralisant un peu le dernier probleme, étu-
dier les équations différentielles dont lintégrale est une fonction a
n branches ou a ses points critiques fixes. Mais quels que soient les
progrés que doivent accomplir, par la suite, ces difficiles problémes et
les problemes plus vastes de méme nature, il est bien évident, d’une
part qu'on n’épuisera jamais toutes les équations parfaitement intégrables,
d’autre part qu'une équation prise au hasard ne rentrera pas dans ces
types spéciaux. L'intérét de ces classes remarquables d’équations,
qui est évident au point de vue purement mathématique, pourrait done
sembler moindre au point de vue des applications, si on ne savait quel
bénéfice les méthodes générales retirent toujours de problemes difficiles
et préeis, élucidés & fond. C’est sur cette dernier idée que je voudrais
insister, pour terminer, en parlant de l'intégration approximative et di-
recte des problemes réels.

L'intégration approchée dans le domaine réel.

Quand une équation différentielle qui se présente dans une appli-
cation, ne comporte (ou n’apparait comporter) ni intégration formelle,
ni intégration analytique, comment en aborder 1'étude dans I'état actuel
de la science? La seule ressource est de l'attaquer directement & l'aide
des procédés d’approximation aujourd’hui acquis, en se laissant guider
autant que possible par le phénomeéne réel que traduit 1'équation. Le
probleme, dans ces conditions, peut revétir, comme on sait, un double
aspect: se propose-t-on de reconnaitre §'il existe des solutions périodi-
ques, si une trajectoire est fermée, etc., la question est d’espece quali-
tative; au contraire, la détermination approchée de la position d'un
mobile & un instant quelconque est d’espéce quantitative. Prenons
comme exemple le probleme des n» corps: la question de savoir si
notre systeme planétaire est stable rentre dans la premiere catégorie, le
calcul des éphémérides dans la seconde. Les deux problémes, qualitatif
et quantitatif, sont d’ailleurs loin d’étre indépendants: leur connexité
est étroite; tout progrés de l'un est un progrés de lautre.

Les travaux considérables suscités & la fin du dernier siécle par
le probleme qualitatif, leur brillante application au probléme des
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trois corps, sont trop connus pour qu’il soit nécessaire d’y insister
d’avantage. Je voudrais seulement, dans ce domaine strictement réel,
signaler l'influence fécondante de la théorie des fonctions analytiques.
Je n'en citerai que deux preuves. On sait le rdle capital que jouent,
dans la discussion des courbes définies par les équations différentielles,
les points singuliers (nceuds, cols, centres, etc.), points qui correspon-
dent a ces valeurs des variables pour lesquelles les coéfficients diffé-
rentiels ont la forme §: jamais les allures des intégrales au voisinage
de ces valeurs n’auraient été élucidées, si les analystes n’avaient été
rompus par avance aux singularités des fonctions analytiques et &
leurs modes de développement. La seconde preuve que jai en vue,
c’est la théorie des équations différentielles dépendant d’un parametre,
théorie qui seule a permis la recherche des solutions périodiques, et
qui est née du calcul des limites.

Quant au probléme quantitatif, il doit plus encore aux fonctions
analytiques. Les procédés d’approximation applicables aux équations
différentielles réelles sont aujourd’hui nombreux, simples, plastiques;
ils s'adaptent aux différents modes de conditions initiales: conditions
initiales de Cauchy, ou (comme pour l'équilibre des fils) valeurs de
la fonction pour deux valeurs données de la variable, etc. Il est
parfaitement vrai que ces procédés peuvent &étre exposés sans la
considération d'imaginaires, et que Cauchy les avait indiqués au
moment méme on il jetait les premiers fondements de la théorie des
fonctions analytiques. Mais précisément, ils étaient en quelque sorte
tombés en sommeil; s'ils se sont raminés, cest sous l'influence des
méthodes et des raisonnements analytiques qui seuls permettaient
d’aller au fond des choses.

Considérons, par exemple, la premiére méthode de Cauchy, la
plus élémentaire, celle qu'on peut appeler la méthode des différences,
puisqu’elle consiste & regarder les équations différentielles comme limites
d’équations aux différences. On sait aujourd’hui que, dans cette mé-
thode, la convergence vers l'intégrale est assurée tant que, partant des
conditions initiales, on ne rencontre pas une singularité x = a des fonc-
tions y (z), 2(z), ... Mais cette singularité peut &tre de deux espéces
suivant que, = tendant vers a, les fonctions g, 2, ... tendent vers des
valeurs déterminées ou sont indéterminées. La difficulté est, dans le
second cas, d’'une nature autrement subtile que dans le premier; si on a
su la prévoir, c'est grice a l'étude classique des points essentiels
analytiques; si on commence, non sans peine, a la discuter, c’est grice
a la théorie des fonctions, en employant ses modes de raisonnement sur

la croissance, le genre et l'indétermination & l'infini d’'une fonction entiere.
Verh. d. III. Internat. Mathem.-Kongr. Heidelberg 1904. 7
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En particulier, le probleme quantitatif des 3 corps doit & I'analyse
des variables complexes ses derniers progrés. On a établi en effet,
dans le cas de trois corps (mais non dans le cas de #), que les coor-
données des points restent finies et déterminées quel que soit £. 1l suit
de 13 que seul le choc proprement dit peut donner lieu & difficulté.
D’autre part, on est parvenu récemment & former la condition analy-
tique nécessaire et suffisante pour qu’il y ait choc au bout d'un temps
fini. Il ne reste plus qu'un dernier effort & tenter pour que le probléeme
quantitatif des trois corps soit théoriquement résolu.

Mais pour ne parler que des résultats acquis, il convient de ne
pas oublier que les méthodes d’approximation applicables aujourdhui
4 une équation différentielle quelconque, si elles sont encore théorique-
ment imparfaites, se montrent pourtant, dans une foule de cas, d’une
efficacité trés suffisante. C’est ainsi que le probléme quantitatif des
7 corps que jai choisi comme type, n'est pas rigoureusement résolu
jusqu’ici; mais les éphémérides de notre systéme solaire n'en sont pas
moins calculées pour trois siécles avec une surprenante précision. Il
faut d’ailleurs se garder de croire que la puissance des méthodes actu-
elles soit épuisée par cet effort. Admettons, pour fixer les idées, qu’il
s'agisse de calculer les positions mutuelles, dans 10.000 ans, des astres
du systtme solaire, avec une erreur plus petite que 8 rayons terrestres:
les méthodes actuelles fournissent-elles sdirement le moyen théorique
d’effectuer ce calcul? Non, il y a une restriction, mais bien légere, et
que voici. Si les lois de Kepler étaient exactes, la distance de deux
astres donnés du systéme resterait supérieure & un minimum d; il est
bien invraisemblable que d’ici 10.000 ans cette distance s’abaisse jus-

qu'a g , par exemple, ou au dessous. Or les procédés modernes, moyen-
nant un nombre fini d’opérations qu’on peut limiter d’avance,p ermettront
sirement d’affirmer: ou bien qu'on posséde les éphémérides pour 10.000
années, avec 'approximation voulue, ou bien que, dans cette intervalle,
la distance de deux des astres est devenue moindre que le minimum

supposée i En un mot, I'état du systéme solaire sera calculé, pour

10.000 ans, avec l'exactitude exigée, & moins que, durant cette période,
notre systéme ne se soit invraisemblablement déformé: auquel cas, la
marche méme du calcul avertirait de cette déformation. Tel est le
degré de perfection et d'imperfection des procédés généraux de calcul
dont on dispose aujourd’hui.

Ces indications, si insuffisantes qu’elles soient, peuvent donner
(uelque idée du labeur colossal qu’ont accompli les analystes, au cours
du dernier siécle, dans le seul domaine des équations différentielles.



B. Vortréige in den allgemeinen Sitzungen: Painlevé. 99

Intégration formelle, intégration analytique, aussi parfaite que possible,
dans le champ complexe, intégration approchée dans le domaine réel,
telles sont les trois directions dans lesquelles se sont développées les
mathématiques. Au centre de toutes ces recherches, la théorie des
fonctions apparait comme jouant un réle directeur et prépondérant.
Il n'en faut pas conclure que ce rdle lui appartiendra toujours. Il
n'y a aucune absurdité & penser qu'elle sera jugée un jour de la méme
maniére dont nous jugeons, par exemple, l'ccuvre arithmétique de
GauB, cest-d-dire qu'elle apparaitra comme une des parties les plus
harmonieuses et les mieux construites de 1’édifice mathématique, mais
comme un monument du passé. Peut-étre possédera-t-on alors des
méthodes d'investigations plus puissantes et plus profondes, qui per-
mettront de s’attaquer hardiment aux équations différentielles, en ne
se souciant que du probleme réel gu'elles traduisent. Mais ces mé-

thodes fécondes et vivantes, c’est de la théorie des fonctions gu'elles
seront nées.



The Mathematical Theory of the Top considered historically.
Vortrag, gehalten in der 2. allgemeinen Sitzung am 11. August

von

A. G. GreexniLL aus London.
(Mit Demonstrationen.)

The historical order can be taken in two directions for giving a
summary account of the Mathematical Theory of the Top or Gyroscope.

If we adopt the present as our epoch of reckoning, we should
begin with a citation of the most modern work on the subject, as in-
corporated into the Theorie des Kreisels of Klein and Sommer-
feld, now in course of publication.

Proceeding backward from this point of departure against the
stream of time, we meet the name of Routh, Hess, Lottner, Jacobi,
Poisson, Lagrange, to cite a few only, until we reach Euler, and his
immediate precursor, Segner of Halle, whose Specimen theoriae
turbinum is the first work to give precision to our subject.

Receding further to the period of Newton, we cannot consider as
very successful his application of gyroscopic theory to the precession
of the equinox, in Book III of the Principia; although Newton’s
method in Maxwell’s hand proved useful for a discussion of Saturns rings.

Returning now at the top of the tide, we take the Specimen
theoriae turbinum, 1755, as the effective starting point; and I ven-
ture to suggest that it deserves to be reprinted in the series of Ost-
wald’s Klassiker der exakten Wissenschaften, as it is moreover
the first to discuss the principal axes of a body.

Theoria turbinum might be taken to mean — theory of tur-
bines — of which Segner was also the inventor; but turbo here
means the spinning top, and Segner’s attention was first drawn to the
subject by reading an article in the Gentleman's Magazine of 1754 on
Serson’s artificial horizon, a top with polished surface intended to
give a horizontal reflecting plane when the sea horizon was obscured.

'The invention was taken up by the English Admiralty, and Ser-
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son was sent on a voyage in 1744 to make a practical test; but his
ship the Victory was lost with all hands on the Casquets near Alder-
ney soon after the start.

A specimen of Serson’s top is preserved in the museum of Kings
College London; the idea has been revived of late years by the
French navigators, for which the Comptes rendus 1896 may be con-
sulted; it is claimed to give good results in skilful hands where an ordi-
nary observation would otherwise be impracticable.

Segner’s theory is developed in Euler’s Theoria motus cor-
porum rigidorum, 1765, in which the angles &, ¢, ¥ are introduced,
still employed in modern treatment.

But Euler discusses the motion of a top on a smooth horizontal
plane over which the point is free to wander, in which case the
motion is hyperelliptic.

If the reduction to the elliptic function is required the point must
be restrained to a fixed spot, as in a smooth cup in a model here,
which Dr. R. H. Weber will spin, in the Maxwell top, or in this
suspended wheel.

A desired gyroscopic motion can be realised by this apparatus;
and I beg to call attention to the simplicity of the construction: a
bicycle wheel, a brass stalk, a bicycle hub or pedal fastened in an iron
support bolted to a railway sleeper; material all ready to hand and
requiring little skill for adjustment.

No need for the lecturer to interrupt the course of his explanation
while spinning the wheel with a stick.

Perry says in his popular treatise on the Spinning Top, p. 69:
»1 believe there are few mathematical explanations of phenomena which
may not be given in qulte ordmary language to people who have an
ordinary amount of experience.”

To us the most familiar instance is the way in which Poinsot,
as Maxwell says ,brought Dynamics under the power of an Analysis
more searching than the Calculus, in which ideas take the place of
symbols and intelligible propositions supersede equations”.

I avail myself of the rare privilege of addressing a mathematical
andience to interpret Perry’s: ,ordinary amount of experience” as we
understand it, and to place before you in statements as few as possible
the essential theory of a top when the motion is expressible by the
elliptic function, the case where the body has uniaxial symmetry and
is free to move under gravity about a point in its axis.

I need not weary you with any demonstration, as you can carry
it out better and easier of yourself.
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Employ the usual notation for the physical constants: W the
weight in g, Wh the preponderance in g-cm, .4 and C in g-em? the
principal moments of inertia, equatorial and polar, at the fixed point O;
also ! the length of the equivalent simple
pendulum, so that 4 = Whl; and let n N
denote the mean angular velocity in the -
small conical motion and 7' seconds the

%
K]
i

period, when as shown in equation

Plan

2
(1) };=n,=%=PZ»9’

or Whg = An?, C
the quantity denoted by P in Klein-
Sommerfeld. ™~

If accurate physical measurement
was required, we could determine W
and Wh by a spring balance, and !
by swinging a plummet, in plane or
conical oscillation.

If the wheel is spun with rotation
R so that G'= CR, and given the ap-
propriate projection, the desired motion
is obtained, either undulating, cusped,
or looped.

Referring now to the diagram

I. The component angular momen-
tum (G') about the axis, represented by
the vector OC’, is constant in magnitude &
in consequence of the uniaxial symmetry,
but varies in direction.

II. The component angular mo-
mentum (G) about the vertical is con-
stant, because the axis of the impressed
couple of gravity is horizontal; represent
G by the fixed vector OC.

III. Then OK is the
component angular momentum
in the vertical plane COC’;
and if KH is the component
perpendicular to this plane,

as
(@) KH=AZ;,

-
(]

Elevation

’ T i
//////é/{://f///,//w )i,

CK=Asnd%, 00=¢,
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forming three rectangular components 0C’, C'K, KH of the resultant
vector O H.

Since
C'Ksin®=0C — 0C’ cos &

(3) A sin"«'}‘fl—utJ =G — G’ cos ¥,
a fundamental equation; and we notice that
ON = A(f;f—, and in a spherical top O M = A%‘;’-.

IV. The vector OH of resultant angular momentum thus describes
a curve in a horizontal plane through C, and the curve is a Poinsot
herpolhode. Here is the essential statement of Jacobi on the top,
that the motion is compounded of two Poinsot movements, the second
movement corresponding to an interchange of G and G’, and Euler’s
angles @ and .

V. The projection P on a horizontal plane of any point, such
as C’ fixed in the axis, describes a hodograph of the curve of H.

For the hodograph of H is traced out by the vector of the im-
pressed couple of gravity, and this vector is

. ; i . . . d .
4) Whg sin o7 _ i An? in pevi = 7: (0€7),

if 9, @ denote the polar coordinates of H in a horizontal plane with
C as origin.

This theorem of the hodograph is true generally for any un-
symmetrical top, but now the analytical difficulty is to discover the
curve of ge®’; so far a few isolated special cases only have been in-
vented by Kowalevski, Bobyleff, Jukovsky, Kolosoff, and other
Russian mathematicians. But in the symmetrical top

VI. ge® is the vector of a Poinsot herpolhode, and this fol-
lows immediately from the relation

OH? — 2 A (kinetic energy) = constant,
so that
(5) OH?=2AWhg(F — cos &)
where F is a third dynamical constant, G and G’ being the other two.
By geometry

’2 2 __ . ’ r2
(6) OK? cc*  o¢ 20C - 0C’'cos & - OC

~ sin®d gin® & ’

and the elimination of & between (5) and (6) gives OK, the perpen-
dicular on the tangent at H, in terms of OH, is a form characte-
ristic of a Poinsot herpolhode.
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Again, putting 44 Whg =1? OH is given in terms of OK by
OH* 0C-0C — KC- KC’
(7) - 3 — CO8 U = OK?

_0C-0C —y(OK*— 0C y(0K'— 0C"™)
OK?

VII. We see now that the stationary values of OK are OC’
and OC, and then KC’ or KC is zero; the polhode curve is then a
bit of a geodesic on the polhode cone, and the herpolhode in the
plane of CK or C'K has an inflexion, or else the tangent passes
through C’ or C, and the herpolhode has loops.

When the axis of the top describes a looped figure, a stationary
value of ¥ corresponds to an inflexion on the herpolhode of H; the
investigations of Hess and Desparre show that the rolling quadric
which generates the herpolhode must be the momental surface of a
body not restricted to ordinary matter of positive density throughout.

VIII. Since

KH*= 0H*— OK®
42 (30) = 2403 (F — cos 9) - T 2GF c0a® + &

sin? 9

(8) (g—co-gf) = 2n(F — cos &) (1 — cos? &) — ¢ 2GG;°w * G”,

a second fundamental equation which gives cos & as an elliptic func-
tion of the time; and this with equation (3) define the position of the
axis by Euler’s angles & and .

IX. With steady precessional motion %—3 =0, KH=0; and
Poinsot’s rolling quadric is of revolution, describing a circular her-

polhode, having a slight undulation with apsidal angle n: when

the axis of the top makes a small nutation; and there are % %ll_é\’

nutations for one revolution of the wheel, beating time with a pendu-
OM.ON

lam of length 4 - i b

In popular elementary explanation of gyroscopic action, with ra-
pid rotation about the axis OC’ and small deviating couple, as in
precession as treated by Poinsot himself (Connaissance des temps
1858) it is sufficient to take OH and OC’ as practically coincident,
so that the velocity of C’ is equal to the impressed couple.

But Poinsot’s rolling quadric in fop motion is now an attenuated
elongated figure, producing a herpolhode of circular appearance indeed,
but which on scrutiny may prove to be crinkled or looped; Klein calls
this tremulous motion the pseudo-regular precession.
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X. Kirchhoff’s Kinetic Analogue of the top with a bent and
twisted wire shown in this model amounts to saying that — the hodo-
graph of a point moving along the wire with constant velocity is a
spherical curve, such as described by a point on the axis of a sym:
metrical top, or by a ball rolling on a spherical surface; and the plan
of the elastica is the curve of H. )

In the analogue with a top spinning upright we meet the con-
dition required for the stability of the shaft of a screw steamer.

There is another kinetic analogue if we ignore gravity, in this
revolving chain; we may call it Clebsch’s Analogue (Crelle, 57) but
here the axial distance is proportional to the time, and not the arcua,l
distance, as in Kirchhoff’s elastica.

XI. The analytical question is reduced now to the discussion of
the Poinsot herpolhode, and this we know can be expressed by
9) e =a —-—&O:M(gtv) exp (z"g— - zsv)u,
where u grows uniformly with the time, and we must put

w=mt+ K'i, while v=K+ K",
where m and [ are real numbers.

Thus when qualified by a certain exponential function of the time,
ee® is a Lamé function of the 1* order, and sin #¢¥¢ is composed of
Lamé functions of the 1* and 2¢ order, reducing to one of the 2¢ order
only in the case of the Spherical Pendulum, as shown by Hermite in
the Comptes rendus, 1877—82.

If we ‘are concerned with the motion of the axis only of the top,
defined by & and v, the solution in complete; the angle ¥ is shown
in this model by the revolution of the wire on the bicycle axle, and
# is the inclination of the stalk to the vertical.

XII. But the third Eulerian angle ¢ introduces the second
Poinsot motion, with its elliptic parameter v'= K 4 f'K’¢; and now
Klein’s functions «, 8, 9, 0 give a symmetrical and complete solution,
being Lamé functions of the 1% order with parameter

(10) n=%@+v)=K+3({f+f)K7,
=tC—-v)=  F(F-MK5
v +v=0, v, — 0, =1,

v, and v, corresponding to the pole & = 0 and & = =, the highest and
lowest position of the top.

These parameters v and v, or v, and v, with the modulus & will
specify the motion completely; they have been called the analytical
constants of a state of motion.
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The hodograph relation
(11) (gea") = iAn*sin Be?' = 2Anaf

is now seen to be the dynamical interpretation of the analytical result
in Halphen’s Fonctions elliptiques I p. 230:
o (U o (% o

(11 Ao o] ) et

In an article published recently in the American Annals of Mathe-
matics I have tried to illustrate the subject by the choice of simple
cases where the motion becomes algebraical except for one exponential
function of the time, and this again can be cancelled by the choice
of a disposable constant. To effect these conditions we choose an el-
liptic parameter v a simple aliquot u'® part of a period, so that f is
a simple rational fraction; in this case where wv is congruent to a

half-period,
809
(13) Toure )

is a rational algebraical function of the elliptic functions of u; and
the herpolhode vector of H is an algebraical function, qualified by an
exponential function of the time.

It is Abel’s quotient then of two theta functions, #u and & (u+ v),
with constant phase difference v, which is required in dynamical appli-
cations, and not the thetafunction 9u by itself.

When the phase difference v is a half-period we obtain the elliptic
function; and when v is any other rational fraction of a period, the
quotient becomes an algebraical function of the elliptic functions of u; a
collection of the simplest results will be found in the Philosophical
Transactions. London 1904.

I will be so bold as to offer an heretical opinion in the presence
too of Dr. Konigsberger, Krause, Krazer, and other authorities
on the subject, that the thetafunction by itself is not the expression
of any important physical law; and to begin elliptic function theory
with the theta-function, the great invention of Jacobi or rather of
Gauss as now appears, although the order which commends itself to
the analyst, is deterrent to a student of Natural Philosophy.

The simple case of bisection, f =4, will serve for a type; the
present company will prefer to carry on a generalisation unaided.

Here in a diagram of motion which has been made algebraical,
and the curve of H is shown generated by rolling motion as a Poinsot
herpolhode; the apparatus is rather crude by comparison with that
constructed by Schilling of Halle.
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The second Poinsot movement is generated by the same polhode
curve, rolling on a plane at a new distance, and now we can see the
looped figure associated with the undulating curve of H in the first
movement.

Darboux’s representation of the top motion by a deformable hyper-
boloid is shown in this apparatus; the motion is specified here by
what may be called the geometrical constants.

Various intermediate states of the deformation are shown in the
plane COC’ by the diagrams on the wall drawn by Mr. Hadcock,
giving the geometrical interpretation of Darboux’s relations of the two
associated Poinsot movements.

The mathematical models designed by Buka and Wiener can be
constructed I hope to represent this special case in a more durable
manner.

If no rotation is given to the wheel, the axis moves like a Sphe-
rical Pendulum.

It will be noticed however that the wheel acquires an angular
displacement proportional to the conical angle swept out by the axis,
revealed by the gradual revolution of the chalkmark.

The jerky motion in the vertical position is due to the hyper-
elliptic influence of the stalk, which we have ignored in our elliptic
function treatment.

As the axis of the gyroscope wheel is restricted to keep below
the level of the centre, we have here another bicycle wheel which we
spin by hand in a small cup, to imitate the motion of the toy spinning
top, or the Maxwell top.

By loading this wheel with an iron bar, we convert it into a
simple and effective pendulum for plane oscillation, and it can be made
to beat time with a pendulum of assigned length by changing the in-
clination of the axis.

In this way we construct a mechanical illustration of the results
of Complex Multiplication given by our President Professor Weber in
his Elliptic Functions.

Thus for instance holding the axis horizontal and letting the
wheel swing through 300°, from I to XI o’clock, the period is the
same as when it swings through 60°, from V to VII, if of threefold
length, or if the axis is held at an angle of one in three to the ver-
tical, the slope of the face of a regular tetrahedron.

And so on for the other results of Complex Multiplication.

The mention of practical application is I hope repellent no longer
to a mathematical audience; so besides the artificial horizon of Serson
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cited already, and the precession of the equinox, we may instance the
centrifugal separator, Schlick’s gyroscope to mitigate the rolling of a
ship, in which the electric-light dynamos can assist, and the attempt
made to control the swinging cabin of the Bessemer ship.

But when we try to utilise its directive power, the gyroscope
behaves like the Irish pig described by Perry, who could not be per-
suaded to go to Cork unless his master pretended to drive the pig
home; or rather as the crab who will go the road you wish by pushing
him sideways; and so too the gyroscope.

The gyroscope will not exercise his directive power in steering a
torpedo, or as the brain of Maxim’s flying machine except when mo-
ving a very light relay: resembling Maxwell’s intelligent demon, which
by the expenditure of an infinitesimal amount of energy in moving a
trap door is capable of upsetting the second law of thermodynamies.

I will conclude with another quotation of Maxwell ,,To those who
study the progress of exact science, the common spinning top is a
symbol of the labours and perplexities of men who had threaded suc-
cessfully the mazes of planetary motion. The mathematician of the
last (XVIIL) century, searching through nature for problems worthy
of his analysis, found in the toy of youth ample occupation for the
highest mathematical powers.”



La Geometria d’' oggidi e i suoi legami coll' Analisi.

Vortrag, gehalten in der 3. allgemeinen Sitzung am 13. August
von

C. SEGrE aus Turin.

Voi conoscete il volumetto che 1’ Universita di Kolozsvar ha publi-
cato due anni sono, pel centenario dalla nascita di Giovanni Bolyai*)
Ne sono parte precipua una memoria di L. Schlesinger sulle appli-
cazioni della geometria assoluta alla teoria delle funzioni di variabile
complessa, ed un’ altra di P. Stéckel sulla meccanica analitica in rela-
zione colle varietd di pid dimensioni.**) Cosi alla glorificazione del
grande geometra ungherese prendevano parte 1’ Analisi e la Meccanica!

A me parve di vedere in ¢id un nuovo indizio dei sentimenti fra-
terni che vanno sempre pitd legando fra loro i vari rami della Mate-
matica!

Per quel che riguarda la Meccanica, non occorre che io dica quanta
parte abbia e debba avere in essa la Geometria! Solo mi permetterd
di ricordarvi, a proposito della Geometria moderna, una rappresen-
tazione, di grande importanza suggestiva, a cui ormai, dopo 1’ esempio
dato da Hertz, tutti i cultori della Meccanica ricorrono liberamente.
Voglio dire la rappresentazione di un sistema mobile con = gradi di
liberta per mezzo di un punto dello spazio ad » o a 2% dimensioni.

Indicando la forza viva con Z—:;‘ , il problema del moto equivale a quello

geometrico delle geodetiche di uno spazio ad » dimensioni, in cui ds
sia l'elemento lineare!

Quanto ai legami che stringono la Geometria e 1' Analisi, si pud
dire che essi derivano principalmente da cid che in molta parte gli
oggetti di cui esse si occupano sono gli stessi, almeno in un

*) Joannis Bolyai in memoriam.
** V. anche Stickel, Bericht iiber die Mechanik mehrfacher
Mannigfaltigkeiten, Jahresh. d. Deutschen Math.-Verein. 12, 1903, p. 469.
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senso astratto! Dicendo cosi, io non alludo soltanto a quei campi che
tutti riconoscono esser comuni alle due scienze: come, ad esempio, la
teoria dei gruppi e quella degli aggregati (ensembles, Mengen). Io
penso ad un’ identitdi molto pia larga, che solo & nascosta in parte
dalla differenza dei nomi. Cosi quello che 1’ analista chiama una fun-
zione y = f (), il geometra considera come curva y = f(z), o come
corrispondenza fra il punto z e il punto y. Cio che I’ analista chiama
equazione differenziale sara pel geometra una certa varieti di
elementi nel senso di Sophus Lie. E i gruppi di trasformazioni
lineari usati nello studio delle funzioni automorfe da Poincaré e Klein,
e poi dai loro successori, si posson considerare come particolari gruppi
di movimenti non-euclidei. Persino il concetto primitivo di punto
si pud riguardare come comune alla Geometria ed all’ Analisi: poiche
in molta parte della Geometria d’ oggidi i punti si posson concepire
in modo puramente numerico, come si fa, ad esempio, nella teoria degli
aggregati o in quella delle funzioni!

La differenza fra Geometria ed Analisi consiste invece, talvolta nei
problemi che esse pongono, pilt spesso nei metodi con cui esse li
trattano. Ed & appunto collo scambiarsi fra loro i problemi, e col
prestarsi reciprocamente 1’ ajuto dei rispettivi metodi, che le due scienze
sorelle rendono 1’ una all’ altra servizi immensi!

L’ identita che ho accennato fra gli oggetti della Geometria moderna
e quelli dell’ Analisi si collega ad un carattere spiccatissimo che la
Geometria ¢ andata acquistando sempre pit. Questo carattere, da cui
son derivati i maggiori progressi di quella scienza, & la grande gene-
ralita ed astrazione nei concetti e nelle proposizioni.

A prova di cid non occorre che io ricordi l'estensione che &’ & fatta
coll’ aggiungere agli elementi geometrici reali quelli imaginari, ne 1’ altra
che accanto alle linee e superficie pose i sistemi comunque infiniti di
linee o superficie, i connessi, e cosi via. E nemmeno occorre che io
vi parli della geometria degli spazi a pill dimensioni, nella quale tanto
si & lavorato nell’ ultimo ventennio, e che tanto ha contribuito ad
ampliare il campo d’ azione dei matematici! Ma scendendo invece dalle
vette della scienza alle sue basi, noi vediamo che appunto la detta astra-
zione si trova nei pid recenti lavori sui fondamenti della geome-
tria di Peano, Veronese, Pieri, come in quelli di Hilbert e della
sua scuola. In fatti essi svolgono la geometria in modo esclusivamente
deduttivo, senz’ alcun ricorso all’ intuizione spaziale (riumliche An-
schauung): cosicché le parole punto, retta, movimento, ecc. non
esigono pid I’ interpretazione consueta, ma possono riceverne parecchie,
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diverse fra loro, di qualsiasi natura, per esempio puramente aritmetiche,
purche soddisfacciano al sistema di postulati o definizioni che furon
poste. In questo modo, accanto alle due geometrie non-euclidee di
qualche tempo addietro, son divenute possibili in questi ultimi anni
tutta una serie numerosa di nuove geometrie!

Questa moltiplicita d’ interpretazioni per gli elementi geometrici,
che incontriamo tanto nel moderno indirizzo di studio dei fondamenti,
quanto in un modo ben noto di concepire gli spazi a pidt dimensioni,
presenta grande utilitd. Grazie ad essa ogni risultato si traduce in
infiniti nuovi risultati, immediatamente! Qualcosa di simile si ha nella
meccanica moderna, quando si parla di problemi dinamici equivalenti,
sebbene si riferiscano a sistemi molto diversi.

Alcuni hanno obiettato, anche ultimamente*), che, quando gli enti
geometrici vengono concepiti in modo cosi astratto, oppure quando
vengon trattati solo con metodo logico-deduttivo, senza ricorrere alle
figure, alla intuizione spaziale, non si fa pid vera geometria!
Possiamo dire, o Signori, che questa & solo una quistione di parole!
Ma si pud anche dire che ampliarsi della Geometria ha fatto passare
I’ intuizione spaziale, che una volta era per essa un elemento indi-
spensabile, in seconda linea. Chi mai pud concepire nella sua mente
un connesso, oppure lo spazio di punti imaginari che Staudt ha
studiato sinteticamente? Cosi !’ intuizione spaziale ha cessato di essere
necessaria. E ci0 invece che caratterizza la Geometria d’ oggidi &,
come gia accennavo, la forma dei suoi problemi o dei suoi ragiona-
menti!*%¥)

E a proposito dei metodi geometrici, permettetemi che io vi dica
anche il mio pensiero intorno ad un’ accusa che a loro vien fatta tal-
volta: cioe di poco rigore. Gia nel congresso internazionale di
Parigi Hilbert aveva protestato energicamente contro I’ opinione che
solo I’ Analisi, e non la Geometria, sia suscettibile di una trattazione
pienamente rigorosa.**¥) E in fatti: perché non dovebbero esser rigo-

*) V. ad esempio E. B. Wilson, The so-called Foundations of Geo-
metry, Archiv d. Math. u. Phys. (8) 6, 1903, p. 104. — Del resto questo articolo
ha pienamente ragione, quando raccomanda di guardarsi dalle esagerazioni, dalle
manie.

*#) Cfr. anche il mio artic® Su alcuni indirizzi nelle investigazioni
geometriche, Rivista di mat. I, 1891; ristampato ora in inglese nel Bull. Amer.
Math. Society (2) 10, 1904. — Veggasi pure E. Study, Geometrie der Dynamen,
Leipzig 1903, ove, a pag. 271, sono esposte delle idee che si accordano piena-
mente colle mie.

**% D. Hilbert, Mathematische Probleme, Gottinger Nachr. 1900.
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rosi quei ragionamenti geometrici i quali fossero svolti a fil di logica?
Il dubbio potrebbe aversi solo per quegli altri casi in cui insieme al
ragionamento puro si adopera anche la intuizione geometrica: .per
esempio nelle ricerche pid comuni di Analysis situs o topologia.
Ma, come ho detto prima, questo accade solo in una piccola parte
della Geometria moderna! E fra parentesi ricorderd che, secondo rile-
vava ultimamente Osgood¥), anche nella odierna teoria delle funzioni
di una variabile complessa vi sono dei teoremi, la cui dimostrazione
non & stata finora liberata dall’ uso della intuizione geometrica! D’altra
parte bisogna pur avvertire che gia s’ cominciato a mettere sotto forma
matematicamente esatta aleuni concetti e proposizioni dell’ Analysis
situs: ad esempio in recenti lavori di Schoenflies, Osgood ed altri.

In generale si pud dire che i geometri aspirano oggidi al rigore
quanto gli analisti! E vero che gli strumenti di cui essi si servono
talvolta non furon creati perfetti: come perfetti non erano i procedi-
menti usati dagli analisti un secolo fa! Ma si deve tener presente che
alla Gieometria, forse pit che all’ Analisi, occorre lasciar libera anzi-
tutto la fantasia che guida alla scoperta: mentre & opera posteriore lo
stabilire il tutto in modo rigoroso! KEd i geometri mirano a perfezio-
nare i loro metodi, ricorrendo volontieri all’ esempio ed all’ ajuto dell’
Analisi. Cosi dalle ricerche analitiche di Puiseux si & dedotto il con-
cetto geometrico esatto di ramo o ciclo di curva algebrica. Grazie
ad esso Cayley, Smith, Halphen, Noether, Zeuthen, ecc. han
potuto dare una teoria pienamente rigorosa delle singolaritd superiori
delle curve piane; il teorema sul numero delle intersezioni di tali curve
ha acquistato, col fissare la moltiplicita di ogni intersezione, un signi-
ficato geometrico pienamente soddisfacente. Con cid & stata avviata la
trattazione rigorosa delle questioni relative alla moltiplicita delle
soluzioni dei problemi geometrici Ma una tale trattazione sari com-
piuta solo quando saran compiute le ricerche analoghe per le inter-
sezioni delle varietad algebriche a pil dimensioni.

La stessa cosa accadra per tutti i metodi della Geometria nume-
rativa, poiche in sostanza tutti si riducono a problemi d’ intersezioni
di varieta algebriche! Cosi le critiche mosse anche ultimamente*¥)
a quello che Schubert ha chiamato Princip von der Erhaltung

*) W.F. Osgood, On a Gap in the ordinary Presentation of Weier-
strass’ Theory of Functions, Bull. Amer. Math. Soc. (2) 10, 1904, p. 294.

**¥) V. la nota a pag. 378 della citata Geometrie der Dynamen dello
Study; e G. Kohn, Uber das Prinzip von der Erhaltung der Anzahl,
Archiv d. Math. u. Phys. (3) 4, 1903, p. 312.
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der Anzahl potranno essere eliminate.*) TUn mio discepolo, il Giam-
belli, da me spinto a studiar la questione, mi disse di esser riuscito
a fissare delle grandi classi di problemi per le quali vale quel prin-
cipio di Schubert, ed altre per cui esso va modificato in un modo
ben determinato. In base a queste ricerche tutti i numerosi risultati
ottenuti dallo Schubert e da altri, anche in questi ultimi anni, per
mezzo di quel principio, sarebbero pienamente giustificati! Notero di
passaggio che fra i recenti risultati di geometria numerativa ve ne
sono di molto importanti relativi agl’ iperspazi. Essi son dovuti prin-
cipalmente allo stesso Schubert ed a vari geometri italiani, a partire
dal Castelnuovo fino al Giambelli E si riferiscono: gli uni al
numero degli spazi che verificano date condizioni, in particolare quella
di secare in dati modi pid spazi dati, od anche una curva o varieta
data; gli altri invece a numeri di quadriche o di reciprocita, e cosi via.

Fra questi risultati ve ne sono che hanno uno speciale interesse
per I Algebra. E molti problemi difficilissimi dell’ Algebra relativi
-alla determinazione di numeri posson risolversi facilmente colla Geo-
metria numerativa! D’ altra parte, come giad accennai, questa deve
ricorrere all’ Algebra per la dimostrazione dei suoi principi, per la
trattazione rigorosa delle varieta algebriche e delle loro intersezioni.
Una tale trattazione s’ & gia cominciato a fare seguendo i concetti di
Kronecker ed altri. Cosi Hilbert in un lavoro fondamentale**) ha
trovato la forma di quella che egli ha chiamato funzione caratte-
ristica di un modulo, e che di la postulazione di una varietd
algebrica qualunque per forme di un ordine abbastanta elevato. E dopo
di Hilbert altri han tentato di risolvere pid completamente il pro-
blema della postulazione in certi determinati casi; oppure, come nelle
numerose ricerche sul teorema di Noether Af + Bg, si sono occupati
della rappresentazione di una varietd algebrica come costituente un
modulo. Ma il campo amplissimo & tuttora aperto, e degno di pro-
fonde ricerche!

Signori, vi @ una moda in Geometria come dovunque! Ma la
moda di cui ora io voglio parlarvi rappresenta un grande progresso!
Prima vi avevo detto dell’ astrazione che ha acquistato la Geometria
colla grande estensione data al sistema degli enti da studiare. Orbene

*) E notevole che nel Lehrbuch der Algebra di H. Weber (I. Bd,,
1. Aufl,, 1895, p. 163) si ricorre appunto a quel principio, per dimostrare il teo-
rema di Bézout nel caso di 3 o pili equazioni con altrettante incognite.
**) Uber die Theorie der algebraischen Formen, Math. Annalen 36,
1890, p. 473.
Verh. d. ITI. Internat. Mathem.-Kongr. Heidelberg .904. 8



114 II. Teil: Wissenschaftliche Vortriige.

I’ agtrazione &’ & compiuta anche in un altro modo: ciog coll' amplia-
mento del gruppo di trasformazioni, che, nel senso di Klein, si
pone a base dello studio. Una volta il gruppo di trasformazioni, che
si sottintendeva come fondamentale, era quello della Geometria elemen-
tare. Poi, dopo Poncelet, i geometri s’ erano abituati al punto di
vista projettivo, e questo era ordinariamente sottinteso. Ai nostri giorni
invece si tende a preferire un gruppo fondamentale ancora pid ampio:
il gruppo delle trasformazioni birazionali!

Con ci0 non intendo certo dire che siano scarsi attualmente i la-
vori nell’ indirizzo projettivo! Cosi poc’ anzi alludevo a ricerche pro-
jettive essenziali sulle varietd algebriche a pilt dimensioni. Inoltre si
sa bene che le proposizioni d’indirizzo birazionale si mutano, con un
semplice artifizio, in proposizioni projettive. E nemmeno mancano la-
vori @ indole metrica, come tutti sanno! K certo perd che sono state
rare in questi ultimi tempi le ricerche un po’ generali, nell' indirizzo
projettivo, sulle curve piane o superficie algebriche, -sui complessi di
rette, ece., le quali fiorivano invece anni somo. Cido & forse dovuto in
parte alla complicazione che 8’ incontrerebbe nel proseguirle. In pari
tempo & andata un po’ gid di moda la corrispondente teoria analitica,
cioe la teoria degl’ invarianti delle forme algebriche; sebbene essa sia
stata, per cosi dire, rinfrescata da nuovi metodi e posta in nuova luce
dalla teoria dei gruppi di Sophus Lie. Invece I’ indirizzo che Rie-
mann ha tracciato per lo studio delle funzioni algebriche di una varia-
bile e dei loro integrali, cioé quello rivolto alle proprieti che non
mutano per trasformazioni birazionali delle variabili, pud dirsi il trion-
fatore nelle ricerche algebrico-geometriche d’ oggidi!

A ci0 contribui moltissimo la teoria generale delle trasformazioni
birazionali del piano e dello spazio: merito speciale del Cremona, di
cui noi tutti da un anno rimpiangiamo la perdita! Da essa in fatti
derivd il concetto di proprieta invariabili per, trasformazioni Cremo-
niane: applicato ad esempio dal Bertini alle involuzioni del piano.

Ma un’ influenza anche maggiore sul trionfo odierno delle pro-
prieta degli enti algebrici, che non mutano per trasformazioni birazio-
nali degli enti stessi, ebbe la Memoria del 1873 di Brill e Noether:
Uber die algebraischen Funktionen und ihre Anwendung in
der Geometrie.*¥) Kssa non ha solo contribuito — come gia prima
Clebsch e Gordan — a far conoscere quell’ indirizzo di Riemann.
Col sostituire alle funzioni algebriche le serie lineari di gruppi di
punti sopra una curva algebrica, essa ha anche dato ai teoremi noti

*) Math. Ann. 7, p. 269.
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e .ad altri, nuovi e fondamentali, una tal forma geometrica da prestarsi
immediatamente alle applicazioni. L’ influenza di quella Memoria sulla
Geometria attuale & stata immensa! Ne derivarono direttamente le
ricerche moderne sulle curve algebriche sghembe ed iperspaziali, quelle
sui sistemi lineari di curve piane, ed altre ancora. Tutta una scuola
di geometri italiani riconosce nella Memoria di Brill e Noether il
suo punto di partenza!

Pia fecondi ancora divennero quei concetti, quando, per opera
appunto di questa scuola, essi acquistarono un carattere pid astratto e
pit generale, venendo riferiti a curve iperspaziali, e specialmente intro-
ducendosi metodicamente I’ importante nozione di somma di due serie
lineari (corrispondente a quella di prodotto nel campo di razionalitd
definito da un irrazionale algebrico). Con questi strumenti Castel-
nuovo ha ottenuto nuovi risultati notevolissimi sulle curve algebriche,
per esempio riguardo alla questione che ho gia citata della postu-
lazione. Piu notevole ancora & il modo come quella teoria ha potuto
applicarsi, od estendersi per analogia, nella geometria delle superficie!

Mentre in Francia il Picard studiava le superficie algebriche per
via trascendente, svolgeva cioé la teoria degl’ integrali doppi e degl’
integrali di differenziali totali delle funzioni algebriche di due variabili,
e I’ Humbert si occupava con successo delle cosi dette superficie
iperellitiche, in Italia, dal 1893 in poi, Enriques e Castelnuovo
presero a costruire geometricamente la teoria dei sistemi lineari di
curve sopra una superficie algebrica. HEssi applicarono i concetti della
geometria sopra una curva ed i concetti analoghi relativi ad una super-
ficie, per esempio quelli di somma e differenza di due sistemi lineari,
da cui poi si passa a quello di sistema aggiunto di un sistema dato;
e nello stesso tempo si valsero, approfondendole ulteriormente, delle
importanti proposizioni che gia il Noether aveva ottenuto in questo
campo. Cosi riuscirono a stabilire una lunga serie di nuovi risultati
veramente brillanti. Citerd, solo come esempi, la dimostrazione della
razionality di tutte le involuzioni piane; lo studio di nuovi caratteri di
una superficie, invariabili per trasformazioni birazionali; le condizioni
perché una superficie sia razionale, oppure sia riferibile ad una rigata;
la possibilitd di eliminare da una superficie le cosi dette curve ecce-
zionali, se la superficie non & riferibile ad una rigata.*) Nel trattato
in cui il Picard, coadiuvato dal Simart, va esponendo la Théorie

*) V. Castelnuovo-Enriques: Sopra alcune questioni fondamen-
tali nella teoria delle superficie algebriche, Annali di matematica (3) 6,
1901, pag. 165. Ivi son citati anche i lavori precedenti.
8‘
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des fonctions algébriques de deux variables indépendantes®),
accanto alle sue proprie ricerche analitiche egli ha pur fatto posto ad
una parte di quelle geometriche di Castelnuovo ed Enriques.

La geometria sopra una superficie si applica — non occorre dirlo —
a varietd algebriche doppiamente infinite qualunque. Cosi il Fano se
n’ & servito mnello studio delle congruenze di rette. Ed altri gio-
vani si sono ora messi a coltivarla, tra cui De Franchis e Severi.
Fra le tante questioni a cui tendono le ricerche attuali citerd la se-
guente, di grande importanza: & possibile fissare sopra una data super-
ficie algebrica un numero finito di sistemi continui di curve, si che
ogni altra curva algebrica possa dedursi da quelle colle operazioni
di addizione e sottrazione? Finora essa era stata risolta affermativa-
mente solo per certe classi di superficie.**) Il Severi ritiene di posse-
derne la soluzione per qualunque superficie, ma ancora non I’ ha publi-
cata. Teoremi siffatti hanno un’ alta importanza si geometrica che
algebrica. Essi permettono di definire per le curve giacenti su una
data superficie certi caratteri, grazie a cui molte proprietd delle curve
stesse, per esempio il numero delle loro mutue intersezionmi, risultino
determinate.

Alla geometria delle trasformazioni birazionali appartiene anche lo
studio delle corrispondenze algebriche su una data varieta. Voi sapete,
o Signori, che Hurwitz, per mezzo degl’ integrali Abeliani e delle
funzioni @, & riuscito a trattare in modo completo le corrispondenze
algebriche fra i punti di una data curva algebrica: in particolare le
corrispondenze birazionali. Quanto alle corrispondenze sulle superficie
algebriche, si hanno solo pochi risultati speciali, di Picard, Castel-
nuovo-Enriques e Painlevé, intorno alle superficie che ammettono
una serie continua di trasformazioni birazionali.

Invece per quel che riguarda i gruppi di trasformazioni bira-
zionali del piano, essi sono stati determinati completamente: quelli
&’ ordine finito da Kantor e Wiman, quelli continui da Enriques.
Enriques e Fano hanno poi determinato anche i gruppi continui
birazionali dello spazio. In queste ricerche i metodi geometrici hanno
servito ben pidt che quelli analitici. Del resto tutti sanno quanto il
grande creatore della teoria dei gruppi continui, Sophus Lie, si. sia
valso dei metodi geometrici nella sua costruzione; e come, ad esempio,

*) Paris, t. I, 1897; t. II, 1900, 1904.

#) Cosi il Picard (Théorie t. II, pag. 246—47) ha un teorema analitico,
che risolve la questione per quelle superficie i cui integrali di differenziali totali
si riducono a combinazioni algebrico-logaritmiche.
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il problema della struttura dei gruppi continui finiti si riduca a stu-
diare la intersezione di certe varietd lineari e quadratiche!

La teoria dei gruppi, sia quella di Galois, sia quella di Lie,
si presenta spesso nelle ricerche geometriche dei nostri tempi. E vi
gono sicuri indizi che la sua influenza sulla Geometria & destinata
a crescere!

Le varieta di enti che si considerano ordinariamente in Geometria
sono analifiche, od in particolare algebriche: definibili cioe con
legami analitici od algebrici fra le coordinate complesse dei loro ele-
menti. Ma, seguendo la tendenza ad ampliare il campo geometrico, si
possono anche studiare delle varietd piu generali: ottenute cioé con-
siderando staccatamente, come variabili indipendenti, le due componenti
reali di ogni coordinata complessa; e ponendo dei legami fra le varie
coppie di componenti reali. Se questi legami sono algebrici, si hanno
le cosi dette varieta iperalgebriche, intorno a cui io ho publicato
verso il 1890 alcune ricerche.*) Fra esse vi sono le imagini geome-
triche di quelle forme gquadratiche di Hermite a variabili complesse
coniugate, che si son presentate tanto spesso in questi anni, collegan-
_dosi ai gruppi di sostituzioni lineari ed alle funzioni automorfe. Cosi
le forme di Hermite nel campo quaternario rappresentano delle corri-
spondenze fra punti e piani molto analoghe alla polarita rispetto ad
una quadrica. Considerandole sotto questo aspetto geometrico, varie
questioni su quelle forme, per esempio sulle loro espressioni canoniche,
sulle loro trasformazioni lineari in sé stesse, ecc., riescono notevolmente
semplificate.

Fra le varieta iperalgebriche si trovan pure quelle composte dei
punti reali di una varieta algebrica. Cosi dalla geometria degli enti
complessi passiamo a quella degli enti reali!

Le funzioni di variabili complesse han fatto trascurare per qualche
tempo le funzioni di variabili reali, sebbene queste sian pit impor-
tanti di quelle! Ora, o Signori, lo stesso fatto & accaduto in Geome-
tria! Sono pochi gli scienziati che si occupano delle questioni di
realita, o forma, o topologia; quantunque esse costituiscano un campo
cosi degno di essere coltivato!

Quanto all'’ Analysis situs, dopo i noti lavori di W. Dyck e
quelli del Picard, si sono avute, anche ultimamente, parecchie ricerche
originali del Poincaré su problemi molto generali.

Intorno alla forma delle superficie algebriche non si & pidt avuto

#) Atti Accad. Torino t' 25 e 26, quattro Note; e Math. Ann. 40.
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nulla di essenziale dopo ci0 che ha fatto il Rohn per le superficie
del 4° ordine. Invece sulla forma delle curve algebriche Hilbert¥)
ha risolto alcune questioni: per esempio sui rami pari di curve piane
che possono stare I' uno dentro I’ altro, e sulle curve sghembe di dato
ordine col massimo numero di rami. Klein*¥) ha studiato le que-
stioni di realith per le forme di contatto (Beriihrungsformen) della
curva canonica reale di- genere dato (Normalkurve der @), in base
alla distinzione da lui fatta delle superficie simmetriche di Riemann
in specie. E qualche altra ricerca & stata fatta da F. Meyer ed altri.

Alcuni scienziati, come H. Brunn e pid ancora A. Kneser*#*#¥),
han tentato di studiare la forma delle curve reali senza porre la con-
dizione dell’ algebricita, solo ammettendo qualche condizione di conti-
nuitd. I risultati pit notevoli in questa direzione furon ottenuti nel
1899 da C. Juelf), specialmente profittando del fatto che in determi-
nati casi una corrispondenza reale d’ indici p, ¢ ha sempre p + ¢ coin-
cidenze reali.

Infine anche nella trattazione delle curve definite da equazioni
differenziali si & discussa la forma delle curve. Citerd fra i moderni,
oltre alle note ricerche di Poincaré e Picard, ed a quelle speciali
di Hadamard relative alle trajettorie ed alle geodetiche di una data.
superficie, una tesi del 1903 di H. Dulac.§) E notevole che, per aver
la forma delle curve integrali.di un’ equazione differenziale di 1° ordine
in prossimitd di un punto singolare, si pud ricorrere ad un procedi-
mente del tutto analogo a quello che si usa pei rami reali di una
curva algebrica uscenti da un punto singolare.

Dalla geometria complessa ero passato a quella reale. Ma debbo
pure avvertire che I’ astrazione, che ripetutamente ho messo in evi-
denza come un carattere della Geometria moderna, ha avuto anche
I’ effetto di moltiplicare, per cosi dire, le geometrie complesse.

Da un lato si pud avere I’ opportuniti di considerare certi enti
geometrici come punti di nuova natura, aventi per coordinate numeri
complessi di specie superiore. Cosi nello studio delle varieta iper-

* Uber die reellen Ziige algebraischer Curven, Math. Ann. 38,
1891, p. 115,
**) ber Realititsverhiltnisse bei der Normalcurve der g, Math.
Ann. 42, 1893, p. 1.
*+%) Math. Ann. 31, 34, 41.
4) Introduction & 1’ étude des courbes graphiques, Mém. Acad.
Danemark, Kjobenhavn 1899.
t) Recherches sur les points singuliers des équations diffé-
rentielles, Paris 1903.
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algebriche, fin nei problemi piu semplici che nascono dalla considera-
zione dei rami reali di una curva algebrica, si son presentati sponta-
neamente dei punti bicomplessi.¥)

D’ altra parte, come strumenti di ricerca, si sa bene, fin dai lavori
di Grassmann e di Hamilton, che varie sorte di numeri complessi
posson servire utilmente in Geometria. Cesi con tali numeri si son
rappresentati analiticamente i movimenti, e poi anche i gruppi lineari
omogenei, ecc. In questi ultimi anni, seguendo un antico accenno di
Clifford, si son considerati in particolare i tre sistemi di numeri
complessi a due unitd @ + be, in cui il quadrato dell’ unita & vale
—1, 4+ 1, 0. Essi rappresentano in un certo senso le tre geometrie
iperbolica, ellittica, parabolica. Quelli con & =0 ebbero applicazioni
importanti, specialmente nella geometria della retta, da vari scienziati:
Study, Kotjelnikoff, Seiliger, Johannes Petersen.**) Nella
Geometrie der Dynamen dello Study ne & fatto ampio uso. Assu-
mendo tre di questi numeri come coordinate omogenee di una retta
nello spazio, la geometria metrica delle rette e dei complessi lineari
o dinami acquista una singolare semplicita ed eleganza! E notevole
che questa geometria metrica viene a differire da quella ordinaria per
quel che riguarda gli elementi all’ infinito. Volendo render chiuso il
continuo formato dalle oo* rette proprie dello spazio, lo si pud com-
pletare aggiungendo non le ordinarie rette all’ infinito ma gli ordinari
punti all’ infinito!**¥)

Non & improhabile che anche altre specie particolari di numeri
complessi vengano a rendere importanti servizi alla Geometria!

Anche una limitazione del corpo dei numeri adoperati in Geome-
tria sembra destinata ad un avvenire! La teoria aritmetica delle forme
nel campo dei numeri interi equivale ad una geometria del reticolo
(Zahlengitter) costituito dai punti colle coordinate intere. Di cio
ha fatto notevoli applicazioni ad es® H. Minkowski nella sua ,Geo-
metrie der Zahlen“{) e altrove. Similmente Poincaré in una
memoria del 1901 ,Sur les propriétés arithmétiques des courbes
algébriques“+f) ha cominciato a considerare le curve piane alge-
briche a coefficienti razionali, dal punto di vista del gruppo di quelle

* V. il mio lavoro gia citato dei Math. Ann. 40.
**) V. le citazioni a pag. 207—8 del libro di Study. — I1 nome Petersen
¢ stato poi mutato in Hjelmslev.
*+*) V. anche Study, Ein neuer Zweig der Geometrie, Jahrb. der
Deutschen Math.-Verein. 11, 1902, p. 97.
1) Leipzig 1896. V. anche Math. Ann. 54, 1901, p. 91.
E+4) Journ. de math. (5) 7, p. 161.
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trasformazioni birazionali i cui coefficienti son pure razionali. Si hanno
allora, per I' equivalenza di due curve da questo punto di vista, dei
criteri nuovi, pitt restrittivi che nella ordinaria geometria sopra una curva.
Cosi, oltre al genere, compajono certi nuovi caratteri invariantivi.

Una geometria dei punti di coordinate razionali si presenta come
una necessitah matematica a chi accetti il concetto di Kronecker e di
Gustave Robin¥), che esclude dall’ Analisi i cosi detti numeri irra-
zionali!

Si avvera quanto il Klein**) nel 1892 profetava: cioe che col
tempo la unione della Geometria colla teoria delle funzioni non sarebbe
pit bastata, ma come terza alleata avrebbe dovuto entrare la teoria
dei numeri!

Cosl, o Signori, il mio discorso — che, per non stancarvi troppo,
io debbo troncare — ritorna al suo punto di partenza. Quantunque
io non abbia nemmen parlato della geometria differenziale, di quella
che Monge chiamava ,Application de I’ Analyse & la Géomé-
trie% pure voi avrete notato quanto numerosi sono gli analisti, che io
ho citato per le loro ricerche geometriche! Cid deriva, io credo, non
solo dal possedere I’ Analisi strumenti potenti per la trattazione dei
problemi geometrici, ma anche dal fatto che i campi geometrici piu
coltivati ai nostri giorni presentano questo carattere: d’ interessare in
un modo o nell’ altro anche gli analisti. Ed ora questi intendono bene
I’ importanza della Geometria. E cosi, per dare ancora qualche esempio,
la concezione geometrica delle equazioni differenziali & accolta da tutti!*¥¥)
E cosi voi vedete Wirtinger e Poincaré ricorrere a certe varieta
iperspaziali nei pid recenti studi delle funzioni Abeliane e delle ®;
e Pincherle, che rappresenta le funzioni analitiche con punti di uno
spazio ad infinite dimensioni, traendone grandi vantaggi nello studio
delle operazioni funzionali; e i trattati ultimi di Picard, di Hensel-
Landsberg, di Krazer, e di altri, che si valgono ripetutamente delle
rappresentazioni geometriche! — Finora queste rappresentazioni si son
fatte specialmente per le funzioni algebriche e loro integrali. Ma, se
il parallelismo fra Geometria ed Analisi sard esteso a campi numerici
e funzionali pit ampi e pid vari, ne potranno derivare nuovi punti di
vista e nuovi importanti risultati per entrambe le scienze!

*) Théorie nouvelle des fonctions, exclusivement fondée sur
I'idée de nombre. Paris 1903.
**) Riemannsche Flichen II. Lithogr. Vorles. Gottingen 1892, p. 71.
**#¥) Cfr., fra tante, le ricerche geometriche di E. von Weber per la Theorie
der Systeme Pfaffscher Gleichungen, Math. Ann. 55, 1901, p. 386.



Riemanns Vorlesungen iiher die hypergeometrische Reihe
und ihre Bedeutung.
Vortrag, gehalten in der 3. allgemeinen Sitzung am 13 August

von

W. WiRTINGER aus Wien.

Wenn ich es heute unternehme, vor Ihnen iiber eine Vorlesung zu
sprechen, die nun bald vor 50 Jahren gehalten wurde und noch dazu
iiher einen sehr speziellen Gegenstand, so muB ich fast fiirchten in
ihren Augen riickstindig zu erscheinen. Aber Sie werden vielleicht
milder urteilen, wenn ich vorausschicke, daB es sich dabei um die
ersten Mitteilungen iiber Methoden handelt, welche in einem wichtigen
und noch lange nicht ausgebauten Teile der heutigen Funktionentheorie
erst viel spiter zur vollen Geltung gekommen sind und deren Trag-
weite noch nicht erschopft scheint. Auch handelt es sich dabei nicht
so sehr darum, Ausblicke in weite noch unberiihrte Gebiete zu ge-
winnen, sondern in ihrer allgemeinen Natur wohlerkannte Erscheinungen
im konkreten Fall ins Auge zu fassen und so vielleicht den Zugang
zu neuen Problemen zu erdffnen.

Als Riemann an seine Untersuchungen iiber die hypergeometrische
Reihe herantrat, fand er einen groBen Vorrat von Beziehungen und
Entwicklungen vor, welche bereits GauB aus der formellen Gestalt
der Reihe durch Rechnung entwickelt hatte.

Dieser hatte mit der ihm eigenen Sicherheit des mathematischen
Taktes gerade diejenigen Beziehungen und Gesichtspunkte heraus-
gegriffen, welche in der Tat fiir die Folge maBgebend geworden sind,
und ist, wie der zweite, erst nach seinem Tode verdffentlichte Teil seiner
Untersuchungen lehrte, dabei von dem Gedanken geleitet worden, mit
Hilfe der Differentialgleichung zweiter Ordnung, welcher diese Reihe
geniigt, sich von der Beschrinkung freizumachen, welche die Kon-
vergenz eben dieser Reihe den Formeln des ersten Teiles auferlegte.

E. E. Kummer hatte sodann die Transformationen dieser Reihe
gerade von der Differentialgleichung aus einer ungemein eingehenden
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Untersuchung unterzogen und einc groBe Reihe von speziellen Be-
ziehungen zu den elliptischen Integralen und Funktionen dargelegt.
Seine Methode stiitzte sich bereits auf die fiir die spitere Entwicklung
fundamentale Tatsache, daB der Quotient zweier partikulirer Integrale
einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung seinerseits einer
nicht mehr linearen Differentialgleichung dritfer Ordnung gentigt. Im
speziellen Fall der Perioden des elliptischen Integrals erster Gattung
hatte bereits Jacobi in der Theorie der Modulargleichungen davon Ge-
brauch gemacht, und diese Differentialgleichung dritter Ordnung fiir die
Legendresche lineare Differentialgleichung der Perioden des -ellipti-
schen Integrals erster Gattung aufgestellt. Historisch interessant ist es
aber, daB bereits Lagrange bei einer Aufgabe der Kartenprojektion,
der konformen Abbildung, auf den einen Teil dieser Formel, den
Differentialausdruck, gestofen war.

Die schone Abhandlung Jacobis iiber die Integration der Diffe-
rentialgleichung der hypergeometrischen Reihe durch bestimmte Inte-
grale wurde erst 1859 nach dessen Tode herausgegeben. Fiir Riemann
und Jacobi erscheint daher als gemeinsame Quelle der Anregung der
zweite Band der Institutiones calculi integralis von Euler, sowie einige
andere Abhandlungen dieses in seiner Fruchtbarkeit unvergleichlichen
Mannes. Nehmen wir dazu noch zwei Arbeiten, eine von Pfaff und
eine von Gudermann, welche spezielle Probleme der Transformation
dieser Reihen behandeln, so haben wir damit so ziemlich den Vorrat
von Methoden und Resultaten charakterisiert, welchen Riemann auf
diesem Gebiet vorfand.

Dazu brachte er nun den ihm eigentiimlichen Gedanken mit, die
Funktionen nicht durch einen bestimmten Ausdruck festzulegen, son-
dern durch ihre Unstetigkeiten und die Art ihrer Vieldeutigkeit oder,
wie wir heute sagen wiirden, durch Relationen zwischen den verschie-
denen analytischen Fortsetzungen, welche derselben Stelle des Gebietes
angehdren, in welchem die Funktion definiert werden soll. DaB end-
lich auch die Beschaffenheit des Gebietes selbst nach seinem einfachen
oder mehrfachen Zusammenhang, also nach den verschiedenen Arten
geschlossener Wege, welche auf demselben méglich sind, wesentlich in
Betracht kommt, hatte er schon in seiner Dissertation erkannt. Auch
hier hatte er schon angedeutet, daB eine Funktion einer komplexen
Veriinderlichen nicht gerade durch die Werte an der Begrenzung eines
Gebietes, sondern auch durch Relationen zwischen dem reellen und
imaginéiren Teil, ja sogar durch Relationen zwischen diesen Werten
an verschiedenen Stellen der Begrenzung ganz oder teilweise bestimmt
sein konne.
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Dies sind ungefihr die allgemeinen Gedanken und die speziellen
Resultate, welche Riemann vorfand, als er im Wintersemester 1856/57
seine erste Vorlesung iiber diesen Gegenstand unter dem Titel: Die
Funktionen einer verdnderlichen komplexen GroéBe, ins-
besondere hypergeometrische Reihen und verwandte Trans-
zendenten, — drei Stunden wochentlich — ankiindigte und auch hielt.

Erhalten ist uns diese Vorlesung im UmriB durch eine Nachschrift
von E. Schering. Daraus entstand dann die Abhandlung von 1857:
Beitrige zur Theorie der durch die GauBsche Reihe F(o,8,7,2)
darstellbaren Funktionen.

Schon der duBere Anblick unterscheidet diese Arbeit wesentlich
von denen seiner Vorginger. An Stelle der langen und miihsamen
Rechnung erscheint hier die Uberlegung, allerdings oft nicht weniger
schwierig, welche von Resultat zu Resultat fiihrt. An Stelle der Formel
mit zundchst beschrinktem Geltungsgebiet tritt die Definition einer
ganzen Funktionsklasse durch die Forderung an drei Stellen je durch
zwei Zweige von hestimmtem Verhalten darstellbar zu sein, und auBer-
dem sollen je drei ihrer Zweige durch eine homogene lineare Relation
verbunden sein. Aus dieser Definition flieBt dann fast unmittelbar die
ganze Kette von Relationen und Transformationen, welche bisher durch
Rechnung gefunden waren, und eine Reihe neuer, iiberdies aber eine
tiefere Einsicht in die Natur der untersuchten Funktionsklasse, Dinge,
die in einer Versammlung von Mathematikern ausfiihrlich zu beschreiben
heute bereits iiberfliissig sein diirfte. Wahrend nun in der Abhand-
lung die bestimmten Integrale nur gestreift werden, geht die Vor-
lesung ausfithrlich auf sie ein, doch noch immer unter Beniitzung der
Reihenentwicklung als vermittelnden Gliedes. Die Kettenbruchentwick-
lungen, welche bereits GauB gegeben hatte, erfahren hier eine neue
Darstellung, und der Ansatz zum Konvergenzbeweise derselben wird
mit Hilfe asymptotischer Entwicklungen auf Grund eines Gedankens,
den Riemann auch in seiner Habilitationsschrift iiber die trigono-
metrischen Reihen beniitzt, unternommen. Die Darlegungen desselben
beschlieBen die Scheringschen Aufzeichnungen auch #uBerlich, sie sind
auf der innern Seite des Einbandes des Heftes geschrieben und un-
vollendet. Der wesentliche Inhalt dieser letzten Untersuchung ist in
das Fragment XXII der gesammelten Werke iibergegangen nach einer
spiteren Aufzeichnung von 1863. Ihrer Entstehung nach aber reichen
diese Ansiitze, wie das Scheringsche Heft zeigt, in jene erste Vor-
lesung iiber die hypergeometrische Reihe zuriick.

Weder .die Abhandlung noch diese erste Vorlesung greifen aber
die Untersuchung der bestimmten Integrale als Funktionen der auBer
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der Integrationsverinderlichen auftretenden Variablen, oder genauer als
Funktionen der singuléren Stellen des Integranden, direkt an.

Ferner tritt nirgends die durch den Integralquotienten vermittelte
konforme Abbildung auf; es wird noch nicht untersucht, in welcher
Beziehung die Gebiete der unabhingigen Variablen und des Quotienten
zweier partikuldren Integrale zueinander stehen, und damit entfdllt auch
das Studium dieser Abhiingigkeit in der Weise, daB nun die Variable
der Differentialgleichung als Funktion des Integralquotienten be-
trachfet wird.

Alle diese wesentlichen und neuen Gedanken sind erst in der
zweiten Vorlesung hinzugekommen, welche Riemann unter demselben
Titel im Wintersemester 1858/59, vier Stunden wochentlich, hielt. Da
er selbst dariiber nichts publiziert hat, so wiren diese Ansitze als
Riemann eigentiimlich nicht mehr nachzuweisen, wenn nicht ein gliick-
licher Zufall und die Pietét eines der wenigen noch iiberlebenden Horer
dieser Vorlesungen uns dieselben aufbewahrt hitte. Allerdings kamen
sie erst zu einer Zeit wieder zum Vorschein, wo die Resultate und
Probleme lingst von anderer Seite wiedergefunden waren. Um so
interessanter aber ist es zu sehen, wie die Wissenschaft von selbst in
stetiger Entwicklung alle die Methoden und Probleme wieder stellte und
ausbildete, welche Jahrzehnte vorher Riemann mit der ihm eigenen
schlichten Selbstverstindlichkeit seinen Hérern vorgelegt und entwickelt
hatte, von denen aber zu dieser Zeit kaum einer in der Lage war, diese
Ansitze nach ihrer Bedeutung zu wiirdigen, geschweige denn sie selb-
stindig weiter zu bilden.

Herr Professor Wilhelm von Bezold, zur Zeit Direktor des
kgl. preuBischen meteorologischen Institutes in Berlin, hatte diese Vor-
lesung besucht und aus Achtung vor dem Rufe und Ansehen Riemanns
an der Universitit sorgfiltig in Gabelsbergerscher Stenographie auf-
gezeichnet, deren Kenntnis er aus seiner Heimat, Miinchen, mitbrachte.
Dort hatte ja auch deren Erfinder gewirkt. Da er damals am Beginn
seiner Studien stand, so konnte er die Tragweite der neuen Gedanken
Riemanns nicht sogleich beurteilen — und wie viele Mathematiker
hiitten es damals gekonnt? Spiter widmete er sich der Physik und
Meteorologie und so geriet denn auch jene Aufzeichnung in Vergessen-
heit. Erst nach Jahrzehnten, etwa im Anfang der Neunziger Jahre
des vorigen Jahrhunderts, kamen ihm diese wieder durch einen Zufall
in Erinnerung, und er brachte sie zunichst zur Kenntnis seiner Berliner
Kollegen. Besonders Fuchs interessierte sich so sehr fiir den Inhalt,
daB er im Jahre 1894 fiir seinen eigenen Gebrauch eine Ubertragung
in Kurrentschrift anfertigen lieB. Die Einordnung und Ubertragung
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des gesamten Riemannschen Nachlasses an die Gtottinger Universitits-
bibliothek veranlaBte sodann Herrn v. Bezold, diese Aufzeichnungen
ebenfalls dorthin zu iiberweisen. Als dann Herr N6ther den Plan
faBte, zu Riemanns Werken Nachtriige herauszugeben, wurden auch
diejenigen Teile dieser Vorlesung mit einbezogen, welche ihrem Inhalt
nach nicht schon anderweitig als dem Riemannschen Gtedankenkreise
angehorig nachgewiesen waren.

Was nun die Vorlesung selbst betrifft, so beginnt sie mit einer
Einleitung in die seither lingst zum Gemeingut der Mathematiker
gewordene Riemannsche Auffassung des Funktionsbegriffes, geht so-
dann iber auf eine kurze Erliuterung der Verzweigung der algebraischen
Funktionen und setzt hierauf sogleich mit den allgemeinen Gedanken
des nachgelassenen Fragmentes iiber lineare Differentialgleichungen ein.
Es werden die Elemente der Determinantentheorie, der Zusammen-
setzung und Reduktion linearer Substitutionen in aller Kiirze entwickelt
und nun Systeme von Funktionen definiert, welche bei Umliufen um
gewisse singulire Punkte gegebene Substitutionen erleiden. Riemann
stellte also seine Horer ohne jede Riicksicht auf die historische Kon-
tinuitdt, ohne irgend welche induktive Vorbereitung gleich in den ersten
Vorlesungen vor ein Problem von groBer Allgemeinheit, welches irgend
einen Zusammenhang mit der damals geliufigen Auffassung einer Diffe-
rentialgleichung durchaus nicht unmittelbar zeigte. Aber noch mehr.
DaB itberhaupt dieses Problem auch nur in den einfachsten Fillen eine
Losung zuldBt, ist durchaus nicht von vornherein einzusehen, und es
brauchte lange Zeit, big die Schwierigkeiten, welche sich aus einer ge-
naueren Fassung dieses Problems ergeben, erkannt waren. Riemann
selbst hatte sie erst teilweise erledigt, soweit wir nach seinem Nachla
urteilen konnen. Es bedurfte der ganzen Reihe von Untersuchungen
und Entdeckungen auf dem Gebiete der linearen Differentialgleichungen,
wie sie an die Namen Fuchs, Klein, Poincaré gekniipft sind, um
schlieBlich die Hilfsmittel bereit zu stellen, mit denen in der letzten
Zeit Herr Schlesinger wenigstens einen Teil dieser Fragestellung hat
erledigen konnen. Freilich, sollte es den Bemithungen der Mathematiker
gelingen, auf den von Herrn Hilbert betretenen neuen Wegen das
Dirichletsche Prinzip nicht nur in dem alten Glanze seiner heuristi-
schen Kraft — denn diesen hat es niemals verloren — sondern auch
als Beweismittel im Sinne der heutigen, durch so viele analytischen
Erfahrungen bereicherten und darum verschérften Analysis wieder er-
stehen zu lassen, so lieBe sich ein groBer, vielleicht der wichtigste Teil
der in Betracht kommenden Fille erledigen.

Fir die iibrigen Fille kann vielleicht eine weitere Ausbildung
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jener Methoden, welche an die Fredholmsche Integralgleichung an-
kniipfen und die ja ebenfalls mit den alten Aufgaben des Dirichlet-
schen Prinzipes enge zusammenhingen, einst die volle Erledigung
bringen. Es ist aber auch kaum ein Zweifel, daB bei dieser Gelegen-
heit noch manche verborgene Schwierigkeit und manches Problem noch
fiir kommende Geschlechter iibrig bleiben wird.

Vor diese Auffassung nun stellte Riemann seine Hérer. Zun#chst
filhrte er ihnen ein so definiertes Funktionssystem fiir nur zwei Ver-
zweigungspunkte vor, um dann sofort in den Inhalt seiner Abhandlung
iber die hypergeometrische Reihe einzugehen. Schon in den einleiten-
den Worten zu dieser hatte Riemann eine Behandlung dieser Funk-
tionen von der Darstellung derselben durch bestimmte Integrale aus-
gehend als gleichberechtigt mit der auf Grundlage der Differential-
gleichung entwickelten hingestellt und seine Methode diesen beiden als eine
neue gegeniibergestellt. Ob die schon erwihnte, von Heine im gleichen
Jahr publizierte, nachgelassene Abhandlung Jacobis noch im Laufe der
Vorlesung zur Kenntnis Riemanns gekommen ist, kann ich nicht ent-
scheiden. Wohl aber ist zu betonen, daB er bereits in seinen Vor-
lesungen aus dem Jahre 1855 die Behandlung der Eulerschen Integrale
erster und zweiter Art auf Grund von geschlossemen und schleifen-
formigen Integrationswegen in den Hauptziigen durchgefiihrt hatte, in
dhnlicher Weise, wie sie spiter von Hankel unter Berufung auf
Riemann in seiner Dissertation gegeben worden ist.

Bisher war es aber nur die Umgestaltung des Integrals durch
Abiinderung des Integrationsweges zur Vermeidung solcher Stellen, an
denen die zu integrierende Funktion eine Integration tiberhaupt nicht
gestattete. Auch wurde gerade dieses Hilfsmittel nicht nach seiner
ganzen Tragweite von ihm nachweislich ausgebildet, obgleich einzelne
Spuren und Andeutungen nach dieser Richtung hin vorhanden sind.
Erst die Herren Camille Jordan, Pochhammer, Nekrassoff haben
durch Einfilhrung des Doppelumlaufintegrals den letzten Schritt in
dieser Richtung getan, so weit wenigstens als Funktionen von #hnlichem
Verhalten in Betracht kommen, wie der Integrand des hypergeometrischen
Integrals. Jetzt aber, in der Vorlesung, werden die hypergeometrischen
Integrale geradezu daraufhin untersucht, wie sie sich bei geschlossenen
Umléufen des Parameters verhalten, und daraus, sowie aus den in sehr
durchsichtiger Weise entwickelten linearen Relationen zwischen ihnen
— sie ergeben sich einfach durch zwei Randintegrationen — wird
gezeigt, daB sie den allgemeinen an eine P-Funktion zu stellenden
Forderungen in bestimmter Weise entsprechen. Dieser Gedankengang
findet sich spiter erst bei Fuchs gelegentlich der Untersuchung der
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Perioden eines hyperelliptischen Integrals erster Gattung als Funktion
eines Verzweigungspunktes und etwas spiter in dem Werke von Herrn
Camille Jordan iiber Substitutionentheorie und ist an der zuletat
genannten Stelle ohne nihere Angabe Herrn Mathieu zugeschrieben.

Nicht unerwdhnt darf ich dabei auch lassen, daB sich im Nach-
lasse Riemanns ein Blatt vorgefunden hat, welches unter anderm die
Figur des Doppelumlaufes zeigt. Doch wiire es nicht unméglich, da8
dieses Blatt erst spiiter hineingekommen ist, da sich keinerlei die
Datierung nur einigermaBen erméglichenden Angaben darauf befinden.
Dagegen ist ein anderes Blatt wohl mit Sicherheit Riemann zuzu-
schreiben, auf welchem die Schreibweise des hypergeometrischen
Integrals derart modifiziert ist, daB dasselbe als absolute Invariante,
als bloBe Funktion des Doppelverhiltnisses der vier singuliren Stellen
des Integranden erscheint.

Die Entwicklungen des folgenden Abschnittes gruppieren sich um
den Begriff der Kettenbriiche und deren Beziehungen zur Theorie der
benachbarten Funktionen, sind jedoch nicht so gut erhalten, daB es hier,
wo es nicht bloB auf allgemeine Fragestellung, sondern auf konkrete
Fihrung der Rechnung ankommt, moglich wire, den Gedankengang
mit voller Sicherheit festzustellen. Eine Untersuchung der Konvergenz-
verhiltnisse und der zur wirklichen Berechnung der Funktion geeigneten
Reihen beschlieBt die allgemeine Theorie, welche nun durch Anwen-
dungen auf elliptische Integrale, Kugelfunktionen und #hnliches er-
liutert wird.

Interessant ist, daB Riemann die Arbeiten Heines iiber dessen
Verallgemeinerung der hypergeometrischen Reihe in der Vorlesung zwar
wiedergegeben hat, jedoch ohne irgendwie zu versuchen, diese Reihe
seinem allgemeinen Programm einzunordnen. Dies ist erst spiter von
Thomae geschehen.

Wihrend nun die bisherigen Entwicklungen fiir die Verfolgung
der aus der Abhandlung bekannten Ansitze neue Hilfsmittel geben
und dadurch die weitere Entwicklung der Theorie fordern, treten nun
fir die damalige Zeit ganz neue Fragestellungen ein. An erster Stelle
steht die einfache Bemerkung, daB die Integrale einer Differential-
gleichung mit analytischen Koeffizienten sich linear und homogen sub-
stituieren, wenn die unabhingige Variable einen geschlossenen Weg
allgemeiner Art durchliuft, und daB daher umgekehrt die unabhingige
Variable als Funktion des Integralquotienten aufgefaBt bei gewissen
linear gebrochenen Substitutionen ungeéndert bleibt. Die hier so schlicht
gebotene Fragestellung ist sogleich in ganzer Allgemeinheit aufgefaBt,
ohne Beschrinkung auf etwa mogliche eindeutige Umkehrung des
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Integralquotienten, eine Beschriinkung, welche bei dem ersten Aufwerfen
dieser Frage in der Tat nicht nétig erscheint, wenn man sich von vorn-
herein auf den Standpunkt stellt, den Riemann in der Theorie der
Abelschen Integrale eingenommen hat, als er die Umkehrung eines
einzelnen Integrals erster Gattung unter dem Gesichtspunkt der kon-
formen Abbildung einer Verzweigungsfliche auf ein System von p
Parallelogrammen in Betracht zog, und damit die Schwierigkeit voll-
stindig iiberwand, welche Jacobi dazu veranlaBt hatte, solche Um-
kehrungsfunktionen fiir unméglich zu erkléren.

In der Tat ist in der spiiteren Literatur, und zwar sowohl in den
von den Herren H. A. Schwarz und F. Schottky behandelten spe-
zielleren Fillen, als auch in den glinzenden und weitreichenden Ab-
handlungen des Herrn Poincaré, immer der Fall eindeutiger Umkehr-
barkeit besonders in den Vordergrund getreten. KErst der von Herrn
Klein eingefithrte Begriff des Fundamentalbereiches bringt die Frage
wieder auf die allgemeinste Fassung, ein Begriff, den Klein unter aus-
driicklicher Bezugnahme auf die von Riemann in der Theorie der
Abelschen Funktionen betrachtete Figur von p Parallelogrammen mit
2p — 2 Verzweigungspunkten aufgestellt und diskutiert hat. Seither
waren ja namentlich die Bemiihungen des letztgenannten Forschers be-
sonders in Vorlesungen dahin gerichtet, die Stellung der eindeutigen
Funktionen unter den allgemeinen zu erforschen, eine Frage, die Poin-
caré von anderer Seite her bearbeitet hatte und die gerade zu den
schwierigsten und wichtigsten in der Theorie der automorphen Funk-
tionen gehort. Jene klassische Figur aber von p Parallelogrammen und
ihren Wiederholungen ist von Riemann selbst sehr viel eingehender
studiert worden, als seine Verdffentlichungen zeigen.

Die Art und Weise, wie wir davon Kenntnis erhalten, zeigt aber
auch die personliche Liebenswiirdigkeit Riemanns in schonem Lichte.

Als er nimlich im Frithjahr 1865 bereits schwer krank in Pisa
Erholung suchte, befragte ihn Herr Prym iiber einen speziellen Fall
dieser Figur. Riemann, dem das Sprechen damals bereits schwer
fiel, versprach schriftliche Antwort. Aber er begniigte sich nicht mit
einigen fliichtigen Zeilen, sondern wir fanden in seinem NachlaB einen
sorgfiltigen Entwurf der Antwort, kannten aber den AnlaB nicht. Als
nun das Manuskript unserer Nachtriige vor der Drucklegung an Herrn
Prym ging, erfuhren wir erst, daB auch die Reinschrift dieses Schreibens
noch erhalten sei und im Besitze des genannten Herrn sich befinde.
Auch in seinen letzten Untersuchungen iiber die allgemeinen Theta-
funktionen hat Riemann von dieser Figur ausgedehnten Gebrauch ge-
macht. Am Schlusse der eben erwihnten Mitteilung macht er die Be-
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merkung, daB eine bestimmt ausgewdhlte Gtestalt dieser Figur bei der
Untersuchung der Differentialgleichungen, welchen die Perioden der
Abelschen Integrale geniigen, gute Dienste leiste. Untersuchungen in
dieser Richtung liegen seither weder von Riemann selbst noch von
anderer Seite vor, und es ist vorliufig nicht im einzelnen zu sehen,
welches etwa der Gledankengang Riemanns hier gewesen sein mag.
Man darf es aber wohl als gewiB hinstellen, daB eine Untersuchung
dieser Figur und der ihr im Sinne der linearen Periodentransformation
dquivalenten, insbesondere die Aufsuchung einer reduzierten Normalform
oder Scharen von solchen, welche durch lineare Transformation immer
erreichbar sind, unsere Kenntnis von der Natur der transzendenten
Moduln eines algebraischen Gebildes und ihres Zusammenhanges mit
den algebraischen wesentlich erweitern wiirde, und die Frage nach den
Beziehungen des algebraischen Gebildes zu den Perioden eines be-
stimmten, passend ausgewiihlten Integrals erster Gattung der Losung
niher bringen wiirde, in &hnlicher Weise, wie die auf Dirichlet und
seine Theorie der quadratischen Formen zuriickgehende Heranziehung
des reduzierten Parallelogrammes fast unmittelbar zum Fundamental-
bereich der elliptischen Modulfunktionen fiihrt.

Nach dieser Abschweifung lassen Sie mich wieder zum eigentlichen
Gegenstande des Vortrages zuriickkehren und noch hervorheben, daB
auch die unter dem Namen des Schwarzschen Diftferentialparameters
bekannte Differentialinvariante, dieselbe, welcher wir bereits bel
Kummer gedachten, gleich zu Beginn der Untersuchung eintritt.
Riemann hat ja von diesem Differentialparameter auBer in dem hinter-
lassenen Kragment iiber die Abbildung eines von Kreisen begrenzten
Gebietes auf die Halbebene auch in dem 1860 entstandenen, von
Hattendorf bearbeiteten Aufsatz iiber Minimalflichen Gebrauch ge-
macht und ihn auf ein Problem angewendet, welches mit den Fragen,
woriiber hier zu berichten ist, aufs engste zusammenhiingt, nimlich auf
die konforme Abbildung eines von Bogen groBter Kreise auf der Kugel
begrenzten Flichenstiickes auf die Halbebene. Uberhaupt scheinen die
Entwicklungen dieses nachgelassenen Stiickes in einem gewissen innern
Zusammenhang mit der Vorlesung iiber die hypergeometrische Reihe
zu stehen, eine Ansicht, welche sowohl durch innere Griinde, wie Ver-
wendung &@hnlicher Hilfsmittel, ja sogar direkt derselben Iunktionen,
als auch durch den #uBeren Umstand gestiitzt wird, daB das Manuskript
in dem der Vorlesung unmittelbar folgenden Jahre entstanden ist.

Eben diese Untersuchung der Umkehrung eines Quotienten zweier
partikuléirer Integrale der Differentialgleichung unternimmt nun Rie-

mann in der Vorlesung unter der Einschrinkung, daB die charakteri-
Verh. d. 1IT. Internat. Mathem.-Kongr. Heidelberg 1904. 9
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stischen Exponenten der einzelnen Zweige der P-Funktion reell und so
beschaffen sind, daB der Integralquotient an den singuliren Stellen
endlich bleibt, ferner, daB die Winkel des bei der Abbildung ent-
stehenden Kreisbogendreieckes simtlich kleiner als z sind. Er zeigt,
daB unter diesen Umstiinden das Gebiet der komplexen Grofien mit
positivem imaginiiren Teil auf ein Kreisbogendreieck ohne Verzweigungs-
punkt im Innern abgebildet wird, welches sich nirgends selbst iiber-
deckt, so daB also die Umkehrungsfunktion innerhalb dieses Gebietes
eindeutig ist. Er setzt aber ausdriicklich hinzu, daB bei komplizierteren
Differentialgleichungen im allgemeinen dieses Resultat sich nicht er-
geben werde.

Auch verweist er ausdriicklich auf das Vorbild der elliptischen
Funktionen, wo ja ebenfalls der Quotient zweier Perioden als unab-
hiangige Variable von Jacobi eingefithrt worden sei.

Nun wird eine kurze Darstellung der Ubertragung der komplexen
Variablen durch stereographische Projektion auf die Kugel eingeschaltet,
eine Sache, auf welche sich Herr C. Neumann in der ersten Auflage
seiner Vorlesungen iiber die Abelschen Integrale als aus Riemanns
Vorlesungen herriihrend bezieht. Dadurch wird dann die Untersuchung
der Umkehrungsfunktion mit der Geometrie von Kreisbogendreiecken
auf der Kugelfliche in Verbindung gesetzt. Es wire nun hier nahe-
liegend, eine Andeutung zu machen iiber jene bedeutungsvolle Scheidung
der Kreisbogendreiecke in drei Klassen, je nachdem der Schnittpunkt
der Ebenen der drei Begrenzungskreise im Innern der Kugel, auf der
Kugel oder auBerhalb derselben liegt. Diese Unterscheidung, welche
erst von Herrn H. A. Schwarz durchgefithrt wurde, wird in der Vor-
lesung nicht ausdriicklich erwihnt, sondern nur der Fall in Betracht
gezogen, dafl das ebene Kreisbogendreieck sich auf ein spharisches Drei-
eck im engeren Sinn des Wortes, also ein von groBten Kreisen be-
grenztes abbilden lasse. Jedoch 1dBt sich aus der vorliegenden Nach-
schrift nicht mit Sicherheit entnehmen, daB Riemann diesen Fall als
einen speziellen ausdriicklich bezeichnet hitte. DaB ihm jedoch der
Sachverhalt nicht ginzlich verborgen sein konnte, geht aus dem spiter
ausfiihrlicher zu besprechenden Fall der elliptischen Modulfunktionen
hervor, welchen er genauer ausfiihrte, sowie auch aus der Bemerkung,
man miisse ebene Figuren heranziehen, wenn einer der Winkel des
Kreisbogendreieckes gleich Null sei. Man wird also nur sagen konnen,
Riemann habe im Falle der Umkehrung des Integralquotienten der
hypergeometrischen Reihe die Unterscheidung der elliptischen, hyper-
bolischen und parabolischen Gruppen wohl implicite gestreift, ohne sie
jedoch ausdriicklich zu formulieren.
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Damit habe ich auch bereits dadurch, daB ich den Begriff der
Gruppe herangezogen habe, angedeutet, daB in demselben Abschnitt
Riemann sich die analytische Fortsetzung der Abbildung durch sym-
metrische Wiederholung des ersten Kreisbogendreieckes vollzogen ge-
dacht hat. Eben dieses Prinzip der Symmetrie findet sich auch in der
vorhin erwihnten Abhandlung tiber Minimalflichen und darauf nimmt
auch Herr H. A. Schwarz in seiner Abhandlung Bezug.

So kurz nun auch das Symmetrieprinzip an der erwihnten Stelle
der Vorlesungen auseinandergesetzt ist, so wird es doch sogleich fiir
die Beantwortung einer wichtigen Frage verwertet, nimlich: wann zwi-
schen den Umkehrungsfunktionen zweier solcher Integralquotienten eine
algebraische Relation bestehe. Die Antwort wird durch die Bemerkung
gegeben, daB dann eine und dieselbe sphirische Figur sich auf zwei
Arten aus einer geraden Anzahl abwechselnd kongruenter und symme-
trischer Dreiecke zusammensetzen lassen muB. Damit ist nicht nur fiir
den vorliegenden speziellen Fall, sondern auch fiir den ganzen Kreis
der in dem Gebiete der automorphen Funktionen auftretenden Trans-
formationsfragen ein Prinzip erkannt, welches nur der Durchfithrung be-
durfte, um in den Hauptziigen die Transformationstheorie dieser Funktionen
ebenso iibersichtlich zu gestalten wie die der elliptischen Funktionen.

Die spezielle Inbetrachtnahme der vorliegenden Funktionen liefert
aber nun Riemann nicht nur die bereits aus der Abhandlung be-
kannten, zum Teil schon von Kummer gefundenen Transformationen,
sondern auch die Einsicht, daB auBer diesen auch noch die reguliiren
Korper solche Transformationen liefern miissen, und damit war sowohl
die Frage nach den algebraischen Funktionen mit linearen Transforma-
tionen in sich, als auch nach den algebraisch integrierbaren Féllen der
hypergeometrischen Differentialgleichung und iiberhaupt nach allen mit
den endlichen Gruppen linear gebrochener Substitutionen einer Ver-
inderlichen wenigstens im Keime aufgeworfen und auch die Mittel zu
ihrer Losung gegeben. Man weiB, daB alle diese schonen und frucht-
baren Probleme brach lagen, bis sie von H. A. Schwarz, Fuchs,
Camille Jordan, Klein von analytischer, geometrischer und gruppen-
theoretischer Seite aus nach und nach wieder aufgefunden und erledigt
wurden. DaB die in der Riemannschen Vorlesung gebotene Anregung
im Gegensatze zur Theorie der Abelschen Funktionen so wenig un-
mittelbare Wirkung hatte, diirfte in erster Linie daran gelegen sein,
daB der Gruppenbegriff damals noch nicht allgemein jene beherrschende
und verbindende Stellung einnahm, wie er sie spiter und wohl unter
wesentlicher Mitwirkung des Eindrucks eben der hier genannten Pro-
bleme erreichte.

9%
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Speziell fiir die hypergeometrischen Funktionen wurden diese Unter-
suchungen erst von den Herrn E. Goursat und E. Papperitz wieder
aufgenommen, wobei die leitenden Gedanken eben jene Riemannschen
waren, ohne daB natiirlich ein solcher Zusammenhang stattgefunden hat.

Nach Aufstellung und Erliuterung des eben besprochenen Trans-
formationsproblems wendet sich nun Riemann in einer Einschaltung
den nicht homogenen linearen Differentialgleichungen zu, und leitet nach
Lagrange die adjungierte Differentialgleichung ab, deren geeignet
spezialisierte Losung dann zur Integration der nicht homogenen Glei-
chung verwendet wird.

Hieran kniipft Riemann die Bemerkung, daB die Integrale einer
nicht homogenen Differentialgleichung bei Umlénfen der unabhiéngigen
Variablen um singulidre Stellen sich im allgemeinen bis auf ein lineares
Aggregat der Integrale der homogenen Gleichung reproduzieren.

Er stellt nun die nicht homogene Differentialgleichung fiir das Inte-
gral eines hypergeometrischen Differentialausdruckes mit veréinderlicher
oberer Grenze wirklich auf. Sodann wird die Methode der Eulerschen
Integration durch bestimmte Integrale fiir eine homogene Gleichung
zweiter Ordnung auseinandergesetzt, und darauf hingewiesen, da8 man
so eine nicht homogene Differentialgleichung erhalte, wenn man bei der
Integration eine der Grenzen veriinderlich 1iBt. Dieser Sachverhalt
wird nun an den elliptischen Integralen erster Gattung erliutert, und
gezeigt, wie man die Differentialgleichung fiir die vollstindigen ellip-
tischen Integrale aus der nicht homogenen Differentialgleichung fiir das
Integral erster Gattung erhalten kann.

Dadurch wird Riemann auf einen Gedanken gefiihrt, der, soviel
ich wei, in der Literatur bisher nicht hervorgetreten ist. Er setat
nimlich die Losung der nicht homogenen Differentialgleichung in Ana-
logie zu dem gewshnlichen elliptischen Integral und die Losungen der
homogenen Gleichung analog den Perioden des elliptischen Integrals
erster Gattung. So, wie sehr viele Eigenschaften der vollstindigen ellip-
tischen Integrale erst aus der Betrachtung des unbestimmten Integrals
als Funktion der obern Grenze gefunden worden seien, da eben dieses
eine sehr einfache Funktion der obern Grenze sei, ebenso sei zu er-
warten, daB viele Eigenschaften der vollstindigen hypergeometrischen
Integrale erst aus der Untersuchung des unbestimmten Integrals eines
hypergeometrischen Differentials als Funktion der obern Grenze ge-
funden werden wiirden, welches ja in der Tat eine viel einfachere
Funktion der obern Grenze sei, als die vollstiindigen hypergeometrischen
Integrale von der unabhiingigen Variablen der Differentialgleichung.

Dieser (tedanke wird dann iibertragen auf Differentialgleichungen,
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welche durch bestimmte Integrale sich losen lassen, und dann weiterhin
auf noch allgemeinere Differentialgleichungen, indem sich Riemann in
den Differentialausdruck eine passende Funktion der unabhiingigen Ver-
inderlichen und eines Parameters eingesetzt denkt, und nun postuliert,
die allgemeine Losung der durch Gleichsetzung des Differentialaus-
druckes und des Substitutionsresultates erhaltenen nicht homogenen
Gleichung als Funktion des Parameters zu untersuchen, wodurch bei
passender Wahl der substituierten Funktion dann auch die vollstéindige
Liosung der “"homogenen Differentialgleichung werde erhalten werden
konnen. Er schlieBt diese Auseinandersetzung mit der Bemerkung, daf
diese Transzendenten eine sehr wichtige Rolle fiir die Theorie der
Differentialgleichungen spielen, und er mag dabei auBler an die hyper-
geometrischen Integrale an die Perioden der Abelschen Integrale ge-
dacht haben, mit deren Differentialgleichungen er sich ja eingehender
beschiiftigt hatte, wie auBer aus dem schon frither erwéihnten Schreiben
an Herrn Prym und aus der Abhandlung iiber Abelsche Funktionen
auch aus einem nachgelussenen Blatte hervorgeht, auf welchem er die
Anderung der Perioden eines hyperelliptischen Integrals erster Gattung
als Funktion der Verzweigungspunkte beim Durchlaufen geschlossener
Wege seitens der letzteren eingehender untersucht.

Den SchiuB der Vorlesung bildet eine Betrachtung der ganzen
elliptischen Integrale als Funktionen des Moduls und insbesondere die
wirkliche Durchfiihrung der konformen Abbildung des Gebietes fiir den
Modul %* durch das Verhéltnis der beiden Perioden des elliptischen
Integrals erster Gattung. Er gelangt dabei zu jener seither so wohl
bekannt gewordenen und so viel studierten Figur des Kreibogen”
vierecks, welches in der heutigen Ausdrucksweise den Fundamental-
bereich fiir % und der daraus entspringenden Einteilung des Gebietes
der komplexen Zahlen mit positivem imaginiren Teil bildet. Es ist
interessant, zu bemerken, daB in dem gleichen Jahre (1859) die erste
ausfiihrlichere Untersuchung der von Jacobi bereits aufgefundenen
Ausdriicke fiir den Legendreschen Modul durch das Periodenverhiltnis
von Hermite durchgefithrt wurde.

Aber Riemann versiumt auch nicht, aus dem Umstand, daB die
singuliren Werte Null, Eins, Unendlich des Moduls nur an der Grenze
des Gebietes des Periodenverhiltnisses auftreten, sowie daraus, daf die
einzelnen bei analytischer Fortsetzung entstehenden Gebiete des Perioden-
verhiltnisses die Halbebene gerade einfach iiberdecken, den SchluB zu
ziehen, daB jede Funktion, welche nur an den Stellen Null, Eins, Un-
endlich unstetig oder vieldeutig wird, in eine eindeutige Funktion des
Periodenverhiltnisses iibergeht, wenn die urspriingliche unabhingige
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Variable als das Doppelverhéltnis der vier Verzweigungspunkte eines
elliptischen Gebildes aufgefaBt wird. Erst zwanzig Jahre spéter ist
Herr Klein hei seinen Untersuchungen iiber elliptische Modultunktionen
wieder auf diesen Satz gefiihrt worden und hat ihn mit besonderer Be-
tonung der allgemeinen hypergeometrischen Funktion neuerdings aus-
gesprochen.

Damit also war zum erstenmal an das Problem der eindeutigen
Parameterdarstellung herangetreten, welches spiter Herr Poincaré in
so allgemeiner Weise und gerade auf Grund Riemannscher Prinzipien
geldst hat.

Wir sind am Ende der Riemannschen Vorlesung angelangt. Den
allgemeinen (tedankengang und die wichtigsten Beziehungen zu den
heutigen Fragen haben wir nun besprochen; werfen wir noch einen
Blick auf die Methode der Bearbeitung und Darstellung.

Von den allgemeinsten Umrissen einer neuen Funktionsklasse aus-
gehend, werden die einzelnen Darstellungen einer sehr speziellen
Funktion und deren Eigenschaften einer eingehenden Diskussion unter-
worfen und gerade daraus neue Problemstellungen gewonnen. Im
ersten Teile sind es die bestimmten Integrale, welche dem allgemeinen
Schema der P-Funktionen eingeordnet werden, im zweiten Teil werden
die elliptischen Modulfunktionen und die Integralquotienten der hyper-
geometrischen Reihe dem allgemeineren Problem der Umkehrung von
Integralquotienten linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung ein-
gefiigt, und eben dabei ergibt sich einerseits Vertiefung durch Heran-
ziechung der konformen Abbildung, andrerseits der Ausblick auf die
Theorie der nicht homogenen Differentialgleichungen, sowie die Maog-
lichkeit der eindeutigen Darstellung weit allgemeinerer Funktionen.
Es ist ein bestindiges Zusammenwirken von Induktion und Abstraktion,
gleich als wenn der am einzelnen geschéirfte Blick nun auch im wei-
teren Gebiete sich zurechtfindet, weil von vornherein die Aufmerk-
samkeit eine bestimmte Richtung empfangen hat. So tragen nament-
lich die letzten Abschnitte der Vorlesung das Geprige unmittelbarer
Wiedergabe des soeben Gefundenen, ohne Riicksicht auf die verhiltnis-
miBig geringe Durchbildung der Einzelheiten. Sie zeigen uns Rie-
mann unmittelbar an der Arbeit, ein Beispiel, welches fiir die groBen
Mathematiker um die Mitte des 19. Jahrhunderts gewiB nicht haufig ist.

Damit lassen Sie mich den Boden des historischen Berichtes ver-
lassen und zu der Frage tibergehen, in welcher Richtung ein weiterer
Ausbau der Riemannschen Ideen auf diesem Gebiete etwa noch er-
folgen konnte. KEs ist ja bekannt, daB schon Kummer am Schlusse
seiner Abhandlung eine Reihe erwihnt, welche als Verallgemeinerung
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der GauBschen Reihe angesehen werden kann. Herr Thomae hat in
verschiedener Richtung die Riemannschen Methoden auf analoge
Transzendente angewendet und die Herrn Appell und Goursat haben
Funktionen mehrerer Variablen eingefiihrt, welche schon frither Herr
Pochhammer als bestimmte Integrale untersucht hatte, und welche
im wesentlichen bestimmte Integrale zwischen Verzweigungspunkten
von Funktionen sind, die sich von denen des gewdhnlichen hyper-
geometrischen Integrals nur durch die groBere Anzahl der Faktoren
unterscheiden. Solche Reihen hat dann besonders Herr Picard be-
nutzt, um seine allgemeine Theorie der automorphen Funktionen
mehrerer Variablen zu erliutern. Er hat bei diesen die Frage nach der
eindeutigen Umkehrbarkeit gestellt und erledigt und ist dabei zur Ver-
allgemeinerung der Schwarzschen Resultate bei der GauBschen Reihe
gekommen. Ausfithrlich hat dann diese letzten Untersuchungen Herr
Levavasseur dargestellt. In der allerletzten Zeit hat noch Herr Hilbert
den elliptischen Modulfunktionen allgemeinere an die Seite gestellt,
welche fiir Zahlkorper, die mit allen ihren konjugierten reell sind, eine
dhnliche Rolle spielen, wie die elliptischen Modulfunktionen fiir den
Korper der ganzen Zahlen.

Aber nicht von diesen weiteren Verallgemeinerungen, von denen
manche weit iiber das Gebiet einer Variablen hinausgreifen, will ich
ausfiibrlicher sprechen, sondern von einer andern, welche zwar im
engern Kreise sich bewegt, mir aber doch der Aufmerksamkeit wert
erscheint, weil sie geeignet ist, die Verbindung herzustellen zwischen
den hier berichteten Gedanken Riemanns und jenen, welche aus
der Theorie der Abelschen Funktionen stammen, den ausgezeichneten
Stellen des algebraischen Gebildes, seinen algebraischen Moduln und
den Moduln der zugehorigen @-Funktionen.

Zunichst wird man versuchen, die hypergeometrische Funktion
dadurch auf das elliptische Gebilde zu iibertragen, daB man Integrale
von Funktionen betrachtet, welche sich beim Umlauf um singulire
Punkte des Integranden und lings der Querschnitte mit konstanten
Faktoren multiplizieren. In der Tat scheint Riemann, wie eine fliich-
tige Notiz aus seinem NachlaB berichtet, an eine derartige Verall-
gemeinerung gedacht zu haben. Will man aber nun diese Integrale,
in #hnlicher Weise wie die hypergeometrischen, als Funktionen der
einzelnen singuléren Stellen des Integranden untersuchen, so st6Bt man,
abgesehen von andern Umsténden, vor allem auf die Schwierigkeit, daB
diese singuliren Stellen nicht unabhingig voneinander veréinderlich
sind, sondern sowohl untereinander als mit den Multiplikatoren durch
gewisse Relationen verkniipft sind. Eben diese Schwierigkeit stellt
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sich in erhohtem MaBe ein, wenn man statt eines elliptischen Gebildes
solche hoheren Geschlechtes heranzieht. Aus dieser Schwierigkeit weist
nun eine einfache Bemerkung den Ausweg, welche zugleich die wirk-
liche Darstellung der hypergeometrischen Funktion in dem Gebiete der
elliptischen Modulfunktionen leistet. Eine solche Darstellung ist ju
bereits von Herrn Papperitz im AnschluB an die Differentialgleichung
gegeben worden. Einfacher aber und zur weiteren Verwertung ge-
eigneter erhdlt man sie aus dem hypergeometrischen Integral, wenn
man das durch die vier Verzweigungspunkte des Integranden bestimmte
elliptische (iebilde heranzieht. Bei Einfiihrung des zugehdrigen Inte-
grals erster Gattung als Integrationsvariable verwandelt sich niimlich
das Integral in ein zwischen zwei Halbperioden erstrecktes Integral
iber ein Produkt von Potenzen der vier gewShnlichen Jacobischen
@-Funktionen. In dieser Gestalt ist nun der Satz, mit welchem Rie-
mann seine Vorlesung schloB, in seiner Anwendung auf die hyper-
geometrische Reihe auch durch eine bestimmte und leicht zu hand-
habende Formel realisiert, und die gunze Theorie der hypergeometri-
schen Funktion liBt sich auf Grund des wohlbekannten und durch-
sichtigen Verhaltens der ®-Funktionen leicht entwickeln.

Aber dieser einfache Ansatz fiilhrt naturgemiB weiter zu all-
gemeineren Integralen auf dem elliptischen Gebilde. So, wie uns hier
®, deren Nullstellen Halbperioden sind, entgegentreten und die Inte-
gration gerade zwischen Halbperioden gefiihrt wird, so kann man jetzt
Integrale iiber Produkte von Potenzen solcher @-Funktionen der Inte-
gration zugrunde legen, welche an den %® Stellen verschwinden, denen
durch » geteilte Perioden entsprechen, also ® mit ntel Charakteristiken,
und die Integration selbst wieder zwischen singuliren Stellen des Inte-
granden, also ntel Perioden, erstrecken. _

Die so gewonnenen Integrale lassen sich dann wieder unter zwei
Gesichtspunkten betrachten. Einmal erscheinen sie im wesentlichen
als eindeutige Funktionen des Periodenverhiltnisses am elliptischen Ge-
bilde, also im Bereiche der elliptischen Modulfunktionen, das andere
Mal aber als polymorphe Formenschar in ihrer Abhingigkeit von
den algebraischen Modulfunktionen, néimlich als Integrale linearer
Differentialgleichungen von der Ordnung #»? mit Koeffizienten, welche
Modulfunktionen der Stufe # sind, also bei der Hauptkongruenzunter-
gruppe modulo # ungeéndert bleiben.

Diese Funktionen zeigen in vielen Beziehungen ein der gewdhn-
lichen hypergeometrischen Reihe analoges Verhalten und erweitern die
bei dieser bekannten, merkwiirdigen Eigenschaften in eigentiimlicher
Weise. Um nur eine einzelne derartige Analogie weiter auszufiihren,
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sei daran erinnert, daB die hypergeometrische Funktion bis auf Ver-
tauschungen der Exponenten im wesentlichen ungeiindert bleibt, wenn
fir die unabhingige Variable der Reihe nach die sechs verschiedenen
Werte gesetzt werden, welche das Doppelverhdltnis von vier Punkten
annehmen kann. Bei unsern allgemeineren Funktionen ist nun der
Sachverhalt der, daB diese im wesentlichen bis auf Exponenten-
vertauschungen ungeiindert bleiben, wenn auf das zur nten Stufe ge-
horige algebraische Gebilde eine seiner Transformationen in sich aus-
geiibt wird. Fiir die niedersten Stufen, » =3 und % =5, erhdlt man
so Funktionen, fiir welche die linearen Substitutionen der Tetraeder-
und der Ikosaedergruppe dieselbe Bedeutung haben, wie jene erst-
erwihnten einfacheren linearen Substitutionen der Gruppe, welche die
Werte eines Doppelverhiltnisses ineinander tiberfiihren.

Es ist als sicher zu betrachten, daB eine vollstiindige Theorie der
hier angefiihrten Funktionen nach Art derjenigen, wie wir sie fiir die
hypergeometrische Funktion besitzen, insbhesondere die Untersuchung
derjenigen Fille, in welchen diese Funktionen wieder selbst auf alge-
braische zuriickgefiihrt werden konnen, von groBem Interesse sein
wiirde, schon deshalb, weil wir an der Hand der eindeutigen Dar-
stellung im Gebiete der elliptischen Modulfunktionen alle Erscheinungen
bequem verfolgen und mit den bekannten algebraischen und gruppen-
theoretischen Verhiltnissen in Verbindung bringen konnen.

Aber unser Ansatz reicht auch noch iiber das Gebiet der ellip-
tischen Funktionen hinaus, freilich nicht mehr in so ausgedehnter
Weise, daB zu jedem algebraischen Gebilde eine ins Unendliche fort-
lanfende Reihe von derartigen Funktionen, den verschiedenen Werten
der Zahl » entsprechend, existiert. In der Tat, wollte man die im
vorigen betrachteten Integrale auf dem elliptischen Gebilde in seiner
algebraischen Gestalt aufstellen, so wiirde man sogleich erkennen, da8
sie wesentlich an das Vorhandensein von solchen elliptischen Funktionen
gebunden sind, deren nte Wurzeln am elliptischen Gebilde unverzweigt
sind. Solche Funktionen aber gibt es fiir ein Geschlecht groBer als
eins nur in ganz speziellen Fillen als wohlcharakterisierte Einzelwesen.
Nur wenn #= 2 genommen wird, hat man in den von Riemann als
Abelsche Funktionen bezeichneten Funktionen ein solches System
immer zur Verfiigung. Deren Quadrate sind ja nach Riemanns Er-
klérung proportional denjenigen Differentialen erster Gattung, deren
Nullstellen paarweise zusammenfallen, und aufs engste mit den @-Funk-
tionen von ungerader Charakteristik verkniipft. Am einfachsten und
iibersichtlichsten erhilt man nun diejenigen Bildungen, welche unseren
Ansatz verallgemeinern, wenn man sich homogener Variabler bedient
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und geradezu die Formen erster Gattung als solche einfiihrt, ein Vor-
gehen, dessen Vorteile ja Herr Klein schon in so vielen iiber das alge-
braische Gebiet hinausliegenden Problemen betont hat. Die in Rede
stehenden Bildungen werden dann bestimmte Integrale, bezw. Doppel-
umlaufintegrale zwischen zwei Nullstellen einer oder zweier verschie-
dener Abelscher Formen iiber einen Integranden, welcher ein Produkt
von Potenzen der einzelnen Abelschen Formen ist, deren Exponenten
zur Summe 1 haben. Als Differential ist dabei die von Klein mit
dw bezeichnete iiberall endliche Differentialform von der Dimension
— 1 zu verwenden.

Die Gesamtheit dieser Integrale mit gleichen Exponentensystemen
der Integranden muB nun wieder durch eine endliche Anzahl linear-
unabhiingiger darstellbar sein und eine ganze Reihe analoger Erschei-
nungen zeigen wie diejenigen, welche wir auf dem elliptischen Gebilde
konstatiert haben, wenn man sie als Funktionen der Moduln des
algebraischen Gebildes auffaBt. Insbesondere ldBt sich erwarten,
daB die Beziehungen zu den Moduln der zugehdrigen @-Funk-
tionen und derjenigen linearen Periodentransformationen, welche die
Charakteristiken der @-Funktionen ungeéindert lassen, von besonderem
Interesse sein werden.

Diese Erwartung erscheint um so berechtigter, als schon der nichst-
liegende Fall, welcher dem Geschlechte 2 entspricht, in dieser Rich-
tung ein bemerkenswertes Verhalten aufweist. Hier néimlich sind die
zu betrachtenden Integrale nicht verschieden von denen, die bei der Inte-
gration der Tissot-Pochhammerschen Differentialgleichung auftreten.
Es sind Integrale zwischen den Verzweigungspunkten eines Produktes
von Potenzen von sechs linearen Faktoren. Jeder einzelne solcher
verschwindet an einer Verzweigungsstelle des hyperelliptischen Ge-
bildes. Und nun zeigt sich bei genauerer Untersuchung, da diese
Integrale ebenso eindeutige Funktionen der zum hyperelliptischen Ge-
bilde gehorigen drei Thetamoduln sind, wie die gewdhnliche hyper-
geometrische Funktion eindeutige Funktion des zum elliptischen Gebilde
gehorigen Thetamoduls ist. Diese Darstellung 1Bt sich allerdings nicht
so unmittelbar auch formell in Evidenz setzen, wie bei der gewdhn-
lichen hypergeometrischen Funktion, aber gerade die notwendige Einzel-
untersuchung fiihrt auf interessante Eigenheiten der Monodromiegruppe
der hyperelliptischen Funktionen, worauf ich jedoch hier ohne weit-
laufig zu werden nicht eingehen kann.

Aber auch mit den Riemannschen Gedanken iiber nicht homogene
Differentialgleichungen lassen sich diese Ansitze in Bezichung bringen,
wenn man statt der bestimmten Integrale die zugehdrigen unbestimmten
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Integrationen ins Auge faBt. Kndlich wird es bereits im elliptischen
Fall von Interesse sein, auch die durch die hier betrachteten Integrale
vermittelte konforme Abbildung zu studieren.

Mit dem Hinweis auf diese weiteren Probleme lassen Sie mich
schlieBen. Wenn auch die Bearbeitung dieser Funktionen fiirs erste
dem Gebiete der Einzelforschung angehort, so diirfen wir doch nicht
vergessen — und die groBten Meister der Wissenschaft haben oft
und mit Nachdruck darauf hingewiesen —, daB gerade die Ver-
folgung der erst nur interessant erscheinenden Einzelfille unsere Krifte
stirkt, die Durchbildung unserer Methoden erzwingt und dadurch uns
erst zu wirklichem Fortschritt ins Allgemeine befihigt. Denn trotz der
deduktiven Gestalt, welche wir unsern Resultaten geben, konnen wir
auf den induktiven Weg auf die Dauer so wenig verzichten, wie alle
andere menschliche Wissenschaft.



C. Vortriige in den Sektionssitzungen.
I. Sektion.

Uber die Auflésung der Gleichungen 6" Grades.

Von

P’. Gorpan aus Erlangen.

Herr Klein hatte die Giite, mich auf die Arbeiten aufmerksam
zu machen, welche die Herren Wiman und Lachtin in den Math.
Annalen Bd. 47 und 51 veroffentlicht haben. Wiman stellt eine
Gruppe von 360 Kollineationen 3 auf, welche den geraden Substitu-
tionen von 6 Elementen isomorph ist; sie fiihren 6 gewisse Kegelschnitte

L. KnKsn“’rKs
ineinander iiber.

Diese, ich will sie konjugiert nennen, sind so heschaffen, daB die
Determinanten der Aggregate

LK, +uK,
von je 2 unter ihnen den Wert
Dikyruk, = A+ 0

besitzen. Schreibt man die X in der Normalform, bezogen auf das
gemeinsame Polardreieck von K, und K,, so wird

K = z?+jzt+)

K=  2f+jz 4 jz?

Ky= (i + o'+ a?) + V3|r( @yay+ 22, + 2,25)

K,=r @'+ %'+ z’)+ Vglr( Byly — Ty Ty — Ty Ty)

K,=r @2+ x4+ 20+ V8 r(— ayay + 2,3, — 2,8;)

K= (22 + x4 %) + V3lr (— vy, — 2w, + ,23).

Die Gleichung 6%*" Grades &, welche die Kuben der Formen K zu
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Waurzeln hat, ist die Normalform der allgemeinen Gleichung 6'*® Grades.
Hierbei ist
4r=— V3| +iVBl; 4s=—V3—iV5|.

Diejenigen Formen, welche sich bei den Kollineationen > nicht
indern, bezeichnen wir mit @. Die Koeffizienten der Gleichung G
sind solche Formen @ u. a.

f‘= Kls + sz + cee Kss= azB.
Die Kovarianten von f sind gleichfalls @, die einfachsten sind:

1. die Hessesche Form ¢ (1:) = ajatzad, (aa ).
Aus f und ¢ bilden wir zunichst die Zwischenform
(Fpu)*=u,?
und hieraus
2. die Form o (?:)) = (ypz):

3. die Funktionaldeterminante R = (fp¥).
¢ und 9 sind gerade Kovarianten; R ist eine ungerade. Wiman hat
den Satz bewiesen:

»Die geraden @ sind ganze Funktionen

F (f ) 9, ¥)
und die ungeraden sind Produkte

R-F(f, 9, ¥);“
u. a. sind die Koeffizienten der Gleichung 6t Grades G' Funktionen
F(f,p,v) und R? gleichfalls.
Wir nennen die Verhiltnisse der
Zy, g, Tg
Valentinerirrationalititen und die Quotienten
4 v
_f_“ 'f?.
Valentinerparameter.
Die Auflésung der Gleichungen 6*" Grades ist hierdurch auf die
Aufgabe zuriickgefiihrt:
,Die Valentinerirrationalititen sollen aus den Valentiner-
parametern berechnet werden.”
Um sie zu losen, stellt Herr Lachtin 3 partielle Differential-
gleichungen auf.
Die Partikularlésungen sind die Quotienten

Vi VA VA
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und die Koeffizienten gerade Kovarianten H von f. Diese H sind
Formen @, also ganze Funktionen

F(f, 9, ).

Herr Klein hat mich nun aufgefordert, diese F' zu berechnen,
oder mit anderen Worten, die Differentialgleichungen des Herrn
Lachtin so umzuformen, daB darin nunmehr nur noch ganze
Funktionen F' der Valentinerparameter:

T o= ({12 +{V=1B)) [2p; w=6 (1% +iy= 155)’f-5¢
auftreten; ebenso soll die Gleichung G'** Grades in den Koeffizienten
nur F'(v, w) enthalten.

Es wiirde hier zu weit filhren, wenn ich Ihnen ausfiihrlich die
Rechnungen auseinandersetzte, welche mich zum Ziele gefiihrt haben;
ich bitte Sie aber, mir einige Worte iiber die dabei angewandte Me-
thode zu gestatten. Zuniichst sagte ich mir, das System S einer all-
gemeinen terniren Form vom 6%" Grade ist viel zu umfangreich, als
daB ich es unternehmen kénnte, es aufzustellen und die Relationen
zwischen den Kovarianten zu bestimmen. Es muB daher der Umstand

benutzt werden, daB nur gewisse Kovarianten zu berechnen sind und
daB wir es mit einer speziellen Form

=K+ K’ + .- K
zu tun haben. Bei genauerer Priifung ergab sich, daB nur 2 Teil-
systeme von S vorkommen:

1. die Formen, welche vom terniiren kubischen Formensystem

iibernommen sind,

2. die Formen, welche durch Faltung der Hesseschen Form

entstehen, und ihre Uberschiebungen mit den ersteren.
Von besonderem Nutzen war mir bei meinen Untersuchungen diese
Erweiterung des Wimanschen Satzes:

»Die Zwischenformen Z von f, welche in den u quadratisch
sind, sind Aggregate der 6 einfachsten Z. Die Koeffizienten sind
Formen @4

Die Resultate lauten:
1. Die Gleichung:

a8—30sa%+ 15 (2257 +1/3|s0)at+5(—(80s-+ TTY/3]) + 3Y/3, (8Y/ 3|5+ T)v) *
+2(~ (68V/3]» + 208)— 6/3| (167 — 3Y/3)v + 3 (4Y/3|r — 1)v*) 2*
+3(12V/8| 0 — 170, —207/3| + 2/3 (10V/3|r + 127)» — 1205*0%)

—5Y3|s*(3Y3|sv+ 1) =0
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hat die Wurzeln

‘°’—‘;—* K®,
II. Setzt man

Ay, =3 — v+ 20%; | Gy =3 —0v—20"; a;=3—6v—0 4 25
=9 — 11v 4 2602 — 60%; ag= — 9 + 30v — 430 + 6¢%;
agg=9 — 11v + 20%;  agy= 27 — 120 + 3902 — 1003,

ay =9 — 18v + 1302+ 12¢4;

b=— 18w+ 18(+ 'v)w’+ 3 (aggay, — H4(1 — v)? — 4ag;v) + a41 gy

h(y)=by+12(2 — “'w) =+ 2 (4 (159 — 370v + 65vH — 75 w)
hy(y) = 1322Y 4 8(273 — 950) 2¥

hy(y) = 687022,

so haben die Diﬁ’erentialgleichungen

OOb + hy(y) (o — ag) + | hs(?/) (Bvw — ag)
-l--.séh_.,(y) (— 6w+ 361 —v)w+ aya5,— H4(1 —0)*) =0

—20b((6v — 21)% i+ m,aw) + Iy (y) Bag,w — agy)
+ 2y (y) Bee® — 91 — v)w + ags0) + 5 hs(y) (a3 — a3, ag5) = 0

8 0,y 0, Y 160y
31)((51; —21) Y 4 (50 “21)av’a,,+9av* e a—w)

+hy,(y) (“ 6v%*+ Bag, w— ag, ay;) +hy(y) (BB —v)w*— (ags+ aggv)ow

1
+ age a55v) + ks () (Bag, agsw —ag) = 0
die Partikularlésungen

veove vr



Zum Kontinuum-Problem.*)
Yon

J. Konie aus Budapest.

1. Es sei M,, M,, M;,--- eine abzihlbar unendliche Folge be-
liebiger Mengen, deren Michtigkeit wir mit m,, m,, m,, ... bezeichnen.

Mit Hilfe dieser Mengenfolge definieren wir zwei neue Mengen.

Die Summe der abzihlbar unendlichen Mengenfolge, in symbo-
lischer Bezeichnung:

S=M+ M, +M;+---

bedeute jene Menge, die durch Zusammenfassung aller Elemente von
M,, M,, M,, - - - entsteht, wobei die verschiedenen Mengen angehdorigen
Elemente immer als voneinander verschieden anzusehen sind. Die Mich-
tigkeit von S bezeichnen wir mit 5.

Das Produkt der abzihlbar unendlichen Mengenfolge, in symbo-
lischer Bezeichnung:

P=M M,M,---

bedeute jene Mengen, deren Elemente alle Komplexe

o= (e, a3, 0, - )

sind, wo «; ein beliebiges Element der Menge M; sein kann; es enthilt
deninach jedes p ein und nur ein Element jeder beliebigen Menge der
Folge. Es wird bequem sein, «; als i-ten Index des Elementes p zu
bezeichnen. Die Michtigkeit von P sei p.

Sind insbesondere alle M; identisch = M, so wird statt P in der
gebriiuchlichen Bezeichnung M™ geschrieben.

Wir beweisen, daB, wenn die Mengen M,,--- transfinit
sind*¥), immer die Beziehung

*) Fiir die hier benutzten Begriffe und Siitze sind die Arbeiten Georg Cantors,
des Schipfers der Mengenlehre, einzusehen. Insbesondere: ,,Beitriige zur Begriindung
der transfiniten Mengenlehre, I. und II* (Math. Annalen, Bd. 46 und 49).

Vgl. ferner A. Schoenflies: ,Die Entwicklung der Lehre von den Punkt-
mannigfaltigkeiten* (Jahresber. d. Deutschen Math.-Ver. VIII. 2).

**) Der Satz ist allgemeiner. Es besteht (1) dann und nur dann, wenn p
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s<pLsh 1)
besteht.
Eine Teilmenge von P, die ~ S ist, kann in der Tat leicht an-
gegeben werden. Man wihle zu diesem Zweck aus jedem MM, ein be-
stimmtes Element f§,, und &ndere in

W= (ﬁn Bss Bss - - )

immer nur einen Index, z. B. den %*", fiir welchen jedes Element von
M, 7u setzen ist, mit AusschluB von f,. Die durch Mutation des k'"
Index entstandene Menge der u ist augenscheinlich der Menge M,, mit
AusschluB des Elementes f§,, iiquivalent, also, da M, transfinit ist, auch
‘'~ M,. Die Gesamtheit der so definierten y ist eine Teilmenge von
P und ~ 8.

Noch leichter ist der zweite Teil der in (1) enthaltenen Behauptung
zu erhirten. Wenn man in S% als /' Index nicht alle Elemente
von S, sondern nur diejenigen zuldBt, die Elemente von M, sind, so
erhélt man unmittelbar eine Teilmenge von S™, die ~ P ist.

Aus (1) folgt noch, indem man zur X,** Potenz erhebt:

s S ph < 8%,
und hieraus infolge des Aquivalenzsatzes:
po = 5%, @

2. Es soll nun weiter vorausgesetzt werden, daB die Michtig-
keiten der Mengen M, durchweg wachsen, das heiBt immer

m‘ < 11I‘+1

ist. Wir beweisen, daB in diesem Falle niemals p =35, also
wegen (1) immer

p>5 (3)
ist.

Anders ausgedriickt: Die Aquivalenz P~ S ist unter den jetat
festgestellten Bedingungen unmdglich. In der Tat fiihrt diese Annahme
zu einem Widerspruch.

Soll némlich zwischen P und S eine ausnahmslos ein-eindeutige
Beziehung bestehen, so miissen auch die in S enthaltenen Elemente von
M, entsprechende Elemente von P bestimmen. Die in diesen Elementen
zur Verwendung gelangenden % + 1** Indizes bilden also eine Menge,
deren Méchtigkeit hochstens ut, ist. Die & + 1%® Indizes der Elemente

transfinit ist. Wir beschriinken uns der Kiirze wegen auf den oben angegebenen
Fall.

Verh. d. 1IL. Internat. Mathem.-Kongr. Heidelberg 1904. 10
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von P sind aber aus der Menge M, , zu wihlen, deren Michtigkeit
W, >m, ist. Es gibt demnach eine Teilmenge M", , von M, ,, die
bei der Bildung jener Elemente von P, die Elementen von M, ent-
sprechen, gar nicht zur Verwendung gelangt.

Bildet man also solche Elemente von P, in denen vom zweiten
Index ab Elemente von M’,, M’,, - - - beniitzt werden, so kann ein
solches bei der angenommenen Aquivalenzbeziehung keinem, in irgend
einem M, enthaltenen Elemente entsprechen. D. h. die angenommene
Aquivalenzbeziehung ist als unméglich erwiesen.

3. Ist 4, irgend eine wohlgeordnete Menge von der Méchtigkeit
X, so gibt es nach den bekannten Grundsitzen der Cantorschen Theorie
eine abzihlbar unendliche Folge wohlgeordneter Mengen

A,u+17 A,u+z‘n A,u+87 e
so daB, wenn wir die ihnen entsprechenden Michtigkeiten mit
. he/4-}-17 R,u+27 zg;1+37
bezeichnen,
. S,,<Rﬂ+1<!t,,,+2<---
ist.

Wir bilden nun die Mengen S und P in bezug auf diese Folge
wohlgeordneter Mengen. S ist jetzt eine ‘abzdhlbar unendliche Folge
wohlgeordneter Mengen, also selbst eine wohlgeordnete Menge, deren
Michtigkeit entsprechend mit 5 =&, ., bezeichnet wird.

Dann ist wegen p > § auch

pPro=5%> 3
Da aber fiir das Kontinuum
COE

kann das Kontinuum keiner wohlgeordneten Menge vom Cha-

rakter N, ., fquivalent sein.

Der einfachste Fall ergibt die Nichtabzihlbarkeit des Kontinuums.
4. Herr Bernstein®) hat den allgemeinen Satz

R M= 8 2%

aufgestellt, aus dem, wenn man voraussetzt, daB das Kontinuum irgend
einer wohlgeordneten Menge A4, von der Michtigkeit ¥, fiquivalent ist,

und ¥, =N, gesetzt wird,

R No=n

utw ot = Ryio

*) Felix Bernstein, Untersuchungen aus der Mengenlehre. Inaug.-Disser-
tation. Gottingen 1901. pag. 49.
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folgen wiirde. Die Annahme, daB das Kontinuum einer wohlgeordneten
Menge iquivalent ist, wire also gewiB falsch, wenn der Bernsteinsche
Satz allgemein richtig wire. Leider hat jedoch dessen Beweis eine
wesentliche Liicke, da fiir X, und jede der oben betrachten ,singuliren®
wohlgeordneten Mengen, die Annahme, daB jede abziihlbare Teilmenge
in einem Abschnitte der ganzen Menge liegt, nicht mehr statthaft ist.

Ich erwihne dies vor allem, um den SchluB, den ich in meinem
KongreBvortrage unter Annahme der Richtigkeit des Bernsteinschen Satzes
aus diesem zog, ausdriicklich zuriickzunehmen.

Doch glaube ich, daB die Sache noch auBer der historischen Treue
ein gewisses Interesse bietet.

Wire ndmlich umgekehrt das Kontinuum keiner wohlgeordneten
Menge iquivalent, also griBer als jede wohlgeordnete Menge, so wiirde
aus

2% > N8,
immer auch
8N = 2% = 8 2%, (B)

der Bernsteinsche Satz folgen.

Dieser formuliert also geradezu das Kontinuumproblem in neuer
und nicht uninteressanter Weise.

Ist (B.) allgemein richtig, so kann das Kontinuum keiner wohl-
geordneten Menge #quivalent sein. Kann man aber (B.) auch nur fiir
ein N als falsch erweisen, so muf das Kontinuum einer wohlgeordneten
Menge fquivalent sein.

Insbesondere wird das Kontinuum in der abzihlbaren Folge

Ry, 8y, Ny, - -+

enthalten sein oder nicht, je nachdem X * groBer oder gleich 2% ist.

16



Ein Beitrag zum Fermatschen Satze.
Von

A. Carerni aus Neapel.

L

1. In der Fermatschen Gleichung
a*'=1+ ab, 1)

wo a und b Primzahhlen sind, 148t sich die ganze Zahl « bezeichnen

durch
b—1
«—E(%5),

indem man mit E(z) die groBte natiirliche Zahl versteht, welche in
irgend einer positiven Zahl z enthalten ist.

h—1
Ich will hier zeigen, wie man die GroBe E(a b ) in sehr einfacher
Weise rational und ganz durch die GriBen:

ab-— 2 ba -2
ausdriicken kann.

Schreibt man die Fermatsche Gleichung in der etwas symmetrischeren
Gestalt

@1 + b1 =1+ Aab,

so gilt, wie wir im folgenden beweisen werden, fiir die entsprechende

GroBe . 1 N “
A—E a’~ +b”‘_‘_ 5 o ba_—_.
die Gleichung ( «b ) ( b _:- u )
a-1+2(50) +2(%0), "

b—1
und aus dieser liBt sich der gewiinschte Ausdruck von E(—b—) un-
mittelbar entnehmen:

()=t 545 45 e
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2. Versteht man unter ¢ (z), wie gewthnlich, die Anzahl der Zahlen,
welche kleiner als x und zu z relativ prim sind, so kann man der so-
genannten verallgemeinerten Fermatschen Gleichung:

a%®) =1 4 ab,
wo a und ) relative Primzahlen sind, die symmetrischere Gestalt geben:
a?® | pe@) =1 4 Aab,

und man hat, als Verallgemeinerung der entsprechenden obigen Gleichung:

A—14F (arp(l;)— 1> VB (qu(:)—l) . (I)'

Aus dieser Gleichung folgt dann leicht der Ausdruck von «:

=8 (5) o4 B ()

IL

1. Im folgenden hezeichnen wir mit dem Symbol
[#]a
den positiven Rest von irgend einer ganzen Zahl z in bezug auf den
Modul a. Sind also ¢ und b relative Primzahlen, so hat man wegen des
Fermatschen Satzes:
[a°®), = [69],.
Es besteht nun eine sehr einfache Beziehung auch zwischen den zwei
GroBen
[a#®-1],, [pe@-1],,

und eben an diese Beziehung liBt sich der Beweis der oben angefiihrten
Formeln (I) und (I)" ankniipfen.

Da die Summe

at [a?®=4], 4 bA[be@-4] —1

fiir jeden positiven ganzzahligen Wert von i, wie man leicht erkennen
kann, durch das Produkt ab teilbar ist, schreiben wir

@ a#0)~3], + B [b90-3],— 1 — M,ab,
wo M, eine von A abhiingende ganze positive Zahl ist. Aus dieser
Gleichung kann man, wenn man beachtet, daB
[a?®-1],<b, [po@~%],<a,
die Folgerung ziehen, daB:
a*b 4+ b*a —1 > M,ab
und hieraus

M, <@t + -1,
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Aus dieser Ungleichheit geht nun, im Falle A =1, die Gleichung hervor:

M,=1.
Es besteht also die Relation
a[a9®-1], 4 b[b¥@ 1], =1+ abd. (ID)

Sind « und b Primzahlen, so hat man insbesondere
aa®—%,+b[b*-*],=1+ ab.

2. Wenn man nun die Gleichungen:

a?® -1 — [a¢(b) 1] +b-E ( a?® - 1)’

po@) -1
bo@—1 = [(9@-1] 4 q - E( ),

respektive mit ¢ und b multipliziert und addiert, so erhilt man, mit
Riicksicht auf Gleichung (II):

(b)— 1 (a)—-1
a?® 4+ b =1+ ab [1 + E(a(p ) + E(E’;u_ )}’

was eben zu beweisen war.



Uber die Bestimmung der linearen Teiler
einer algebraischen Form.

Von

F. HoCEVAR aus Graz.

In den zahlreichen Arbeiten iiber die linearen Teiler der Formen
beschiiftigte man sich bisher in der Regel nur mit solchen Formen,
deren simtliche Faktoren linear sind. Den Gegenstand meines Vor-
trages bilden nun heliebige Formen, somit auch solche, welche irre-
duktible Faktoren verschiedener Grade enthalten, und ich will auf zwei
verschiedenen Wegen, welche allerdings zum Teil zusammenfallen, zeigen,
wie man die linearen Faktoren solcher Formen bestimmen kann.

§ 1. Nach beiden Methoden muB zunichst die gegebene Form
von ihren vielfachen Faktoren hefreit werden. Zu diesem Zwecke sieht
man nach, ob die Form eine Variable enthdlt, deren hochste Potenz
von gleichem Grade ist wie die Form. Ist keine solche Variable vor-
handen, so kann man durch eine umkehrbare lineare Substitution be-
wirken, dafB einige oder auch siimtliche Variable der erwihnten Forde-
rung geniigen. Ich kann also ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, daB die vorgelegte Form

F(xn Lyy - - - xn)? w> 2;

wenn sie vom p*" Grade ist, auch das Glied mit z,? enthilt.

Dividiert man nun die Form F durch den groBten gemeinsamen
Teiler der Form und ihrer Ableitung nach x,, so erhilt man, wie ich
vor kurzem bewiesen habe*), eine Form

f(@, 2, - 2,),
welche dieselben irreduktiblen Faktoren enthilt wie ¥, jedoch jeden nur
in der ersten Potenz. Es geniigt also die linearen Faktoren der letzteren

*) Hodtevar, Uber die Zerlegbarkeit algebraischer Formen in lineare Fak-
toren, Wiener Sitzungsberichte, Februar 1904, pag. 409—428.
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Form zu bestimmen, und man hat dann nur noch ihre Multiplizitit in
der urspriinglich gegebenen festzustellen.

Die so erhaltene Form f ist zu ihrer Ableitung nach 2, teilerfremd.

§ 2. Die erste der beiden Methoden zur Bestimmung der linearen
Teiler, welche ich hier mitteilen will, beruht auf folgendem Satze:

I. Kennt man ein spezielles Wertsystem

z,=a, (1=1,2,...m),
fiir welches ein linearer Teiler der Form f verschwindet und
alle iibrigen (linearen und nichtlinearen) Teiler von Null ver-
schieden sind, so ist hierdurch jener lineare Teiler bestimmt
und zwar ausgedriickt durch
Il1 Z‘f)

Ti\a )"
é (8:», 0
Der Zeiger Null soll hier und im folgenden andeuten, daB die Variablen »
durch die speziellen Werte a ersetzt sind.

Beweis. Es sel
n
u= E ¢;

i=1

der lineare Teiler der Form f, welcher fiir z; =a, (i=1,2,--- n) ver-
schwindet. Ist nun

f=uv,
somit

0 ov
(%f—i = u;—wi + ¢,

so folgt durch die Substitution z;=a,(i=1,2,.-- 2)

of\ _
(a_wi)o— ;Y

und da nach der Voraussetzung v, == 0 ist,

_1 N cary
u_,lTO i=1xi<ami)0

Damit ist der Satz I bewiesen, da bei der Bestimmung eines
Teilers ein konstanter Faktor nicht in Betracht kommt. Fiir » =3
hat dieser Satz folgende geometrische Bedeutung (und eine analoge fiir
n=4):

Hat die Kurve f'= 0 einen geradlinigen Zweig und kennt man
die Koordinaten z; = a; irgend eines seiner Punkte, durch welchen kein
anderer Zweig der Kurve hindurchgeht, so ist hierdurch die Gleichung
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jenes geradlinigen Zweiges bestimmt; es ist die Gleichung der Tangente
an die Kurve f=0 mit dem Punkte z; = a, als Beriihrungspunkt.

§ 3. Um nun sémtliche linearen Teiler der Form f zu bestimmen,
setze man in der Gleichung /=0

Ty = Qg Tyg=y," " Zp= 0y

Die Werte a seien so gewihlt, daB die entsprechenden Werte von z,,
d. h. die Wurzeln der Gleichung

f(xl) gy Agy*** a’n) = 07

T = ul(l)’ al(g)’ ‘e a,l("‘)

welche mit

bezeichnet werden sollen, voneinander verschieden sind. Dies ist stets
moglich, ja sogar im allgemeinen der Fall, da f zur Ableitung nach z,
teilerfremd ist und die Diskriminante der obigen Gleichung fiir co"—!
Wertsysteme der @ von Null verschieden ist und mnur fiir oo"—2
Wertsysteme verschwindet.

Hat nun die Form f einen linearen Teiler, so verschwindet der-
selbe fiir eines der Wertsysteme

xl=a1(7-)’ Zy=dg,++ Z,=a,
(1=1,2,---m

und alle anderen Teiler der Form sind fiir dasselbe Wertsystem von
Null verschieden. Somit ist nach dem Satze I der lineare Teiler mit

einem der Ausdriicke
w —
;: ‘(a‘”i 2

(1=1,2,---m)

identisch. Das gleiche gilt von jedem anderen linearen Teiler. Man
erhilt somit siimtliche linearen Teiler der Form f, indem man aus den
eben berechneten linearen Ausdriicken jene herausgreift, welche Teiler
der Form f sind, was sich durch direkten Versuch feststellen 1a8t.

Das eben entwickelte Verfahren ist, wie man sieht, sehr einfach
und fiihrt stets zum Ziele. Es haftet ihm jedoch die Unbequemlichkeit
an, daB der erforderliche Rechnungsaufwand und inshesondere der Grad
der aufzulosenden Gleichung vom Grade der Form und nicht von der
Anzahl der linearen Teiler abhingt. Wenn also z B. eine Form m'®
Grades keinen linearen Teiler besitzt, so muB man, um dies nach un-
serem Verfahren zu konstatieren, dennoch eine Gleichung mt® Grades
auflosen, die entsprechenden m linearen Ausdriicke berechnen und die
Form durch jeden derselben dividieren.

§ 4 Von diesem Mangel ist die zweite Methode frei, welche
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auf gewissen Eigenschaften der Hesseschen Determinante beruht. Da
fiir das Zerfallen einer quadratischen Form in lineare Faktoren not-
wendig ist und hinreicht, daB alle dreizeiligen Minoren ihrer Deter-
minante, somit auch ihrer Hesseschen Determinante verschwinden, so
ist die Vermutung gerechtfertigt, daB auch bei Formen hsherer Grade
das Vorhandensein linearer Teiler durch die dreizeiligen Minoren ihrer
Hesseschen Determinante angezeigt wird. In der Tat bestehen die Sitze:
Il. Jeder lineare Teiler einer Form ist zugleich ein Teiler
aller dreizeiligen Minoren ihrer Hesseschen Determinante.
Beweis. Es sei

also f=uv, u=2Xqux,

fir = G0 + 60, + vy,
Z+ fiofsufy,=H+ Ku+ Lu? + Mu’.

Darin bedeuten H, K, L, M leicht zu berechnende Formen, von denen
die erste identisch verschwindet.¥)

III. Jeder nichtlineare Teiler einer Form, welcher zugleich
ein Teiler aller dreizeiligen Minoren ihrer Hesseschen Deter-
minante ist, 1dBt sich in lineare Faktoren zerlegen.

Beweis. Mit Benutzung der im § 3 bestimmten Nullstellen der
Form f erhiilt man aus der Gleichung f = O fiir 2; die Potenzreihen

Dann ist

&=, + (2, — ap) (g‘::)/.{_ + (&, — a,) (%,_" )2
+%(”2—“2)2' (S—;%))-i- e
(A=1,2,.-- m).

Es sei nun v ein Teiler i*® Grades von f, also etwa
f=rvw.

Dann sind % der obigen Potenzreihen, etwa die A=1,2,... % ent-
sprechenden, identisch mit jenen, die man fiir z, aus der Gleichung
v =0 mit Benutzung der 4 =1,2,...% entsprechenden Nullstellen
von f erhilt.

Aus der Gleichung /= 0 folgt durch Differentiation und mit An-
wendung der Eulerschen Relationen die Formel*¥)

. I
ﬂ}ﬁ;=(‘m—__f)’?f"'2ﬂr oy L fu Tip
» far Far faﬁ

(“:ﬁ=2;37"'”‘)'

* Vgl a. a. 0., pag. 411.
*) Vgl. a. a. O., pag. 416.
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Wenn also v ein Teiler siimtlicher dreizeiligen Minoren von H(f)
ist, so hat man
o'z, Gv_ Gf i,
EX A A ATl
worin G eine gewisse ganze Funktion hedeutet und U eine gebrochene
Funktion, deren Nenner nur die Faktoren f; und « enthilt. Aus der

letzten Gleichung folgt weiter
AL cx, Pl EX
amam,:da; ( laxl +U)f+U(f1 +f) =7f,

worin V eine gebrochene Funktion bedeutet, deren Nenner nur die
Faktoren f; und w enthélt u.s.f. Da nun an den den Werten 4=1,2,.-- k&
entsprechenden Nullstellen von f diese Form verschwindet, hingegen
f, und w von Null verschieden sind, so fallen in den aus v =0 fiir
z, erhaltenen Potenzreihen alle Glieder von hoherer als der ersten Ord-
nung weg und v zerfillt also in lauter lineare Faktoren. W. z b. w.

Aus den Sitzen II und III folgt der Satz:

IV. Der grioBte gemeinsame Teiler einer Form und aller
dreizeiligen Minoren ihrer Hesseschen Determinante ist zu-
gleich das Produkt aller linearen Teiler der Form.

Auf Grund dieses Satzes kann man die linearen Teiler einer Form
auch auf folgende Weise bestimmen: Man berechnet mittels des Ku-
klidschen Algorithmus den grioBten gemeinsamen Teiler I' der Form f
und aller dreizeiligen Minoren von H(f) und zerlegt ihn dann nach
der ersten Methode in seine (linearen) Faktoren.

Ist T vom Grade I, so enthiilt die Form % lineare Teiler und man
hat in diesem Falle nur eine Gleichung A'™ Grades aufzuldsen.

Ist =/, so zerfillt f in lauter lineare Faktoren.

Fiir das Zerfallen einer Form f in lauter lineare Faktoren
ist also notwendig und hinreichend, daB alle dreizeiligen Mi-
noren von H(f) durch f teilbar sind.¥)

Ist T konstant, so besitzt die Form keinen linearen Teiler. Dies
kann man also auch schon behaupten, wenn f zu einem dreizeiligen
Minor von H(f) teilerfremd ist.

§ 5. Der Satz IV ist fiir » = 3 in unveriinderter Form gut brauch-
bar und lautet in diesem Falle:

Der griBte gemeinsame Teiler einer terniren Form und
ihrer Hesseschen Determinante ist zugleich das Produkt der
linearen Teiler der Form.

Fiir » > 3 erfordert jedoch die Anwendung des Satzes IV wegen

*) Dieser Satz wurde a. a. 0., pag. 419, direkt abgeleitet.
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der groBen Anzahl der dreizeiligen Minoren iiberaus langwierige Rech-
nungen. Diese Anzahl betriigt im allgemeinen Falle

1 n
2 (s) () +1)
somit fiir n =4, 5, 6, - - - beziehungsweise 10, 55, 210, - - -

Es liBt sich nun zeigen, daBl eine weit geringere Anzahl der drei-
zeiligen Minoren zur Berechnung des 7' ausreicht, wenn man sich des
folgenden Satzes bedient:

V. Ist in einer Matrix, deren Elemente ganze Funktionen
der Variablen #,, z,,--- «, sind, irgend eine r-zeilige Deter-
minante « teilerfremd zu einer ganzen Funktion v, welche
keine vielfachen Faktoren enthilt, und ist jede (r 4 1)-zeilige
Determinante der Matrix, welche aus d durch Hinzufiigung
einer Zeile und einer Spalte entsteht, durch » teilbar, so sind
auch alle iibrigen (r+ 1)-zeiligen Determinanten der Matrix
durch v teilbar.

Dieser Satz ist dem bekannten Kroneckerschen Satze*), durch
welchen man die Berechnung des Ranges einer Determinante mit kon-
stanten Elementen abkiirzen kann, nachgebildet und wird mit Hilfe des-
selben und von Stetigkeitsbetrachtungen bewiesen.*¥)

Aus dem Satze V ergibt sich durch Spezialisierung der Satz

VI Ist in H(f) der Diagonalminor

Z + fufe
zu f teilerfremd, so ist der gr. g. Teiler von f und der ("2 1)
Minoren
Z+ fulfala;

(“7ﬂ=3y47"'n)

auch ein Teiler aller iibrigen dreizeiligen Minoren von H(f).
Somit geniigt es zur Berechnung des Produkts der linearen Teiler
einer Form fiir » =4, 5, 6, - - - beziehungsweise nur 3, 6, 10, . . - drei-
zeilige Minoren von H (f) zu verwenden, wenn man zuvor einen zu f
teilerfremden zweizeiligen Diagonalminor von H(f) gefunden hat.

*) Kronecker, Journ. f. Math., 72; auch Baltzer, Determinanten, 4. Aufl,,
pag. 78.

*¥) In der Diskussion bemerkte Herr Landsberg, daB dieser Satz schon in der
im 99. Bande des Crelleschen Journals publizierten Abhandlung Kroneckers und
zwar in allgemeinerer Form enthalten sei.



Uber lineare Differenzengleichungen.

Von

A. GuLpBerg aus Christiania.

Schon lingst ist man auf die groBe Analogie, die zwischen der
'heorie der linearen Differentialgleichungen und der linearen Differenzen-
leichungen besteht, aufmerksam gewesen. Ich darf insofern fiir die
ltere Zeit nur die Arbeiten von Euler, Laplace, Lagrange und
‘auchy, und fiir die neuere Zeit die Arbeiten von Mansion, Hey-
1ann, Pincherle, Selivanoff und Epsteen nennen, die sich mit
iesen Gegenstinden beschiftigt haben. Es scheint mir aber, daB man
och nicht alle Analogien zwischen diesen zwei Theorien ausgenutzt
at, ich erlaube mir daher kurz einige vielleicht neue Bemerkungen
ber die linearen Differenzengleichungen zu machen.

1. Es sei gegeben die lineare homogene Differenzengleichung
ter Ordnung:

[) P(yz) =Yzin + pa(:nyz+u-—1 +p:(:2)yz+n-2 +- + p;:”)yz': O}
70 die p, gegebene Funktionen von z bedeuten.

Man hat dann:
‘P(yzzz) = ‘ga:Pyz + Azz P’yz-*— Ag‘gz'P”yz-I— e +A”z:c yz+n}
70 Py,, P'y,, ... nach einem leicht ersichtbaren Algorithmus abge-

sitet sind. Diese Formel ermdglicht die Ordnungserniedrigung von (I)
m eine Einheit, sobald man eine partikuliire Losung g{!) kennt; denn
etzt man y,=y"z,, so enthilt die Gleichung fiir z, die Funktion 2, nicht
aehr explizit. Geniigt 4. zugleich den Gleichungen Py,=0, P'y,=0,---,
2*=1y = 0, mit anderen Worten, sind y’, 2y, - - -, &~ Dy gleich-
eitig Losungen von (1), so erniedrigt sich die Ordnung um % Ein-
ieiten®); dieser Fall entspricht dem einer k-fachen Losung (nach
(onigsbergers Terminologie) einer linearen Differentialgleichung. Man

:ann so die Ordnung sukzessive um % Einheiten erniedrigen, wenn man

*) Guldberg: Comptes Rendus, tome 137 p. 560.
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L partikulire Losungen kennt; aber man muB dazu voraussetzen, daf
diese Losungen linear unabhiéngig, d. h. durch keine homogene
lineare Relation mit konstanten Koeffizienten verkniipft seien. Die
Bedingung dafiir ist bekanntlich, daf die Determinante

a @)
i y-t e yx
et )
1) @) an _ o Yr11 Tt Yot
A(?/-r;?/r 2ty Y )_ :

L) )
Yzeir-1 ya:+k—1[

nicht identisch Null ist.

Man beweist ferner, daB die Gleichung (I) unter gewissen Be-
dingungen, die wir hier stets als erfiillt voraussetzen, Systeme von =
linearen unabhiingigen Losungen besitzt; man nennt diese Kunda-
mentalldsungen. Jedes Fundamentalsystem liBt sich auf die Form
bringen *):

Y=, YR = TP, yP =P T @ P, ...,
ygn)= ’U:(c” 2”9) e Z‘D;(,,-"),

in der keine von den Funktionen v%’, v, - .-, v? identisch Null ist.

Die allgemeine Losung von (1) ist:

n
(73]
Y= 2, GYz,
1
(1)

wenn 73, - - -, 45* ein Fundamentalsystem partikuldrer Losungen bilden
und die ¢, - -, ¢, willkiirliche Konstanten sind.

2. Gleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Hat die Gleichung (I) konstante Koeffizienten, d. h. ist p’ =a,, ---,
p=a,, so liBt sie sich bekanntlich durch elementare Funktionen
integrieren.

Denn setzt man

[(@) =2"+ a@""'+ - +a,

wo die a jetzt Konstante sind, so gibt jede Wurzel ¢, ¢, ---, ¢, der
»charakteristischen” Gleichung f(2) = 0 eine Losung y,= ¢* und jede
k-fache Wurzel & Losungen ¢, zc, ---, 2¢=¢®. Man erhilt » Lo-
sungen und beweist, daB sie linear unabhiingig sind (Satz von Moivre,
Euler).

3. Erniedrigung der Ordnung der Gleichung.

Man kann die Ordnung der Gleichung Py, = 0 auch jedesmal er-
niedrigen, wenn man eine andere lineare Gleichung kennt, die mit ihr

Losungen gemein hat. Seien Ay, und By, zwei Ausdriicke derselben

*) Guldberg: Comptes Rendus, tome 137 p. 560.
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Form wie Py,, der zweite nicht von hoherer Ordnung als der erste.
Setzt man zur Vereinfachung voraus, daB die ersten Koeffizienten aller
dieser Ausdriicke sich auf 1 reduzieren, so kann man durch rationale
Operationen zwei analoge Ausdriicke @y, und Ry,, den zweiten von
niedrigerer Ordnung als By,, so bestimmen, daB identisch

4y,= @ (By,) + ¢() - Ry,

wird. Dann ist jede gemeinsame Losung von 4 =0 und B =0 auch
Losung von I8 = O und umgekehrt. Man erhilt so durch ein analoges
Verfahren wie bei der linearen Differentialgleichung eine lineare Dif-
ferenzengleichung Cy, = O, deren Lésungen die simtlichen gemeinsamen
Losungen von 4 =0 und B =0 sind.*) Die Voraussetzung liBt sich
aber ersetzen durch die, daB Py, = 0 alle Losungen einer linearen
Gleichung A** Ordnung Sy, = O zuléBt, und daB folglich eine Identitit
der Form P(y,) = T'(Sy,) besteht, in der Ty, einen linearen Differenzen-
ausdruck (n — k)** Ordnung bedeutet.

4. Die lineare Gleichung, die ein gegebenes Fundamentalsystem
von Losungen %, - .-, y™ besitat, ist

Pyo= Ay, ¥, - -+ 9") = 0

mit der frither angegebenen Bedeutung von 4.

Man erhiilt daraus Ausdriicke der Verhiltnisse p¥ durch die
9, - - -, ¢ und ihre sukzessiven Werte in der Form von Determinanten-
quotienten, entsprechend den Ausdriicken der Koeffizienten einer linearen
Differentialgleichung. Speziell hat man die Formel:

4
(— gl = i),
z
wo
i Y, O] cee f’/z(”)

(1) (")
A = ?/x+1 ctt y:n:+1
=

(1 ()
Yze3n—-1 " Yzin -1 1

5. Rationale Differenzenfunktionen der Losungen eines Fundamental-
systems.

Auch die Theorie der invarianten Funktionen der Losungen einer
linearen Differentialgleichung hat ihr Analogon in der Theorie der

*) Pincherle: Memorie delle R. Accad. di Bologna, 8.V. t.V p. 87; Man-
sion: Memoire cour. par 'Ac. R. de Belgique, t. 22; Guldberg: Comptes Rendus,
t. 187 p. 560.

**) Heymann: Crelles Journal, B. 109 p. 114 (:uldberg Comptes Rendus,
t. 137 p. 560.
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linearen Differenzengleichungen. Das allgemeinste Fundamentalsystem
7.9, -+, 7, der Gleichung (I) liBt sich aus einem speziellen y,™, - - -, y,®
durch die Gleichungen

n

y-z(‘) = 2 a”iyz(k) (7’ = 17 2’ Tt n)

k=1

ableiten, die die allgemeine homogene Gruppe G definieren. Diese
Gruppe spielt also hier dieselbe Rolle wie bei den linearen Differential-
gleichungen und wie die Gruppe der Vertauschungen von 2 Buchstaben
fiir die algebraische Gleichung #** Ordnung. Die p,® sind als Funktionen
der y, und ihrer sukzessiven Werte Differenzeninvarianten der GGruppe (,
und jede mit den y, und ihren sukzessiven Werten gebildete Differenzen-
invariante von G ist Funktion der »,® und ihrer sukzessiven Werte
allein; ist sie {iberdies eine rationale Funktion der y,, ihrer sukzessiven
Werte und von z, so ist auch ihr Ausdruck in den p,®, ihren sukzes-
siven Werten und z rational. Jede relative Differenzeninvariante von
G ist das Produkt einer rationalen Funktion der p,® und ihrer suk-
zessiven Werte in I7(— 1)"p,™.%¥)

Sei allgemeiner R irgend eine Differenzenfunktion, die rational
aus y,Y, ..., y,®, ihren sukzessiven Werten und x gebildet ist. Ihre
Eigenschaften sind verkniipft mit denjenigen ihrer Gruppe, d. h. der-
jenigen Untergruppe g von G, bei der die Form dieser Funktion un-
geiindert bleibt. Die aus R durch die allgemeine Transformation von G
abgeleitete Funktion ist die allgemeine Losung einer in R und seinen
sukzessiven Werten rationalen Differenzengleichung ¥ (R) =0, deren
Koeffizienten rationale Funktionen der p,®, ihrer sukzessiven Werte und
von z sind. Man kann % (R) =0 eine Transformierte oder Resolvente
von Py,=0 nennen; sie ist von der Ordnung #*— 7, wenn r die
Zahl der Parameter von g ist. ’

Sei S eine andere Differenzenfunktion derselben Natur wie R,
und A ihre Gruppe. Ist 2 in g enthalten, so 148t sich R rational in
S, den p,®, ihren sukzessiven Werten und z ausdriicken. Allgemein
geniigt R einer rationalen Differenzengleichung, deren Koeftizienten
rationale Kunktionen von S, den p,®, ihren sukzessiven Werten und
von z sind, und deren Ordnung gleich ist der Differenz zwischen der
Parameterzahl von /; und der groBten gemeinsamen Untergruppe von
g und h.

Wenn S keine Transformation von G auBer der identischen zu-
1aBt, 148t sich jede Funktion R, also auch jedes der Integrale 43, ---, 42"

*) Guldberg: Comptes Rendus, t. 187 p, 614.
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rational durch S, die p¥, ihre sukzessiven Werte und x ausdriicken.
Speziell gilt das fiir die Funktion § = 4Ly + udyP + - - - + w2y, in ’ i
der die uY unbestimmte Funktionen von z bedeuten; sie geniigt einer
linearen homogenen Differenzengleichung #*¢* Ordnung.

Nimmt man

—_ — 2, D (2) (n)
2, = Ryx': Uy Yugn—1 + U, yz+n—2+ cee Uy Yoy

unter «$, - - -, 4" rationale Funktionen von z, den p% und ihren suk-

zessiven Werten verstanden, so erhiilt man eine lineare Resolvente
Qz,, die im allgemeinen wie Py, von #** Ordnung ist. Die Losungen
von Py,— 0 und @z,= 0 entsprechen einander durch die Relation
2,= Ry, und auch durch eine umgekehrte von derselben Form y,= Sz,.
Die (leichungen Py,= 0, Q2,= 0 sind von derselben Art.

6. Assoziierte Differenzengleichungen.

Nach dem eben Erwihnten sind die einfachsten Resolventen die-
jenigen, denen die Minoren der Determinante A (¥, - - -, yz') geniigen.
Diese Determinante selbst geniigt der Gleichung 1** Ordnung:

4.+ (—1)yp™d4,=0.

Alle aus denselben m Zeilen von 4 entnommenen Minoren geniigen
einer und derselben Gleichung und bilden von ihr ein Fundamental-
system von Losungen; ersetzt man die m Zeilen durch m andere, so
erhilt man eine Gleichung derselben Art. Man kann sich also fiir jedes
m auf die Untersuchung derjenigen Gleichung beschrinken, welcher
AP, ---, y5) geniigt; sie heiBe die (12 —m)"® Assoziierte von
Py,= 0. Die Losungen eines Fundamentalsystems von ihr sind (auBer
fir m =1 und m =»—1) durch homogene ganze Relationen mit
konstanten Koeffizienten verbunden; diese Gleichungen dienen u. a. zur
Untersuchung der Reduzibilitit von linearen Gleichungen.

7. Rationelle Integrationstheorie.

Die lineare Differenzengleichung #** Ordnung gestattet, wie die
lineare Differentialgleichung, eine rationelle Integrationstheorie.

Die gegebene Gleichung entspncht néimlich mit Beziehung auf
einen gegebenen Rationalitétsbereich einer Untergruppe G+ der allge-
meinen homogenen linearen Gruppe in # Verinderlichen mit folgender
Doppeleigenschaft: 1. Jede rationale Differenzenfunktion 7, deren nume-
rischer Wert rational ist, gestattet numerisch alle Transformationen von
G. 2. Jede Funktion ¥, die numerisch alle Transformationen von G ge-
stattet, hat einen rationalen numerischen Wert.*)

Durch eine solche Gruppe ist jede spezielle Gleichung charakterisiert.

(1)

*) Guldberg: Comptes Rendus, t. 137 p. 639.
Verh. d. III. Tnternat. Mathem.-Kongr. Heidelberg 1904. 11
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Die hieraus entspringende Integrationstheorie besteht in der
sukzessiven Reduktion der Gruppe durch Adjunktion neuer, durch Hilfs-
gleichungen definierten Funktionen von z. Sei @, eine invariante
Maximaluntergruppe von G- und £, eine charakteristische Invariante
von G,; &, geniigt als Funktion von 2, wo & eine Invariante von G
ist, einer rationalen Differenzengleichung. Ist diese integriert, so geniigt
die Adjunktion eines ihrer Integrale zur Reduktion der Transformations-
gruppe auf G,. Ist die Gruppe auf G, reduziert, so fdéhrt man
ebenso fort.

Die Tragweite dieser Methode ergibt sich aus dem Satze: Wenn
die Integration einer rationalen Hilfsgleichung die Gruppe G reduziert,
so reduziert sie sie auf eine invariante Untergruppe.

Man schlieBt hieraus inshesondere:

Py,=0 ist dann und nur dann durch Quadraturen integrierbar,
wenn ihre Transformationsgruppe eine integrable Gruppe ist.

Daraus folgt, daB die allgemeine lineare Gleichung #'** Ordnung
fiir » > 1 nicht durch endliche Quadraturen integrierbar ist.

8. Die lineare homogene Differenzengleichung 2** Ordnung.

Als ein Beispiel der in 7. kurz besprochenen Integrationstheorie
werden wir die lineare Differenzengleichung 2% Ordnung betrachten.
Die folgende Tabelle stellt die lineare homogene Gruppe in zwei Ver-
dnderlichen und ihre simtlichen algebraischen Untergruppen dar:

1) FO=tyD+ Lyd, TO=t,yP + 4,92,

@ TO=14y0+ 4yD, T =tyP + 4,92,
wo tt,— til;=1 ist;

® 7O = 4,99, TO = by + L0

4) 79 =19, IO =4yD + 6yl

) O =ty0, 79 =ty®;

(6) O =1ty", YO =41 (YD + Ly);

(M ¥ =tyP, ¥ =ty

C)) 7o =199, IO =yD + ty;

9 GO = feg1) T — fe+1g@.

@ go=tyd, )4 s

Die Gruppen (2) und (7) sind die einzigen invarianten Unter-
gruppen der allgemeinen linearen homogenen Gruppe (1). Die Gruppen
(8) bis (9) sind alle integrabel.

Betrachten wir die allgemeine lineare Differenzengleichung
2tr Ordnung:

(I) yz+2 + pa:yz+1 + q:cyx= 0)
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so entspricht ihr die allgemeine lineare Gruppe (1). Die Gruppe (2)
hat nun die Invariante
YOy — @y — 4
die durch die Gleichung
(a') A:t+1 + q,‘cd:c= 0
bestimmt ist. Die Gruppe (3) hat die Invariante
o)

'.'/:c+1
W = Y

wo u, durch die Gleichung
(b) uxuz+1 +.pzuz + 9= 0
bestimmt ist.

Wird nun die Gleichung (a) geldst, so reduziert sich die Gruppe
der Gleichung (I) auf die spezielle lineare Gruppe. Wird nun gleich-
zeitig die Gleichung (b) geldst, so reduziert sich diese neue Gruppe
auf die identische Gruppe, die Gruppe (2) ist ja einfach. Die Glei-
chung (I) muB daher jetzt gelost sein. Das ist auch der Fall. Denn
es seien u,, ), u® 3 Losungen der Gleichung (b); es gibt dann
3 Losungen der Gleichung (I), so daB wir haben:

Wy o e ST
Y = ¥ =) Yy + y@ =’

wo 1)@  — y@ () =

yft y:=+1 y:c y:(:+1 Az
ist; denn die 2 ersten Formeln definieren y{ und y® bis auf einen
Faktor. Wir erhalten dann:

(u,— u®) y® + (4, — u®) y® =0,
und daher YOy (U — ud) = 4,

) — — u(z))d u — u(l))d
03 (uy— u“)) (u) — u®)’ P = (up — u®) (u® — @)

Das Wurzelzeichen kommt daher, daB die Gruppen von 4, w,, u()
und %) die gemeinsame Transformation

besitzen. FO=—y0, 7O =—y®
Um nun zum SchluB die durch endliche Quadraturen integrierbaren

(
Gleichungen zu erhalten, bemerken wir, daB der Ausdruck y’(:)l zu der

Gruppe (3) gehort, welche Gruppe aber simtliche folgendeill Gruppen
enthilt, d. h. alle integrablen Gruppen. Wir haben somit den Satz:
Soll eine lineare Differenzengleichung 2% Ordnung durch endliche
Quadraturen integrierb‘mr sein, so muB fiir irgend eines ihrer Integrale y()

der Ausdruck y’(—’;)’ rational sein.

11%



Zur Geometrie der Zahlen.
(Mit Projektionsbildern auf einer Doppeltafel.)

Von
H. Mivgowskl aus Gdttingen.

Im folgenden mdchte ich versuchen, in kurzen Ziigen einen Be-
richt iiber ein eigenartiges, zahlreicher Anwendungen fihiges Kapitel
der Zahlentheorie zu geben, ein Kapitel, von dem Charles Hermite
einmal als der ,introduction des variables continues dans la théorie
des nombres“ gesprochen hat. Einige hervorstechende Probleme darin
betreffen die Abschitzung der kleinsten Betriige kontinuierlich ver-
anderlicher Ausdriicke fiir ganzzahlige Werte der Variabeln.

Die in dieses Gebiet fallenden Tatsachen sind zumeist einer geo-
metrischen Darstellung fihig, und dieser Umstand ist fiir die in letzter
" Zeit hier erzielten Fortschritte derart maBgebend gewesen, daB ich
geradezu das ganze Gebiet als die Geometrie der Zahlen be-
zeichnet habe.

(Fig. 1) Die erste Figur illustriert fiir die Ebene dasjenige
Theorem, welches mit Recht als das Fundamentaltheorem der Geo-
metrie der Zahlen bezeichnet werden kann, weil es fast in jede Unter-
suchung auf diesem Gebiete hineinspielt.

In der Ebene denken wir uns irgendwelche Parallelkoordinaten z, y
eingefithrt, wobei noch fiir jede Achse der EinheitsmaBstab beliebig
gewdhlt sein kann. Die Punkte mit ganzzahligen Koordinaten z, y
bilden das Zahlengitter in z, y. Dieses Gitter kann auf mannig-
faltige Weise durch ein Geriist von kongruenten homothetischen
Parallelogrammen gestiitzt werden, welche die Ebene liickenlos iiber-
decken und als deren Ecken die Punkte des Gitters erscheinen. Bei
einer vollstindigen und einfachen Uberdeckung der Ebene kommt
danach sozusagen auf jeden Gitterpunkt ein homologes Gebiet von
einem Flicheninhalt [fdzdy = 1.

Nun denken wir uns irgend eine geschlossene konvexe Kurve,
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welche im Nullpunkt einen Mittelpunkt haben soll; sie darf auch gerad-
linige Stiicke aufweisen. Das von ihr umschlossene Gebiet dilatieren
wir vom Nullpunkte aus (bezw. wir ziehen es zusammen) nach allen
Richtungen in gleichem Verhiltnisse zu einer solchen homothetischen,
d. h. dhnlichen und &hnlich gelegenen, der griin umrandeten Figur,
welche im Inneren den Nullpunkt als einzigen Gitterpunkt enthalten,
ihren Rand aber durch wenigstens einen weiteren Gitterpunkt schicken
soll. Ziehen wir weiter diese griine Figur vom Nullpunkte aus im
Verhiltnisse 1:2 zusammen und konstruieren um jeden anderen Gitter-
punkt das homologe Gebiet, so erhalten wir offenbar lauter solche
Gebiete, die nicht ineinander eindringen. Da nun bei liickenloser Uber-
deckung der Ebene im Durchschnitt auf einen Gitterpunkt ein Flichen-
inhalt =1 kommt, so mufl der Flicheninhalt eines solchen rot um-
grenzten Gebiets <1 bezw. =1 sein, falls diese roten Gebiete ebenfalls
die Ebene liickenlos ausfiillen. Das von der griinen Kurve umschlossene
Gebiet hat daher einen Inhalt <4. Treiben wir es endlich zu einem
homothetischen Gebiete genau vom Inhalte 4 auf, so kommen wir zu
dem Fundamentaltheoreme:

Ein konvexes Gebiet mit einem Mittelpunkt im Null-
punkt vom Flécheninhalt 4 enth#élt stets wenigstens einen
weiteren Gitterpunkt.

Die Formeln in der Figur geben den analytischen Ausdruck dieses
Theorems. Geniigt eine Funktion f(z,y) den Bedingungen (1)—(4)
und ist J der Flicheninhalt des Gebiets f<1, so kann man stets
solche ganze Zahlen z, y, die nicht beide Null sind, finden, wofiir die
Funktion f<2J “¥ gusfallt. (1) besagt, daB f wesentlich positiv, (2),
daB es homogen von der ersten Dimension ist, (3), daB das Gebiet
f<1 einen Mittelpunkt hat, und wird die Linge der Verbindungs-
strecke zweier Punkte mit den relativen Koordinaten z,y durch f(z,y)
definiert, so besagt (4), daB in einem Dreiecke die Summe zweier
Seitenléingen niemals kleiner als die Linge der dritten Seite sein soll.

(Fig. 2.) Eine ausgezeichnete Anwendung dieses Satzes erliutert
die nichste Figur. Bekanntlich tragen die gewdhnlichen Kettenbruch-
entwickelungen fiir Funktionen einer Variabeln einen einfacheren
Charakter als die analogen Entwickelungen fiir reelle GroBen. Eine
Funktion f(2), die fiir # = oo einen Pol hat, 148t sich in einen Ketten-
bruch (1) entwickeln, worin F,(#) und die Nenner F(2), F,(2), - -
ganze rationale Funktionen sind. Die Naherungsbriiche dieses Ketten-
bruchs lassen sich von vornherein charakterisieren, ohne daB es nétig
wiire, sie erst sukzessive durch die Entwickelung ausfindig zu machen.
Als Niherungsbruch tritt hier jeder solche Quotient P(2)/Q(s) zweier
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teilerfremden ganzen Funktionen auf, fiir welchen der Ausdruck (2),
nach fallenden Potenzen von # entwickelt, mit einer Potenz von nega-
tivem Exponenten beginnt. Wihrend eine sehr weitgehende Ana-
logie zwischen den Eigenschaften der ganzen Funktionen und der
ganzen Zahlen besteht, schien zu dem genannten Satze ein ent-
sprechender in der Arithmetik zu fehlen. Dieses Analogon finden
wir darin, daB fiir eine beliebige reelle Grife a die sémtlichen ge-
kiirzten Briiche z/y, welche die Ungleichung (3) erfiillen, fiir welche
also (x—ay)y in den Grenzen — 4 und } liegt, sich als die Niaherungs-
briiche einer bestimmten Kettenbruchentwickelung (4) mit ganzzahligem
g, und lauter positiven ganzzahligen g,, gy, - - - anordnen.*)

Sind, um etwas allgemeinere Umstiinde zu betrachten, &, n zwei
bindire lineare Formen in #, y mit beliebigen reellen Koeffizienten und
einer Determinante = 1 (im speziellen wiirden wir § =2 —ay, n =1y
annehmen), so besteht ein sehr anschaulicher Zusammenhang
zwischen den sdmtlichen moglichen Auflosungen der Un-
gleichung |§9| <4 in ganzen Zahlen z,y ohne gemeinsamen
Teiler.**) Wir zeichnen die Geraden £ = 0, = 0, etwa rechtwinklig
zueinander, und die beiden Hyperbeln £y =4 und £y =—4. Wir
legen eine beliebige Tangente an den Hyperbelast im ersten &, n-Qua-
dranten und konstruieren dazu die Spiegelbilder in den drei anderen
Quadranten, so daf wir ein Tangentenparallelogramm mit den Dia-
gonalen £ =0, =0 erhalten. Ein solches Parallelogramm enthilt
nun stets wenigstens eine primitive (d. h. aus ganzen relativ primen
Zahlen z,y == 0,0 bestehende) Losung der Ungleichung |£4| < §, und
es enthdlt hochstens zwei verschiedene solcher Lisungen, wobei dann
die Determinante aus den Koordinaten z, y dieser Losungen stets + 1
ist. Zwei entgegengesetzte Systeme z, y und — z, — y betrachten wir
hier nicht als verschieden. Umgekehrt gibt es zu jeder primitiven
Losung z, y eine solche Form jenes Tangentenparallelogramms, wobei
es nur diese Losung (und — #, — y) enthilt, und andererseits, wofern
dafiir nicht § = O ist, auch eine solche Form, wobei es diese und auBer-
dem noch eine zweite primitive Losung mit kleinerem || enthalt
Deformieren wir nun das Tangentenparallelogramm kontinuierlich, in-
dem wir die Tangenten an den beziiglichen Hyperbelisten entlang
gleiten lassen, so erhalten wir abwechselnd die rot und griin gezeich-
neten Formen mit einer und mit zwei primitiven Losungen, und es

*) Wie die Aussage hier gefaBt ist, darf @ nicht gerade die Hilfte einer
ungeraden ganzen Zahl sein.

**) Wir nehmen hier an, da8 £7 nicht gerade mit der Form {(X* — ¥
arithmetisch #quivalent ist.
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tritt die Gesamtheit der primitiven Auflosungen der diophantischen
Ungleichung |£75| < 4, geordnet nach abnehmendem |£| (und wachsen-
dem |%[), — die zu den Formen §, 4 gehdrige Diagonalkette —
hervor.

(Fig. 3.) Mit den nicht homogenen diophantischen Ungleichungen
hat sich wohl zuerst Tschebyscheff beschiftigt und dariiber ein
Theorem folgender Art entwickelt: Sind a, b zwei beliebige reelle
GroBen, so kann man stets ganze Zahlen z, y finden, wofiir die Un-
gleichung (1) gilt. Statt des Faktors } rechts hat Tschebyscheff hier
eine etwas ungiinstigere Konstante. Die am weitesten fiihrenden
Schliisse in dieser Richtung kniipfen an die nun folgenden Zeich-
nungen an:

E, n mogen wieder zwei lineare Formen in z, y mit beliebigen
reellen Koeffizienten und einer Determinante = 1 bedeuten. Mit Hilfe
zweier aufeinander folgenden Glieder der vorhin besprochenen Dia-
gonalkette zu §, 4 konnen wir ein System homologer Parallelogramme
um die einzelnen Gitterpunkte als Mittelpunkte, die roten Parallelo-
gramme, konstruieren, deren Diagonalen parallel den Linien § =0,
7 =0 sind und wobei nicht zwei ineinander eindringen, wobei aber
jedes an vier (bei lickenloser Uberdeckung der Ebene an sechs oder
acht) ‘andere Parallelogramme angrenzt. Dabei konnen sich noch zwei
verschiedene Moglichkeiten darbieten, die in der oberen und der unteren
Zeichnung zur Darstellung gebracht sind, indem ein Parallelogramm
entweder mit jeder Seite an ein benachbartes oder nur mit zwei Seiten
jedesmal an je zwei benachbarte anst6Bt. Die roten Parallelogramme
lassen nun (im allgemeinen) noch Liicken zwischen sich. Wir dilatieren
sie von ihren Mittelpunkten zu homothetischen Parallelogrammen in
demjenigen bestimmten Verhdltnis, wobei sie jedesmal {iber die Hilfte
anstoBender Liicken hinauswachsen, und wir erhalten dadurch die griin
gezeichneten Parallelogramme, welche nun die ganze Ebene vollstindig,
aber zum Teil mehrfach tiberdecken. Dabei zeigt es sich, daB
diese neuen Bereiche keine Partie der Ebene mehr als zweifach iiber-
decken, und ist infolgedessen der Flicheninhalt f f dx dy eines griinen
Parallelogramms < 2. Diese Tatsache fiihrt zu folgendem Satze:

Sind &), 5, irgend zwei reelle Werte, so kann man stets
solche ganze Zahlen z, y finden, daB die Ungleichung (3) gilt.
Der vorhin formulierte Satz iiber den Ausdruck z — ay — b ist nur
ein Spezialfall dieser allgemeineren Aussage. —

Das arithmetische Fundamentaltheorem iiber konvexe Gebilde 1iBt
sich mit Leichtigkeit auf den Raum, sowie auf Mannigfaltigkeiten be-
liebiger Dimension #bertragen. Eine seiner wertvollsten Anwendungen
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findet das Theorem zu einfachen Beweisen der Dirichletschen Sitze
iiber die Einheiten in den algebraischen Zahlkorpern.

Im Raume werden wir so fiir das parallelepipedische Punktgitter
der ganzzahligen Systeme von 3 Variabeln z, y, # den Satz haben:
Ein konvexer Korper mit einem Mittelpunkt im Nullpunkt
und von einem Volumen [ffdzdyds <8 enthalt stets wenig-
stens einen weiteren Gitterpunkt.

Auf diesen Satz griinden wir wirklich brauchbare Methoden zur
Ermittelung der sédmtlichen Einheiten in einem gegebenen
kubischen Zahlkéorper.

(Fig. 4) Handelt es sich zundchst um einen kubischen reellen
Korper mit negativer Diskriminante, wobei die zwei konjugierten
Korper einander konjugiert komplex sind, so existiert in dem Korper
eine vollig bestimmte positive Fundamentaleinheit von mdglichst
kleinem Betrage > 1. Das Verfahren zur Gewinnung dieser Einheit
liBt sich an der oberen Zeichnung in Figur 4 klarmachen. Es sei
eine Basisform des gegebenen Korpers, 7, { seien die konjugierten
Formen in den konjugierten Korpern. Sind 4, w positive Parameter,
so geben uns die Gleichungen &= 4 A zwei Ebenen, |7| = p eine
elliptische Zylinderfliche. Wir konnen die zwei Parameter i, p derart
bestimmen, daB der begrenzte zylindrische Raum (1) (der rote Zylinder
in der Figur) sowohl auf einer Basisfliche einen Gitterpunkt A4 wie
auf der Mantelfliche einen Gitterpunkt B (und natiirlich gleichzeitig
auch die in bezug auf den Nullpunkt diametral gegeniiberliegenden
Gitterpunkte A’, B’) aufweist. Nun bediirfen wir eines neuen Gitter-
punktes C, um hernach aus den Koordinaten von 4, B, C eine hier
niitzliche lineare Substitution zu entnehmen. Wir variieren den ellipti-
schen Zylinder (1) als solchen, indem wir in den zwei Basisflichen
diejenigen parallelen Durchmesser festhalten, deren Ebene durch B, B’
geht, dagegen die zu ihnen konjugierten Durchmesser dilatieren und
entsprechend den ganzen zylindrischen Raum ausdehnen, bis wir einen
neuen Qitterpunkt C auf seiner Mantelfliche auftreten sehen. In diesem
Zustande (mit den schwarz gezeichneten Réndern) bezeichnen wir den
Zylinder als einen extremen. Wir finden, daB die Determinante aus
den Koordinaten von 4, B, C gleich 4 1 ist, wenn sie nicht unter be-
sonderen Umstinden Null ist. Von jedem extremen Zylinder konnen
wir nun zu einem benachbarten schmileren extremen Zylinder fort-
schreiten. Wir ziehen die urspriinglichen Basisflichen homothetisch
von der Achse aus zusammen, bis ihre Réinder durch A4, A4’ gehen,
wodurch diese Punkte auf die Mantelfliche treten, und konnen dannm,
ohne daB Gitterpunkte ins Innere des Zylinders eintreten, den Zylinder
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ausziehen, die Basisflichen parallel mit ihrer Anfangslage vom Null-
punkte entfernen, bis sie von neuem auf Gitterpunkte D, D’ stoBen,
und von diesem weiteren Zustande aus konnen wir dann wie vorhin
einen extremen Zylinder herstellen. Danach existiert eine bestimmte
Kette von extremen Zylindern, und die Betrachtung der auf ihren
Basisflichen auftretenden Gitterpunkte fithrt mit Sicherheit eben zur
Auffindung der Fundamentaleinheit in dem gegebenen kubischen Zahl-
korper. —

Das allgemeine Theorem iiber konvexe Korper, auf Parallelepipede
angewandt, fiihrt zur Folgerung: Sind &,%,{ irgend drei lineare
Formen in z,y, # mit beliebigen reellen Koeffizienten und
einer Determinante + 4, wobei 4>0 ist, so kann man fiir
die Variabeln z, y, z stets solche ganze Zahlen, die nicht sdmt-
lich Null sind, finden, daB dadurch die Betrige aller drei
Formen <V 4 ausfallen.

Liegt nun ein kubischer Korper mit positiver Diskriminante vor,
dessen konjugierte Korper also simtlich reell sind, und handelt es sich
um die Ermittelung aller Einheiten im Korper, so seien £, %, { konju-
gierte Basisformen in dem Korper und seinen zwei konjugierten Korpern.
Wir fassen alsdann die Gesamtheit aller solchen ,extremen Parallel-
epipede mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und mit Seitenflichen par-
allel den Ebenen £¢=0, =0, {=0 ins Auge, welche im Inneren
vom ganzen Gitter nur den Nullpunkt enthalten, aber auf allen Seiten-
flichen mit besonderen Gitterpunkten versehen sind. Es existieren hier
unendlich viele Parallelepipede von diesem Charakter, sie besitzen eine
bestimmte Verkettung untereinander, und die Kenntnis dieser fiihrt uns
mit Sicherheit zur Aufstellung aller Einheiten im gegebenen Zahlkdrper.
Den Ubergang von einem extremen Parallelepiped zu seinen benach-
barten in der Kette vermittelt ein einfacher Algorithmus, der sich vor
allem nach der Art richtet, wie die Gitterpunkte auf den Seitenflichen
des Parallelepipeds in Hinsicht auf deren Mittellinien liegen. In dieser
Beziehung bieten sich wesentlich drei Moglichkeiten dar, die in den
Figuren (I), (II), (III) zum Ausdruck gebracht sind. In den Fillen (I)
und (IT) erweist sich die Determinante aus den Koordinaten von 4, B, C
gleich 1, im Falle (III) ist sie Null und fillt dabei der Schwerpunkt
des Dreiecks A BC in den Nullpunkt.

(Fig. 5.) Ich hebe noch das folgende anziehende Problem hervor,
welches auch in der Theorie von der Struktur der Kristalle eine Stelle
findet:

Wir denken uns einen beliebigen Grundkérper im Raume
vorgelegt. Lauter mit ihm kongruente und parallel orientierte



170 II. Teil: Wissenschaftliche Vortriige.

Koérper in unendlicher Anzahl seien so angeordnet, daB ihre
Schwerpunkte ein parallelepipedisches Punktsystem bilden
und daB nicht zwei der Korper ineinander eindringen. Unter
welchen Umstinden schlieBen sich die Kdrper so dicht als
iiberhaupt moglich zusammen, sind also die zwischen ihnen vor-
handenen Liicken auf ein Minimum an Volumen reduziert?

Fiir den Fall, daB der Grundkorper ein Oktaeder ist, gibt Fig.
die Losung des Problems an. In der fraglichen dichtesten gitterformigen
Lagerung muB jedes einzelne der Oktaeder in bestimmter Weise an vier-
zehn benachbarte anstoBen. Hier ist, in eine Ebene umgeklappt, das
halbe Netz eines der Oktaeder dargestellt und sind in den vier Seiten-
flichen (durch zur Hilfte rote Berandung) die 7 Partien mit Mittel-
punkt angezeigt, in welchen das Oktaeder sich an benachbarte anlegt.
Das Minimum des Raumes, welches die Liicken zwischen den Oktaedern
noch darbieten, verhilt sich zu dem von den Oktaedern eingenommenen
Raume in diesem Falle der dichtesten Lagerung wie 1:19. Dieses
Resultat gestattet folgende rein arithmetische Einkleidung:

Sind ¢, 7, ¥, @ irgend vier lineare Formen in z,y, 2 mit be-
liebigen reellen Koeffizienten, deren Summe identisch Null
ist und wobei je drei eine Determinante + 44(4>0) haben,
so kann man stets solche ganze Zahlen z,y, 2z, die nicht sdmt-
lich Null sind, finden, daB die Ungleichungen (2) gelten.

Von diesem Ergebnisse machen wir noch eine bemerkenswerte An-
wendung. Es seien a,b zwei beliebige reelle GroBen, ¢ ein positiver
Parameter, so bestimmen die 8 Ebenen (3) ein Oktaeder. Indem noch
¢t beliebig groB angenommen werden kann, entspringt hieraus diese
Folgerung: '

Man kann zwei beliebige reelle GrioBen a,b stets durch
Briiche z/z und y/z mit gleichem Nenner beliebig genau und
zugleich derart anndhern, daB die Ungleichungen (4) statt-
haben.

(Fig. 6.) Wir werfen nun die Frage auf: Wie iibertragen sich die
Sdtze iiber die Approximation einer reellen GriBe durch Zahlen des
natiirlichen Rationalititsbereiches auf das Gebiet der komplexen GrioBen?
Man wird hier zundchst auf Approximationen im Zahlkiorper der dritten
oder der vierten Einheitswurzel ausgehen. Im Korper der dritten Ein-
heitswurzel liegen die Dinge wesentlich einfacher und werden die Sitze
sehr dhnlich denen fiir reelle GroBen. Ich will hier nur die verwickel-
teren Beziehungen im Korper der vierten Einheitswurzel beriihren.

Es seien §, n zwei lineare Formen mit beliebigen komplexen Koeffi-
zienten und zwei komplexen Variabeln 2 + ¢2’, y + 7y’ von einer Deter-
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minante <=0, so richten wir unser Augenmerk auf diejenigen ,extremen”
Zahlenpaare z + i2’, y + iy’'4= 0,0 im Zahlkérper von i, zu welchen
nicht ein Zahlenpaar derselben Art angebbar ist, das sowohl |E| wie |y]
kleiner werden lifit. Wir kionnen die zwei Zahlen eines Paares mit
einer und derselben Einheit —1, 4 ¢ multiplizieren, das entstehende
assoziierte Paar gilt uns hier als nicht verschieden von dem urspriing-
lichen. Alle vorhandenen extremen Paare lassen sich nun in eine Kette
nach der GroBe von | (und zugleich von |5|) ordnen. Zwei benach-
barte Paare der Kette zusammen sind leicht a priori zu charakterisieren.
Nimlich die zugehorige Determinante (2) ist entweder (4) eine Einheit
+1, + ¢ oder (B) gleich (1+ ¢), multipliziert in eine Einheit. Wir
benutzen diese zwei Paare als Vertikalrethen der Matrix einer auf , 7
anzuwendenden Substitution und erhalten dadurch fiir £, die Ausdriicke
(3), worin |, |6, beide <1 sind. Indem wir das zweite Paar durch ein
assozilertes ersetzen und eventuell noch ¢ in — ¢ umwandeln, konnen
wir ¢ auf den in den Zeichnungen rot markierten Oktanten des Ein-
heitskreises (bez. 1/0 auf den konjugierten Oktanten auBerhalb dieses
Kreises) bringen. Es sind nun die Fille (4) und (B) zu unterscheiden,
auf welche sich die groBere bez. die kleinere Zeichnung bezieht. Im
Falle (4) wird jener Oktant durch gewisse Kreise vom Radius 1 bez.

1—}5 in fiinf Stiicke zerlegt, die in der Figur fortlaufend mit I—V num-

meriert sind. Wenn ¢ in ein bestimmtes derselben fillt, kann jedesmal
¢ nur in diejenigen griinbegrenzten Stiicke des Einheitskreises fallen,
in welche die nimliche Nummer eingetragen ist. Der kleinste Wert
fiir den Betrag der Determinante |1 — @@ | entsteht, wenn ¢, ¢ den
scharfen mit kleinen Kreuzen bezeichneten Ecken der Figur entsprechen.
Im Falle (B) kann ¢ nur in das rote Gebiet (I) und ¢ dann nur in das
griine Gebiet (I) fallen. Als wichtigstes Ergebnis entnehmen wir hieraus:

Man kann in die Formen §, 7 fir 442, y+ ¢y stets solche
ganze Zahlen des Korpers von ¢, die nicht beide Null sind,
setzen, daB dabei die Ungleichungen (4) gelten. —

Endlich méchte ich noch einige Worte iiber Kriterien fiir al-
gebraische Zahlen hinzufiigen.

(Fig.7.) Durch diese Figur suche ich dem bekannten Lagrangeschen
Kriterium fiir eine reelle quadratische Irrationalzahl eine neue
Seite abzugewinnen. In einem Quadrat von der Seitenlinge 1 sind hier
auf der linken vertikalen Seite, der y-Achse, fortgesetzt Halbierungen
vorgenommen, so daB sukzessive alle Punkte erhalten werden, deren
Ordinate eine rein dyadische Zahl, d. h. eine rationale Zahl mit einer
Potenz von 2 als Nenner ist. Jedem auf der y-Achse auftretenden
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Intervall oder Teilpunkt wird nun ein Intervall bez. ein rationaler Teil-
punkt auf der z-Achse, der unteren horizontalen Seite, dadurch zu-
geordnet, dal zunichst den Endwerten y =0 und y =1 die Endwerte
z=0 und 2 =1 entsprechen sollen, und weiter, so oft dort ein Inter-
vall halbiert wird, hier zwischen die Endpunkte a/b, a’/b’ des zugeord-
neten Intervalls, ¢ und b, ferner a’ und b als relativ prim gedacht,
ein neuer Teilpunkt in z = (@ + a")/(b+ ") eingeschaltet wird. Auf der
horizontalen Seite treten so als Teilpunkte sukzessive alle Punkte mit
rationaler Abszisse auf, und die Zuordnung der gleichzeitig konstruierten
Abszissen und Ordinaten liefert uns das Bild einer bestéindig wachsenden
Funktion y =?(z), zunichst fiir alle rationalen z, dann durch die
Forderung der Stetigkeit erweitert auf beliebige reelle Argumente im
Intervalle 0 <2 <1, wihrend gleichzeitig.lg dieses Intervall beliebig
durchlduft. Wenn nun z eine quadratische Irrationalzahl ist und daher
auf eine periodische Kettenbruchentwickelung fiihrt, so entspricht da-
durch dem Werte y =? () eine periodische Dualentwickelung und er-
weist sich infolgedessen y als rational. Wir erhalten dadurch die Sitze:

Ist z eine quadratische Irrationalzahl, so ist y rational,
aber nicht rein dyadisch. Ist z rational, so ist y rein dya-
disch. Und diese Sétze sind villig umkehrbar.

(Fig. 8.) Die letzte Figur zeigt nun eine Verallgemeinerung dieser
Sitze auf kubische Irrationalitéiten, welche Herr Louis Kollros in
seiner Dissertation (Ziirich 1904) entwickelt hat:

Einerseits wird hier ein Quadrat, in welchem £, % in den Grenzen
O und 1 laufen, in der Weise behandelt, daB es zuerst durch die Dia-
gonale £ =7 in zwei gleichschenklige rechtwinklige Dreiecke zerlegt
wird und in der Folge jedes einmal entstehende gleichschenklige recht-
winklige Dreieck durch die Verbindung von der Spitze nach der Mitte
der Hypotenuse in zwei gleichschenklige rechtwinklige Dreiecke auf-
gelost wird. Andererseits erfihrt gleichzeitig ein zweites Quadrat, in
welchem x,y in den Grenzen O und 1 laufen, eine gewisse Schritt fiir
Schritt zugeordnete Zerfillung in Dreiecke: zuntichst werden die vier
Ecken des Quadrats den vier Ecken des ersten Quadrats mit gleich-
wertigen Koordinaten und weiter die Linie # =y der Linie § = % zu-
geordnet, und in der Folge wird, wo dort eine Hypotenuse halbiert
und hernach eine geradlinige Verbindung eingefiihrt wird, hier zwischen
die Endpunkte der zugeordneten Strecke, wenn deren Koordinaten
a/e,b/c und a’/c’,b’/c’ und a,b, ¢ sowie @', ', ¢’ relativ prime Zahlen sind, als
ein neuer Teilpunkt der Punkt mit den Koordinaten 2= (a + a')/(c +¢),
y=(b+b)/(c+ ) eingeschaltet und hernach die entsprechende gerad-
linige Verbindung vorgenommen. Dadurch werden zwei eindeutig um-
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kehrbare Beziehungen (1) festgesetzt, zunichst fiir alle rationalen z,y
und dyadischen £, % und hernach durch die Forderung der Stetigkeit
tiberhaupt fiir beliebige Argumente und Funktionswerte in den Grenzen
0 und 1. Dabei findet nun Kollros die folgenden Sitze, welche frei-
lich in einem wesentlichen Punkte noch nicht bewiesen sind, deren
Richtigkeit aber nach einer Menge von Beispielen in hohem Grade
plausibel erscheint:

Sind 1,z,y drei unabhingige Zahlen in einem reellen ku-
bischen Kérper, so sind £, 1 rational und ist keine der GréBen
E,n, 6+ %, E—n rein dyadisch. Gehoren z,y einem quadra-
tischen Kérper an, ohne beide rational zu sein, so sind £, 9
rational und ist eine der GroBen &,7, £+ 17, E— 7 rein dya-
disch. Sind 2,y beide rational, so sind &,% beide rein dya-
disch. Diese Sétze sind vollkommen umkehrbar.

Nimmt man y = 2% so erlangt man hierdurch ein vollstindiges
Kriterium dafiir, daB 2 eine reelle kubische Irrationalzahl ist. Besonders
zu betonen ist, daB diese Sitze fiir alle kubischen Korper und nicht
etwa bloB fiir solche mit negativer Diskriminante, in welchen nur eine
Fundamentaleinheit vorhanden ist, zuzutreffen scheinen.

Diese Aufzihlung von speziellen Ergebnissen aus der Geometrie
der Zahlen lieBe sich noch weiterfiilhren. Aber ich habe vielleicht mein
Ziel bereits erreicht und Sie mogen den Eindruck gewonnen haben,
daB es sich hier um Fragen handelt, welche die Fundamente der GroBen-
lehre beriihren, welche der Auffassung leicht zuginglich sind und welche
uns die Disziplinen der Algebra, Arithmetik, Geometrie in harmonischer
Wechselwirkung zeigen.



Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik.

Von

D. HiLBerT aus Gottingen.

Wiihrend wir heute bei den Untersuchungen iiber die Grundlagen
der Geeometrie iiber die einzuschlagenden Wege und die zu erstrebenden
Ziele im wesentlichen untereinander einig sind, ist es mit der Frage
nach den Grundlagen der Arithmetik anders bestellt: hier stehen sich
gegenwiirtig noch die verschiedensten Mginungen der Forscher schroff
einander gegeniiber.

Die Schwierigkeiten bei der Begriindung der Arithmetik sind
zum Teil in der Tat anders geartete als diejenigen, die bei der Be-
grindung der Geometrie zu iiberwinden waren. Bei der Priifung
der Grundlagen der Geometrie konnten gewisse Schwierigkeiten, die
rein arithmetischer Natur sind, beiseite gelassen werden; bei der Be
grimdung der Arithmetik aber erscheint die Berufung auf eine andere
Grunddisziplin unerlaubt. Ich werde die wesentlichen Schwierigkeiten
bei der Begriindung der Arithmetik am deutlichsten hervortreten lassen,
indem ich die Anschauungen einzelner Forscher einer kurzen kritischen
Erorterung unterwerfe.

L. Kronecker hat bekanntlich in dem Begriff der ganzen Zahl das
eigentliche Fundament der Arithmetik erblickt; er bildete sich die Auf-
fassung, daB die ganze Zahl und zwar als Allgemeinbegriff (Parameter-
wert) direkt und unmittelbar da sei; dadurch wurde er verhindert zu
erkennen, daB der Begriff der ganzen Zahl einer Begriindung bediirftig
und fihig ist. Insofern mochte ich ihn als Dogmatiker bezeichnen:
er nimmt die ganze Zahl mit ihren wesentlichen Eigenschaften als
Dogma hin und blickt nicht weiter riickwiirts.

H. Helmholtz vertritt den Standpunkt des Empiristen; der Stand-
punkt der reinen Erfahrung aber scheint mir durch den Hinweis wider-
legt, daB aus der Erfahrung, d. h. durch das Experiment, niemals die
Méoglichkeit oder die Existenz einer beliebig groBen Zahl entnommen
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werden kann. Denn die Zahl der Dinge, die Gegenstand unserer Er-
fahrung sind, liegt, wenn sie auch groB ist, doch unterhalb einer end-
lichen Grenze.

E. B. Christoffel und alle diejenigen Gegner Kroneckers, die von
dem richtigen Gefiihl geleitet, daB ohne den Begriff der Irrationalzahl
die gesamte Analysis zur Unfruchtbarkeit verurteilt bliebe, durch Auf-
findung ,positiver Eigenschaften dieses Begriffes oder durch dhnliche
Mittel die Existenz der Irrationalzahl zu retten suchen, mdchte ich als
Opportunisten bezeichnen. Eine sachliche Widerlegung des Kronecker-
schen Standpunktes aber wurde durch dieselben meiner Meinung nach
nicht erreicht.

Unter den Gelehrten, welche tiefer in das Wesen der ganzen Zahl
eingedrungen sind, nenne ich die folgenden:

G. Frege stellt sich die Aufgabe, die Gesetze der Arithmetik durch
die Mittel der Logik, diese in hergebrachtem Sinne aufgefaBt, zu be-
grinden. Er hat das Verdienst, die wesentlichen Eigenschaften des
Begriffes der ganzen Zahl sowie die Bedeutung des Schlusses der voll-
stindigen Induktion richtig erkannt zu haben. Indem er aber seinem
Plane treu unter anderem auch dies als Grundsatz hinnimmt, daB ein
Begriff (eine Menge) definiert und unmittelbar verwendbar sei, wenn nur
fiir jeden Gegenstand bestimmt ist, ob er unter den Begriff falle oder
nicht, und auch den Begriff ,jeder“ dabei keiner Einschrinkung unter-
wirft, setzt er sich gerade denjenigen mengentheoretischen Paradoxien
aus, die beispielsweise in dem Begriffe der Menge aller Mengen liegen
und die, wie mir scheint, zeigen, da8 die Auffassungen und Unter-
suchungsmittel der Logik, im hergebrachten Sinne aufgefaBt, nicht den
strengen Anforderungen, die die Mengenlehre stellt, gewachsen sind.
Die Vermeidung solcher Widerspriiche und die Klirung jener
Paradoxied ist vielmehr bei den Untersuchungen iiber den
Zahlbegriff von vornherein als ein Hauptziel ins Auge zu
fassen.

R. Dedekind hat die mathematischen Schwierigkeiten bei der Be-
griindung des Zahlbegriffes klar erkannt und in #uBerst scharfsinniger
Weise zuerst einen Aufbau der Theorie der ganzen Zahlen geliefert.
Ich mochte aber seine Methode insofern als eine ¢ranszendentale be-
zeichnen, als er den Nachweis fiir die Existenz des Unendlichen auf einem
Wege fiihrt, dessen Grundidee wohl in &hnlicher Weise von philoso-
phischer Seite benutzt wird — ein Weg freilich, den ich wegen des
unvermeidlichen Widerspruches des dabei zur Verwendung kommenden
Begriffes der Gesamtheit aller Dinge als gangbar und sicher nicht an-
erkennen kann.
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G. Cantor hat den genannten Widerspruch empfunden und diesem
Empfinden dadurch Ausdruck verliehen, daB er ,konsistente” und ,nicht-
konsistente“ Mengen unterscheidet. Indem er aber meiner Meinung nach
fir diese Unterscheidung kein scharfes Kriterium aufstellt, muB ich
seine Auffassung iiber diesen Punkt als eine solche bezeichnen, die
dem subjektiven Ermessen noch Spielraum 148t und daher keine ob-
jektive Sicherheit gewihrt.

Ich bin der Meinung, daB alle die beriihrten Schwierigkeiten sich
iiberwinden lassen und daf man zu einer strengen und vollig befrie-
digenden Begriindung des Zahlbegriffes gelangen kann, und zwar durch
eine Methode, die ich die aziomatische nennen und deren Grundidee
ich im folgenden kurz entwickeln mdchte.

Man bezeichnet wohl die Arithmetik als einen Teil der Logik und
setzt meist bei der Begriindung der Arithmetik die hergebrachten logi-
schen Grundbegriffe voraus. Allein bei aufmerksamer Betrachtung
werden wir gewahr, daB bei der hergebrachten Darstellung der Gesetze
der Logik gewisse arithmetische Grundbegriffe, z. B. der Begriff der
Menge, zum Teil auch der Begriff der Zahl bereits zur Verwendung
kommen. Wir geraten so in eine Zwickmiihle und zur Vermeidung von
Paradoxien ist daher eine teilweise gleichzeitige Entwicklung der Ge-
setze der Logik und der Arithmetik erforderlich.

Wie ich mir diesen gemeinsamen Aufbau denke, kann ich in der
Kiirze eines Vortrages nur andeuten. Ich bitte daher zu entschuldigen,
wenn es mir nur gelingt, Ihnen eine ungefihre Vorstellung davon zu
geben, in welcher Richtung meine Untersuchungen sich bewegen. Auch
werde ich mich der leichteren Verstindlichkeit wegen mehr der ge-
wohnten Sprache ,in Worten“ und der darin mittelbar zum Ausdruck
kommenden Gesetze der Logik bedienen, als bei einem exakten Aufbau
wiinschenswert wire.

Ein Gegenstand unseres Denkens heiBe ein Gedankending oder
kurz ein Ding und werde durch ein Zeichen benannt.

Wir legen unserer Betrachtung zunichst ein Gedankending 1 (eins)
zugrunde. Die Zusammenfassungen dieses Dinges mit sich zu je zwei,
drei oder mehr Malen, wie:

11, 111, 1111

bezeichnen wir als Kombinationen des Dinges 1 mit sich; ebenso
heiBen irgendwelche Kombinationen dieser Kombinationen, wie:

1@y, Ananay, @nan)@ai), @mnm)a)

wieder Kombinationen jenes Dinges 1 mit sich. Die Kombinationen



C. Vortriige in den Sektionssitzungen: Hilbert. 177

werden ebenfalls schlechtweg als Dinge und dem gegeniiber dann das
zugrunde gelegte Gedankending 1 als einfaches Ding bezeichnet.

Wir fiigen nun ein zweites einfaches Gedankending hinzu und be-
nennen dasselbe mit dem Zeichen = (gleich). Alsdann bilden wir
die Kombinationen dieser zwei Gedankendinge, wie:

1= 11— W)= (===), DD @) (==),1=1,01)=1)(D).

Wir sagen, die Kombination @ der einfachen Dinge 1, = differiere
mit der Kombination b jener Dinge, wenn sie, was die Art und Reihen-
folge der Kombination oder die Wahl und das Eingehen der Dinge
1, = selbst anbetrifft, irgendwie voneinander abweichen, d. h. wenn @
und b nicht miteinander identisch sind.

Jetzt denken wir uns die Kombinationen jener zwei einfachen
Dinge in zwei Klassen, die Klasse der Seienden und die der Nicht-
seienden verteilt: jedes Ding, das der Klasse der Seienden angehort,
differiert mit jedem Dinge, das der Klasse der Nichtseienden angehort.
Jede Kombination der zwei einfachen Dinge 1, — gehort einer dieser
beiden Klassen an.

Wenn a eine Kombination der zwei zugrunde liegenden Dinge
1, = ist, so bezeichnen wir mit a auch die Aussage, daB a der Klasse
der Seienden angehért, und mit @ die Aussage, daB a der Klasse der
Nichtseienden angehort. Wir bezeichnen a als eine richtige Aussage,
wenn o der Klasse der Seienden angehort; dagegen heile @ eine
richtige Aussage, wenn @ der Klasse der Nichtseienden angehort.
Die Aussagen a und @ bilden einen Widerspruch.

Der Inbegriff zweier Aussagen A, B, in Zeichen

4| B,

in Worten: ,aus 4 folgt B“ oder ,wenn A richtig ist, ist auch B
richtig” heiBt ebenfalls eine Aussage und zwar heift A dann die Vor-
aussetzung, B die Behauptung. Voraussetzung und Behauptung
konnen selbst wiederum aus mehreren Aussagen A,, A; bez. B, B,,
B; usw., bestehen in Zeichen:

A o A4, |B, o. B, o. B,

in Worten: ,aus 4, und 4, folgt B, oder B; oder B usw.

Wegen des Zeichens o. (oder) wire, da die Negation bereits ein-
gefilhrt ist, das Zeichen | zu vermeiden moglich; ich benutze es in
diesem Vortrage lediglich, um mich an die gewohnte Wortsprache
moglichst anzuschlieBen.

Wir wollen unter A4,, 4y, --- bez. diejenigen Aussagen verstehen,

die — kurz ausgedriickt — aus einer Aussage A(r) hervorgehen, in-
Verh. d. TIT. Taternat. Mathem.-Kongr. Heidelberg 1904. 12
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dem wir an Stelle der ,Willkiirlichen“ z die Gedankendinge 1, =
und die Kombinationen derselben nehmen; dann schreiben wir die Aus-

sagen
Al o. A, o. A.s,"' bez. A‘l . A? . AS)"'
auch wie folgt

A(x®), in Worten ,wenigstens fiir ein z
hez. A(z®), in Worten ,fiir jedes einzelne 2

hierin erblicken wir lediglich eine abkiirzende Schreibweise.

Wir bilden nun aus den zugrunde gelegten zwei Dingen 1, — die

folgenden Aussagen:
1. z=2
2. {x=y9y . w} wly).

Dabei bedeutet « (im Sinne von z®) jedes der zwei zugrunde ge-
legten Gedankendinge und jede Kombination derselben; in 2. ist y (im
Sinne von y®) ebenfalls jedes jener Dinge und jede Kombination, ferner
w(z) eine ,willkiirliche* Kombination, die die ,Willkiirliche“ z (im
Sinne von x®) enthilt; die Aussage 2. lautet in Worten: Aus z =1y
und w(z) folgt w(y).

Die Aussagen 1., 2. bilden die Definition des Begriffes =
(gleich) und werden insofern auch Axiome genannt.

Wenn man an Stelle der Willkiirlichen 2, y in den Axiomen 1., 2.
die einfachen Dinge 1, = oder besondere Kombinationen derselben setzt,
so entstehen besondere Aussagen, welche Folgerungen jener Axieme
heifen mogen. Wir betrachten eine Reihe gewisser Folgerungen von
der Art, daB die Voraussetzungen der letzten Folgerung der Reihe
mit den Behauptungen der voranstehenden Folgerungen identisch sind.
Nehmen wir dann die Voraussetzungen der voranstehenden Folgerungen
als Voraussetzung und die Behauptung der letzten Folgerung als Be-
hauptung, so entstehf eine neue Aussage, die wiederum als Folgerung
aus den Axiomen bezeichnet werden mége. Durch Fortsetzung dieses
SchluBverfahrens konnen wir weitere Folgerungen erhalten.

Wir wihlen nun aus diesen Folgerungen diejenigen aus, die die
einfache Form der Aussage a (Behauptung ohne Voraussetzung) haben,
und fassen die so entstehenden Dinge « in der Klasse der Seienden
zusammen, wahrend die von diesen differierenden Dinge zu der Klasse
der Nichtseienden gehoren mogen. Wir erkennen, daB aus 1., 2. immer
nur Folgerungen von der Form « = « entstehen, wo o eine Kombi-
nation der Dinge 1, = ist. Die Axiome 1, 2. sind auch ihrerseits
gegeniiber der getroffenen Verteilung der Dinge in die zwei Klassen
erfiillt, d. h. richtige Aussagen, und wegen dieser Eigenschaft der
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Axiome 1., 2. bezeichnen wir den durch dieselbe definierten Begriff =
(gleich) als einen widerspruchsfreien Begriff.

Ich méchte darauf aufmerksam machen, daB die Axiome 1., 2. eine
Aussage von. der Form @, d. h. eine Aussage, wonach eine Kombination
in der Klasse der Nichtseienden vorkommen soll, iiberhaupt nicht ent-
halten. Wir wiirden also auch den Axiomen geniigen konnen, indem
wir die Kombinationen der zwei einfachen Dinge séimtlich in die Klasse
der Seienden aufnehmen und die Klasse der Nichtseienden leer lieBen.
Die vorhin gewihlte Verteilung in die zwei Klassen zeigt jedoch besser,
wie man in den spiiteren schwierigeren Fillen zu verfahren hat.

Wir fiihren jetst den Bau der logischen Grundlagen des mathema-
tischen Denkens weiter, indem wir zu den zwei Gedankendingen 1, =
die drei weiteren Gedankendinge u (unendliche Menge, Unendlich),
f (Folgendes), {' (begleitende Operation) hinzufiigen und fiir dieselben die
folgenden Axiome festsetzen:

3. f(uz) = u(f'z)
4. f(uz) =f(uy) uz=uy
5. f(uz)=ul

Dabei bedeutet die Willkiirliche 2 (im Sinne von z®) jedes der fiinf
jetzt zugrunde liegenden Gedankendinge und jede Kombination derselben.
Das Gtedankending u werde kurz unendliche Menge und die Kombina-
tion uz (z. B. ul, u(11), uf) ein Element dieser unendlichen Menge u
genannt. Das Axiom 3. driickt dann aus, daB auf jedes Element uz ein
bestimmtes Gtedankending f(uz) folgt, welches einem Element der Menge
u, nimlich dem Element u(f'z) gleich ist, d. h. ebenfalls der Menge u
angehort. Das Axiom 4. spricht die Tatsache aus, daB, wenn auf zwei
Elemente der Menge u das gleiche Element folgt, jene Elemente eben--
falls einander gleich sind. Nach Axiom 5. gibt es in u kein Element,
dem das Element ul folgt; dieses Element 1l heile daher das erste
Element in u.

Wir haben nun die Axiome 1.—5. der entsprechenden Unter-
suchung zu unterwerfen, wie vorhin die Axiome 1., 2.; dabei ist zu be-
achten, daB jene Axiome 1., 2. zugleich eine Erweiterung ihrer Giiltig-
keit erfahren, insofern nunmehr die Willkiirlichen z, y beliebige Kom-
binationen der fiinf zugrunde liegenden einfachen Dinge bedeuten.

Wir fragen wiederum, ob gewisse Folgerungen aus den Axiomen
1. bis 5. einen Widerspruch bilden oder ob im Gegenteil die zu-
grunde gelegten fiinf Gedankendinge 1, =, u, f, { und deren Kom-
binationen sich in die Klasse der Seienden und die Klasse der Nicht-

seienden verteilen lassen derart, daB die Axiome 1.—b5. dieser Klassen-
12+
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einteilung gegeniiber sich erfiillen, d. h. jede Folgerung aus jenen
Axiomen zu einer richtigen Aussage gegeniiber jener Klasseneinteilung
wird. Zur Beantwortung dieser Frage beriicksichtigen wir, daB das
Axiom 5. das einzige ist, welches zu Aussagen von der Form @, d. h.
daB eine Kombination a der fiinf zugrunde liegenden Gedankendinge
zur Klasse der Nichtseienden gehoren soll, AnlaB gibt. Aussagen, die
mit 5. einen Widerspruch bilden, miissen daher jedenfalls von der Form
6. f(uz®) =ul

sein; eine solche Folgerung aber kann aus den Axiomen 1.—4. auf
keine Weise entstehen.

Um dies einzusehen, bezeichnen wir die Gleichung, d. h. das Ge-
dankending @ = b als eine homogene Gleichung, wenn sowohl a wie b
Kombinationen von je zwei einfachen Dingen sind, ebenso wenn a und
b beide irgendwelche Kombinationen von je drei oder beide irgend-
welche Kombinationen von je vier oder mehr einfachen Dingen sind;
beispielsweise heiBen

) =(@w), (=@, F1)=@ul=),
(D) =@A111),  (F6fw) = (Lunld),

Ghaiy) =(@anayy), (fulll=) = (uulllu)
homogene Gleichungen. Aus den Axiomen 1. und 2. allein folgen, wie
wir vorhin gesehen haben, lauter homogene (leichungen, n#mlich die
Gleichungen von der Form a = «. Ebenso liefert Axiom 3., wenn wir
darin fir 2 irgend ein Gedankending nehmen, nur homogene Glei-
chungen. Desgleichen weist Axiom 4. in der Behauptung gewiB stets
eine homogene Gleichung auf, sobald die Voraussetzung eine homogene
Gleichung ist und somit konnen iiberhaupt nur homogene Gleichungen
als Folgerungen aus den Axiomen 1.—4. auftreten. Nun ist aber die
Gleichung 6., die doch bewiesen werden sollte, gewiB keine homogene
Gleichung, da man darin an Stelle von 2) eine Kombination zu nehmen
hat und dadurch die linke Seite eine Kombination von drei oder mehr
einfachen Dingen wird, wihrend die rechte Seite eine Kombination von
den zwei einfachen Dingen u und 1 bleibt.

Hiermit ist, wie ich glaube, der Grundgedanke, um die Richtigkeit
meiner Behauptung zu erkennen, dargelegt; zur vollsténdigen Durch-
fiilhrung des Beweises bedarf es des Begriffes der endlichen Ordnungs-
zahl und gewisser Sitze iiber den Begriff der Gleichzahligkeit, die man
in der Tat an dieser Stelle schon ohne Miihe aufstellen und ableiten
"kann: man hat eben zur vollstindigen Durchfithrung des dargelegten
Grundgedankens noch diejenigen Gesichtspunkte zu beriicksichtigen, auf
die ich am Schlusse meines Vortrages (vgl. V.) noch kurz hinweisen will.
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Die gewiinschte Klasseneinteilung ergibt sich also, wenn man alle
Dinge @, wo a eine Folgerung aus den Axiomen 1.—4. ist, zur Klasse
der Seienden zihlt und alle diejenigen Dinge in die Klasse der Nicht-
seienden aufnimmt, die mit diesen differieren, insbesondere die Dinge
f(uz) = ul. Wegen der so gefundenen Eigenschaft der aufgestellten
Axiome erkennen wir, daB dieselben tiberhaupt nie zu einem Wider-
spruch filhren, und bezeichnen daher die durch dieselben definierten
Gedankendinge u, f, f' als widerspruchsfreie Begriffe oder Opera-
tionen oder als Widerspruchsfrei existierend. Was insbesondere
den Begriff des Unendlichen u anbetrifft, so erscheint durch die oben
angedeutete Darlegung die Behauptung der Existenz des Unend-
lichen u gerechtfertigt; denn sie erhdlt jetzt eine bestimmte Bedeu-
tung und einen spiter stets anzuwendenden Inhalt.

Die eben skizzierte Betrachtung bildet den ersten Fall, in dem
es gelingt, den direkten Nachweis fiir die Widerspruchslosigkeit von
Axiomen zu fithren, wihrend die sonst — inbesondere in der Geo-
metrie — fiir solche Nachweise iibliche Methode der geeigneten Spe-
zialisierung oder Bildung von Beispielen hier notwendig versagt.

DaB dieser direkte Nachweis hier gelingt, ist, wie man sieht,
wesentlich dem Umstande zu verdanken, daB eine Aussage von der
Form @, d. h. eine Aussage, wonach eine gewisse Kombination der
Klasse der Nichtseienden angehoren soll, nur an einer Stelle als Be-
hauptung, némlich in Axiom 5., auftritt.

Indem wir die bekannten Axiome fiir die vollstindige Induktion
in die von mir gewihlte Sprache iibertragen, gelangen wir in #hn-
licher Weise zu der Widerspruchsfreiheit der so vermehrten Axiome,
d. h. zum Beweise der widerspruchsfreien Existenz des sogenannten
kleinsten Unendlich*) (d. h. des Ordnungstypus 1, 2, 3, -..).

Es bietet keine Schwierigkeit, den Begriff der endlichen Ordnungs-
zahl nach den oben aufgestellten Prinzipien zu begriinden; es geschehe
dies auf Grund des Axioms, daB jede Menge, die das erste Element
der Ordnungszahl und, falls ihr irgend eines angehért, auch das diesem
folgende enthilt, gewiB stets das letzte Element enthalten muB. Der
Beweis der Widerspruchslosigkeit der Axiome erfolgt hier sehr leicht
durch Heranziehung eines Beispiels, etwa der Zahl zwei. Es kommt dann
darauf an zu zeigen, daf eine Anordnung der Elemente der endlichen
Ordnungszahl moglich ist, so daB jede Teilmenge derselben ein erstes

*) Vgl. meinen auf dem Internationalen Mathematiker-KongreB8 zu Paris 1900
gehaltenen Vortrag: Mathematische Probleme, 2. Die Widerspruchslosigkeit der
arithmetischen Axiome.
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und ein letztes Element besitzt — eine Tatsache, die wir dadurch be-
weisen, daB wir ein Gedankending < durch das Axiom

E<ywy<a)z<z

definieren und dann die Widerspruchsfreiheit der aufgestellten Axiome
unter Hinzufiigung dieses neuen Axiomes erkennen, sobald z, y, 2
willkiirliche Elemente der endlichen Ordnungszahl bedeuten. Mit Be-
nutzung der Tatsache der Existenz des kleinsten Unendlich folgt dann
auch-der Satz, daB zu jeder endlichen Ordnungszahl eine noch gréBere
Ordnungszahl gefunden werden kann.

Die Prinzipien, die fiir den Aufbau und die weitere Ausfiihrung
der Gesetze des mathematischen Denkens in der beabsichtigten Weise
maBgebend sein miissen, sind kurz folgende:

I. Auf einem bestimmten Standpunkt in der Entwicklung der
Theorie angelangt darf ich eine weitere Aussage als richtig bezeichnen,
sobald erkannt worden ist, daB sie als Axiom zu den bisher als richtig
befundenen Aussagen hinzugefiigt, keinen Widerspruch ergibt, d. h.
zu Folgerungen fiihrt, die gegeniiber einer gewissen Verteilung der
Dinge in die Klasse der Seienden und die der Nichtseienden simtlich
richtige Aussagen sind.

II. In den Axiomen vertreten die Willkiirlichen — als Ersatz fiir
den Begriff ,jedes“ oder ,alle“ in der iiblichen Logik — nur die-
jenigen Gedankendinge und deren Kombinationen untereinander, die
auf jenem Standpunkt zugrunde gelegt sind oder neu definiert werden
sollen. Bei der Herleitung von Folgerungen aus den Axiomen diirfen
daher die Willkiirlichen, die in den Axiomen auftreten, nur durch
solche Gedankendinge und deren Kombinationen ersetzt werden. Auch
ist in gehoriger Weise zu beriicksichtigen, daB durch die Zufiigung
und Zugrundelegung eines neuen Gtedankendinges die bisherigen Axiome
eine Erweiterung ihrer Giiltigkeit erfahren bez. einer sinngem#Ben Ab-
inderung zu unterwerfen sind.

III. Die Menge ist allgemein als ein Gedankending m definiert
und die Kombinationen mxz heiBen die Elemente der Menge m, so da8
also — im Gegensatz zu der iiblichen Auffassung — der Begriff des
Elementes einer Menge erst als spiteres Erzeugnis des Mengenbegriffes
selbst erscheint.

Genau so wie der Begriff ,Menge“ sind auch ,Zuordnung®, , Trans-
formation®, ,Beziehung®, ,Funktion“ Gedankendinge, fiir die, genau wie
vorhin mit dem Begriff ,,Unendlich“ geschehen ist, die passenden Axiome
in Ansatz zu bringen sind uhd die dann im Falle der Moglichkeit der
Verteilung der betreffenden Kombinationen in die Klasse der Seienden
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und die der Nichtseienden als widerspruchslos existierend erkannt
werden konnen.

In I. kommt das schopferische Prinzip zum Ausdruck, das uns im
freiesten Gebrauch zu immer neuen Begriffsbildungen berechtigt mit
der einzigen Beschrinkung der Vermeidung eines Widerspruchs. Die
zu Anfang dieses Vortrages erwihnten Paradoxien werden durch II. und
III. unmoglich; insbesondere gilt dies von dem Paradoxon der Menge
aller sich nicht selbst als Element enthaltenden Mengen.

Um die ‘weitgehende inhaltliche Ubereinstimmung des in IIL de-
finicrten Mengenbegriffes mit dem iiblichen Mengenbegriffe erkennen
zu lassen, beweise ich folgenden Satz:

Es seien auf einem bestimmten Standpunkte in der Entwicklung
1,---, &, ---, ¥ die zugrunde liegenden Gedankendinge und a() eine
Kombination derselben, die die Willkiirliche § enthilt; ferner sei a(«x)
eine richtige Aussage (d. h. a(e) in der Klasse der Seienden): alsdann
existiert gewiB ein Gedankending m von der Art, daB a(mz) fiir die
Willkiirliche z lauter richtige Aussagen darstellt (d. h. a(m2) immer
in der Klasse der Seienden sich befindet) und auch umgekehrt jedes
Ding &, fiir welches a(§) eine richtige Aussage darstellt, einer Kom-
bination mz®© gleich wird, so daB die Aussage

£ = ma®

richtig ist, d. h. die Dinge £, fiir die a(£) eine richtige Aussage wird,
bilden die Elemente einer Menge 7 im Sinne obiger Definition.

Zum Beweise stellen wir das folgende Axiom auf: es ist m ein
Gedankending, fiir welches die Aussagen

T a(k)|mE=E

8. af)|mt=e
richtig sind, d. h. wenn £ ein Ding ist, derart, daB a(£) zur Klasse der
Seienden gehort, so soll m§ = §, sonst m§ — &« gelten, fiigen dieses
Axiom zu den Axiomen hinzu, die fiir die Dinge 1, ---, a,---, f

gelten, und nehmen dann an, daB dadurch ein Widerspruch zustande
komme, d. h. daB fiir die Dinge 1,---,e,---,f, m etwa die Aussagen

p(m) wnd p(m)
zugleich Folgerungen seien, wo p(m) eine gewisse Kombination der
Dinge 1, .-, §, m ist. Dabei bedeutet 8. in Worten die Festsetzung
mE=ea, wenn a(E) zur Klasse der Nichtseienden gehort. Uberall, wo in
p(m) das Ding m in der Kombination m§ auftritt, ersetze man den
Axiomen 7. und 8. entsprechend und mit Riicksicht auf 2. die Kom-
bination m§ durch & bez. «; aus p(m) entstehe auf diese Weise g(m) (wo
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nun g(w) das Ding m nicht mehr in einer Kombination mz enthilt),
dann miiBte ¢(m) eine Folgerung aus dem urspriinglich zugrunde liegen-
den Axiome fiir 1,---, «, ---, [ sein und mithin auch richtig bleiben,
wenn wir fiir m irgend eines dieser Dinge etwa das Ding 1 nehmen.
Da die nimliche Uberlegung auch fiir die Aussage p(m) gilt, so wire
also auch auf dem urspriinglichen Standpunkte bei Zugrundelegung der
Dinge 1, ---, @, - -+, I der Widerspruch
q(1) und g(1)

vorhax.lden, was nicht sein kann — vorausgesetzt, daB die Dinge 1,---, §
widerspruchsfrei existieren. Wir miissen also unsere Annahme, daB ein
Widerspruch zustande komme, verwerfen, d. h. m existiert widerspruchs-
frei, was zu beweisen war.

IV. Wenn man ein bestimmt vorgelegtes System von Axiomen
nach den obigen Prinzipien untersuchen will, so hat man die Kom-
binationen der zugrunde liegenden Dinge in die zwei Klassen, die der
Seienden und die der Nichtseienden zu verteilen, wobei den Axiomen
die Rolle von Vorschriften zuféllt, denen die Verteilung geniigen muB.
Die Hauptschwierigkeit wird darin bestehen, die Moglichkeit der Ver-
teilung aller Dinge in die zwei Klassen, die der Seienden und die der
Nichtseienden, zu erkennen. Die Frage nach der Moglichkeit dieser
Verteilung ist wesentlich gleichbedeutend mit der Frage, ob die Folge-
rungen, die man aus den Axiomen durch Spezialisierung und Verbindung
in dem frither erléuterten Sinne gewinnen kann, zu einem Widerspruch
fihren oder nicht, wenn man noch die bekannten logischen
SchluBweisen wie

{(a]b) = (@]B)}] D

{(@o.b) w (@o0.c)}|{@o (b u c)}

hinzunimmt. Die Widerspruchslosigkeit der Axiome kann dann ent-
weder so erkannt werden, daB man zeigt, wie ein etwaiger Widerspruch
sich schon auf einem fritheren Standpunkt in der Entwicklung der
Theorie zeigen miiBte, oder indem man die Annahme macht, es gibe
einen Beweis, der aus den Axiomen auf einen bestimmten Widerspruch
fiihrt, und alsdann dartut, daB ein solcher Beweis nicht moglich ist,
nimlich in sich einen Widerspruch enthielte. So lief ja auch der vor-
hin skizzierte Beweis fiir die widerspruchsfreie Existenz des Unendlichen
darauf hinaus, zn erkennen, daB ein Beweis fiir die Gleichung 6. aus
den Axiomen 1.—4. nicht mdglich ist.

V. Wenn im Bisherigen von mehreren Gedankendingen, Kombina-
tionen, Kombinationen mehrfacher Art oder mehreren Willkiir-
lichen die Rede war, so sollte dabei stets eine begrenzté Anzahl solcher
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Dinge gemeint sein. Nach Aufstellung der Definition der endlichen
Zahl sind wir imstande, jene Ausdrucksweise in ihrer allgemeinen Be-
deutung zu fassen. Auch die Bedeutung der ,beliebigen® Folgerung
und des ,Differierens* einer Aussage mit allen Aussagen von gewisser
Art ist nunmehr auf Grund der Definition der endlichen Zahl — der
Idee der vollstindigen Induktion entsprechend — durch ein rekur-
rentes Verfahren einer exakten Beschreibung fihig. So ist dann auch
die vollstindige Durchfiilhrung des vorhin angedeuteten Beweises zu
denken, daB die Aussage f(1z®) =ul von jeder Aussage differiert, die
durch eine endliche Anzahl von Schritten als Folgerung aus den
Axiomen 1.—4. entsteht: man hat eben den Beweis selbst als ein
mathematisches Gebilde, ndmlich eine endliche Menge zu betrachten,
deren Elemente durch Aussagen verbunden sind, die zum Ausdruck
bringen, daB der Beweis aus 1.—4. auf 6. fiihrt, und man hat dann zu
zeigen, daB ein solcher Beweis einen Widerspruch enthélt und also
nicht in unserem definierten Sinne widerspruchsfrei existiert.

Ahnlich wie die Existenz des kleinsten Unendlich bewiesen werden
kann, folgt die Existenz des Inbegriffs der reellen Zahlen: in der Tat
sind die Axiome, wie ich sie fiir die reellen Zahlen aufgestellt habe¥),
genau durch solche Formeln ausdriickbar, wie die bisher aufgestellten
Axiome. Was insbesondere dasjenige Axiom betrifft, das ich das Voll-
stindigkeitsaxiom genannt habe, so bringt dasselbe zum Ausdruck, daB
der Inbegriff der reellen Zahlen im Sinne der umkehrbar eindeutigen
elementweisen Beziehbarkeit jede andere Menge enthilt, deren Elemente
ebenfalls die vorangehenden Axiome erfiillen; in dieser Auffassung wird
auch das Vollstindigkeitsaxiom eine durch Formeln von obiger Bauart
ausdriickbare Forderung und die Axiome fiir den Inbegriff der reellen
Zahlen unterscheiden sich qualitativ in keiner Hinsicht etwa von den
zur Definition der ganzen Zahlen notwendigen Axiomen. In der Er-
kenntnis dieser Tatsache liegt, wie ich meine, die sachliche Wider-
legung der von L. Kronecker vertretenen und zu Anfang meines Vor-
trages als dogmatisch bezeichneten Auffassung der Grundlagen der
Arithmetik.

In gleicher Weise zeigt sich, daB den Grundbegriffen der Cantor-
schen Mengenlehre, insbesondere den Cantorschen Alefs die wider-
spruchsfreie Existenz zukommf.

*) Grundlagen der Geometrie, zweite Auflage, Leipzig 1908, S. 24—26.



Sur une propriété du discriminant des fonctions entieres.

Von

G. Voroxoi aus Warschau.

Considérons une fonction F'(z) entiére rationnelle du degré =
F)=a"+a2" '+ --+a, ,2+a,
a coefficients entiers a,, a;, - - - a, et & discriminant D qui n’est
pas nul. )
Prenons un nombre premier quelconque p qui n'est pas un divi-
seur du discriminant D et supposons qu'on ait décomposé la fonction

F(x) en facteurs irréductibles par rapport au module p.
Comme tous ces facteurs

P, (%), 93(2), - - - @,(%)

sont différents par rapport au module p, en vertu de la supposition
faite, on aura la congruence

M) F2)=g,(@)9:(2) - - - 9,(®)  (mod. p).

Le nombre v des facteurs irréductibles de la fonction F(x), par
rapport au module p, jouit d'une propriété remarquable.

Théoréme. Le nombre » des facteurs irréductibles de
la fonction F(z) par rapport au module p vérifie I'équation

()= o
ol (%) est le symbole de Legendre.

Examinons, en premier lieu, le cas » =1. Dans ce cas, la fone-
tion F(z) est irréductible par rapport au module p.
Soit @ une racine quelconque de I'équation

@) F(z) = 0.

Envisageons le domaine des nombres entiers algébriques dépendant
de la racine choisie ¢ de cette équation.
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Comme on sait, les nombres entiers algébriques
pn—l

0, 0%, 0@
présentent les racines différentes de la congruence
Fx)=0  (mod. p),

dans le domaine considéré des mombres entiers algébriques.

Désignons
®3) . 0=0 0'=gy " 0f =0,y
et ‘considérons une fonction entitre rationnelle a coefficients entiers
6(00; 015"+ 0,_1), Symétrique par rapport aux variables gg, @4, *** €,—1-

En remplacant dans la fonction o (g,, 05, - 0,_,) les nombres
algébriques ¢y, 0;, * - @, par les racines de I'équation (2), on ob-
tiendra une fonction symétrique de ces racines dont la valeur est un
nombre entier. En désignant ce nombre par 6, on aura une congruence

C) 6(00) 015" @u_y) =0  (mod. p),
ce qui est aisé a démontrer.
Cela posé, considérons la fonction symétrique des variables

Qo) 015 " Qn1

6 (09 015 ** * 0n1) = I (0; — @,)%
ol

t=0,1,2,...n—1, j=0,1,2,...0—1 et i<j.

En rempla¢ant dans la fonction considérée les variables g,, 04, 0,_,
par les racines de I'équation (2), on obtiendra une fonction symétrique
dont la valeur est égale an discriminant D de la fonction F'(z); il en
résulte, en vertu de (4), la congruence suivante:

() I(e;—e)'=D  (mod p).

En observant qu'en vertu de (3) le produit

(g, — 9;) o i<y,

présente un nombre entier algébrique dépendant de la racine choisie g
de l'équation (2), désignons
©) w(e) = I(p,— @) ot i<j.

En élevant les deux parties de cette égalité a la puissance p, on
obtient
™M [@(0)]? = (07 — o).

Comme & cause de (3)

. f =0;41 tant que s <n—1
e

e_=e¢"=¢ (mod p),
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de T'égalité (7) il suit
[e(@)]=(—1)—"I(e;—¢,)  (mod.p) (i <9),
et il en résulte & cause de (6)
le(@l?~t=(=1p~! (mod p).
D’autre part, en vertu de (5), on a

—1

D¥ —[a@F,
DL;_! = (_ 1)n—1 )
() = =1

aonc, le théoréme énoncé est démontré dans le cas » = 1.
Abordons maintenant le cas général.
Désignons
®) FO@) = ¢, () 93(2) - - - 9,(2)
et soit D© le discriminant de la fonction F©(z).
En vertu de la congruence (1), on aura
9 DO=D  (mod. p).
Désignons par d,, d,, - - - d, les discriminants des fonctions ¢,(z),

9y(a); - - - @, (2)- :
En vertu de (8), on peut poser

(10) DO =dd,---dr,
ol % est un nombre entier.
De (9) et (10) il suit

w ®)-G@) -6

Désignons par m,, m,, --- m, les degrés des fonctions ¢, (),

@, (z), - - - @,(x), on aura
(12) my+ my+ - -+ m,=mn.

En vertu de ce qui a été dit précédemment, on aura les égalités
d, d, a,
()-com ()= omt e (5) = o
et & cause de (11) et (12) il vient
D n—1v
) - o

Le théoréme démontré est susceptible d’applications nombreuses
et importantes.

et par conséquent

ou autrement
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1. En posant n =2, on aura deux cas & distinguer: v =1 ou

ve=2; dans le premier cas (—;—:—) = —1 et dans le second cas

(%—) =+ 1; donc la congruence du second degré
2+ azx+a,=0 (mod. p)
n’a pas de racines réelles tant que (%) = — 1 et posséde deux racines

réelles tant que (—f—:—) =+41.

Ce sont des résultats bien connus.
2. En posant » =3, on aura trois cas a distinguer: » =1,

2 ou 3; dans les premier et troisidme cas (%) =41, dans le second

cas (%—)= — 1; donc la congruence du troisiéme degré

2*+ a2 + agz + a3 =0 .(mod. P)
n'a quune seule racine réelle tant que (%) =—1 et posséde trois

racines réelles ou n’en a aucune tant que (%) =+41.

J’ai obtenu ces résultats d’'une autre maniére dans mon Mémoire
intitulé: Sur les nombres entiers algébriques dépendant des racines de
I'équation cubique, Pétersbourg 1894 (en russe).

Au dernier moment, jai regu une lettre de M. K. Hensel qui
a bien voulu m’annoncer de ce que la formule

()=

a été communiquée par M. L. Stickelberger en 1897 au premier con-
grés international des mathématiciens & Zurich.



Die metazyklischen Gleichungen 9. Grades.

Von

A. Wiman aus Upsala.

In den groBeren Handbiichern der Algebra wird bekanntlich stets
den metazyklischen Gleichungen neunten Grades ein besonderes Kapitel
gewidmet. Man findet dort insbesondere die schonen gegenseitigen Be-
ziehungen zwischen den Wurzeln auseinandergesetzt, wie sie in der gegen-
seitigen Lage der neun Wendepunkte einer Kurve 3. Ordnung einen
geometrischen Ausdruck finden. Wie man aber die neun Wurzeln wirk-
lich darstellt, d. h. wie ein algebraischer Ausdruck zu bilden ist, der
nur die Werte der neun Wurzeln und keine anderen Werte annehmen
kann, dariiber ist meines Wissens noch nichts verdffentlicht worden.
Diese Aufgabe stellen wir uns hier, wobei wir uns auf primitive
Gleichungen beschrinken wollen. Die fragliche Aufgabe ist bis jetzt
nur fiir die metazyklischen Gleichungen von Primzahlgrad, sowie fiir
diejenigen achten Grades geldst worden.

Es gibt sieben verschiedene Typen von primitiven meta-
zyklischen Gleichungen 9. Grades, indem die Galoissche Gruppe
der Gleichung sich auf sieben verschiedene Weisen gestalten kann. Man
kann ja den Wurzeln z in solcher Weise zwei ganze Zahlen z,, 7, als
Indizes beifiigen, welche nach dem Modul 3 genommen werden, daB
die Substitutionen der Gruppe durch lineare Kongruenzen

7 =aps+ o8+ o
2y = 0,2 + g7 + &
ihren Ausdruck finden. Es sei G die Galoissche Gruppe der Gleichung.

Diese Gruppe besitzt eine ausgezeichnete Untergruppe G,, welche die
Substitutionen von den beiden Typen

(mod. 3)

(S) zl: i:jli Zl
2 — *2 2
und
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2, =—2 + e
S 1 1 1
(1) zsrz_za_l_az
enthdlt. Die Faktorgruppe
6= 5
1

ist nun mit einer Vertauschungsgruppe von vier Dingen holoedrisch iso-
morph. Dieser Zusammenhang mit den Vertauschungsgruppen von vier
Dingen findet darin seine Erklirung, daB, falls die Gruppe der Gleichung
durch Adjunktion von Irrationalititen auf G, reduziert wird, vier ver-
schiedene Imprimitivititssysteme auftreten, welche ja beim Wendepunkts-
probleme in den vier Wendepunktsdreiecken eine geometrische Veran-
schaulichung finden. Damit die Gleichung primitiv sei, muB die der
Gruppe H, zugeordnete Vertauschungsgruppe von vier Dingen kein Ele-
ment invariant lassen. Da es nun solcher Vertauschungsgruppen von
vier Dingen sieben verschiedene Typen gibt, so bekommt man auch
fiir die Gruppe G- sieben verschiedene Typen.

Als Lagrangesche Resolventen bezeichnen wir hier die GroBen

> (e=e®)
3
(¢, "”)tl,t.= ARG, e=e

wo die ganzen Zahlen ¢, ¢, nach dem Modul 3 genommen werden und
nicht beide verschwinden. Man hat also acht solche Resolventen. Setzen

wir noch
2 Loy = 4 ’

in

80 bekommen wir die Wurzeln in der (estalt

T, . = ; [A +2 sn+an) (,7), ":I.

tyta
Hier hat man aber zuniichst rechts einen algebraischen Ausdruck,
welcher eine iiberzihlige Anzahl von Werten annimmt. Die GroBen

[Cs, w)tl,t,]a = Q4,8

sind ja die Wurzeln einer metazyklischen Gleichung achten Grades, deren
Gruppe sich leicht aufstellen 188t. Die GroBen o, , gehoren dem Kérper
R(z,¢) an, und man kann direkt die Vertauschungen dieser GriBen
aufstellen, welche bewirkt werden, wenn man die Substitutionen des
fraglichen Korpers ausfiihrt. Dabei sind zwar zwei Fiille besonders zu
beriicksichtigen, je nachdem R(e) als Unterkorper von R(z) auftritt
oder nicht. In beiden Fillen findet man aber, daB die Gruppe dieser
Gleichung achten Grades mit der Faktorgruppe

G
e =M
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holoedrisch isomorph ist, wo G, die durch die Substitutionen S erzeugte
ausgezeichnete Untergruppe von G bezeichnet. In fiinf von den sieben
Hauptfillen ist die Gruppe der Gleichung achten Grades tramsitiv, so
daB keine von den Lagrangeschen Resolventen gleich Null sein kann.
In den beiden iibrigen Hauptfillen zerfillt aber die Gleichung achten
Grades in zwei (leichungen vierten Grades, und von den Lagrangeschen
Resolventen konnen vier identisch verschwinden; ja es ldsst sich sogar
durch rationale Transformation immer bewirken, daf letztere Eigenschaft
eintrift. Bei dem folgenden Verfahren setzen wir aber voraus, dafl simt-
liche Resolventen von Null verschieden sind. In den Fillen, wo dies
nicht zutrifft, lassen sich die Wurzeln in noch einfacherer Weise dar-
stellen; wir wollen aber der Kiirze halber darauf nicht eingehen.
Wollte man nun die Lagrangeschen Resolventen durch die dritten
Wurzeln aus den GroBen g, , ersetzen, so bekiime man fiir z, , einen
Ausdruck, welcher die iiberzihlige Anzahl von 3® Werten annehmen
konnte. Um diesem Ubelstande zu entgehen, fiihren wir acht neue GroBen

6“1)“: = (8’ x)tnfz
byt lu, =2
ein. Man findet leicht, daf auch die GroBen o, , einer Gleichung
achten Grades geniigen, deren Gruppe mit der Gruppe H, holoedrisch
isomorph ist. Das Produkt

H(e) x)t,,t,= c

hyty

der Lagrangeschen Resolventen bleibt bei den Substitutionen des Korpers
R(x,¢) ungeiindert und ist also eine rationale GroBe. Schreiben wir

noch
1

s
O s ™= Ty

so liBt sich der eben gegebene Ausdruck fiir , , in die folgende Ge-
stalt umformen

1 -
® s[4+ e 2| [l LI

hyty Ntuytbuy—1 tu +lyu,=2 -

Man bekommt alle Werte, welche dieser Ausdruck annehmen kann,
wenn 7, und 7, , unabhiingig voneinander alle ihre Werte durchlaufen
und die anderen GroBen 7, , beliebig fixiert werden. Aus der Gestalt
von (I) ersieht man unmittelbar, daB man dieselbe Wirkung bekommt,
falls man 7, , den Faktor ¢ oder v, , den Faktor &4 und 7,, den
Faktor &4 zufiigt. In beiden Fillen bekommt ja das zu den Indizes
t, % gehdrige Summenglied den Faktor e*+%“. Der zuletzt gefundene
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Ausdruck nimmt also nur neun Werte an, d. h. die Werte der neun
Wurzeln.

Vielleicht wird man jetzt die Frage stellen: Wie steht denn die
Sache mit den primitiven metazyklischen Gleichungen im allgemeinen?
Hierzu will ich nur bemerken, daB ich schon 1901 (in der Ofversigt der
Schwedischen Akademie d.Wissenschaften) einen Ausdruck fiir die Wurzeln
von entsprechender Form (nur anscheinend etwas allgemeiner) aufgestellt
habe. Inwieweit aber die Wurzeln sich wirklich immer in der dort
angegebenen Weise darstellen lassen, um dies zu entscheiden, diirften
sehr tief gehende Untersuchungen erforderlich sein.

Nur noch ein Paar Worte iiber die Realitit der Wurzeln. Ausdem
‘Wendepunktsprobleme kennt man ja schon einen Fall, wo 3 Wurzeln reell
und die tibrigen imaginéir sind. Man scheint aber noch nicht zu wissen, ob
es in dem natiirlichen Rationalititsbereiche metazyklische Gleichungen gibt,
welche entweder neun reelle Wurzeln oder eine relle und acht imaginére
Wurzeln besitzen. Diese Fragen konnen wir jetzt entscheiden. Sind ném-
lich die GroBen @, , simtlich reell, so bekommt man eine reelle und acht
imaginire Wurzeln. Dagegen hat man neun reelle Wurzeln, falls je zwei
GroBen 6, , und 6, g, konjugiert imaginir sind. DaB diese beiden
Mbglichkeiten beztiglich der GroBen 6, , wirklich stattfinden, erkennt
man leicht. Es geniigt z. B. den Fall zu betrachten, wo die zugehonge
Gleichung achten Grades zyklisch ist, durch welche Eigenschaft einer
der sieben Hauptfille charakterisiert wird.

Verh. d. 111. Tnternat. Mathem.-Kongr. Heidelberg 1904. 13



Uber reduzible Gruppen linearer homogener Substitutionen.

Von

A. Loewy aus Freiburg i. B.

Wihrend die Theorie der endlichen Gruppen linearer homogener
Substitutionen seit Cauchys und Galois’ Zeiten ein von den Mathema-
tikern eifrig gepflegtes Gebiet darstellt, befindet sich die allgemeine
Theorie der Gruppen linearer homogener Substitutionen noch in ihren
ersten Stadien. Unter einer Gruppe & linearer homogener Substitutionen
verstehen wir hierbei eine Gesamtheit linearer homogener Substitutionen
von der Vollstindigkeit, daB das Produkt irgend zweier sowie die
reciproke zu jeder in & enthaltenen Substitution der Gesamtheit &
angehort. Die bei endlichen Gruppen linearer homogener Substitutionen
fiir den Gruppencharakter bereits fiir sich allein ausreichende Abge-
schlossenheit in bezug auf die Produktbildung geniigt bei allgemeinen
Gruppen linearer homogener Substitutionen nicht. Die Substitutions-
koeffizienten von & sollen keiner Annahme unterworfen sein; die
Gruppe kann also kontinuierlich oder diskontinuierlich sein, jedoch
soll durch die Voraussetzung, daB die Gruppe & stets das wirkliche
Produkt irgend zweier ihr angehdriger Substitutionen enthilt, aus-
geschlossen sein, daB & eine Kongruenzgruppe ist. Im folgenden will
ich mir erlauben, iiber meine Untersuchungen in bezug auf die Re-
duzibilitit der Gruppen linearer homogener Substitutionen zu berichten.

Eine Gruppe @& linearer homogener Substitutionen in n Variablen
heiBt reduzibel, wenn man v < % lineare homogene Kombinationen der
Variablen mit konstanten Koeffizienten finden kann, die durch jede
Substitution von & nur untereinander transformiert werden. Anders
ausgedriickt, eine Gruppe & linearer homogener Substitutionen in
n Variablen heiBt reduzibel, wenn man eine konstante Matrix 7' von
nicht verschwindender Determinante finden kann, so daB die Matrix einer
jeden Substitution der zu @& #hnlichen Gruppe A = 7’G7-! von der
besonderen Form:
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@y Gy -6, O Y -0

Gy Gy -Gy O 0 -0
(a) Ay Gy Ty, 0 0 <0

(&v+1,1 Ayi19 * a’v+l,v a’v+1,v+1 av+1,1'+2 Tt av+1,n

Uyyo1pine " CpyoyOyiayi10ypopye " Ayion

Ay Oye By Qg1 Bpyge Tt Oy

wird.
Lassen sich alle Substitutionen von & in die Form (a) iiberfithren,
so driicken wir dies auch kurz so aus: @ liBt sich in die Form

A, 0
Uy Ay

bringen; hierbei bedeutet U, ein Quadrat mit » Zeilen und v Kolonnen,
A, ein Rechteck mit # — v Zeilen und v Kolonnen, %y, ein Quadrat
mit # — v Zeilen und #» — v Kolonnen. Ist eine Gruppe von der be-
sonderen Form:

%4, 0

Uy, Ass 5

so bilden die ersten » Variablen fiir sich eine zu der urspriinglichen
Gruppe isomorphe Gruppe; sie wird durch die Gesamtheit der Matrizes
A, gegeben. Ebenso bilden auch die Substitutionen in # — » Variablen,
deren Matrizes durch Uy, bestimmt werden, eine mit der urspriinglichen
isomorphe Gruppe. Als einfachstes Beispiel einer reduziblen Gruppe
sei irgend eine Permutationsgruppe angefiihrt; denn bei ihr wird die
Summe der Variablen in sich transformiert.

Eine jede reduzible Gruppe & linearer homogener Substitutionen
188t sich durch wiederholte Einfiihrung linearer homogener Funktionen
der Variablen mit konstanten Koeffizienten stets derartig in eine #hn-
liche Gruppe A = R@R-! transformieren, wobei R eine Matrix von
nicht verschwindender Determinante ist, daB jede Matrix einer Sub-
stitation von U oder, wie ich statt dessen kurz sage, die Gruppe %
von der besonderen Form:

a,0 00 ---0
0y 0,0 O --- 0
20 Og O35 0530 -+ 0
0210203804 -« Oz,
18%
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wird; q,, bedeutet hierbei (k> ¢) ein Rechteck mit f, Zeilen und
f; Kolonnen, f;+fs+ --- +f;=n. Sind die 4 mit @ isomorphen
Gruppen linearer homogener Substitutionen, die durch die Matrizes a,,,
Ogg, * + , 0, definiert werden, was stets zu erreichen und worauf fiir
das Folgende besonderes Gewicht zu legen ist, irreduzible Gruppen, so
sagen wir: @& ist unter Hervorhebung seiner irreduziblen Be-
standteile oder Teilgruppen in eine #hnliche Gruppe trans-
formiert; die irreduziblen Gruppen a,,, s, ---, a;; heien die ir-
reduziblen Bestandteile oder Teilgruppen von &, die sich
bei der Darstellung von & in der Form ¥ ergeben.

Fir die irreduziblen Bestandteile von & gilt der auch fiir die
Theorie der linearen homogenen Differentialgleichungen wichtige Satz,
da8, wie auch immer die Gruppe & unter Hervorhebung ihrer irredu-
ziblen Bestandteile in eine #hnliche Gruppe transformiert wird, die
irreduziblen Bestandteile von &, falls man #hnliche Gruppen als nicht
verschieden ansieht, bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind.
(Uber die Reduzibilitit der Gruppen linearer homogener Substitutionen.
Transactions of the American Math. Society, Vol. 4, 8. 44.)

Unter den Gruppen linearer homogener Substitutionen verdienen
diejenigen eine besondere Aufmerksamkeit, die ich nach einem brief-
lichen Vorschlage von Herrn W. Burnside®) als vollstindig reduzi-
bel bezeichne. Eine Gruppe @ linearer homogener Substitutionen heiBt
vollstindig reduzibel, wenn man wenigstens eine konstante Matrix R
von nicht verschwindender Determinante finden kann, so daB die zu &
dhnliche Gruppe R@R-* von der besonderen Form:

4,0 0 0---0
0 00 0--- 0
0 0 a0 ---0

0000-.-4q,
wird, also auBer in der Diagonale lauter Nullmatrizes enthdlt. Eine
vollstindig reduzible Gruppe linearer homogener Substitutionen ist mit-
hin auf folgende Art charakterisiert: Man kann durch Einfithrung neuer
Variablen stets erreichen, daB die Variablen nach der Transformation
in Systeme zerfallen, die Variablen eines jeden Systems sich nur unter-
einander transformieren und die Gruppen linearer homogener Sub-

*) Vgl. wegen dieses Begriffes auch W. Burnsides Aufsiitze in den Acta
mathematica, Bd. 28, 8. 369 und in den Proceedings of the London Math. Society
@) Vol. 1, 8. 117 (Jahrg. 1903).
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stitutionen, die jedes Variablensystem fiir sich allein definiert, irreduzibel
sind. In der Bezeichnung ,vollstindig reduzibel® sollen auch
die irreduziblen Gruppen eingeschlossen sein; bei den irredu-
ziblen Gruppen ist in dem zuletzt hingeschriebenen Schema 4 = 1.

Bei einer groBen Anzahl von Gruppen folgt aus ihrem Charakter
unmittelbar ihre vollstindige Reduzibilitit. Eine derartige Klasse von
Gruppen habe ich in den Transactions of the American Math. Society,
Vol. 4, 8. 171, mitgeteilt, und Herr L. E. Dickson hat im AnschluB an
meine Untersuchungen das von mir erhaltene Resultat ebendort, S. 434,
sehr weitgehend verallgemeinert. Bei mir handelt es sich um Gruppen
linearer homogener Substitutionen mit reellen Koeffizienten, bei Herrn
Dickson um solche mit Koeffizienten aus einem gewissen unendlichen
Zahlkorper.

Zu den vollstindig reduziblen Gruppen gehdren, wie man
beweisen kann, alle Gruppen linearer homogener Substitutionen,
die eine definite Hermitesche Form in sich transformieren.

Nach einem von Herrn Moore und mir in der gleichen Woche
verdffentlichten Satze gehort zu jeder endlichen Gruppe linearer homo-
gener Substitutionen eine invariante definite Hermitesche Form. Aus
dem mitgeteilten Theoreme folgt daher der von Herrn Frobenius im
Verlaufe seiner tiefgehenden Untersuchungen iiber die endlichen Gruppen
linearer homogener Substitutionen erhaltene und auch hiervon unabhiingig
von Herrn Maschke (Math. Annalen Bd. 52) gefundene Fundamental-
satz: Jede endliche Gruppe linearer homogener Substitutionen
ist vollstindig reduzibel

Wihrend jede endliche Gruppe linearer homogener Substitutionen
vollstindig reduzibel ist, trifft dies nicht fiir jede unendliche zu. Es
gilt folgender Satz:

Zu jeder Gruppe ® linearer homogener Substitutionen
gehioren u vollstindig reduzible Gruppen linearer homogener
Substitutionen; diese sind ebenso wie die irreduziblen Be-
standteile von &, wenn man #hnliche Gruppen als nicht ver-
schieden ansieht, vollig eindeutig bestimmt. Die p voll-
stindig reduziblen, zu © gehdrigen Gruppen sind, was fiir
die irreduziblen Bestandteile von & nicht zutrifft, auch ihrer
Reihenfolge nach eindeutig festgelegt. Man kann also von
der ersten, zweiten usw. bis pten vollstindig reduziblen zu
@ gehorigen Gruppe sprechen. Die Gesamtzahl der Variablen
der u Gruppen ist gleich der Variablenzahl von &. Ist p=1,
so ist @ vollstindig reduzibel.

Die vorstehenden S#tze sind nicht nur, wie ich glaube, insofern
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von Wert, als sie iiber die Stellung der endlichen Gruppen linearer
homogener Substitutionen in der allgemeinen Theorie AufschluB geben,
sie lieferten mir auch neue Gesichtspunkte fiir die Theorie der Re-
duzibilitéit der linearen homogenen Differentialgleichungen.

Der Begriff der Reduzibilitit einer linearen homogenen Differential-
gleichung erfordert die Fixierung eines Rationalitétsbereiches X. Der
Einfachkeit wegen sei X ein unendlicher Zahlkérper & oder ein System
rationaler Funktionen einer Variablen mit Koeffizienten aus einem Zahl-
korper 2. Alle auftretenden Differentialgleichungen sollen ausnahms-
los Koeffizienten aus X haben. Im AnschluB an Herrn Frobenius
nennen wir eine lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten
aus X irreduzibel oder reduzibel, je nachdem sie mit einer linearen
homogenen Differentialgleichung niedrigerer Ordnung mit Koeffizienten
aus X kein oder ein Integral gemeinsam hat. Eine lineare homogene
Differentialgleichung ¥ = O mit Koeffizienten aus X heift vollstindig
reduzibel, wenn man voneinander verschiedene irreduzible lineare
homogene Differentialgleichungen J; =0, J;=0, ---, J,=0 mit Ko-
effizienten aus X finden kann, so daB die Ordnung der vorgelegten
linearen homogenen Differentialgleichung V' = 0 gleich der Summe der
Ordnungen von J; =0, J;=0, - -+, J,=0 wird und V= 0 unter allen
linearen homogenen Differentialgleichungen diejenige niedrigster Ord-
nung ist, die durch die Integrale aller Differentialgleichungen J; =0,
Jy=0, ---, J,= 0 gleichzeitig erfiillt wird. Von der vollstindig re-
duziblen linearen homogenen Differentialgleichung ¥V =0 sagen wir
auch: sie ist das kleinste gemeinsame Vielfache der irredu-
ziblen linearen homogenen Differentialgleichungen J; =0,
Jy=0, ---, J,=0. Eine vollstindig reduzible lineare homogene
Differentialgleichung ¥ = 0 kann auch auf folgende, mit der obigen
gleichwertige Weise charakterisiert werden: fiir sie existiert wenigstens
ein Fundamentalsystem von Integralen, so daB ein jedes Element dieses
Fundamentalsystems auch Integral einer irreduziblen linearen homo-
genen Differentialgleichung wird. Die irreduzible lineare homogene
Differentialgleichung soll als Spezialfall der vollstindig reduziblen
linearen homogenen Differentialgleichung angesehen werden.

Man kann dann beweisen: Existiert fiir eine vollstindig reduzible
lineare homogene Differentialgleichung ¥ =0, die kleinstes gemein-
sames Vielfaches der irreduziblen linearen homogenen Differential-
gleichungen J, =0, J;=0, ---, J,=0 ist, nur noch eine von den
angegebenen verschiedene irreduzible lineare homogene Differential-
gleichung, die mit ¥ =0 ein Integral gemeinsam hat, so wird ¥ =0
durch die Integrale von unendlich vielen verschiedenen irreduziblen
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linearen homogenen Differentialgleichungen befriedigt; eine vollstindig
reduzible lineare homogene Differentialgleichung ist nur auf eine ein-
zige oder auf unendlich viele Weisen kleinstes gemeinsames Vielfaches
irreduzibler linearer homogener Differentialgleichungen.

Nicht jede lineare homogene Differentialgleichung D = 0 mit
Koeffizienten aus X ist vollstindig reduzibel. Zu jeder linearen homo-
genen Differentialgleichung D = 0 mit Koeffizienten aus X gehort
eine eindeutig bestimmte vollstindig reduzible lineare homogene Diffe-
rentialgleichung hochster Ordnung mit Koeffizienten aus X, deren
simtliche Integrale der Gleichung D = O geniigen. Notwendig und hin-
reichend, damit eine lineare homogene Differentialgleichung D = 0
mit unendlich vielen irreduziblen linearen homogenen Differentialglei-
chungen Integrale gemeinsam hat, ist, daB die zu D =0 gehorige
vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung hochster
Ordnung sich wenigstens auf zwei und daher auf unendlich viele
Arten als kleinstes gemeinsames Vielfaches irreduzibler linearer homo-
gener Differentialgleichungen auffassen 1iBt. Hieraus folgt als spe-
zieller Fall der Satz:

Wird eine lineare homogene Differentialgleichung D = 0 mit Ko-
effizienten aus X nur durch die Integrale einer endlichen Anzahl -
verschiedener irreduzibler linearer homogener Differentialgleichungen
befriedigt, so muB die Summe der Ordnungen dieser irreduziblen
linearen homogenen Differentialgleichungen stets kleiner oder hichstens
gleich der Ordnung von D = 0 sein.



Sur une catégorie d'équations fonctionnelles.*)
Von

K. StepHaNos aus Athen.

Monsieur Stephanos part de la proposition suivante:

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fone-
tion de deux variables F'(z,y) soit exprimable par une for-
mule telle que:

F(z,y) = th,-(x):p,.(y), (" =12 ---m)

consiste dans ’évanouissement identique du déterminant

I oF " F
oF o'F it

9—y 929y ' pa"dy |

3"‘F a"‘“F . _o"F
8y oxdy™ 83:"‘33;"‘

ot expose les résultats de l'application de cette proposition & l'examen
des questions suivantes:

1. Quelles sont les fonctlons f(#) donnant lieu & une formule
d’addition telle que:

f(x + .'/) = E‘Pﬁ(‘”)'ﬁ'i(y); (’: = 1; 2: te m)

2. Quelles sont les fonctions f(z) donnant lieu & une formule
telle que:
f®) — 1) _ 5
zT—y = Zo,(2)v;(y), (7‘ =12 m)
*) Une exposition plus détaillée de cette communication sera insérée dams
le vol. XVIII (1904) des Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo.
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3. Quelles sont les fonctions f(x) donnant lieu & une formule
telle que:

MO0 _ sp@n@) @ — 9 (=12 m)
f_(_) f(.'/)

4. Dans quel cas le développement de par la formule

de Lagrange conduit & une expression am termes

f@)—rfly) _ (x— y) _ f
2"y Z,(y) —= @l (=12, m),

1 e (J)w(.l)]
dy'~!

ou:

v(y) =



On Products in Additive Fields.

Von

E. B. WiLsox aus New Haven.

1. Introductory. — That to which I ask your attention at this
time is intimately related to vector analysis, but the treatment here
followed will be from a far broader point of view than that usually
adopted in discussing a geometrical or physical analysis and every
attempt will be made to avoid the numerous petty disputes over ques-
tions of mere notation. To indicate the present viewpoint the general
title ,products in additive fields” has been chosen, and that which
follows may be considered as belonging to the subject of multiple
algebra in its most extended semse rather than to any one special
multiple algebra.

As it is not our purpose in this communication to discuss the
foundation of Multiple Algebra whether upon a system of logical con-
cepts or upon a set of postulates, we merely state — what is probably
subject to no mistaken interpretation — that the members of the fields
considered may be added (and subtracted) according to the ordinary
rules of algebraic operation, and that in particular any two members
of the field, say @ and b, may be expressed by means of numerical
coefficients @, and b, in terms of the same finite number of funda-
mental elements e;, called units. Thus

a= 2@@., b= Zb,.e;

2. Historical. — It would be ungracious to begin without first
acknowledging that all which I have to say draws its immediate in-
spiration from the late J. Willard Gibbs, and that the more important
part of what I here offer must be attributed directly to him. Yet, to
determine exactly whether or not he might have agreed to all that
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follows is impossible. Thus while giving to him all that may be
valuable and broad-minded, I wish distinctly to reserve for myself
whatever is narrow-minded or mistaken.

A little history may be pardoned. In the early eighties Gibbs
printed, for private distribution and especially for the use of his pupils
in mathematical physics, a small pamphlet entitled Elements of Vector
Analysis.*) Twenty years later when it was desired that a more formal
publication of the matter should be made, the author put forward two
strong objections. In the first place he contended that there was not
enough of originality in what he had accomplished in vector analysis.
Although the method resembles to a large extent that of Grassmann
and although the ideas that underlie it are, as we shall see, yet more
closely allied to those of the author of the Ausdehnungslehre, neverthe-
less whoever is acquainted with Gibbs’s treatment of the potential and
of dyadics with especial reference to that which concerns double multi-
plication will readily attribute this first objection to the author’s well
known modesty.**) In the second place he felt convinced that few,
if any, could understand the import of his wiews in the smaller field of
vector analysis if the Vector Analysis***) was published apart from a
more general work on Multiple Algebra. Although the criticisms
adverse or favorable, which have been passed on the Vector Analysis
have quite substantiated this prophetic conviction of Gibbs, one may
be permitted not so much to regret the publication of that work as
to lament the fact that death came before it was possible to publish
the Multiple Algebra.

In 1886 Gibbs, then vice-president of the American Association
for the Advancement of Science, delivered an address on Multiple
Algebra. This was published in the Proceedings of the Associationt),
where unfortunately it has shared to a large extent the oblivion so
long suffered by the more famous papers on thermodynamics. Like
them, too, it is written in a very general and none too clear style.
Although written more than fifteen years before the author’s death,
this address is his most important publication on multiple algebra,

*) Elements of Vector Analysis arranged for the use of students in Physics by
J. Willard Gibbs. New Haven. 88 pp. 1881—4. No longer to be obtained.
**) His use of ideas other than Grassmann’s was considerable. See §§ 4—17.
¥ Vector Analysis: a text-book for the use of students of mathematics and
physics: founded upon the lectures of J. Willard Gibbs, by Edwin Bidwell
Wilson. New York, Charles Scribner’s Sons, XIIT 4 436 pp. 1901.
+) Proceedings of the American Association for the Advancement of Science,
vol. 35, pp. 37—66 (1887); hereafter cited as Adress.
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and as such it deserves careful study not alone for what it states
precisely but, like the works of other great men such as Maxwell and
Grassmann, for what it suggests. In his lectures on multiple algebra,
Gibbs spent so much of his time in developing the more restricted
geometrical algebras of Grassmann, whose work he so much admired,
that he frequently did not get far beyond the content of this address
and it is to be feared that the manuscript which he left behind contains
but an inconsiderable part of what he had in a state of full develop-
ment in his mind.

3. The formal product. — In the first Ausdehnungslehre Grass-
mann, the great philosopher of algebra whose real successor in many
ways was Gibbs, wrote as follows:¥)

Die Bezichung der Multiplikation zur Addition haben wir dahin
bestimmt, daf

(@ + b)e=ac+ be 1
ca+b)=ca+cd (
ist; und dadurch war uns der Begriff der Multiplikation festgestellt.

In 1897 Whitehead**) states the definition more explicitly, poin-
ting out that the two multiple quantities which are multiplied need
not belong to the same field and that the product need not possess
the associative property. It may incidentally be noted that the pro-
duct does not necessarily belong to the field of either factor or to a
field constructed from the combined fields of both factors.

If equations (1) and these alone are taken as the complete definition
of the product of multiple quantities, the product becomes purely

formal. Let
1 1
i=n j=m
then ab = S Z a;b;ee/ (@)
i=1 §=1

This is a new multiple quantity with nm units ¢;e;. It may further
be noted that the product
i=n j=m k=i
abe = 2 2 Za,b,c,e‘e,’ek”
i=1 j=1 k=1
of three factors is necessarily associative provided that no other con-
ditions than equations (1) are imposed. For then the units ee/e;

*) Ausdehnungslehre (1844) § 10, p. 11, Edition of 1878.
**) A Treatise on Universal Algebra, vol. 1, pp. 26—27.
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are merely symbols or keys (to use the expression of Cauchy). The
introduction of other conditions may or may not render the product
non-associative. Thus in the case of vectors, the vector product is
non-associative, the scalar product does not admit the association of
factors, whereas the quaternion product and the exterior product of
Grassmann are associative. The equality ab = a’d’ of two formal
products evidently implies the equality of the corresponding factors,
except for the possible transference of a scalar multiplier from one
factor to another. That is, if @b = &'b’, then @ — za’ and b = yb,
where 2y = 1. Thus the knowledge of the value of the formal pro-
duct affords as much information concerning the individual factors as
could be expected.¥)

The case which arises almost universally in practice is that in
which the two multiple quantities occurring in a product belong to
fields constructed from the same number of fundamental units. And
this is the case which we shall consider from this point on. The
formal product is, then, a multiple quantity in a field of #»® units.
If the units e;e; be comsidered as demoting the position of the terms,
the formal product @b becomes in a certain manner equivalent to the
matricular array

@b, aby -+ ab,

Gyb;  aghy - agd,

ab, aby --- a,b,.
The multiple quantity formed by adding together a number of terms
a,b;, that is a dyadic polynomial

D = Ze,a,b,,

may evidently be expressed in the same manmner. It is the possibility
of developing a theory of dyadic polynomials which shall include the
theory of matrices that makes the study of the formal product or
dyad of especial importance. The definition (see below) of a product
which has a scalar value and which may be denoted by a:b, imme-

diately suggests the use of the dyadic polynomial to express a linear
transformation. If 7 be the vector of a point in space,

¥ = Do = Zea,(bsr) = Zey(bpr)a,
and the multiplication of matrices
G: D' = (Ze,ab):(Ze/a/b)) = Zee) (bea))ab,.
Thus if one but stops to consider the formal product before passing

*) Compare Vector Analysis, pp. 272—3.
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on to the detailed theory of special products, he can see at a glance
that this product not only has logical precedence over all others but
may naturally serve the end of giving expression to the closely related
and important subjects of matrices and linear transformations.

4. Special Products. — The introduction of the special products
may be made from several points of view. To follow the method
used by Grassmann, let there be assumed certain supplementary
equations of condition of the form

Za,,e.e,=0 (r,s=1,2,...,m)

rsTrs

between the units e,, e,. Let it further be assumed that the equations
(1) are unchanged when for the units e,, e, there be substituted any
quantities in their field. These assumptions lead to Grassmann’s
lineal*) product, of which there are two types, called algebraic and
combinatory, defined by the relations

ee —=e.e, algebraic, ®)
and e.e,=—e,e, combinatory.
The first of these is of utmost importance in the theory of invariants.
But far greater attention is usually bestowed upon the second, out of
which is built the theory of the progressive and regressive products
and all the geometric interpretations so intimately connected with them.
It may well be doubted if there is any more elegant and natural
method of treating the ordinary geometric properties of n-dimensional
space than by following the method of Grassmann. It was this that
Gibbs was accustomed to do in the first part of his course on multiple
algebra; using, however, the formal product rather than Grassmann’s
fraction to represent the linear function.

It is to be noticed that when following this method of procedure
the product of two factors does not belong to the field of the factors,
but is of the second kind. In the same way, the product of three
factors is in a new field, a field of the third kind; and so on. This
constitutes a radical departure from the ordinary ideas of algebra in
which the product belongs to the field of the factors. Moreover, the
restriction to lineal products cuts out a large number of important
algebras. For instance, in quaternions and biquaternions the product
of two factors follows neither of the rules (3). Thus there is suggested
a second general point of view which in its origin seems to be purely
algebraic, whereas the system of Grassmann was in its origin (though
not in all the subsequent development) geometric.

*) Sur les différents gemres de multiplication, Crelles Journal, vol. 49,
Pp. 123—141 (1855). Ausdehnungslehre (1862), § 37, pp. 20—21.
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Following Benjamin Peirce, it may be assumed that the pro-
duct belongs to the field of the factors.¥) The value of the product
is then determinable by setting up a multiplication table for the units.
Thus if e;e;—e,, ; and if two €’s are considered equal when their in-
dices differ by a multiple of %, multiplication is the same as algebraic
multiplication in a cyclotomic body. In this case multiplication is as-
sociative. If there are three units and if e,e,— + €, according as i, j, I
are in the cyclic order 123 or 132, multiplication is the same as that
of the vector product. Here multiplication is not associative. The
problem of determining all the linear associative algebras which possess
a modulus has recently been exhaustively treated by H. E. Hawkes®¥).
The corresponding problem for non-associative algebras has not been
treated, so far as I am aware. Yet the restriction of association can-
not always be imposed upon the algebras with which it is convenient
to work: witness, the various vector algebras in current use among
physicists. Moreover, the restriction that the products belong to the
field of the factors may readily be abandoned.

Thus it is seen that neither the points of view and developments
of Grassmann nor those of Peirce are in themselves so all-inclusive
as to render the others unworthy of consideration. As a further cor-
roboration of this may be mentioned the fact that the Encyclopaedie
der Mathematischen Wissenschaften, Bd. 1#%%)  contains a report on
the latter, while it is reserved for another volume to present the
former. Evidently the multiple algebra of to-day, if it would be com-
plete, must treat both sides of the matter.

5. Vector Algebra.i) — These two points of view and the pos-
sibility of combining them, coupled with the desire to create some-

*) The germ of the idea certainly goes back to Hamilton, but Peirce’s
memoir on Linear Associative Algebra was the first to give anything approaching
a satisfactory treatment of the general problem.

**) The enumeration of mon-quaternion number-systems, Mathematische An-
nalen, vol. 58, pp. 361—389 (1904). Other references to the literature will be
found there.

**) Theorie der gemeimen wund hoheren Lkomplexen Grifen von E. Study.
pp. 147—183. Compare foot-note 13: ,,Bei den verwandten Begriffshildungen Grass-
mann’s fehlt ein wesentliches Moment, nimlich die Zuriickleitung der Produkte
auf die GroBen des Systems selbst.* And foot-note 6: ,In allgemeinerem Sinne
noch als in der Theorie der Systeme komplexer GriBen werden die Worte Pro-
dukt und Multiplikation von H. Grassmann und anderen verwendet.“

1) This fifth section may be regarded more particularly than the rest of the
communication as a reply to R. Mehmke's Vergleich der Vectoranalysis ameri-
Lanischer Richiumg und derjenigen deutsch-italienischer Richtung, Jahresbericht der
Deutschen Mathematiker-Vereinigung, vol. 13, pp. 217—228 (1904).
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thing which should be simple and useful for the physicist rather than
for the geometer, were the elements that Gibbs had in mind in con-
structing his vector analysis. Taking the general standpoint of Grass-
mann the formal product was regarded as the fundamental product.

This is ab — ab it + abydj + ab,ik
+ a3b,Ji + aybyJj + agbs ik
+ ayb ki + asbykj + agbkok,

if a=ai+aj+ ak

and b= b,i+ byj + byk.

From this the scalar product may be obtained by means of the multi-
plication table

i11J |k
t({1]0
jglofl1r;o0
k|O0|0|1
and the vector product by means of
R
1|0 |k |—J
J |-k 0| ¢
kE|j|—% 0
Thus ¥) asb = a,b, + a3b; + aybg
a,
and arb— Z:b: i+ Z:Z i+ Z:::!lc.

In this way the point of view taken by Peirce comes in as an es-
sential idea in the system — but broadened so as to include the pos-

*) Gibbs used @ « b and @ ><b where we use asb and a»b. We have in-
troduced the change here merely for the convenience of the reader who may not
be sufficiently familiar with the  and the >< to remember which it is that denotes
the scalar product and which the vector product. The use of the dot and the
cross has been criticised on the ground that they are separators in ordinary al-
gebra but are used to unite the factors rather than to separate them in vector
algebra. This objection is hardly valid. For, were it not for the separation im-
plied by the dot and the cross, the factors would come together and make the
formal product ad.
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sibility of the product being not of the field of the factors. Regarding
the matter from a purely theoretical and philosophical point of view
I fail to find in any other system of vector algebra ideas so broad
and instructive, so in accord with that liberal attitude which must be
taken now-a-days in dealing with multiple algebra as a whole.

As there is considerable divergence of opinion in regard to the
relations between the products of Grassmann and those of Gibbs, it
may be permitted to go into some detail as to the ideas underlying
the combinatory product [@b] which is of the second kind, its index
|[@b] which is of the first kind, and the interior product [a@|b] —
contrasting them with the products a:b and a-b.

The numerical value of [ab] does not differ from that of a»b.
But there are vital differences between the products. When the direc-
tions of the axes are reversed [@b] does not change sign, whereas a-b
does” Moreover, analytically [@b] is a quantity of the second kind
and is not in the field of the factors, whereas @+b is of the first kind
and is in the field of its factors: geometrically speaking, the former
represents a plane, the latter a directed line. The conceptions are
different and each seems equally valid. Why anybody should wish to
deny the utility of either one is not easy to see. For the development
of projective geometry in three or in » dimensions and for exhibiting the
law of duality, the combinatory product [@b] has undoubted advantages
over the vector product. For these purposes Gibbs used it to the
exclusion of the latter. But for use in the ordinary branches of physics
he discarded it. The physicist cares little for the principle of pro-
jective duality, little for % dimensions. Moreover he has to do with so
many radically different sorts of vector quantities — displacements,
couples, plane areas, forces, fluxes — that, if he is to have any vec-
tor analysis at all, he must regard the elements which are common
to all these directed quantities rather than those which are different in
the different quantities. And of the differences the nice geometric
question of distinguishing between directed lines and oriented planes
is among the least noteworthy. Long before any vector method became
widely used the physicist was accustomed to look upon an element of
surface as a directed quantity, directed along the normal to the surface.

The index |[@d] of the product [@b] is numerically equal to the
vector product a@-b; and it suffers the same change of sign when the
directions of the axes are reversed. But when it is introduced in the
manner chosen by Grassmann it appears more as a function of the
product [ab] than as a product itself, existing by its own right. Once
the point of view be changed and the combinatory product be aban-

Verh. d. ITL Internat. Mathem.-Kongr. Heidelberg 1904. 14
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doned in defining the vector product, the method becomes essentially
that of Gibbs and the notation of the index had best be abandoned,
or rather reserved for its proper uses — for it has important uses.*)
I would by no means belittle the value of the index. I would merely
point out that there are other points of view which are equally pos-
sible and which for some purposes may be preferred.

With respect to the scalar product asb and the interior product
[a!b], much the same line of argument may be applied. So different
are they in point of view that nothing but their common numerical
value could ever for a moment have led to their confusion. The first,
asb, deals directly with two vector quantities, whether they represent
lines or planes or a line and a plane, in much the same way as the
formula

cos ® = II'+ mm'+ nn’

deals with the direction-cosines I, m, » and I, m’, n’ without stopping
to enquire whether they be the direction-cosines of a straight line or
of the normal to a plane. The product [@|b] multiplies the vector a
and the index of the vector b. This is an indirect method of hand-
ling the vector b and cannot appeal very strongly to the physicist.
Moreover, it should be pointed out that the product [@|d] is in no
sense a scalar product except by accident, and then not always. The
product is in reality the combinatory product of @ and the index
of b.#¥) Now if @ and b both represent lines, the index of b is a
plane and the product [@|b] becomes a scalar quantity by virtue of
the assumption that in a three-dimensional system the product of the
three independent units is a scalar. If on the other hand, b repre-
sents a plane (is a bivector in the sense of Mehmke), the index of b
is a line and the product [@!d] is a vector quantity. In similar
manner if @ represents a plane, and b a line, the product (by the
theory of regression) is a vector. Finally if @ is a plane vector and b
also a plane vector, the product again takes on a scalar value.

Two illustrations of this difference can be obtained from mechanics.
In the system of Gibbs the work is always expressed as

AW = Fsds.

In the case of the motion of a particle the force is, apart from its
dimensions, a directed line. So is also the displacement. But to re-
present the work in Grassmann’s system it becomes necessary to

*) Gibbs made constant use of the index in his course on multiple
algebra.
**) Ausdehnungslehre (1862), § 137, p. 107.
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regard either the displacement or the force as a plane vector. Thus
in this case

AW = [F|dr]=[dr|F].
In the theory of continuous media the force is pressural. It may be
represented as the product of a surface into a scalar; F = fdS. Then
the work, in the systemm of Grassmann, becomes

AW = [Par] = f[d8dr).

Now it is certainly permissible and probably reasonable for the physi-
cist to sacrifice the distinction between line vectors and plane vectors,
which is less than other distinctions between the directed quantities
which he employs, and to give up the geometric principles of duality
and of » dimensions, which he rarely wants, rather than to have two
different notations for the scalar product.*) Precisely the same re-
mark applies in the case of the index and the vector product. The
index of the combinatory product is not a vector product and the in-
terior product is not a scalar product. The values of the interior pro-
duct and of the index of the combinatorial product depend on what
sort of factors have been multiplied together.

This is not a distinction without a difference. And I have gone
into the matter to such an extent merely to indicate in some measure
why and how Gibbs, who was as enthusiastic in his admiration of
Grassmann as anyone could be and who spent much of his course
on multiple algebra in developing the method of Grassmann, did
nevertheless deliberately depart from that method and draw somewhat
on the method of Peirce in constructing the vector analysis which
he thought most apt for use in physiecs.

6. Double Products.**) — After this long digression into the
special field of vector algebra it is necessary to return to the general
subject of multiple algebra and take up the consideration of the pro-
ducts-of dyads and dyadic polynomials. Grassmann’s ,point analysis”
will serve as an illustration. Let 4, B, C, D be four points not lying
in the same plane. Let a, b, ¢, d be four scalars so chosen that their
sum is unity. Then any point X may be expressed in one and only
one way as

X=ad4+bB+cC+ dD.

Then, if the open product of Grassmann***) be employed, the linear

*) Compare L. Prandtl: Uber die physikalische Richtung in der Vektoranalysis,
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, vol. 13, pp. 436—449 (1904).
*) Compare Gibbs’ Address, p. 60. And Vector Analysis, pp. 306—821.

*%) _Ausdehnungslehre (1844), § 172, pp. 264—272, Edition of 1878. The de-
14%
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transformation of the space of the points X into that of the points
X'’ is given by
X'=0X,

where*)

(ABCD)® —ayA- ()| A+ ayd- ()| B+ayd-()|C+a,d-()|D
+ayB-()|Ad+ayB-()|B+ayuB-()|C+ayB-()|D
+a3C-()[4d+auC-()|B+auC-()|C+a,C-()|D
+a4D-()|4d+agD-()|B+asD-()|C+auD-()|D

and where the sum of the coefficients in the columns is in each case

unity. The plane at infinity is left invariant by such a transformation.

The dyadic @, therefore, represents the most general affine trans-

formation of space. The product of two such transformations is re-

presented by the product of their dyadic polynomials, the product of
the individual dyads being indicated by
(B-0]C) (4 - 0|D) = B-[4]C]- 0| D =[4]C] - B- 0|D.
The parenthesis which indicates where the letter is to be inserted in
forming the product may be dispensed with if the sign of the index
be placed between the dyadic and the letter into which it is to be
multiplied. Thus
X =0|X,
where
ABCD)®P=a, A - A+ay,A-B+az;A-C+ay,A-D
Gy B-A+ay B-B+ay B-C+ay B-D
a5 C- A+ 0y C-B+aggC-C+ay, C-D
ayD-A+ayD-B+agD-C+ay,D-D.
The multiplication of two dyads is now indicated as
B-C|A-D=[C|4A]B-D.

The product of two transformations will now be represented by @|%.

The difference in the notations amounts in reality to little more than

a question whether the sign of multiplication shall be introduced into

the body of the dyad or placed between the dyads.*¥)

velopments in the second Ausdehnungslehre (1862), §§ 353—363, pp. 228—233, where
more than one opening is allowed are more general.

" If ABCD = 1, this factor can be omitted. Otherwise it must be re-
tained to keep the ,,dimensions‘‘ right.

**) It is, of course, possible to write the first expression for @ in such a
manner that the opening comes on the end. This is the form in which Gibbs
used the dyadic. The individual dyads appeared as the formal product of a
point and a plane. In the form we have given second the dyads are products
of points.
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The second method of notation lends itself readily to expressing a
double product*) which has a scalar value and which is defined by
equations like

B-C!4A-D=[B4][C|D].
This double product corresponds to a multiplication of two matrices
performed by multiplying the terms in corresponding places in the
matrices and adding the products.

Oy Gyg =+ Qg lbulhs coe by, =y by Fapby+ - +ay,b,,
gy O3 * - Qg by bgs « -+ by, | + Gy by + G bgy + -+ 45,0,
Ay Ay Gy bul bng o brm + anlbnl + an2bn2 + -+ Ay bmz'

In a similar manner a double product founded on the combinatory in-
stead of the interior product may be formed. As the exterior product
has been denoted by bracketing the letters, the double product will
be denoted by placing two brackets around the dyads. The defining
equations are like
[(B- C, 4-D]] - [BA] - [CD.
This is again a dyad, but of a different sort from the original dyads.
If a dyadic be multiplied into itself by this double multiplication and
if the result be divided by 2, the dyadic thus obtained gives the
transformation not of points into points but of segments into segments.**)
@,=4[29)], XT=[0,XT]

In like manmer, if the dyadic @, be multiplied into itself by double
combinatory multiplication and if the result be divided by 3, the dyadic

0, = 4 [[2,2]] = $[[[2 2 2]]]
represents the transformation of planes into planes — thus
XYZ = ®,|XYZ.
Carrying the process one step farther it yields a scalar quantity
o, = 1[[9,2]] = &[[[[e @@ 2]]),

which is equal to the ratio of volumes in the transformed and original
space. The identical transformation is represented by the dyadic

(ABCD)J=A-A4+B-B+C-C+ D-.D; X' =J|X
The successive products Jy, J3, J,, formed as above, are the idem-
factors for segments, planes, and volumes. The last is the scalar 1.

*) For the uses of this product in physics see Prandtl, loc. cit.
) If ABCD =1, so that | XY 5= | X|Y, the dyadic #, must be multiplied
by ABCD. The same remark applies to @, and &,.



214 IL. Teil: Wissenschaftliche Vortriige.

The multiple quantities ®@,, @;, @, may be regarded as a sort of
series of powers of @; and on this a considerable analytic theory may
be founded.*) The formula for the expansion of a binomial is

(Q + w)k-: ¢k+ [.[Qk—l 2'p‘]] + [[¢k-2 qrﬂl] + e + [[quk—l]] + qu'
Another fundamental relation is

o0, ,=0,.J

where the subscrit C denotes that the order of the fuctors in the
dyads has been interchanged. From this relation may be proved the
Hamilton- Cayley equation

" — [[@J, _,]]O" '+ |[[@yd, ]| P2 — - + (—1)D, J=0

which any dyadic satisfies.**) But the development of these questions
cannot be taken up here. Enough has been said to indicate how
Gibbs introduced and used double products between dyads.**¥)

7. Conclusion. — In concluding we may say that Gibbs, as an
ardent admirer and independent follower of Grassmann, went back,
as was always his wont, to the earliest and most elemental parts of his
predecessor’s theories. He took the formal product and made it the
fundamental starting point of his whole system of multiple algebra.
In this he was but developing, in somewhat changed form, the early
idea of the open product. Instead of representing the linear function
as a fraction following the method of Grassmannt), he used the
formal product — partly because he was thus freed from introducing
the new idea of a fraction, partly because products are generally more
easy to manipulate from the purely analytic point of view. He took
the ideas of exterior and interior multiplication, but not content to
stop there he went on, guided by geometry on the one hand and by

*) The theory of matrices and the quadrate algebras of C. 8. Peirce were
among the subjects treated by Gibbs.

*) The coefficients in this equation are scalar quantities and are evidently
invariants. See Vector Analysis § 122, pp. 319—320. The dyadic @” is the pro-
duct @|P|---|P taken to p terms. If & were written in the form generally em-

ABC
ployed by Gibbs, where the dyads are of the form C - ABCD © that the

ndimensions* take care of themselves the product & is merely ®® - .- & to
p factors.

*+¥) Compare also a short article by P. F. Smith on J. Willard Gibbs: A
short sketch and an appreciation of his work in pwre mathematics, Bulletin of the
American Mathematical Society, vol. 10, pp. 34—39 (1903).

1) Ausdehnungslehre (1862), § 377, p. 241, et seg. It is to be mentioned that
Gibbs frequently did use the notion of a fraction — especially in reference to
differentiation. This usage, however, was incidental rather than fundamental.
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the theory of matrices on the other, to develop a theory of double
products. In this way he acquired®) ,a great wealth of multiplica-
tive relations between these multiple quantities. I say ,wealth of
multiplicative relations“ designedly, for there is hardly any kind of
relations between things which are the objects of mathematical study,
which add so much to the resources of the student as those which we
call multiplicative, except, perhaps the simpler class, which we call addi-
tive, and which are presupposed in the multiplicative. This is a truth
quite independent of our using any of the notations of multiple al-
gebra, althongh a suitable notation for such relations will of course
increase their value.”

Passing to the ideas of Peirce, from whom he had borrowed a
number of technical terms for use in his theory of dyadics, he gained
other points of view. In particular he drew from all sides the ideas
upon which to found his vector analysis. The perception of differen-
ces between the scalar and vector products and the products of Grass-
mann led to the introduction of a specific notation avoiding confusion
among things so easy to confuse. This special multiple algebra was
for him but one of many. Indeed each group of problems would have
its own multiple algebra chosen with especial reference to its particu-
lar needs. With his broad view, however, this variety of the individual
did but bring out more clearly the unity of the whole system. He
says*¥): ,But I do not so much desire to call your attention to the di-
versity of the applications of multiple algebra, as to the simplicity and
unity of its principles. The student of multiple algebra suddenly
finds himself freed from various restrictions to which he has been ac-
customed. To many, doubtless, this liberty seems like an invitation
to license. Here is a boundless field in which caprice may riot. It
is not strange if some look with distrust for the result of such an ex-
periment. But the farther we advance, the more evident it becomes
that this, too, is a realm subject to law. The more we study the
subject, the more we find all that is most useful and beantiful attaching
itself to a few central principles. We begin by studying multiple al-
gebras: we end, I think, by studying multiple algebra.“

* The following quotation comes from his Address, p. 62.
**\ Address, p. 66.



Mitteilungen tber die Herausgabe von E. Schroders NachlaB.

Von

E. MiLLer aus Konstanz.

Es war beabsichtigt, den zweiten Teil des zweiten Bandes der
,»Algebra der Logik von Ernst Schréder dem Kongre8 vorzulegen. Ist
dies nun zwar infolge einer Verzogerung in der Drucklegung nicht mehr
moglich, so bitte ich doch um die Ehre, auf die bevorstehende und
noch weiterhin fortzusetzende Herausgabe Schroderscher Werke aus
seinen zahlreichen hinterlassenen Manuskripten mit kurzen Worten hin-
zuweisen.

Von der , Algebra der Logik“ gab der Verfasser den ersten Band
im Jahre 1890 heraus, im folgenden Jahre sodann die erste Abteilung
des zweiten Bandes. Die zweite Abteilung desselben sollte, dem Vor-
wort zufolge, noch im gleichen Jahre nachfolgen und den SchluB des
Werkes bilden; ein Inhaltsverzeichnis dazu war schon dem ersten Band
vorgedruckt. Der hiernach in Aussicht genommene Stoff des letzten
Halbbandes schwoll indessen bei der Detailbearbeitung in unerwarteter
Weise derart an, daB dafiir ein besonderer dritter Band bestimmt wurde,
dessen ,erste Abteilung® 1895 in einer Stirke von iiber 700 Seiten im
Drucke erschienen ist.

Eine zweite Abteilung hat Schroder, wie zum zweiten, so auch
zum dritten Band nicht mehr herausgegeben. Er starb im Jahre 1902.
Beziiglich seines Lebensganges und seiner mathematischen, insbesondere
mathematisch-logischen Verdffentlichungen darf ich wohl auf zwei in
letzter Zeit erschienene Arbeiten des Herrn Liiroth in den Jahres-
berichten der Deutschen Mathematiker-Vereinigung*) hinweisen. Im
Auftrag dieser Vereinigung habe ich es iibernommen, aus den hinter-
lassenen Papieren das, was sich auf die ,Algebra der Logik Schréders
Haupt- und Lebenswerk, bezieht und noch von ihm hinreichend aus-

*) pErnst Schroder §%, Bd. XII, 1903, Heft 5, S. 249ff., und ,,Aus der
Algebra der Relative*, Bd. XIII, 1904, Heft 2, S. 73 ff.
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gefiihrt erscheint, im Druck herauszugeben. Ich ergreife die Gelegen-
heit, der Vereinigung zu danken fiir den mich ehrenden Auftrag, sowie
ich auch Herrn Liiroth fiir mehrfache tdtige Unterstiitzung zu be-
sonderem Dank verbunden bin.

Es fand sich zunéchst ein ziemlich vollstindig ausgearbeitetes Ma-
nuskript zu einem zweiten Teil des zweiten Bandes vor, worin nun
freilich groBtenteils ganz andere Gegenstéinde behandelt sind, als die in
dem frither beigedruckten Inhaltsverzeichnis angegebenen. An Stelle
nimlich der dem neu hinzutretenden dritten Band zugewiesenen Algebra
der Relative (oder Beziehungsbegriffe) geben die beiden ersten Para-
graphen eine Reihe von Verbesserungen und Erginzungen zum ersten
Band, und der dritte einen kritischen Uberblick tiber die gesamte bis hier-
her vorliegende Disziplin und iiber neuere einschligige Literatur. Zwei
weitere Abschnitte greifen einzelne strittige Punkte der bisherigen Theorie
heraus, um sie von allen Seiten griindlichst zu beleuchten. Sodann friigt
ein folgender Abschnitt nach den allgemeinsten Kalkuln und Kniipfungen
mit bestimmten formalen Kigenschaften, z. B. der Kommutativitit oder
der Assoziativitit. Es sind dies Probleme, die sich beriihren mit solchen
aus dem schon 1873 erschienenen ersten Band des Lehrbuches der Arith-
metik und Algebra. Der letzte Abschnitt endlich — der einzige aus
dem urspriinglichen Plane noch iibernommene — handelt von der Mo-
dalitit der Urteile und weist zuletzt noch auf eine wichtige Aufgabe
der algebraischen Logik hin: Aus den einzeln irgendwie gegebenen
Wahrscheinlichkeiten der Priimissen zu deduktiven SchluBfolgerungen
nach allgemeinen Methoden abzuleiten die Wahrscheinlichkeit einer jeden
Art von Konklusion, die sie zu liefern vermégen, ja auch einer jeden
Aussage, die zu den Primissen nur iiberhaupt in gegebener Beziehung
steht. ,Ich hoffe, dasjenige, was in dieser Hinsicht bereits geleistet
erscheint, samt dem, was mir selbst darin zu erreichen moglich, spé-
testens im dritten Bande meines Lehrbuches der Arithmetik und Algebra
systematisch darzustellen, wofern es mir vergonnt sein wird, auch dieses
von mir begonnene Werk noch seiner Vollendung entgegenzufiihren.”
Diese Hoffnung, mit deren Ausdruck der Band schlieBen sollte — und
nun auch schlieBen wird —, hat sich nicht erfiillt; von jenem, der Ab-
sicht nach vierbindigen, arithmetisch-algebraischen Werke ist aufler
dem ersten, schon frither vom Verfasser herausgegebenen Band nichts
mehr erschienen.

Es eriibrigt noch, zweier Anhinge zu gedenken, die beide ver-
schiedenartige Anwendungen des Logikkalkuls zum Gegenstand haben.
Der eine Anhang beschiiftigt sich mit der Ermittelung der neuen Grenzen
beliebig vielfacher Integrale bei Abinderung der Integrationsfolge und
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gibt dafiir eine allgemein anwendbare, logisch-rechnerische Methode,
welche, von McColl gefunden, von Schrider in einem wesentlichen
Punkte verbessert und ergéinzt wird. Im zweiten Anhang wird — im
AnschluB an Kempe — gezeigt, daB und wie die geometria situs ledi-
glich mittels Rechnung nach den Gesetzen des Logikkalkuls begriindet
werden kann; es besteht zwischen gewissen Relationen dieses Kalkuls
und der Beziehung der Kollinearitit von Punkten im Raum eine weit-
gehende Analogie; ein geniales Apergu Kempes, welches, wie Schrioder
meint, ahnen liBt, daB dieser Kalkul eine Fundgrube auch noch fiir
andere Theorien verschiedenen Charakters bilden wird.

Wihrend der besprochene Halbband binnen kurzem erscheinen wird,
ist es mir dagegen leider nicht mdglich, tiber die beabsichtigte Voll-
endung des dritten Bandes genauere Angaben zu machen. Es ist dazu
viel handschriftliches Material vorhanden; doch besteht dasselbe groBen-
teils aus nur wenig ausgefiihrten Entwiirfen zu verschiedenen einzelnen
Teilen, die vielleicht auch getrennt nacheinander verdffentlicht werden
konnten. :

Bei dem Umfang des ganzen Werkes mag es von Interesse sein,
daB ich auch einen, allerdings nur andeutenden, Entwurf zu einem
kurzen Abrif der gesamten Disziplin (zunichst, soweit dieselbe in den
ersten zwei Binden behandelt ist) vorfand und sogleich nach Fertig-
stellung des zweiten Bandes in Angriff zu nehmen gedenke



I1. Sektion.

Uber das Riemannsche Fragment zur Theorie der linearen Diffe-
rentialgleichungen und daran anschlieBende neuere Arbeiten.

Von

L. ScHrLESINGER aus Klausenburg.

1. Als im Jahre 187G in der ersten Ausgabe von Riemanns ge-
sammelten Werken das Fragment ,Zwei allgemeine Lehrsitze iiber
lineare Differentialgleichungen mit algebraischen Koeffi-
zienten aus Riemanns Nachlasse zum erstenmal verdffentlicht wurde,
war ein ansehnlicher Teil der in diesem Fragmente enthaltenen Re-
sultate durch die seit 1865 von Fuchs und seinen Mitarbeitern ge-
schaffene Theorie der linearen Differentialgleichungen vorweggenommen
und iberholt. — Die Klasse von Differentialgleichungen, deren Inte-
grale keinen Punkt der Unbestimmtheit besitzen und die wir heute als
die Fuchssche bezeichnen, hatte sich dem Begriinder der neueren
Theorie der linearen Differentialgleichungen als die naturgemiBe Ver-
allgemeinerung der Differentialgleichung der GauBschen Reihe in der
Weise dargeboten, daB fiir sie einerseits jede der Differentialgleichung
formal genfigende Potenzreihe auch konvergiert und andererseits die
Art des Verhaltens der Integrale in der Umgebung einer singuliren
Stelle ans den Koeffizienten der Differentialgleichung mit algebraischen
Hilfsmitteln abgeleitet werden kann. Riemann war von seinem Stand-
punkte aus ebenso naturgem#B zu derselben Klasse gefithrt worden,
weil die Koeffizienten der linearen Differentialgleichung, welcher die von
ihm*) postulierten Funktionssysteme mit gegebenen Verzweigungspunkten
und gegebenen Fundamentalsubstitutionen geniigen, nur dann mit Sicher-
heit als algebraische Funktionen der unabhiingigen Variabeln erschienen,

*) Werke (I Aufl., 1892), S. 379.
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wenn er diesen Funktionssystemen die Bedingung auferlegte, an keiner
Stelle von unendlich hoher Ordnung unendlich zu werden.*)

Wihrend aber die Fuchssche Theorie ihrer Eigenart gemé8 sich
zuniichst der Erforschung der in der Umgebung singulirer Stellen auf-
tretenden Besonderheiten (Fuchs, Hamburger u. a.), alsbald, nament-
lich durch Herrn Thomé, auch der Untersuchung der Integrale in der
Umgebung von Unbestimmtheitsstellen zuwandte, in die Natur der Ab-
hiingigkeit der Koeffizienten der Fundamentalsubstitutionen von den in
den Koeffizienten der Differentialgleichung auftretenden Konstanten ein-
zudringen (Fuchs, Crelle Bd. 75, 76) und in der Behandlung spe-
zieller Differentialgleichungen (fiir die Periodizititsmoduln der Abelschen
Integrale, algebraisch integrierbare, Lamésche) sich zu bewihren suchte,
eroffnete sich Riemann durch den von ihm gewéhlten und seiner all-
gemeinen funktionentheoretischen Denkweise entsprechenden Ausgangs-
punkt sofort der Begriff der gleichverzweigten Funktionssysteme, die
er —— wie in seiner Theorie der algebraischen Funktionen — in eine
Klasse zusammenfaBte und damit denjenigen Gesichtspunkt schuf, der
beim Bekanntwerden seiner nachgelassenen Aufzeichnungen als wesent-
lich neues — wenn auch in der Theorie der GauBschen Differential-
gleichung (GauB, Riemann) vorbereitetes — Element in die vorhan-
dene Theorie eintrat.

In der Theorie der algebraischen Funktionen und ihrer Integrale
hatte Riemann, unbekiimmert um die Schwierigkeiten, die dem von
ihm auf das Dirichletsche Prinzip gegriindeten Existenzbeweise fiir
eine durch ihre Verzweigungsart gegebene algebraische Funktion an-
haften, mit dem Klassenbegriffe und den dazu gehorigen Invarianten
(p und Klassenmoduln) sogleich den Nerv der ganzen Theorie zu
treffen gewuBt, durch dessen BloBlegen ihm selbst der Zugang zu der
Theorie der allgemeinen Abelschen Funktionen und seinen Nachfolgern,
die auf den algebraischen Grundlagen Abels, Puiseux’ und Galois’
weiterbauen wollten, das Ziel gegeben war, auf welches losgesteuert
werden muBte. In der Theorie der linearen Differentialgleichungen, die
zur Zeit, als Riemann sich ihrer Bearbeitung zuwandte, noch in den
Kinderschuhen des XVIIL Jahrhunderts stak, vermochte selbst Riemanns
genialische Unbefangenheit nicht, den Schwierigkeiten des Existenz-
beweises zu begegnen, und so wurden die fundamentalen Gedanken, die
in dem Fragmente niedergelegt waren, durch die Selbstkritik ihres Ur-
hebers zu langjihriger Unfruchtbarkeit verurteilt. Gliicklicherweise er-
wuchs hieraus fiir die Wissenschaft kein dauernder Verlust; denn was

*) Werke (II. Aufl., 1892), S. 382.
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an Riemanns Gedanken reif zur Befruchtung war und noch vieles,
was dariiber hinaus ging, hatten Fuchs und seine Mitarbeiter unab-
hingig von Riemann zutage geférdert, und der Klassenbegriff mit den
an diesen Begriff sich anschlieBenden Problemen kam auch 1876 noch
zu friith. — In der Tat macht sich in der Entwickelung der Theorie
der linearen Differentialgleichungen das Bekanntwerden des Riemann-
schen Fragmentes nicht als ein deus ex machina geltend, diese Ent-
wickelung nimmt vielmehr ihren stetigen Fortgang, bis sie auf dem
Wege iiber die aus jener Theorie entspringenden Umkehrprobleme zu dem
Punkte gelangt, wo die Betrachtung der gleichverzweigten Funktions-
gysteme in zwingender Weise auftritt. Da niimlich diejenige Fuchssche
Funktion, welche die unabhiingige Variable einer linearen Differential-
gleichung der Fuchsschen Klasse als Funktion des die Integrale in
Fuchssche Zetafunktionen uniformisierenden Parameters liefert, allein
durch die Lage der Verzweigungspunkte und durch die linearen Sub-
stitutionen bestimmt wird, die ein Fundamentalsystem bei Umkreisung
dieser Verzweigungspunkte erfahrt, sah sich Herr Poincaré (Acta
Mathem. Bd. 5, 1885) veranlaBt, die Gesamtheit derjenigen Differential-
gleichungen in Betracht zu ziehen, denen die Verzweigungspunkte nebst
den zu diesen gehorigen Fundamentalsubstitutionen gemein sind, und
wurde dadurch — wie es scheint, ohne von Riemanns Fragment Kennt-
nis genommen zu haben — zu dem den Riemannschen Klassenbegriff
umfassenden Artbegriffe (espece) gefiihrt.

‘Wabhrscheinlich war es auch in der Theorie der algebraischen Funk-
tionen die Einsicht, daB ein und dasselbe System von Thetafunktionen
die simtlichen algebraischen Beziehungen zwischen zwei Variabeln unifor-
misiert, welche durch birationale Transformationen ineinander iibergefiihrt
werden konnen, die Riemann darauf hingeleitet hat, den Klassenbegriff
zum Mittelpunkte seiner Theorie der algebraischen Funktionen zu ma-
chen; und wenn es auch nahe liegt anzunehmen, daB Riemann rein
der Analogie folgend, der von ihm geplanten Theorie der linearen
Differentialgleichungen die Lehre von den gleichverzweigten Funk-
tionen, die sich bei den algebraischen Funktionen so glinzend bewihrt
hatte, zugrunde legen wollte, so wird man doch mit Riicksicht auf ge-
wisse Abbildungsaufgaben®), mit denen sich Riemann beschiftigt hat,
ferner mit Riicksicht darauf, daf er in seiner Vorlesung iiber die hyper-
geometrische Reihe die uniformisierende Kraft der Modulfunktion spielen
1aBt**), namentlich aber nach den in den kleingedruckten Sitzen des

#) Werke (1892), Abh. XXVI, 8. 440.
**) Werke (Nachtriige, 1902), III, 8. 93.
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Fragmentes enthaltenen Andeutungen*) den Gedanken nicht abweisen
konnen, daB er auch die Uniformisierung der durch eine lineare Diffe-
rentialgleichung mit algebraischen Koeffizienten statuierten Beziehung
ahnend geschaut haben mag, vielleicht in einer Form (néimlich durch
Funktionen mehrerer Variabeln), die uns auch heute noch verborgen ist!

Nachdem sich Herr Heun (1887/88) mit den Koeffizienten der
Relationen, die zwischen Funktionssystemen einer und derselben Art be-
stehen, beschiiftigt hatte, begegnen wir von 1888 ab dem Riemannschen
Klassen- (eigentlich dem Poincaréschen Art-)begriffe in den Unter-
suchungen von Fuchs iiber lineare Differentialgleichungen, deren Sub-
stitutionsgruppe von einem in den Koeffizienten auftretenden Parameter
unabhéngig ist. Wenngleich Fuchs diese Untersuchungen unzweifelhaft
in der Absicht unternommen hat, zuniichst die Theorie der Differential-
gleichungen, denen die Periodizitdtsmoduln der Abelschen Integrale ge-
ntigen, zu vertiefen und in der Richtung der vollstindig integrabeln
Systeme linearer partieller Differentialgleichungen (Picard, Appell,
Horn u. a.) zu verallgemeinern, so zeigen dieselben doch, wie ich nach-
gewiesen habe (Crelle Bd. 123, 1901), einen sehr nahen und fiber-
raschenden Zusammenhang mit den von Riemann in seinem Fragmente
formulierten Problemen, und die Erkenntnis dieses Zusammenhanges
war es auch, der ich die Veranlassung zum eingehenden Studium des
Riemannschen Fragmentes verdanke. Ehe ich nun auf eine Besprechung
meiner hierauf beziiglichen Versuche eingehe, muB ich noch die Be-
merkungen von Herrn F. Klein (Annalen Bd. 46, 1895) und die leider
unvollendet gebliebene Untersuchung E. Ritters (Annalen Bd. 47, 1896)
miber Riemannsche Formenscharen auf einem beliebigen algebraischen
Gebilde“ erwihnen, die letztere namentlich auch darum, weil Ritter
daselbst (8. 158, Zeile 11—10 v. u.) etwa gleichzeitig mit mir (Hand-
buch Bd.II, 1, 1897, 8. 110**)) die Moglichkeit erwiihnt, die Existenz
der von Riemann im Fragmente postulierten KFunktionssysteme mit
Hilfe von Herrn Poincarés fonctions zétafuchsiennes zu beweisen;
allerdings scheint es sich bei Ritter nur um eine fliichtige Bemerkung
zu handeln, da er ohne Einschrinkung von der ,Existenz solcher
Formenscharen bei beliebig vorgegebener Gruppe“ spricht, wihrend doch
die séries zétafuchsiennes nur unter gewissen beschriinkenden Vor-
aussetzungen fiir die Fundamentalsubstitutionen der Gruppe konver-
gieren (vergl. unten).

2. Bei meinen Studien im Anschlusse an das Riemannsche Frag-

*) Werke (1892), S. 386.
**) Der betreffende Bogen ist im Miirz 1896 gedruckt.
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ment — die bis in das Jahr 1895 zuriickreichen*) — stellte ich mir
die Aufgabe, die Theorie der linearen Differentialgleichungen — deren
Koeffizienten ich zuniichst nicht wie Riemann als beliebige algebraische,
sondern als rationale Funktionen der unabhingigen Variabeln voraus-
setzte — in der durch das Fragment gewiesenen Richtung und iiber-
haupt der funktionentheoretischen Auffassung Riemanns gem#B aus-
zugestalten, namentlich den Existenzbeweis fiir die von Riemann postu-
lierten Funktionssysteme zu erbringen, die Konsequenzen zu verfolgen,
die sich aus Riemanns Problemstellung fiir die allgemeine Theorie der
linearen Differentialgleichungen ergeben, endlich die Andeutungen zu
entritseln und auf ihren Wahrheitsgehalt zu priifen, die Riemann an
der von ihm in seinem Manuskript als ,nicht richtig“ bezeichneten,
in der Edition kleingedruckten Stelle des Fragmentes**) ausspricht.

Um zunichst festen Boden unter den Fiilen zu haben, griindete
ich (1898)***) einen Existenzbeweis auf Herrn Poincarés Theorie der
Fuchsschen Zetafunktionen, wobei ich allerdings eine sehr wesentliche
Einschrinkung mit in den Kauf nehmen muBte, indem zur Sicherung
der Konvergenz der séries zétafuchsiennes den Fundamentalsubstitutionen,
die das postulierte Funktionssystem erfahren soll, wenn die unabhingige
Variable die vorgegebenen Verzweigungspunkte umkreist, die Bedingung
aufzuerlegen war, daB die Wurzeln ihrer Fundamentalgleichungen den
Modul Eins besitzen.

Auf Grund des Existenzbeweises, also vosldufig unter stindigem
Festhalten an jenen von mir sogenannten Konvergenzbedingungen,
gelang

1) im engsten Anschlusse an Riemann die Herstellung eines
innerhalb der Klasse eindeutig bestimmten Funktionssystems mit der
Minimalzahl auBerwesentlich singulirer Stellen (Handbuch Bd. II, 1,
S. 366—393; Crelle Bd. 123, S. 166 1f.);

2) der Nachweis, daB bei unbestimmter Lage der Verzweigungspunkte
und willkiirlichen konstanten Elementen der Fundamentalsubstitutionen
die so determinierten Funktionssysteme im wesentlichen die allgemeinsten
sind, die durch lineare Differentialgleichungen definiert werden, deren
Gruppe von einem in den Koeffizienten auftretenden Parameter unab-
hingig ist (Crelle Bd. 123, 8. 173), wodurch der bereits erwiihnte

*) Im Sommersemester 1895 hielt ich an der Berliner Universitiit mit einem
kleinen Kreise von Zuhtrern Ubungen im Anschlusse an das R.sche Fragment.
*) Werke (1892), S. 385, 386.
*++) Handbuch Bd.II, 2 (1898), 8. 3821f.; Comptes Rendus t. 126, S.723; Crelle
Bd. 123, S. 138.
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Zusammenhang zwischen dem Riemannschen Probleme und den Unter-
suchungen von Fuchs (1888 ff) dargelegt war;

3) der Nachweis, daB eine beliebige lineare Differentialgleichung
mit eindeutigen Koeffizienten und einer endlichen Anzahl von Ver-
zweigungspunkten stets einer Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse
kogredient sei, und daB jede lineare Differentialgleichung mit ratio-
nalen Koeffizienten durch Adjunktion einer gewissen eindeutigen Funk-
tion zum Rationalititsbereiche den Charakter einer Differentialgleichung
der Fuchsschen Klasse erhilt*) (Crelle Bd. 124, S. 47);

4) die vollstindige Erledigung der Frage nach dem analytischen
Charakter der Abhingigkeit des in 1) erwidhnten Funktionssystems von
den unabhingig verinderlich gedachten Verzweigungspunkten, und im
Zusammenhange damit die allgemeinste Definition einer bemerkenswerten
Klasse von Funktionen mehrerer Variabeln, die als Funktionen jeder
einzelnen Variabeln einer linearen Differentialgleichung mit in allen
Variabeln eindeutigen Koeffizienten und einer endlichen Anzahl von
Verzweigungspunkten gentigen, einer Klasse von Funktionen, wie sie
wohl Riemann vorgeschwebt haben mag, als er die spéter von ihm selbst
verworfenen Bemerkungen (Werke, S. 386, Zeile 7—12) niederschrieb,
und als deren spezieller Fall die durch eine Tissot-Pochhammersche
Differentialgleichung definierten Funktionen in ihrer Abhingigkeit von
der Differentiationsvariabeln und den Verzweigungspunkten erscheinen.
(Berliner Sitzungsberichte 1902, S. 283; Crelle Bd. 124, S. 292.)

3. Ein Weg, der fiir den Fall allgemeiner, den Konvergenzbedingungen
nicht geniigender Fundamentalsubstitutionen zu einem Existenzbeweise
fithren konnte, war durch die folgende Erwigung gewiesen.

Nach den von Riemann, Herrn Poincaré u. a. vorgenommenen Kon-
stantenzéhlungen 148t sich stets eine Differentialgleichung der Fuchs-
schen Klasse herstellen, die fiir die vorgeschriebenen Verzweigungspunkte
@y, @, 00 mit den gegebenen Fundamentalsubstitutionen 4,,---, 4,, 4,,,
konkordierende Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen
besitzt, und in welcher die Anzahl der in den Koeffizienten noch auf-
tretenden disponibeln Parameter mit der Anzahl der wesentlichen Para-
meter iibereinstimmt, von denen die Fundamentalsubstitutionen nach
Festlegung der Wurzeln ihrer Fundamentalgleichungen noch abhingen.
Um das letatere zu erreichen, muB jedoch der Differentialgleichung,
wenn sie von hoherer als der zweiten Ordnung ist, noch eine gewisse

*) Durch den ersten Satz ist zugleich ein Weg gewiesen, wie die Poincarésche
Integrationsmethode einer linearen Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse
fiir eine lineare Differentialgleichung mit beliebigen eindeutigen Koeffizienten und
einer endlichen Anzahl von Verzweigungspunkten nutzbar gemacht werden kann.
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\nzahl auBerwesentlich singulirer Punkte zuerteilt werden. Es handelt
ich dann darum zu entscheiden, ob iiber die in den Koeffizienten ver-
)liebenen Parameter so disponiert werden kann, daB, bei bestimmter
sage der von den Verzweigungspunkten aus nach dem Unendlichen
1n gelegten Querschnitte, die Fundamentalsubstitutionen, die ein durch
ieine Anfangswerte bestimmtes Fundamentalsystem erfahrt, mit den ge-
rebenen Substitutionen iibereinstimmen; die Frage kommt also auf die
Anwendung der Prinzipien der Klein-Poincaréschen méthode de
sontinuité hinaus. Nun erschwert die notwendige Einfiihrung der
wBerwesentlich singuliren Punkte die im Sinne jener Prinzipien er-
‘orderlichen Vor- und Nebenuntersuchungen sehr bedeutend, man muBte
lemnach auf ein Mittel bedacht sein, durch welches sich die Einfiihrung
ler auBerwesentlich singuliren Punkte umgehen lieBe. Ein solches
sietet sich aber in der denkbar einfachsten und vollkommensten Weise
lar, indem man an die Stelle der linearen Differentialgleichung ' Ord-
wng ein kanonisches System von #» linearen Differentialgleichungen
srster Ordnung treten liBt.

Ein Funktionssystem der Klasse, dessen Exponenten bei den simt-
ichen Verzweigungspunkten vorgeschriebene Werte haben, hingt, wie
ch (Handbuch Bd. II, 1, S. 385 ff.) nachgewiesen habe, von gewissen
inear eingehenden willkiirlichen Konstanten ab, deren Anzahl durch die
Summe der Exponenten bei den simtlichen Verzweigungspunkten be-
stimmt wird. Richtet man, was stets moglich ist, die Exponenten so
’in, daB ihre Summe sich auf Null reduziert, so ist diese Anzahl gleich »,
1 h. man hat genau » linear unabhingige Funktionssysteme von der
zedachten Beschaffenheit. FaBt man diese zu einer Funktionalmatrix zu-
jammen und zwar so, daf die einzelnen Funktionssysteme die Zeilen
filllen, so ist diese, abgesehen von einer rechts komponierenden kon-
stanten Matrix, vollkommen bestimmt. Fixiert man diese konstante
Matrix durch Anfangsbedingungen, so bildet die so eindeutig deter-
minierende Funktionalmatrix ein Fundamentalsystem (Integralmatrix)
sines linearen Differentialsystems, welches, wie man unschwer erkennt,
keine anderen singuliren Punkte aufweist, wie die gegebenen Ver-
zweigungspunkte @, - -+, a;, oo und in der Umgebung jeder dieser
Stellen die sogenannte kanonische Form (Horn) hat, also (vgl
Koenigsberger, Lehrbuch, 1889, 8. 452) in der Form

[ )
dy, N Az
Tj;’:’= ylZw—a (“='1:2)°")”)
=1 wv=1 v

mit konstanten A} erscheint. Da hier die Anzahl der konstanten Para-

meter, die nach Fixierung der Wurzeln der determinierenden Funda-
Verh. d. III. Internat. Mathem.-Kongr. Heidelberg 1904. 15



226 II. Teil: Wissenschaftliche Vortriige.

mentalgleichungen in den Koeffizienten des Differentialsystems, ab-
gesehen von den @, -, @,, noch auftreten, genau mit der Anzahl der
Parameter iibereinstimmt, von denen die gegebenen Fundamentalsubsti-
tutionen nach Festlegung der Wurzeln ihrer Fundamentalgleichungen
noch abhingen, so bietet die Anwendung der méthode de continuité
keine weiteren Schwierigkeiten mehr dar. Ich habe*) fiir den Fall, wo
die Fundamentalgleichungen der gegebenen Fundamentalsubstitutionen
keine mehrfachen Wurzeln haben, die Betrachtung im einzelnen durch-
gefithrt, im allgemeinen Falle sind noch gewisse Hilfshetrachtungen al-
gebraischer Natur erforderlich, die sich aber auch ohne Schwierigkeit
erledigen lassen.

4. Genau genommen ist auf diese Weise die Existenz der von
Riemann postulierten Funktionssysteme nicht direkt erwiesen, sondern
einerseits auf die Frage der Existenz einer Integralmatrix fiir ein
lineares Differentialsystem mit rationalen Koeffizienten, andererseits dar-
auf zurlickgefiihrt, daB die Losungen eines linearen Differentialsystems
von der vorhin angegebenen kanonisch