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P. GORDAN

GLEICHUNGEN 6 GRADES

Auf dem letzten Congress in Heidelberg habe ich ueber eine specielle Gleichung
6' Grades vorgetragen, die mit der Gruppe von 360 Collineationen T zusammenhaengt,
welche Herr VALENTINER entdeckt und Herr WieMAN zuerst eingehend untersucht
hat. Um diese Gleichung zu erhalten ging ich nach dem Vorgange des Herrn GER-
BALDI von 6 conjugirten Kegelschnitten aus

klvngaks,kdmkEx-,'IcG’
welche durch die Formel
(Brenky)* =0 fuer A =

mit einander zusammenhaengen.
Aus den % setzte ich die Form 6! Grades

B = i A A A A

zusammen und bezeichnete ihre Hessische Form vom 12¢ Grade mit ¢ und eine weitere
Covariante vom 30' Grade mit v . Die Quotienten

sind absolute Covarianten, ich nannte sie Valentinerparameter.

Die Quotienten
L2 Zs
' o

sind durch Gleichungen vom 12° und vom 30' Grade als Funktionen von » und w
gegeben, ich nenne sie die Valentinerfunktionen.
Die Quotienten
k3

F

sind die Wurzeln einer speciellen Gleichung G von 6! Grade, deren Coefficienten
von v und w abhaengen.
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Herr KLrIN hat nun diese Gleichung 6° Grades zur Auflosung der allgemeinen

Gleichung
f=($—§1)($—§2)(x—§s) ($—§4)($‘—§5)($"'§6)
verwerthet ().

Er bemerkte, dass es eine Curve 3* Ordnung gibe, deren Coefficienten von den &
abhaengen und welche sich nicht aendert, wenn man die Valentinersubstitutionen T
darauf anwendet und gleichzeitig in zugehoeriger Weise die & vertauscht. Die Valen-
tinerparameter v ,w eines Wendepunktes p dieser C; oder allgemeiner eines mit der
Curve covariant verbundenen Punktes sind Funktionen der halbsymmetrischen Funk-
tionen der &. Die Quotienten

%3(29),

sind die Wurzeln einer Gleichung G.
Hieraus folgt, dass G die Normalform einer allgemeinen Gleichung 6 Grades
ist und dass / in G mittelst der Transformation

B (5= o)

uebergeht.

Es handelte sich nun fuer mich darum die von Herrn KiLein verlangten Ope-
rationen auszufuehren. Hier beschraenke ich mich auf die Beantwortung der beiden
Fragen:

1. Die Aufstellung einer Krrin'schen Cs.
2. Der Bestimmung eines Punktes p, welcher den Valentinersubstitutionen T
unterliegt. :

ad 1). Wir verwerthen die bereits frueher eingefuehrten Symbole g der 3¢
Einheitswurzeln j und j?, welche durch die Formeln definirt wurden

l =g10:00=0:9:9r= 0596 91
J =0:0:95=0:99s=919396s = 919195
P=01030s=0191+9s = 929396 == 029405

Sie sind den Kegelschnitten % contragredient. Die Kegelschnitte

glkl‘i‘ 92752"‘ 93k3+ 94154"‘- gsiﬁs‘l‘ 96 ks
Egh bt EcgeleF-Esgats - Eagila+ S5 95ks 4 s 9o ks
E%gllfl+§§gzl¢'2+§§93ks+§%g4/€4+E§gsk5+§ggsk6

werden bei gleichzeitiger geeigneter Vertauschung der g bez. der & durch die Substi-
tutionen T nicht geaendert. Dasselbe gilt fuer ihre Funktionaldeterminante # und

() Siehe seine Mittheilung an Herrn CastELNUOVO in den Rendiconti della R. Accademia dei
Lincei (Bd. VIII, 1899, erstes Semester) ferner seinen Brief an Herrn HenseL im 119* Bande des
Journals fuer reine und angewandte Mathematik bez. dem 61' Bande der Mathematischen Annalen.
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die aus ihnen gebildete HErRMITE sche Curve s. und s sind KLeiN'sche Curven Cj,
ihre Coefficienten haben conjugirte Werthe.
ad 2). Die bilineare Form
A4y us

wird ebenfalls durch die T nicht geaendert; dasselbe gilt fuer alle Formen des

Bueschels
Py =L yus + duy .

Das Verschwinden der Determinante von P, liefert eine kubische Gleichung,
deren Coefficienten von den halbsymmetrischen Funktionen der & abhaengen.
Ich bezeichne die 3 Wurzeln mit ¢, so dass die Determinante von
Po=dAidyts + ouo = Zanziur

verschwindet. Der durch die Formeln

an + 1239 2 + anpPs =0,
13y 4 + Qo2 P2 -+ Gse ps =0,
a3 P + Q23 Pg + A3 Ps =0

definirte Punkt p besitzt die von Herrn KreiN verlangten Eigenschaften.




E. ZERMELO

UEBER DIE GRUNDLAGEN DER ARITHMETIK

Will man die Arithmetik begriinden auf die Lehre von ' den natiirlichen Zahlen
als den endlichen Anzahlen, so handelt es sich vor allem um die Definition der
endlichen Menge; denn die Anzahl ist ihrer Natur nach Eigenschaft einer Menge,
und jede Aussage iber endliche Anzahlen ldsst sich immer ausdriicken als eine
solche iber endliche Mengen. Im folgenden soll nun versucht werden, aus einer mog-
lichst einfachen Definition der endlichen Menge die wichtigste Eigenschaft der na-
tirlichen Zahlen, ndmlich das Prinsip der vollstindigen Induktion, herzuleiten und
gleichzeitig zu zeigen, dass die verschiedenen sonst gegebenen Definitionen der hier
angenommenen aequivalent sind. Bei diesen Entwickelungen werden wir uns auf die
von G. Cantor und R. DEDExIND geschaffenen Grundbegriffe und Methoden der
allgemeinen Mengenlehre zu stiitzen haben. Wir werden aber nich¢, wie noch DEDE-
KIND in seiner grundlegenden Schrift: « Was sind und was sollen die Zahlen? » es
tut, von der Annahme Gtebrauch machen, dass es eine « unendliche Menge » gibt,
d. h. eine solche, welche einem ihrer Teile (*) aequivalent ist.

Definition. — Eine Menge M heisst « endlich », wenn ein Teil P von M auf
einen anderen Teil P' in der Weise umkehrbar eindeutig abgebildet werden kann,
das bei jeder beliebigen Zerlegung von M in zwei (komplementire) Teile M, , M,
wenigstens einer der beiden Teile ein Element p von P enthilt, dessen Bildelement p"
dem anderen Teile angehort. Eine in dieser Weise auf sich abgebildete Menge M
soll als eine « endliche Kette », jede Abbildung dieser Art als eine « Verschiebung »
bezeichnet werden. Ein Element ¢ von M, welches in P’ nicht vorkommt, heisst ein
« Anfangselement », ein Element #%, welches in P nicht erscheint, ein « Endele-
ment » der endlichen Kette.

Satz I. — Jede endliche Kette enthdlt nur ein einziges Anfangselement ¢ und
ein einziges Endelement ». Jede Untermenge E von M, welche das Anfangselement e
enthilt und mit einem beliebigen Elemente p von P zugleich auch das ihm entspre-
chende Element p’ von P’ enthélt, ist mit M identisch; ebenso auch jede Unter-

(*) Der Ausdruck « Teil » soll hier iiberall nur in der Bedeutung einer echten Teilmenge,
welche mindestens eine Element enthilt, verstanden werden. Eine Menge M,, deren simtliche Ele~
mente der Menge M angehdren, bezeichne ich als eine « Untermenge von M.
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menge U von M, welche » und mit einem beliebigen Elemente p" von P' zugleich
das entsprechende Element p von P enthilt. Innerhalb einer endlichen Kette kann
also das Schlussverfahren der « vollstindigen Induktion » nach beiden Seiten ange-
wendet werden.

Beweis : Es sei ¢ ein beliebiges Anfangselement und E, der gemeinsame Bestand-
teil aller Untermengen E von M, welche ¢ und mit jedem p zugleich das entsprechende p’
enthalten. Dann ist auch E, von derselben Beschaffenheit; denn ¢ ist gemeinsames
Element aller E, und wenn p allen E angehort, so gilt das gleiche auch von dem
entsprechenden p'. Ferner ist jedes Element # von E,, welches von e verschieden
ist, ein Element p’ von P’, und das entsprechende Element p von P ist gleichfalls
FElement von E,. Denn in jedem anderen Falle wiirde die durch Unterdriickung
von z aus E, entstehende Teilmenge E, gleichfalls von der Beschaffenheit E sein,
und E, wire nicht der gemeinsame Bestandteil aller E. Da somit bei der betrach-
teten Verschiebung jedes Element von E, immer nur einem anderen Elemente von E,
und niemals einem Elemente der Restmenge M — E, entsprechen kann, so muss nach
der Definition der endlichen Kette diese Restmenge leer, d. h. E, =M sein, und jede
Menge E, welche E, umfasst, ist in der Tat mit M identisch. Da ferner ausser e
jedes Element der Menge E, = M Element von P’ ist, so gibt es ausser ¢ kein An-
fangselement. In analoger Weise beweist man die entsprechenden Satze fiir die Un-
termengen von der Beschaffenheit U und fiir das Endelement #%.

Satz I1. — Jede endliche Menge M ldsst sich als « doppelt-wohlgeordnete »
Menge darstellen, d. h. in der Weise ordnen, dass jede Untermenge von M sowohl
ein erstes als ein letztes Element enthilt; und umgekehrt ist jede doppelt-wohlgeord-
nete Menge auch « endlich » im Sinne unserer Definition.

Beweis: Es sei M dargestellt als endliche Kette vermdge einer Verschiebung @.
Dann gibt es Elemente ¢ von M von der Beschaffenheit, dass mindestens eine Unber-
menge M, von M, welche ¢ und ¢ enthdlt, bei einer gewissen Anordnung doppelt
wohlgeordnet ist mit ¢ als erstem und ¢ als letztem Element, wobei jedem Element p
das entsprechende Element »' unmittelbar folgt. Z. B. die aus dem Anfangselement e
allein bestehende Teilmenge (¢) besitzt diese Eigenschaft. Ist aber ein ¢ von der
betrachteten Eigenschaft verschieden von # und somit Element von P, so besitzt
auch das vermoge @ ihm entsprechende Element ¢ von P’ die] verlangte Beschaf-
fenheit; denn aus M, erhdlt man eine neue doppelt-wohlgeordnete Menge M,
indem man das Element ¢’ als letztes hinzufiigt. Vermoge des vorhergenden Satzes I
sind also alle Elemente von M, darunter anch das Endelement #, von der Beschaffen-
heit g. Die mit » endende doppelt-wohlgeordnete Menge M,, ist aber nach demselben
Satze mit M identisch. Denn sie enthilt ¢, und ist & irgend eines ihrer von u ver-
schiedenen Elemente, so gibt es in M, ein unmittelbar folgendes Element, welches
nach der Definition der M, mit dem % entsprechenden Elemente 2" identisch sein
muss, sodass auch ' del betrachteten Menge M, angehort. Somit ist die ganze
Menge M doppelt-wohlgeordnet.

Umgekehrt wird jede doppelt-wohlgeordnete Menge verwandelt in eine « endliche
Kette », wenn man jedes Element x derselben auf das unmittelbar folgende z' ab-
bildet. Hier umfasst nimlich P alle Elemente von M ausser dem letzten, P’ alle

2
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ausser dem ersten, da jedes Element ausser % ein unmittelbar folgendes, jedes Ele-
ment ausser ¢ ein unmittelbar vorangehendes besitzt. Bei einer beliebigen Zerle-
gung der Menge M in zwei Teile M,, M, wird nun einer dieser Teile das letzte
Element » der Gesamtmenge nich¢ enthalten, und das letzte Element , dieses Tei-
les M, wird bei der Abbildung notwendig einem Elemente «; von M, entsprechen.
Die Abbildung geniigt also allen Forderungen unserer Definition.

Satz IIL (Satz der vollstindigen Induktion fiir endliche Cardinalzahlen). — Gilt
eine Eigenschaft E fir jede aus einem einzigen Element bestehende Menge, und gilt
sie ausserdem jedesmal fiir eine Menge M, wo sie fiir eine durch Fortlassung eines
einzigen Elementes m, aus M hervorgehende Menge M, gilt, so gilt sie allgemein
fir alle endlichen Mengen.

Beweis: Es sei M eine beliebige endliche Menge und dargestellt als eine end-
liche Kette mit dem Anfangselement ¢ und dem Endelement ». Dann entspricht
nach dem vorhergehenden Satze II jedem Element ¢ von M eine doppelt-wohlgeordnete
Menge M, mit ¢ als erstem und ¢ als letztem Elemente von der dort betrachteten
Beschaffenheit. Hier gilt fir die Menge M,, die sich auf das eine Element ¢ redu-
ziert, die vorausgesetzte Eigenschaft E, und ferner, wenn sie fiir M, gilt, so gilt sie
auch fiir My, weil M, durch Fortlassung des einen Elementes ¢’ aus My hervorgeht.
Somit gilt nach dem Satze I die betrachtete Eigenschaft fiir alle M, und daher auch
fir M selbst, welches ja mit M, identisch ist.

Satz IV. — Keine endliche Menge ist einem ihrer Teile dquivalent, und umge-
kehrt, jede Menge, welche keinem ihrer Teile dquivalent ist, lisst sich als endliche
Kette darstellen.

Der Beweis fiir den ersten Teil des Satzes wird gefithrt durch vollstindige In-
duktion vermoge des vorhergehenden Satzes und findet sich sowohl bei CanTor als
bei DEDEKIND, sodass eine Wiederholung hier tiberflissig wére. Die zweite Behauptung
aber beweist man am einfachsten mit Hilfe meines Theorems von der mdglichen
Wohlordnung beliebiger Mengen. Wir denken uns die Menge M, welche keiner ihrer
echten Teilmengen #quivalent ist, in beliebiger Weise wohlgeordnet und beweisen,
dass sie dann auch doppelt-wohlgeordnet sein muss. Wire ndmlich M, eine Unter-
menge von M ohne letztes Element, so entspriiche jedem Element & von M, innerhalb
M, ein und pur ein unmittelbar folgendes Element z'. Dabei kdnnte aber das erste
Element ¢, von M, unter den Elementen #' nicht vorkommen. Es wire also M, um-
kehrbar eindeutig abgebildet auf eine echte Teilmenge M;, und auch die Gesamtmenge
M miisste einem ihrer Teile dquivalent sein im Widerspruche mit der Voraussetzung.
Somit kann eine Untermenge M, ohne letztes Element nicht existieren, sondern M ist
in der Tat doppelt-wohlgeordnet und als endliche Kette darstellbar vermdge unseres
Satzes II.

Die beiden von mir gegebenen Beweise des « Wohlordnungs-Satzes »(*), auf die
sich die vorhergehende Deduktion griindet, benutzen allerdings ganz wesentlich das heute
immer noch umstrittene « Auswahlprinzip ». Aber diese Voraussetzung scheint so wie
80 wunentbehriich fir die Giltigkeit unseres Satzes IV, auch DEDEKIND bedient sich

(*) Mathematische Annalen, Bd. 59, p. 514; Bd. 65, p. 107.



ihrer, wenn schon in versteckterer Form, bei seinem sonst ganz anders gefiihrten Be-
weise des vorliegenden Satzes. Ohne das Auswahlprinzip wire wahrscheinlich unser
Theorem iiberhaupt unbeweisbar, und es miisste dann ausser den endlichen und unend-
lichen Mengen noch eine dritfe Gattung von Mengen als moglich zugelassen werden,
iiber die wir gar nichts Positives aussagen konnten.

Bei der Herleitung unserer Sitze haben wir von der Existenz « aktual unendlicher »
Mengen nirgends Gebrauch gemacht, und da sich alle Sétze iiber endliche Anzahlen
mit Hilfe des Prinzips der vollstindigen Induktion leicht beweisen lassen, so scheint
es, als ob die Arithmetik der genannten Voraussetzung iiberhaupt nicht bediirfte. Dies
ist auch fiir die « niedere Arithmetik », welche es nur mit rationalen Zahlen zu tun
hat, durchaus zutreffend, es gilt aber nicht mehr fir die hohere Analysis und die
Funktionentheorie, in welchen Grenzbegriff und Irrationalzahl die fithrende Rolle
spielen. In der Tat ist jede Irrationalzahl bestimmt durch einen « Schnitt» d. h.
durch eine unendliche Menge rationaler Zahlen, und ebenso kann auch ein ZLimes
immer nur durch eine unendliche Menge von Argument- und Funktionswerten definiert
werden. Wer also wirklich Ernst machen wollte mit der Verwerfung des « Aktual-
Unendlichen » in der Mathematik, der miisste folgerichtig bei der allgemeinen Men-
genlehre und niederen Zahlentheorie stehen bleiben und auf die gesammte moderne
Analysis Verzicht leisten.
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J. HADAMARD

SUR CERTAINS CAS INTERESSANTS
DU PROBLEME BIHARMONIQUE

Le probléme fondamental relative aux fonctions &iharmoniques dans le plan,
¢'est 3 dire aux fonctions de deux variables X ,Y qui vérifient 1'équation

AAy =0,

est celui qui consiste & déterminer une pareille fonction dans une aire S, connaissant

les valeurs de u» et celles de flz sur le contour C de S.

Ce probléme a été résolu d’'une maniére trés élégante par M. ALmansr (!) dans
un cas particulier étendn, celui ol S est représentable d'une maniére conforme sur
le cercle de rayon 1 par l'intermédiaire de polyndmes, la variable complexe Z qui
déerit S étant lide a la variable complexe { qui déerit le cercle de rayon 1 par une
relation de la forme

Z=w()
oll @ est un polyndme entier.
Tel est, spécialement, le cas du limagon de Pascar, w({) étant alors gquadratique

(o= .2

.L’application de la méthode de M. ALmaNst m'a eonduit & quelques résultats
que je vais indiquer.

1. On peut d’abord remarquer que cette méthode peut &tre présentée sous la
forme trés simple suivante.

On doit se proposer, avec M. ArLmansi, de mettre la fonction cherchée » sous

la forme
u="UX 4 V=2R/(0) . Rw({) + R/({).

(*) Rendiconti Circolo Matemat. Palermo, t. XIII, 1899. On doit & M. Bogero (Ist. Veneto,
1901-02, Atti Acc. Torino, ete.) plusieurs extensions de la méthode de M. ALmaNsI.
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U,V étant deux fonctions harmoniques et £,, f, des fonctions analytiques, pendant
que le symbole % signifie « partie réelle de ». '

Cette quantité. « doit coincider, sur le cercle de rayon 1, avec une quantité
donnée, & des termes du second ordre prés, c'est & dire & des termes prés de la forme
O(|{P—1)*= OT —1)* (en désignant par ¢ l'imaginaire conjuguée de ).

La quantité

2£,() Rw(C) + £2(0) + ¢E— 1 @ — U, D)

on encore

[ [w() +@(E)]+£2(6) + ¢T—1)* © — U5 D)

(U désignant les valeurs données exprimées en fonction de et de ) devra dés
lors étre purement imaginaire lorsque 1'on prend pour { 1'imaginaire conjuguée de {. On
est ramené 3 chercher les conditions pour qu'il en soit ainsi.

Je n'insiste pas sur le détail de ce calcul que l'on trouvera dans un Mémoire
destiné & paraitre prochainement dans le Recueil des Savants éirangers. J ajouterai
seulement que la méthode est susceptible d’étre étendue, non seulement au cas ol
w({) est un polyndme d'ordre quelconque, mais & celui ot @({) est une fonction
entiére.

2. Les résultats relatifs aux limagon de PascaL conduisent & une conséquence
remarquable, lorsqu’on y effectue certains passages & la limite.

Tout d’abord, en effet, les expressions trouvées demeurent valables. lorsque le
limagon devient une cardioide (1a constante a devenant égal & 4). En particulier,
la fonction de GREEN I'y d’ordre deux relative & deux points A et B — laquelle re-
présente la flexion produite en B par une force normale appliquée en A & une plaque
élastique homogéne et isotrope ayant la forme de l'aire donnée S — a une limite
dans ces conditions.

Supposons maintenant qu'on fasse subir & la cardioide ainsi obtenue une homo-
thétie ayant pour pole son point de rebroussement O, avec un rapport d’homothétie
infiniment grand.

La limite de I'y existera encore ().

Elle représentera la valeur de I' pour le plan sectionné par une demi-droite Oz
issue du point O et prolongée & linfini dans un seul sens. )

Considérons alors un contour fermé quelconque S dont on ne sait rien, si ce n’est
qu'il comprend les points A et B & son intérieur, passe par le point O et ne rencontre
en aucun autre point la demi-droite Oz.

Sous ces seules conditions, la quantité I's relative & ce contour sera toujours
inférieure & une limite assignable & U’avance, celle dont venons de parler.

8. Revenons maintenant & la valeur de I's pour le limagon de PascaL pro-
prement dit (@ << 3).

M. Boeaaro, qui a, le premier, noté la signification physique de I'g, en a déduit
I'hypothése que I'4 était toujours positif.

(*) Voir son expression dans le Mémoire cité.
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Malgré 1'absence de démonstration rigoureuse, 'exactitude de cette proposition
ne parait pas douteuse pour les aires convexes. Mais il était 1'intéressant d’examiner
si elle est vraie pour le cas du limagon de Pascar, qui est concave.

La réponse est affirmative. 11 serait, il est vrai, assez compliqué d’étudier le signe
de I'f pour des positions quelconques de A et B. Mais on constate aisément que, si
l'un de ces deux points est trés voisin du contour, la partie principale de I's est
positive (quel que soit l'autre point a 1'intérieur).

Ceci n'aurait pas, a priori, la valeur d'une démonstration compléte, mais suffit,
au contraire, & fournir cette démonstration, si 1'on tient compte de certains lemmes
que j'ai établis dans le Mémoire précédemment cité et relatifs & la déformation du
contour C. Ainsi I'§ est toujours positif dans le cas du limagon de Pascar.

Ce résultat doit d'autant plus &tre noté qu’il est une autre aire pour laquelle I'j
peut devenir négatif.

11 s'agit, cette fois, d'une aire a deux contours (*): celle d'une couronne circulaire.

Le probléme biharmonique dans l'aire ainsi définie a été traité, comme on sait,
par MM. ALmansi et Bogelo. Les expressions auxquelles ils sont parvenus devien-
nent trés simples lorsqu'on augmente indéfiniment le rayon extérieur et qu'on fait
tendre vers zéro le rayon intérieur.

On constate que, dans ces conditions, la partie principale de I'f est proportion-
nelle au cosinus de l'angle sous lequel AB est vu du centre de la couronne.

Elle est donc négative si cet angle est obtus, contrairement 3 ce qu'exigerait
notre proposition.

(*) M. Boggio m'a d'ailleurs fait remarquer qu’il n'avait pas eu en vue de telles aires en
énongant sa proposition.







