ATTI

DEL IV CONGRESSO INTERNAZIONALE

DEI

MATEMATICI

(Roma, 6-11 Aprile 1908)

PUBBLICATI

PER CURA DEL SEGRETARIO GENERALE

G. CASTELNUOVO

PROF. ALL'UNLVERSITA DI RoMma

Vor. IL

COMUNICAZIONI DELLE SEZIONI I e II

ROMA

TIPOGRAFIA DELLA R. ACCADEMIA DEI LINCEI
PROPRIETA DKL CAV. V. SALVIUCCI

1909






PARTE III

COMUNICAZIONI

SezioNE [

ARITMETICA, ALGEBRA, ANALISI






P. GORDAN

GLEICHUNGEN 6 GRADES

Auf dem letzten Congress in Heidelberg habe ich ueber eine specielle Gleichung
6' Grades vorgetragen, die mit der Gruppe von 360 Collineationen T zusammenhaengt,
welche Herr VALENTINER entdeckt und Herr WieMAN zuerst eingehend untersucht
hat. Um diese Gleichung zu erhalten ging ich nach dem Vorgange des Herrn GER-
BALDI von 6 conjugirten Kegelschnitten aus

klvngaks,kdmkEx-,'IcG’
welche durch die Formel
(Brenky)* =0 fuer A =

mit einander zusammenhaengen.
Aus den % setzte ich die Form 6! Grades

B = i A A A A

zusammen und bezeichnete ihre Hessische Form vom 12¢ Grade mit ¢ und eine weitere
Covariante vom 30' Grade mit v . Die Quotienten

sind absolute Covarianten, ich nannte sie Valentinerparameter.

Die Quotienten
L2 Zs
' o

sind durch Gleichungen vom 12° und vom 30' Grade als Funktionen von » und w
gegeben, ich nenne sie die Valentinerfunktionen.
Die Quotienten
k3

F

sind die Wurzeln einer speciellen Gleichung G von 6! Grade, deren Coefficienten
von v und w abhaengen.
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Herr KLrIN hat nun diese Gleichung 6° Grades zur Auflosung der allgemeinen

Gleichung
f=($—§1)($—§2)(x—§s) ($—§4)($‘—§5)($"'§6)
verwerthet ().

Er bemerkte, dass es eine Curve 3* Ordnung gibe, deren Coefficienten von den &
abhaengen und welche sich nicht aendert, wenn man die Valentinersubstitutionen T
darauf anwendet und gleichzeitig in zugehoeriger Weise die & vertauscht. Die Valen-
tinerparameter v ,w eines Wendepunktes p dieser C; oder allgemeiner eines mit der
Curve covariant verbundenen Punktes sind Funktionen der halbsymmetrischen Funk-
tionen der &. Die Quotienten

%3(29),

sind die Wurzeln einer Gleichung G.
Hieraus folgt, dass G die Normalform einer allgemeinen Gleichung 6 Grades
ist und dass / in G mittelst der Transformation

B (5= o)

uebergeht.

Es handelte sich nun fuer mich darum die von Herrn KiLein verlangten Ope-
rationen auszufuehren. Hier beschraenke ich mich auf die Beantwortung der beiden
Fragen:

1. Die Aufstellung einer Krrin'schen Cs.
2. Der Bestimmung eines Punktes p, welcher den Valentinersubstitutionen T
unterliegt. :

ad 1). Wir verwerthen die bereits frueher eingefuehrten Symbole g der 3¢
Einheitswurzeln j und j?, welche durch die Formeln definirt wurden

l =g10:00=0:9:9r= 0596 91
J =0:0:95=0:99s=919396s = 919195
P=01030s=0191+9s = 929396 == 029405

Sie sind den Kegelschnitten % contragredient. Die Kegelschnitte

glkl‘i‘ 92752"‘ 93k3+ 94154"‘- gsiﬁs‘l‘ 96 ks
Egh bt EcgeleF-Esgats - Eagila+ S5 95ks 4 s 9o ks
E%gllfl+§§gzl¢'2+§§93ks+§%g4/€4+E§gsk5+§ggsk6

werden bei gleichzeitiger geeigneter Vertauschung der g bez. der & durch die Substi-
tutionen T nicht geaendert. Dasselbe gilt fuer ihre Funktionaldeterminante # und

() Siehe seine Mittheilung an Herrn CastELNUOVO in den Rendiconti della R. Accademia dei
Lincei (Bd. VIII, 1899, erstes Semester) ferner seinen Brief an Herrn HenseL im 119* Bande des
Journals fuer reine und angewandte Mathematik bez. dem 61' Bande der Mathematischen Annalen.
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die aus ihnen gebildete HErRMITE sche Curve s. und s sind KLeiN'sche Curven Cj,
ihre Coefficienten haben conjugirte Werthe.
ad 2). Die bilineare Form
A4y us

wird ebenfalls durch die T nicht geaendert; dasselbe gilt fuer alle Formen des

Bueschels
Py =L yus + duy .

Das Verschwinden der Determinante von P, liefert eine kubische Gleichung,
deren Coefficienten von den halbsymmetrischen Funktionen der & abhaengen.
Ich bezeichne die 3 Wurzeln mit ¢, so dass die Determinante von
Po=dAidyts + ouo = Zanziur

verschwindet. Der durch die Formeln

an + 1239 2 + anpPs =0,
13y 4 + Qo2 P2 -+ Gse ps =0,
a3 P + Q23 Pg + A3 Ps =0

definirte Punkt p besitzt die von Herrn KreiN verlangten Eigenschaften.




E. ZERMELO

UEBER DIE GRUNDLAGEN DER ARITHMETIK

Will man die Arithmetik begriinden auf die Lehre von ' den natiirlichen Zahlen
als den endlichen Anzahlen, so handelt es sich vor allem um die Definition der
endlichen Menge; denn die Anzahl ist ihrer Natur nach Eigenschaft einer Menge,
und jede Aussage iber endliche Anzahlen ldsst sich immer ausdriicken als eine
solche iber endliche Mengen. Im folgenden soll nun versucht werden, aus einer mog-
lichst einfachen Definition der endlichen Menge die wichtigste Eigenschaft der na-
tirlichen Zahlen, ndmlich das Prinsip der vollstindigen Induktion, herzuleiten und
gleichzeitig zu zeigen, dass die verschiedenen sonst gegebenen Definitionen der hier
angenommenen aequivalent sind. Bei diesen Entwickelungen werden wir uns auf die
von G. Cantor und R. DEDExIND geschaffenen Grundbegriffe und Methoden der
allgemeinen Mengenlehre zu stiitzen haben. Wir werden aber nich¢, wie noch DEDE-
KIND in seiner grundlegenden Schrift: « Was sind und was sollen die Zahlen? » es
tut, von der Annahme Gtebrauch machen, dass es eine « unendliche Menge » gibt,
d. h. eine solche, welche einem ihrer Teile (*) aequivalent ist.

Definition. — Eine Menge M heisst « endlich », wenn ein Teil P von M auf
einen anderen Teil P' in der Weise umkehrbar eindeutig abgebildet werden kann,
das bei jeder beliebigen Zerlegung von M in zwei (komplementire) Teile M, , M,
wenigstens einer der beiden Teile ein Element p von P enthilt, dessen Bildelement p"
dem anderen Teile angehort. Eine in dieser Weise auf sich abgebildete Menge M
soll als eine « endliche Kette », jede Abbildung dieser Art als eine « Verschiebung »
bezeichnet werden. Ein Element ¢ von M, welches in P’ nicht vorkommt, heisst ein
« Anfangselement », ein Element #%, welches in P nicht erscheint, ein « Endele-
ment » der endlichen Kette.

Satz I. — Jede endliche Kette enthdlt nur ein einziges Anfangselement ¢ und
ein einziges Endelement ». Jede Untermenge E von M, welche das Anfangselement e
enthilt und mit einem beliebigen Elemente p von P zugleich auch das ihm entspre-
chende Element p’ von P’ enthélt, ist mit M identisch; ebenso auch jede Unter-

(*) Der Ausdruck « Teil » soll hier iiberall nur in der Bedeutung einer echten Teilmenge,
welche mindestens eine Element enthilt, verstanden werden. Eine Menge M,, deren simtliche Ele~
mente der Menge M angehdren, bezeichne ich als eine « Untermenge von M.
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menge U von M, welche » und mit einem beliebigen Elemente p" von P' zugleich
das entsprechende Element p von P enthilt. Innerhalb einer endlichen Kette kann
also das Schlussverfahren der « vollstindigen Induktion » nach beiden Seiten ange-
wendet werden.

Beweis : Es sei ¢ ein beliebiges Anfangselement und E, der gemeinsame Bestand-
teil aller Untermengen E von M, welche ¢ und mit jedem p zugleich das entsprechende p’
enthalten. Dann ist auch E, von derselben Beschaffenheit; denn ¢ ist gemeinsames
Element aller E, und wenn p allen E angehort, so gilt das gleiche auch von dem
entsprechenden p'. Ferner ist jedes Element # von E,, welches von e verschieden
ist, ein Element p’ von P’, und das entsprechende Element p von P ist gleichfalls
FElement von E,. Denn in jedem anderen Falle wiirde die durch Unterdriickung
von z aus E, entstehende Teilmenge E, gleichfalls von der Beschaffenheit E sein,
und E, wire nicht der gemeinsame Bestandteil aller E. Da somit bei der betrach-
teten Verschiebung jedes Element von E, immer nur einem anderen Elemente von E,
und niemals einem Elemente der Restmenge M — E, entsprechen kann, so muss nach
der Definition der endlichen Kette diese Restmenge leer, d. h. E, =M sein, und jede
Menge E, welche E, umfasst, ist in der Tat mit M identisch. Da ferner ausser e
jedes Element der Menge E, = M Element von P’ ist, so gibt es ausser ¢ kein An-
fangselement. In analoger Weise beweist man die entsprechenden Satze fiir die Un-
termengen von der Beschaffenheit U und fiir das Endelement #%.

Satz I1. — Jede endliche Menge M ldsst sich als « doppelt-wohlgeordnete »
Menge darstellen, d. h. in der Weise ordnen, dass jede Untermenge von M sowohl
ein erstes als ein letztes Element enthilt; und umgekehrt ist jede doppelt-wohlgeord-
nete Menge auch « endlich » im Sinne unserer Definition.

Beweis: Es sei M dargestellt als endliche Kette vermdge einer Verschiebung @.
Dann gibt es Elemente ¢ von M von der Beschaffenheit, dass mindestens eine Unber-
menge M, von M, welche ¢ und ¢ enthdlt, bei einer gewissen Anordnung doppelt
wohlgeordnet ist mit ¢ als erstem und ¢ als letztem Element, wobei jedem Element p
das entsprechende Element »' unmittelbar folgt. Z. B. die aus dem Anfangselement e
allein bestehende Teilmenge (¢) besitzt diese Eigenschaft. Ist aber ein ¢ von der
betrachteten Eigenschaft verschieden von # und somit Element von P, so besitzt
auch das vermoge @ ihm entsprechende Element ¢ von P’ die] verlangte Beschaf-
fenheit; denn aus M, erhdlt man eine neue doppelt-wohlgeordnete Menge M,
indem man das Element ¢’ als letztes hinzufiigt. Vermoge des vorhergenden Satzes I
sind also alle Elemente von M, darunter anch das Endelement #, von der Beschaffen-
heit g. Die mit » endende doppelt-wohlgeordnete Menge M,, ist aber nach demselben
Satze mit M identisch. Denn sie enthilt ¢, und ist & irgend eines ihrer von u ver-
schiedenen Elemente, so gibt es in M, ein unmittelbar folgendes Element, welches
nach der Definition der M, mit dem % entsprechenden Elemente 2" identisch sein
muss, sodass auch ' del betrachteten Menge M, angehort. Somit ist die ganze
Menge M doppelt-wohlgeordnet.

Umgekehrt wird jede doppelt-wohlgeordnete Menge verwandelt in eine « endliche
Kette », wenn man jedes Element x derselben auf das unmittelbar folgende z' ab-
bildet. Hier umfasst nimlich P alle Elemente von M ausser dem letzten, P’ alle

2
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ausser dem ersten, da jedes Element ausser % ein unmittelbar folgendes, jedes Ele-
ment ausser ¢ ein unmittelbar vorangehendes besitzt. Bei einer beliebigen Zerle-
gung der Menge M in zwei Teile M,, M, wird nun einer dieser Teile das letzte
Element » der Gesamtmenge nich¢ enthalten, und das letzte Element , dieses Tei-
les M, wird bei der Abbildung notwendig einem Elemente «; von M, entsprechen.
Die Abbildung geniigt also allen Forderungen unserer Definition.

Satz IIL (Satz der vollstindigen Induktion fiir endliche Cardinalzahlen). — Gilt
eine Eigenschaft E fir jede aus einem einzigen Element bestehende Menge, und gilt
sie ausserdem jedesmal fiir eine Menge M, wo sie fiir eine durch Fortlassung eines
einzigen Elementes m, aus M hervorgehende Menge M, gilt, so gilt sie allgemein
fir alle endlichen Mengen.

Beweis: Es sei M eine beliebige endliche Menge und dargestellt als eine end-
liche Kette mit dem Anfangselement ¢ und dem Endelement ». Dann entspricht
nach dem vorhergehenden Satze II jedem Element ¢ von M eine doppelt-wohlgeordnete
Menge M, mit ¢ als erstem und ¢ als letztem Elemente von der dort betrachteten
Beschaffenheit. Hier gilt fir die Menge M,, die sich auf das eine Element ¢ redu-
ziert, die vorausgesetzte Eigenschaft E, und ferner, wenn sie fiir M, gilt, so gilt sie
auch fiir My, weil M, durch Fortlassung des einen Elementes ¢’ aus My hervorgeht.
Somit gilt nach dem Satze I die betrachtete Eigenschaft fiir alle M, und daher auch
fir M selbst, welches ja mit M, identisch ist.

Satz IV. — Keine endliche Menge ist einem ihrer Teile dquivalent, und umge-
kehrt, jede Menge, welche keinem ihrer Teile dquivalent ist, lisst sich als endliche
Kette darstellen.

Der Beweis fiir den ersten Teil des Satzes wird gefithrt durch vollstindige In-
duktion vermoge des vorhergehenden Satzes und findet sich sowohl bei CanTor als
bei DEDEKIND, sodass eine Wiederholung hier tiberflissig wére. Die zweite Behauptung
aber beweist man am einfachsten mit Hilfe meines Theorems von der mdglichen
Wohlordnung beliebiger Mengen. Wir denken uns die Menge M, welche keiner ihrer
echten Teilmengen #quivalent ist, in beliebiger Weise wohlgeordnet und beweisen,
dass sie dann auch doppelt-wohlgeordnet sein muss. Wire ndmlich M, eine Unter-
menge von M ohne letztes Element, so entspriiche jedem Element & von M, innerhalb
M, ein und pur ein unmittelbar folgendes Element z'. Dabei kdnnte aber das erste
Element ¢, von M, unter den Elementen #' nicht vorkommen. Es wire also M, um-
kehrbar eindeutig abgebildet auf eine echte Teilmenge M;, und auch die Gesamtmenge
M miisste einem ihrer Teile dquivalent sein im Widerspruche mit der Voraussetzung.
Somit kann eine Untermenge M, ohne letztes Element nicht existieren, sondern M ist
in der Tat doppelt-wohlgeordnet und als endliche Kette darstellbar vermdge unseres
Satzes II.

Die beiden von mir gegebenen Beweise des « Wohlordnungs-Satzes »(*), auf die
sich die vorhergehende Deduktion griindet, benutzen allerdings ganz wesentlich das heute
immer noch umstrittene « Auswahlprinzip ». Aber diese Voraussetzung scheint so wie
80 wunentbehriich fir die Giltigkeit unseres Satzes IV, auch DEDEKIND bedient sich

(*) Mathematische Annalen, Bd. 59, p. 514; Bd. 65, p. 107.



ihrer, wenn schon in versteckterer Form, bei seinem sonst ganz anders gefiihrten Be-
weise des vorliegenden Satzes. Ohne das Auswahlprinzip wire wahrscheinlich unser
Theorem iiberhaupt unbeweisbar, und es miisste dann ausser den endlichen und unend-
lichen Mengen noch eine dritfe Gattung von Mengen als moglich zugelassen werden,
iiber die wir gar nichts Positives aussagen konnten.

Bei der Herleitung unserer Sitze haben wir von der Existenz « aktual unendlicher »
Mengen nirgends Gebrauch gemacht, und da sich alle Sétze iiber endliche Anzahlen
mit Hilfe des Prinzips der vollstindigen Induktion leicht beweisen lassen, so scheint
es, als ob die Arithmetik der genannten Voraussetzung iiberhaupt nicht bediirfte. Dies
ist auch fiir die « niedere Arithmetik », welche es nur mit rationalen Zahlen zu tun
hat, durchaus zutreffend, es gilt aber nicht mehr fir die hohere Analysis und die
Funktionentheorie, in welchen Grenzbegriff und Irrationalzahl die fithrende Rolle
spielen. In der Tat ist jede Irrationalzahl bestimmt durch einen « Schnitt» d. h.
durch eine unendliche Menge rationaler Zahlen, und ebenso kann auch ein ZLimes
immer nur durch eine unendliche Menge von Argument- und Funktionswerten definiert
werden. Wer also wirklich Ernst machen wollte mit der Verwerfung des « Aktual-
Unendlichen » in der Mathematik, der miisste folgerichtig bei der allgemeinen Men-
genlehre und niederen Zahlentheorie stehen bleiben und auf die gesammte moderne
Analysis Verzicht leisten.
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J. HADAMARD

SUR CERTAINS CAS INTERESSANTS
DU PROBLEME BIHARMONIQUE

Le probléme fondamental relative aux fonctions &iharmoniques dans le plan,
¢'est 3 dire aux fonctions de deux variables X ,Y qui vérifient 1'équation

AAy =0,

est celui qui consiste & déterminer une pareille fonction dans une aire S, connaissant

les valeurs de u» et celles de flz sur le contour C de S.

Ce probléme a été résolu d’'une maniére trés élégante par M. ALmansr (!) dans
un cas particulier étendn, celui ol S est représentable d'une maniére conforme sur
le cercle de rayon 1 par l'intermédiaire de polyndmes, la variable complexe Z qui
déerit S étant lide a la variable complexe { qui déerit le cercle de rayon 1 par une
relation de la forme

Z=w()
oll @ est un polyndme entier.
Tel est, spécialement, le cas du limagon de Pascar, w({) étant alors gquadratique

(o= .2

.L’application de la méthode de M. ALmaNst m'a eonduit & quelques résultats
que je vais indiquer.

1. On peut d’abord remarquer que cette méthode peut &tre présentée sous la
forme trés simple suivante.

On doit se proposer, avec M. ArLmansi, de mettre la fonction cherchée » sous

la forme
u="UX 4 V=2R/(0) . Rw({) + R/({).

(*) Rendiconti Circolo Matemat. Palermo, t. XIII, 1899. On doit & M. Bogero (Ist. Veneto,
1901-02, Atti Acc. Torino, ete.) plusieurs extensions de la méthode de M. ALmaNsI.
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U,V étant deux fonctions harmoniques et £,, f, des fonctions analytiques, pendant
que le symbole % signifie « partie réelle de ». '

Cette quantité. « doit coincider, sur le cercle de rayon 1, avec une quantité
donnée, & des termes du second ordre prés, c'est & dire & des termes prés de la forme
O(|{P—1)*= OT —1)* (en désignant par ¢ l'imaginaire conjuguée de ).

La quantité

2£,() Rw(C) + £2(0) + ¢E— 1 @ — U, D)

on encore

[ [w() +@(E)]+£2(6) + ¢T—1)* © — U5 D)

(U désignant les valeurs données exprimées en fonction de et de ) devra dés
lors étre purement imaginaire lorsque 1'on prend pour { 1'imaginaire conjuguée de {. On
est ramené 3 chercher les conditions pour qu'il en soit ainsi.

Je n'insiste pas sur le détail de ce calcul que l'on trouvera dans un Mémoire
destiné & paraitre prochainement dans le Recueil des Savants éirangers. J ajouterai
seulement que la méthode est susceptible d’étre étendue, non seulement au cas ol
w({) est un polyndme d'ordre quelconque, mais & celui ot @({) est une fonction
entiére.

2. Les résultats relatifs aux limagon de PascaL conduisent & une conséquence
remarquable, lorsqu’on y effectue certains passages & la limite.

Tout d’abord, en effet, les expressions trouvées demeurent valables. lorsque le
limagon devient une cardioide (1a constante a devenant égal & 4). En particulier,
la fonction de GREEN I'y d’ordre deux relative & deux points A et B — laquelle re-
présente la flexion produite en B par une force normale appliquée en A & une plaque
élastique homogéne et isotrope ayant la forme de l'aire donnée S — a une limite
dans ces conditions.

Supposons maintenant qu'on fasse subir & la cardioide ainsi obtenue une homo-
thétie ayant pour pole son point de rebroussement O, avec un rapport d’homothétie
infiniment grand.

La limite de I'y existera encore ().

Elle représentera la valeur de I' pour le plan sectionné par une demi-droite Oz
issue du point O et prolongée & linfini dans un seul sens. )

Considérons alors un contour fermé quelconque S dont on ne sait rien, si ce n’est
qu'il comprend les points A et B & son intérieur, passe par le point O et ne rencontre
en aucun autre point la demi-droite Oz.

Sous ces seules conditions, la quantité I's relative & ce contour sera toujours
inférieure & une limite assignable & U’avance, celle dont venons de parler.

8. Revenons maintenant & la valeur de I's pour le limagon de PascaL pro-
prement dit (@ << 3).

M. Boeaaro, qui a, le premier, noté la signification physique de I'g, en a déduit
I'hypothése que I'4 était toujours positif.

(*) Voir son expression dans le Mémoire cité.
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Malgré 1'absence de démonstration rigoureuse, 'exactitude de cette proposition
ne parait pas douteuse pour les aires convexes. Mais il était 1'intéressant d’examiner
si elle est vraie pour le cas du limagon de Pascar, qui est concave.

La réponse est affirmative. 11 serait, il est vrai, assez compliqué d’étudier le signe
de I'f pour des positions quelconques de A et B. Mais on constate aisément que, si
l'un de ces deux points est trés voisin du contour, la partie principale de I's est
positive (quel que soit l'autre point a 1'intérieur).

Ceci n'aurait pas, a priori, la valeur d'une démonstration compléte, mais suffit,
au contraire, & fournir cette démonstration, si 1'on tient compte de certains lemmes
que j'ai établis dans le Mémoire précédemment cité et relatifs & la déformation du
contour C. Ainsi I'§ est toujours positif dans le cas du limagon de Pascar.

Ce résultat doit d'autant plus &tre noté qu’il est une autre aire pour laquelle I'j
peut devenir négatif.

11 s'agit, cette fois, d'une aire a deux contours (*): celle d'une couronne circulaire.

Le probléme biharmonique dans l'aire ainsi définie a été traité, comme on sait,
par MM. ALmansi et Bogelo. Les expressions auxquelles ils sont parvenus devien-
nent trés simples lorsqu'on augmente indéfiniment le rayon extérieur et qu'on fait
tendre vers zéro le rayon intérieur.

On constate que, dans ces conditions, la partie principale de I'f est proportion-
nelle au cosinus de l'angle sous lequel AB est vu du centre de la couronne.

Elle est donc négative si cet angle est obtus, contrairement 3 ce qu'exigerait
notre proposition.

(*) M. Boggio m'a d'ailleurs fait remarquer qu’il n'avait pas eu en vue de telles aires en
énongant sa proposition.




E. BOREL

SUR LES PRINCIPES DE LA THEORIE DES ENSEMBLES

Ces principes ont été beaucoup discutés en ces derniéres années; je voudrais in-
diquer briévement les conclusions personnelles auxquelles je suis arrivé & ce sujet,
sans entrer dans la discussion de tous les arguments émis.

L’étude de ces arguments n’a fait que rendre plus nette l'opinion que jémettais
sous forme atiénuée, il y a dix ans, dans mes premiéres Legons sur la théorie des
fonctions: « nos connaissances précises sur les puissances diverses n’excédent guére la
remarque suivante: il y a des ensembles dénombrables et des ensembles non-dénom-
brables, cette derniére notion étant surtowt négative ». J'éerirais aujourd’hui « n’excé-
dent pas la remarque suivante » et « cette notion étant purement négative ». Il ne
me semble pas, en effet, que les efforts tentés dans ces derniéres années aient ré-
solu d'une maniére satisfaisante ce que jai appelé 1'« antinomie du transfini ». Je
ne m'égarerai pas en discussions métaphysiques sur le sens du mot « indéfiniment »;
que 1'emploi de ce mot souléve des difficultés pour les philosophes, c’est un fait sans
importance pour les mathématiciens: il leur suffit de savoir qu'ils s'entendent par-
faitement entre eux, sans craindre aucune ambiguité. Lorsque l'un de nous dit qu'il
considére la suite naturelle des nombres entiers, chacun comprend, et est assuré de
comprendre (@ méme chose que son voisin; c'est évidemment 14 le seul critérium
possible de la validité d’un langage, celui auquel on est toujours forcé d’en revenir.
Car les prétendus systémes entiérement logiques reposent toujours sur le postulat de
U'existence de la langue vulgaire; ce langage commun & des millions d’hommes, et
avec lequel ils s'entendent & peu prés entre eux, nous est donné comme un fait, qui
impliquerait un grand nombre de cercles vicieux, s'il fallait le créer ex nihilo.

J’ai indiqué, il y a quelques années (*), que l'antinomie du transfini se résou-
drait si les mathématiciens arrivaient & avoir une idée commune du mot fransfi-
niment aussi claire que celle qu'ils ont du mot indéfiniment. En posant ainsi la
question, je ne prétendais pas la résoudre; je voulais surtout attirer l'attention sur
le fait que notre conception de 1'indéfini renferme quelque chose de plus que la pro-

{*) Revue philosophique: 4 propos de I'Infini Nouveau (1899); I’Antinomie du transfini (1900).
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position: aprés chague entier <l y en a un autre; car la proposition analogue: au
dela de chaque suile indéfinie de fonctions croissantes, il y en a une auire, ne

s

suffit pas 4 nous donner une idée nette du transfini.

Je serais aujourd’hui disposé, & la suite des efforts faits dans ces derniéres
années pour donner un sens clair au #ransfing,  résoudre la question par la négative,
pour autant qu'il est possible d'affirmer un fait aussi purement négatif: je crois
qu'il n'est pas possible d’arriver & une définition du transfini nous apparaissant comme
aussi claire que celle de l'indéfini. Je pourrais me borner & constater les désaccords
du grand nombre d'esprits éminents qui ont approfondi ces questions; mais je vou-
drais essayer de fournir un argument plus positif, qui n’est pas sans analogie avec
les « paradoxes » connus, mais qui me parait cependant échapper aux principales
objections qu'on leur a faites.

I1 est bien connu que tout systéme de conventions énoncé en un nombre limité
de mots, parmi lesquels peut figurer le mot sndéfiniment, ne conduira jamais qu'a
noter un ensemble dénombrable; il n'est donc pas possible que l'on arrive & une
notation bien définie pour I'ensemble des nombres que M. CanTor appelle nombres
de la seconde classe. Lorsque l'on raisonne sur ces nombres, ou sur un ensemble de
méme puissance, on ne peut donc faire que des raisonnements généraux et symbo-
liques, dans lesquels 1’ensemble considéré est représenté par un symbole unique. De
tels raisonnements, en tant que raisonnements généraux, sont légitimes du moment
quils sont exempts de contradiction, mais ils sont en méme temps vides de tout
contenu précis. Pour pouvoir leur donner un contenu, il faudrait préciser la désigna-
tion des éléments de l’ensemble, et ¢'est précisément ce qui est impossible. La théorie
des ensembles non-dénombrables se réduit donc forcément & une sorte d’'algébre lo-
gique dont les symboles ne recouvrent aucune réalité accessible, les divers mathéma-
ticiens ne pouvant étre assurés qu'ils sont d’accord sur cette réalité, puisqu’ils n’en
ont pas une représentation commune.

De tels raisonnements généraux et abstraits ne sont cependant pas toujours
inutiles, car ils contribuent parfois a éclaircir les idées et peuvent, de plus, étre sou-
vent transposés dans un domaine plus concret; mais on ne doit pas se faire d’illusion
sur le contenu réel de ces raisonnements généraus.

Il est nécessaire de dire un mot de la notion du continu, qui est le seul
exemple d'ensemble non dénombrable qui soit bien connu, ¢’est & dire duquel les ma-
thématiciens aient une notion claire et commune (ou croient avoir, ce qui est pra-
tiquement la méme chose). Je regarde cette notion comme acquise par I'intuition
géométrique; on sait que la notion arithmétique compléte du continu exige que l'on
admette la légitimité d'une infinité dénombrable de choix successifs et arbitraires.
Cette 1égitimité me paralt fort discutable, mais on doit cependant la distinguer essen-
tiellement de la légitimité d'une infinité non-dénombrable de choix (successifs ou
simultanés). Cette derniére notion me parait, comme j'ai déja eu l'occasion de le
dire, entiérement vide de sems. Lorsqu'il §’agit d'une infinité dénombrable de choix,
on ne peut évidemment pas les effectuer tous, mais on peut du moins indiquer une
marche telle que, cette marche étant fixée d’avance, on soit assuré que l'un quel-
conque des choix sera effectué au bout d'un temps fini; si done deux systémes donnés
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de choix sont distinets, on est certain que l'on s’en apercevra au bout d'un nombre
fini d’opérations. Lorsque l'infinité des choix n’est pas dénombrable, il n'est pas pos-
sible de concevoir un moyen de la définir, ¢’est & dire de la distinguer d'une infinité
analogue: il n'est donc pas possible de la regarder comme un étre mathématique,
‘pouvant étre introduit dans les raisonnements.

Je devrais, pour terminer ce bref exposé, expliquer briévement comme je con-
cilie la notion du continu avec mon opinion sur notre défaut de notion des ensembles
non-dénombrables. Le continu ne m’apparait jamais comme donné dans son intégralité,
au point de vue arithmétique; chacun de ses éléments peut étre défini (ou du moins,
il n'est aucun de ses éléments dont nous puissions actuellement affirmer qu'il ne
peut pas étre défini) (!); mais 'ensemble des éléments effectivement définis sera
toujours dénombrable; c'est seulement sous une forme négative que nous sommes
assurés de ne jamais 1'épuiser ainsi (3).

(*) Voiei pour donner une idée de mon point de vue, un probléme qui me parait étre des plus
importants dans la théorie arithmétique du continu: est-il ou non possible de définir un ensemble E
tel que l'on ne puisse nommer aucun élément individuel de cet ensemble E, c'est & dire le
distinguer sans ambiguité de tous les autres éléments de E. Voir LEBEsGUE, Sur les fonctions
représentables analytiquement (Journal de Jordan, 1905).

() Jajoute, en corrigeant les épreuves, que j'ai développé quelques-unes des idées émises ici dans
une Note sur Les « paradozes» de la théorie des ensembles (Annales de I'Ecole Normale, octobre
1908).
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F. RIESZ

STETIGKEITSBEGRIFF UND ABSTRAKTE MENGENLEHRE

Ich beginne damit, auseinanderzusetzen, in welchem Sinne ich hier heute iber
Stetigkeit spreche. Um einen Anhaltspunkt zu haben, kniipfe ich an jene Untersu-
chungen tiber die Grundlagen der Geometrie an, die an die Spitze ihrer Vorausset-
zungen die Stetigkeit, oder schaerfer gefasst, den Begriff der stetig ausgedehnten Man-
nigfaltigkeit stellen. Am bekanntesten sind jenme von Riemanw (!), Lie (?), und
HinBerT (3). Bei RiEmaNN ist der Begriff der stetig ausgedehnten Mannigfaltigkeit
noch ein verschwommener; bei Lie ist er, wenigstens in dem Umfange, in dem er
beniitzt wird, so weit definiert, indem er in der analytischen Formulierung des Pro-
blems implicite enthalten ist. Das wesentliche Moment aber, nimlich dass es sich
bei jener Begriffsbildung in erster Reihe um eine Definition des Grenzelements, oder
allgemeiner, um eine Definition der Verdichtungsstelle handelt, tritt erst bei HiLBERT
geniigend scharf hervor; die Festlegung des Begriffs der Verdichtungsstelle wird dort
dadurch geleistet, dass eine Mdoglichkeit der Abbildung der zu betrachtenden Gebilde
auf gewisse Zahlenmannigfaltigkeiten postuliert wird, welche Abbildung auch gewisse
angegebene Bedingungen erfiillt; fiir jene Zahlenmannigfaltigkeiten ist aber der Begriff
der Verdichtungsstelle bereits festgelegt.

Teh will hier nun nicht ndher diskutieren, wie jene Voraussetzungen, die durch
Heranziehung der Zahlenmannigfaltigkeiten das geometrische Problem in ein arithme-
tisches verwandeln, mit unserer Raumanschauung, mit der Entstehung unserer geome-
trischen Grundideen, zusammenhéngen. Dies wiirde zu weit fithren. Ich verweise auf
die sehr wertvollen, wenn auch nicht vollig ausgearbeiteten Entwickelungen des Herrn
PoiNcaRE (*); auch ich selbst hatte manches zu dieser Frage beigetragen (°). Wollten

(%) Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen (Gesammelte Werke,
2. Auflage, S. 272).

(®) Theorie der Transformationsqruppen (8. Abschnitt).

(®) Ueber die Grundlagen der Geometrie (Mathematische Annalen 56. S. 881; wieder abge-
druckt: Grundlagen der Geometrie, II. Auflage S.121).

(*) La valewr de la science.

(%) A térfogalon genezise (Mathematikai és Physikai Lapok 1906, S.97; 1907, 8. 145); auch
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wir auf diese Frage naher eingehen, so miisste in erster Linie der Begriff des physi-
kalischen Kontinuums herangezogen werden, von dem uns dann ein nicht all zu
sicherer Weg zu dem Begriffe des Raumes als mathematischen Kontinuums geleiten
wiirde. Dieser Begriff des mathematischen Kontinuums ist es, der uns nun aus-
schliesslich - beschéftigen soll.

Den Namen « mathematisches Kontinuum » soll zun#ichst schlechthin jede Menge
fihren, fir welche der Begriff der Verdichtungsstelle irgendwie definiert ist. Wir
fordern nur, dass diese Definition drei Postulaten geniige.

Als erstes Postulat stellen wir, dass jedes Element, das Verdichtungsstelle einer
Teilmenge M ist, auch Verdichtungsstelle einer jeden, die Menge M enthaltenden
Teilmenge sei. Das zweite Postulat ist, dass wenn eine Teilmenge in zwei weitere
Teilmengen zerlegt wird, jede Verdichtungsstelle derselben zugleich Verdichtungs-
stelle wenigstens einer jener weiteren Teilmengen sei. Als drittes Postulat stellen
wir endlich, dass eine Teilmenge, die aus einem einzigen Elemente besteht, keine
Verdichtungsstelle besitze. Dadurch wird ndmlich, nach Heranziehung des zweiten
Postulates, gesichert, dass nur unendliche Teilmengen Verdichtungsstellen besitzen.

Bekanntlich geniigen den gestellten Forderungen alle Mengen, fir welche der
Begriff der Verdichtungsstelle bisher irgendwie definiert wurde. Ich erinnere ausser
den Punktmannigfaltigkeiten an die einfachen und mehrfachen Ordnungstypen, an die
verschiedenen Réume von unendlich vielen Dimensionen, an die mannigfachen Funk-
tionen-und Kurvenmannigfaltigkeiten. Ich hebe auch hervor, dass uns fiir die meisten
derselben verschiedene Definitionen der Verdichtungsstelle geldufig sind, die auch
nicht denselben Begriff zu decken brauchen. So leistet z. B. Herr LINDELOF (}), die
Zerlegung einer abgeschlossenen Menge in eine perfekte und eine abzdhlbare Menge
dadurch, dass er jene Verdichtungsstellen, in deren jeder Umgebung mehr als abzihlbar
viele Punkte der Menge liegen, zusammenfasst. Wiirde man nun nur diese Punkte als
Verdichtungsstellen betrachten, so wire damit eine von der gewohnlichen verschiedene,
aber unseren Forderungen noch geniigende Verdichtung der Punktmengen definiert,
fix welche alle Ableitungsmengen perfekt wiren. Fiir Funktionenmengen sind uns
mannigfache wesentlich verschiedene Definitionen der Verdichtungsfunktion geldufig;
und jede derselben findet in den entsprechenden Problemkreisen der Analysis auch
Anwendung. ' ‘

Die drei Forderungen, die wir hier an jede zuléssige Definition der Verdich-
tungsstelle stellten, sind so weit gefasst, dass man auf ihnen allein nur sehr wenig
weiter bauen kann. Ich musste schon an andever Stelle, wo ich nach den allge-
meinsten Eigenschaften der mathematischen Kontinua suchte, eine weitere Forderung
einfithren (*). Diese Forderung, die jedenfalls auch durch alie hier zitierten verdich-
teten Mengen erfiillt ist, kommt im wesentlichen darauf hinaus, dass jede Verdich-

deutsch erschienen: Die Genesis des Raumbegriffs (Mathematische und naturwissenschaftliche
Berichte aus Ungarn, 1906, S. 309).

(!) Comptes Rendus 1903, 8. 697, und Acta Mathematica 1905, S. 183.

() L. c. (Berichte aus Ungarn, 1906, S. 318).
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tungsstelle einer Menge durch die Gesamtheit jener Teilmengen, in bezug auf welche
sie Verdichtungsstelle ist, eindeutig bestimmt sei. Die Unabhéingigkeit dieser Forderung
von den ersten drei ldsst sich leicht nachweisen. Will man die Theorie weiter aus-
bauen, so muss man weitere Forderungen aufstellen, und die mathematischen Kon-
tinua auf Grund der Erfiilltheit oder nicht Erfiilltheit dieser Forderungen in Klassen
einteilen. Man gelangt zu solchen Forderungen, indem man die Hauptsiitze, die fiir
einzelne der schon bekannten mathematischen Kontinua gelten, in ihre einfachsten
Aussagen zergliedert. Als Vorbild dienen dabei die mannigfachen Untersuchungen
iber die Grundlagen der Geometrie. Die Theorie des mathematischen Kontinuums
kommt dann in wesentlichen darauf hinaus, dass man jene Forderungen in bezug
auf ihre wechselseitige Abhingigkeit untersucht. Eingehender ist dies bisher nur fir
eine Klasse von Forderungen durch Herrn FrEcHET geschehen (1).

Die Hauptforderung, die Herr FrREcHET an alle von ihm betrachteten Klassen
mathematischer Kontinua stellt, ist die, dass jede Verdichtungsstelle einer Teilmenge
Grenzelement einer in jener Teilmenge enthaltenen abzihlbaren Folge sei. Herr
FriEcHET kommt jedenfalls zu sehr schonen Resultaten; es geniigt aber schon auf
die verschiedenen Ordnungstypen hinzuweisen, bei denen das Schuittprinzip das natiir-
lichste Verdichtungsprinzip ist, um zu sehen, dass die FrEcHET-sche Voraussetzung
eine sehr spezielle ist.

Es fehlt uns hier an Zeit, um auf diese Fragen niher einzugehen. Ich erwihne
nur ein einfaches Beispiel, dass schon in die Natur unserer Probleme einzuleuchten
vermag. Fiir eine Teilmenge eines mathematischen Kontinuums gelte der Borzawo-
WELERSTRASS-sche Satz, d. h. jede transfinite Unte:teilmenge desselben besitze wenigs-
tens eine Verdichtungsstelle. Dann folgt schon nach Heranziehung unserer drei Fun-
damentalpostulate und des in neuester Zeit viel diskutierten Auswahlsprinzipes, dass
auch jede abzdhlbare Folge von transfiniten Unterteilmengen, von denen jede in der
vorhergehenden enthalten ist, wenigstens eine gemeinsame Verdichtungsstelle besitzt.
Umgekehrt folgt die erste Aussage aus der zweiten als spezieller Fall ohne Anwendung
irgend eines Postulates oder Prinzipes. In der Theorie der Punktmengen nennt man
die Mengen, die die angefithrte Eigenschaft besitzen, im Endlichen gelegen. Nun
lasst sich in jener Theorie der zweite Satz leicht derart verallgemeinern, dass an
Stelle der abzihlbaren Folge von Mengen ein beliebiges einfach geordnetes System
von im Endlichen gelegenen Punktmengen tritt, von denen jede in den vorhergehenden
enthalten ist; auf den Ordnungstypus des Systems kommt es dabei nur so weit an,
dass das System keine letzte Menge enthalten darf. Dieser letztere Satz hingt nun
nicht mehr auf so einfache Weise mit dem BorLzaNo-WEIERSTRASS-schen zusammen,
wie der erstere. Betrachtet man ndmlich die zweite Zahlenklasse als mathematisches
Kontinuum, u. zw. derart, dass man nur die Limeszahlen abzdhlbarer Folgen als
Verdichtungsstellen definiert, so gentigt diese Definition sicher den drei Fundamen-
talpostulaten; auch gilt far jede transfinite Teilmenge die Aussage des Borzano-
WEIERSTRASS-schen Satzes, wie auch der erstgegebenen Verallgemeinerung des-

(*) Thése, Paris, 1906; abgedruckt auch in den Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo,
Bd. 22, 1906. Vgl. auch einige Noten desselben Verfassers in den Comptes Rendus, 1904-1905.
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selben (') ; dagegen bleibt die zweite Verallgemeinerung hier nicht mehr be-
stehen (%)

Wir brechen nun hier mit diesen Fragestellungen ab und wenden uns an eine neue
Frage. Wir hatten vorhin alle Mengen, fiir welche der Begriff der Verdichtungsstelle
definiert wurde, schlechthin « mathematisches Kontinuum » genannt. Man konnte nun
aus dieser Nomenklatur die Behauptung herauslesen, dass simtliche sogenannte
« Stetigkeitseigenschaften » sich auf den Begriff der Verdichtungsstelle zuriickfiihren
lassen. Das diese Behauptung eine irrige wire, lisst schon jene Uneinigkeit ahnen,
die bei Untersuchungen einzelner konkreter Mengen auf ihre Stetigkeitseigenschaften
noch heute in der Terminologie herrscht, und die auch oft zu Missverstdndnissen und
zu Polemik gefihrt hat. Die hiedurch entstandene Verschwommenheit der Begriffe hat
sich dann in eine Klassifikation der Stetigkeitseigenschaften nach Ordnungsstetigkeit,
Zahlenstetigkeit ete. aufgeldst.

Erlauben Sie mir, dass ich die Sachlage an einem einfachen Beispiele erldutere.
Es handle sich um sogenannte Zahlenstetigkeit. Man betrachte folgende beide Zahlen-
mengen als selbstindige Mengen:

a) Die Menge aller reeller Zahlen mit Ausnahme einer einzigen z. B. mit
Ausnahme von O.

b) Die Menge aller reeller Zahlen mit Ausnahme einer Strecke, z. B. mit
Ausnahme der Zahlen zwischen 0 und 1, auch 0 und 1 mit ausgenommen.

Der Begriff der Verdichtungsstelle werde fiir beide Mengen auf die bei Zahlen-
mengen tibliche Weise festgelegt. Dann sind beide Mengen in bezug auf ihre Ver-
dichtung equivalent; sie sind von demselben Verdichtungstypus, d. h. sie lassen sich
derart eindeutig umkehrbar aufeinander abbilden, dass den Verdichtungsstellen der
Teilmengen die Verdichtungsstellen der Bildteilmengen entsprechen. Untersucht man
dagegen die beiden Mengen in bezug auf ihre Zusammenhangsverhéltnisse, und zwar
auf Grund jener tieferliegenden Definition des Zusammenhanges, die auf dem Begriffe
des « écart » beruht, so erscheint die erste Menge als zusammenhingend, die zweite
Menge aber als zweiteilig. Wir erkennen somit, dass die Zusammenhangsverhiltnisse,
die man doch zu den Stetigkeitseigenschaften z&hlt, in unserem Falle durch den
Begriff der Verdichtungsstelle allein sich nicht mehr beschreiben lassen.

Aehnliches Beispiel bietet auch die Abbildung einer vom Mittelpunkte befreiten

(*) Die Giltigkeit des Auswahlsprinzipes ist hier durch die Wohlordnung gesichert.

(*) Ich beniitze hier die Gelegenheit, um auf zwei weitere einfache Verallgemeinerungen jencr
Sitze hinzuweisen, die nun nichts mehr mit dem Ordnungsbegriffe zu thun haben. Dieselben sind
meines Wissens bisher nicht ausgesprochen. Sie lauten:

a) Hat ein System von Punktmengen, deren Vereinigungsmenge im Endlichen gelegen ist,
die Eigenschaft, dass wenn irgend welche Menge des Systems in eine endliche Anzahl von Teil-
mengen zerspaltet wird, eine derselben mit jeder Menge des Systems wenigstens je eine Verdichtungs-
stelle gemeinsam hat, so besitzen auch si#imtliche Mengen des Systems wenigstens eine gemeinsame
Verdichtungsstelle. :

b) Hat ein System von Punktmengen, deren Vereinigungsmenge im Endlichen gelegen ist,
die Eigenschaft, dass jede endliche Anzahl jener Mengen wenigstens eine gemeinsame Verdichtungs-
stelle besitzt, so besitzen auch sdmtliche Mengen des Systems wenigstens eine gemeinsame Ver-
dichtungsstelle.
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Kreisfliche auf die Fliche eines ohne inneren Grenzkreis gedachten Kreisringes. Wir
wollen auch auf die Abbildung eines offenen JorDAN-schen Gebietes auf ein eben-
falls offenes, einfach zusammenhéingendes, aber nicht Jorpan-sches Gebiet hin-
weisen. :

Unsere Beispiele zeigen, dass die Art der Verdichtung einer Mannigfaltigkeit
noch nicht simtliche Stetigkeitseigenschaften derselben festlegt. Ich behaupte nun,
dass man einen neuen Begriff, jenen der Verkettung einfithren kann, durch welchen
sich simtliche bisher behandelte Mannigfaltigkeiten, bei denen es auf Stetigkeits-
eigenschaften ankommt, in bezug auf dieselben beschreiben lassen. Ich verstehe
darunter folgendes: Durch irgend ein Prinzip werde fiir jedes Paar von Teilmengen
der Mannigfaltigkeit festgelegt, ob dieselben mit einander verkettet oder nicht ver-
kettet sind. Dabei stellen wir zunfichst wieder nur drei Fundamentalpostulate auf.
Erstens verlangen wir, dass wenn zwei Mengen verkettet sind, auch jedes Paar von
Mengen, die je eine jener Mengen enthalten, verkettet sei. Zweitens sei, wenn die
Mengen M, und M, verkettet sind, und wenn man die Menge M, in zwei Teile
spaltet, wenigstens eine dieser Teilmengen mit M, verkettet. Drittens sollen zwei
Mengen, die nur aus je einem Elemente bestehen, niemals verkettet sein. Unsere
Postulate sind unmittelbare Verallgemeinerungen jener Fundamentalforderungen, die
wir an die Definition der Verdichtungsstelle gestellt haben.

Fir Punktmannigfaltigkeiten ldsst sich eine Verkettung z. B. auf Grund des
«écart » oder des Distanzbegriffes definieren, indem man zwei Punktmengen dann und
nur dann als verkettet betrachtet, wenn sie Paare von Punkten enthalten, die ohne
zusammenzufallen, beliebig nahe liegen. Dasselbe Verkettungsprinzip ldsst sich auf
jede Mannigfaltigkeit anwenden, fiir welche ein Begriff des « écart » definiert ist.
Es konnen aber auch mannigfache andere Prinzipe fiir die Verkettung der verschie-
denen Mannigfaltigkeiten herangezogen werden.

Es stellen sich hier wieder analoge Fragestellungen axiomatischer Art, wie wir
ihnen schon bei den Verdichtungstypen begegnet sind. Wir gehen auf dieselben nicht
ein. Dagegen mdochte ich Ihre Aufmerksamkeit auf jene Fragen lenken, die die gegen-
seitige Abhdngigkeit der beiden Begriffe « Verdichtung » und « Verkettung » von
einander betreffen.

Durch jede Verkettung einer Mannigfaltigkeit ist zugleich eine zugehorige
Verdichtung derselben festgelegt. Ein Element gelte dabei dann und nur dann als
Verdichtungsstelle einer Menge, wenn das Element, als Menge betrachtet, mit derselben
verkettet ist. Hs leuchtet unmittelbar ein, dass die so definierte Verdichtung den
gestellten Forderungen geniigt.

Hier schalte ich noch eine vierte Forderung ein. Ich verlange ndmlich noch von
den zu betrachtenden Verkettungstypen, dass zwei Teilmengen, die beide mit dem-
selben einzelnen Elemente verkettet sind, d.h. die eine gemeinsame Verdichtungs-
stelle besitzen, auch miteinander verkettet seien. Bei jenen Verkettungstypen, die in
der Analysis eine Rolle spielen, ist diese Forderung stets erfillt.

Wir wollen nun eine Verkettung und eine Verdichtung derselben Mannigfal-
tigkeit, und mit ihnen auch die entsprechenden Verkettungs-und Verdichtungstypen,
(diese Ausdriicke brauchen nicht ndiher zu erldutert werden), die miteinander in der
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vorher detaillierten Beziehung stehen, vertraglich nennen. Dann folgt aus der Defi-
nition, dass ein Verkettungstypus den vertrdglichen Verdichtungstypus eindeutig
festlegt. Dagegen aber sehen wir sci.on aus unseren obigen Beispielen, dass mit
demselben Verdichtungstypus im allgemeinen mehrere Verkettungstypen vertriglich
sind. Unter denselben ist nun einer dadurch ausgezeichnet, dass Mengen, die in ihm
verkettet sind, sicher auch in allen tibrigen vertraeglichen Typen verkettet sind.
Zwei Mengen gelten in ihm dann und nur dann fiir verkettet, wenn entweder die
eine eine Verdichtungsstelle der anderen enthdlt, oder aber, wenn beide Mengen
eine gemeinsame Verdichtungsstelle besitzen. Man kann diesen Verkettungstypus als
den mit dem beziiglichen Verdichtungstypus vertrdglichen « losesten » Verkettungs-
typus bezeichnen.

Und nun noch eine letszte Problemstellung. Das Beispiel irgend einer nicht
abgeschlossenen Punktmenge, die unabhingig von dem Raume, in dem sie gelagert
ist, als selbststindige Menge in ihrer auf Grund des Distanzbegritfes vorher defi-
nierten Verkettung betrachtet wird, zeigt, dass ein Verkettungstypus im allgemeinen
kein losester Verkettungstypus ist. Wir wissen aber auch, dass sich jede solche, im
Endlichen gelegene Punktmenge durch Adjunktion der fehlenden Verdichtungsstellen
derart erginzen lisst, dass die durch die neue Verdichtung bestimmte loseste Ver-
kettung fiir die alte Menge die vorgeschriebene Verkettung bestimmt. Unser Problem
lautet nun: Es sollen einfache Bedingungen dafiir angegeben werden, dass ein Ver-
kettungstypus sich als Teiltypus eines losesten Verkettungstypus auffassen ldsse. Die
Wichtigkeit unserer Problemstellung liegt darin, dass die Stetigkeitseigenschaften der
losesten Verkettungstypen sich schon mittels des Begriffes der Verdichtungsstelle
beschreiben lassen.

Auf die Beantwortung des Problems kann ich hier nicht in extenso eingehen.
Ich beschrinke mich auf einige allgemein gefasste Andeutungen. Es kommt uns zunichst
darauf an, ideale Verdichtungsstellen zu definieren. Fiir konkrete Mannigfaltigkeiten
kann man hiefiir natiirlich spezielle, einfache Vorschriften angeben, die sich der
Natur jener Mannigfaltigkeiten anpassen. Eine allgemein anwendbare Definition idealer
Verdichtungsstellen ist folgende: Man betrachte als ideale Verdichtungsstelle jedes
System von Teilmengen, die folgenden Bedingungen geniigt:

1. Jede Obermenge einer Menge des Systems gehdort auch dem Systeme an.

2. Wird eine Menge des Systems in zwei Teilmengen zerlegt, so gehort wenig-
stens eine derselben dem System an.

3. Jedes Paar von Mengen des Systems ist miteinander verkettet.

4. Das System ist vollstindig, d. h. es ist in keinem reicheren Systeme, das
die Bedingungen 1-3. befriedigt, enthalten.

5. Es gibt kein Element, das Element oder Verdichtungsstelle sdmtlicher
Mengen des Systems wire.

Die auf diese Art eigenfihrten idealen Verdichtungsstellen werden nun als
gemeinsame Verdichtungsstelle simtlicher Mengen des definierenden Systems be-
trachtet. Es muss dann aber auch fiir die Verdichtung jener idealen Elemente unter
sich gesorgt werden. Damit dies moglich sei, muss man schon gewisse Vorausset-
zungen Uber die Natur des untersuchten Verkettungstypus machen. Man muss eben-
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falls durch entsprechende Voraussetzungen dafiir sorgen, dass jedes Paar verketteter
Mengen, fir welches es kein Element der urspriinglichen Mannigfaltigkeit gibt, das
Verdichtungsstelle beider Mengen oder aber Element der einen Menge und Verdich-
tungsstelle der anderen ware, dass jedes solche Paar verketteter Mengen einem
Systeme der obigen Art angehore. Dabei muss man auch fortwihrend darauf achten,
dass die Fundamentalpostulate nicht verletzt werden. Man wird endlich bei der Aus-
wahl der Voraussetzungen auch noch die Forderung, mit der ich nun jetzt das Problem
erginze, vor Augen behalten, dass man von geschlossenen Klassen von Verkettungs-
typen, die durch einfache gemeinsame Eigenschaften ausgezeichnet sind, zu #hnlich
geschlossenen Klassen von Verdichtungstypen gelange.

Geehrte Sektion! Ich schliesse meine Ausfithrungen. Es war nicht mein Zweck,
etwas abgeschlossenes zu bieten; ich wollte nur Thre Aufmerksamkeit auf die
Probleme lenken, die sich im Grossen und Ganzen jedem aufdringen, der, um die
Stetigkeitseigenschaften konkreter Mannigfaltigkeiten auf ihre Abhéngigkeit von-
einander zu analysieren, sich des Mikreskopes der abstrakten Mengenlehre bedient.
Ich bin auch nicht der erste, der die Gelegenheit eines internationalen Mathematiker-
Kongresses beniitzt, um der abstrakten Mengenlehre, und zwar jenem Zweige derselben,
von dem hier die Rede war, Propaganda zu machen. Vor acht Jahren hatte Heir
Hapavarp in Paris ein Problem, das diesem Zweige der abstrakten Mengenlehre
angehort, gestellt; er hatte auch zugleich auf die Notwendigkeit einschldgiger Unter-
suchungen, die iiber die Theorie der Punktmengen hinausgehen, hingewiesen. Damals
war dieser ganze Gedankenkreis den meisten Mathematikern fremd; es waren hoch-
stens die Elemente der Lehre der Punktmannigfaltigkeiten in der Mathematik einge-
biirgert. In der kurzen Zeit, die seither verflossen ist, hat sich nun nicht nur diese
Lehre weit entwickelt; es hat sich auch die Beschiftigung mit anderen konkreten
Mannigfaltigkeiten Bahn gebrochen und die Analysis mit fruchtbaren Ideen und
Resultaten bereichert. Dadurch ist nun einer. Lehre der Verdichtungstypen und
der Verkettungstypen ein Material zur Verfiigung gestellt, das nicht verdient, unaus-
geniitzt zu bleiben.
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P. KOEBE

UEBER EIN ALLGEMEINES UNIFORMISIERUNGSPRINZIP

Das Problem der Uniformisierung einer algebraischen oder einer beliebigen
analytischen Kurve, d. i. das Problem der Bestimmung solcher Hiilfsverdnderlichen,
durch deven Einfihrung als unabhingige Variable die Koordinaten der Punkte der
betreffenden Kurve eindeutige analytische Funktionen werden, ist in organischer Weise
mit der Theorie der automorphen Funktionen verkniipft und bezeichnet recht eigentlich
den Kernpunkt dieser Theorie.

Nachdem insbesondere ScHWARZ in seiner Abhandlung tber die hypergeometrische
Reihe und ScHOTTKY in seiner Doktordissertation iiber die konforme Abbildung mehrfach
zusammenhéngender ebener Bereiche klassische Beispiele gegeben hatten, Beispiele,
welche ibrigens bereits Riemany bekannt gewesen sind, wie aus seinem Nachlass
hervorgeht, waren es KrLeiN und Poincarg, welche zu Anfang der 80-er Jahre das
grosse (rebdude der Theorie der automorphen Funktionen errichteten und die Idee
der Uniformisierung beliebiger algebraischer Kurven in systematischer Weise zur
Geltung brachten.

Unter den von KreiN und PoincaRrRE damals in Betracht gezogenen Uniformi-
sierungstheoremen (Fundamentaltheoremen) will ich hier nur drei ndher bezeichnen.

1. Die Riemaunnsche Flache, welche die Verzweigung der gegeben zu denkenden
algebraischen Funktion y(x) geometrisch darstellt, denke man sich lings p die
Flache nicht zerstiickenden Rackkehrschnitten aufgeschnitten; (mit p wird hierbei das
Geschlecht der Riemannschen Fliche bezeichnet). Dann gibt es eine aunf der zer-
schnittenen Fliche eindeutige analytische Funktion #(x,y), durch deren Vermittelung
diese Fliche umkehrbar eindeutig und konform auf einen die ¢-Ebene einfach be-
deckenden 2 p-fach zusammenhdngenden Bereich abgebildet wird, dessen Begrenzungs-
linien paarweise durch lineare (loxodromische) Substitutionen auf einander bezogen
erscheinen. Die Grosse ¢ ist bis auf eine lineare Substitution vollstindig bestimmt.
Die erwdhnten Substitutionen, durch deren Vermittelung die Begrenzungslinien des
¢-Bereichs auf einander bezogen erscheinen, sind durch die Abbildungsbedingung
bereits mitbestimmt (Krein, Math. Ann., Bd. 19 und 21).

I, a. Als ein wichtiger interessanter Spezialfall des Theorems I kann mittelbar
der Satz angesehen werden, dass es mdglich ist, einen beliebigen (p-1)-fach
zusammenhingenden, die Ebene einfach bedeckenden Bereich mit p 41 Begrenzungs-
linien umkehrbar eindeutig und konform auf einen von p -1 Vollkreisen begrenzten
Bereich abzubilden.
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II. Die Riemannsche Fliche denke man sich (wie in der Theorie der Abelschen
Integrale), lings p Riickkehrschnittpaaren aufgeschnitten, welche die Riemannsche
Fliche in bekannter Weise in eine p-fach zusammenhéngende IFliche mit p Be-
grenzungslinien verwandeln. Dann. gibt es eine im Innern der aufgeschnittenen Fliche
eindeutige Funktion ¢(x, y) durch deren Vermittelung diese Fliche auf einen die
t-Ebene einfach bedeckenden p-fach zusammenhingenden Bereich abgebildet wird,
wobei jede einzelne Begrenzungslinie des letzteren das Bild eines Riickkehrschnitt-
paares darstellt und dementsprechend in vier Stiicke zerfillt, deren je zwei gegenii-
berliegende durch eine parabolische Substitution auf einander bezogen erscheinen. Die
beiden zu einer Begrenzlinie des (-Bereiches gehorenden parabolischen Substitutionen
haben ecinen und denselben Fixpunkt, welcher ausserhalb des betrachteten Bereichs
liegt (1).

III. Die Riemannsche Fliche denke man sich in kanonischer Weise in eine
einfach zusammenhingende Fliche verwandelt, indem man die unter IT genannten p
Rickkehrschnittpaare derartig deformiert, dass die p Kreuzungspunkte nach einem
Punkte der Riemannschen Fliche zusammenricken. Dann gibt es eine innerhalb der
zerschnittenen Fliche eindeutige analytische Funktion, durch deren Vermittelung
diese Flidche umkehrbar eindeutig und konform auf ein Grenzkreispolygon abgebildet
wird. Die Randsubstitutionen werden bei diesem Polygone von 2p hyperbolischen
Substitutionen gebildet (Kr.erx, Math. Ann., 20 und 21; PoincaRE, Acta math., 1 und 4).

Die Herren Kreiv und PoincaRrRE bedienten sich urspriinglich zum Beweise der
Uniformisierungstheoreme einer von ihnen als Aontinuititsmethode (méthode de con-
tinuité) bezeichneten Methode. Abgesehen von dem Falle des Theorems III ist jedoch
eine wirkliche sorgfiltigere Durchfihrung dieser Methode bisher nicht einmal
versucht worden, ein Umstand, der tibrigens die Bedeutung und Tiefe des dieser
Methode zu Grunde liegenden Gedankens in keiner Weise beeintrichtigt (*). Fiir den
Fall des Theorems III sind spidter noch andere Methoden angegeben und ausgear-
beitet worden, so die Methode des Linienelemenis, welche, der Idee nach auf
Scawarz zuriickgehend, das Abbildungsproblem mit dem Problem der Integration
der partiellen Differentialgleichung #u = ¢* in Verbindung bringt und von Prcarp
und PoiNcare durchgefiihvt wurde (3), die Methode der Ueberlagerungsfiiche, welche,
der Tdee nach meines Wissens ebenfalls auf Scawarz zuriickgehend, das Abbildungs-
problem mit dem Problem der konformen Abbildung einer aus der gegebenen auf-
geschnittenen Riemannschen Fliche durch einen Ueberlagerungsprozess entspringenden
unendlich-vielblittrigen einfach zusammenhéngenden Fliche auf das Innere des Einheits-
kreises in Verbindung bringt und zuerst von Herrn PoiNcarE in der Abhandlung:
Sur un théoréme de la théorie générale des fonctions analyliques (Bull. de la
soc. math. de France, t. 11, 1883) in Angriff genommen worden ist, schliesslich die
Iterationsmethode, welche, am Vorbilde der Jacobischen Transformationsketten -orien-

(*) Theorem II ist meines Wissens bisher nicht aysdriicklich formuliert worden, obgleich es,
wie mir scheint, besonders hervorgehoben zu werden verdient.

() Mit der Kontinuititsmethode hat sich in neuerer Zeit besonders Herr R. FrIckE beschif-
tigt (Math. Annalen, Bd. 59). Siche auch Fricke's Heidelberger Vortrag (1904).

(*) Eine darauf sich beziehende Abhandlung des Herrn Scuwarz ist bisher nicht verdffentlicht
worden.



tiert und mit der Methode der Ueberlagerungsfliche verwandt, von Herrn ScHLE-
SINGER im Falle p =0 durchgefithrt worden ist.

Die neuesten Entwickelungen iiber das Uniformisierungsproblem haben an die
erwidhnte Arbeit PoiNcarg's im Bulletin angekniipft. Die grosse und spezifische Be-
deutung der in dieser Abhandlung zum ersten Male angewandten Methode der Ueber-
lagerungsfliiche beruht darauf, dass sie sich nicht nur auf das Problem der Unifor-
misierung beliebiger algebraischer, sondern tiberhaupt beliebiger analytischer Kurven
bezieht. Wie bereits erwihnt wurde, ist fiir die Methode der Ueberlagerungsfliche
die Zuruckfihrung des Uniformisierungsproblems auf das Problem der konformen
Abbildung des allgemeinsten einfach zusammenhingenden nach Art einer Riemann-
schen Fldche tiber der Ebene ausgebreiteten Bereichs (von welchem nur die inneren
Punkte in Betracht gezogen werden), auf einen die Ebene einfach bedeckenden Bereich
charakteristisch. Dieser Abbildungssatz wurde von PoincarE L e. unter der wesent-
lichen Restriction bewiesen, dass der gegebene einfach zusammenhéngende Bereich
mindestens dred Punkte der Ebene wunbdedeckt lisst, ein Umstand, welcher fir das
Problem der Uniformisierung analytischer Funktionen die Einfiihrung von Ausnakme-
stellen notwendig machte. Eine Kldrung und Losung der hier vorliegenden Schwie-
rigkeit bezeichnete Herr HILBERT in seinem bekannten auf dem internationalen Ma-
thematiker-Kongress in Paris (1900) gehaltenen Vortrage « Mathematische Probleme »
als « dusserst wiinschenswert ».

Nach den Veroffentlichungen von Oscoop, BropiN, JoHaNsson, welche an die
genannte PorncarE-sche Arbeit ankniipfen, gelang im Jahre 1907 die vollstindige
Losung des oben bezeichneten Abbildungsproblems. Es ergab sich, dass jede einfach
zusammenhéngende endlich- oder unendlich-vielblattrige Riemannsche Flidche oder tiber-
haupt Flidche im Raum umkehrbar eindeutig und konform auf die einfach zu denkende
Fliche entweder eines Kreises oder der ganzen Ebene excl. oder der ganzen Ebene
incl. des unendlich fernen Punktes abgebildet werden kann.

Anfang November 1907 erschien die den Gegenstand betreffende Arbeit Poin-
CARE's (*). Ich selbst habe in den Gottinger Nachrichten zwei Beweismethoden fiir
den genannten Satz verdffentlicht (2).

Die erste von mir verdffentlichte Methode besteht darin, den gegebenen einfach
zusammenhdngenden Bereich B als Grenze B=1im B, von lauter einfach zusam-

fl— o0

menhéngenden Bereichen B,, B.,..., By, Bu+i, ... aufzufassen und die letzteren
Bereiche durch Vermittelung von Funktionen ¢,(2), @s(2),... umkehrbar ein-
deutig und konform auf einblittrige Kreisflichen mit wachsendem Radius derart
abzubilden, dass ein im Innern von B, fest gew#hlter Punkt O jedesmal in den
Nullpunkt, den Mittelpunkt der Kreisflichen iibergeht und dass im Punkte O der
dg.(z)
dz

Differentialquotient fir jeden Wert des Index # gleich eins ist. Jenachdem

der Radius der Kreisfiichen mit wachsendem Wert des Index » gegen einen endlichen
Wert oder gegen den Wert oo konvergiert, leistet die Grenzfunktion ¢(2)=1lim ¢,(z)

() H. PoiNcarg, Sur l'uniformisation des fonctions analytiques (Acta math., t. 31).
(%) Ueber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven (Erste Mitteilung vom 12,
Mai 1907, zweite Mitteilung vom 23. Nov. 1907).
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eine konforme Abbildung der Fliche B auf das Innere einer Kreisfliche oder auf die
ganze Ebene excl. des unendlich fernen Punktes. Der Fall, in welchem die konforme
Abbildung der Fliche B auf die ganze Ebene incl. des unendlich fernen Punktes statt-
zufinden hat, tritt nur fir geschlossene Riemannsche Fldchen vom Geschlecht nulf
ein und ist bekanntlich bereits von Scawarz (1870) erledigt worden.

Die zweite von mir verdffentlichte Methode stimmt mit der Methode des Herrn
Porncarg im Grundgedanken iiberein. Die einfach zusammenhéngende Fliche B wird
in der Form B=B,-} B’ dargestellt gedacht, wobei B, ein einfach zusammenhin-
gendes ganz im Innern von B enthaltenes Stiick von B, B’ den iibrigen zweifach
zusammenhingenden Teil von B bezeichnet, welch letzterer sicher eine Begrenzungs-
linie von einfacher Natur aufweist. Es wird nun der Nachweis gefiihrt, dass es moglich
ist, den Bereich B’ umkehrbar eindeutig und konform auf die schlicht zu denkende
Fliche eines Kreisrings K abzubilden, dessen einer Begrenzungskreis sich auf einen
Punkt reduzieren kann. Die Fliche B==B, 4B’ ist nunmehr im Sinne der konformen
Abbildung aequivalent der einfach zusammenhéngenden ¢dealen Fliche B = B, + K,
welch letztere nach den Methoden von ScHWARZ (« giirtelfsrmige Verschmelzung »)
auf einen nattirlichen einfach zusammenhingenden Bereich der gewiinschten Beschaf-
fenheit abgebildet werden kann.

Die Tragweite des soeben besprochenen allgemeinen Abbildungssatzes iiber ein-
fach zusammenhéngende Bereiche fiir das Uniformisierungsproblem wird durch die
Bemerkung charakterisiert, dass mit Hiilfe dieses Abbildungssatzes alle in Rahmen
der Betrachtung reeller Substitutionsgruppen mit endlich oder unendlich vielen Grup-
penerzeugenden moglichen Uniformisierungstheoreme sich erledigen oder, besser ge-
sagt, alle Uniformisierungstheoreme, welche auf Verschichungsgruppen der absolu~
ten (elliplischen, parabolischen oder hyperbolischen) Ebene fihren ('), eine Einschrin-
kung, welche iibrigens die zu uniformisierende analytische Kurve durchaus willkiirlich
liasst und von zentraler Bedeutung ist.

Mit Hilfe des genannten allgemeinen Abbildungssatzes gelingt es insbesondere
auch das zu Anfang formulierte KrLein-PoiNcargi-sche Theorem III zu beweisen (*).
Unerledigt bleiben jedoch die andern oben formulierten Theoreme, welche auf ima-
ginire Substitutionsgruppen fithren. Die Idee der Ueberlagerungsfliche kann offenbar
auch bei diesen Theoremen zur Anwendung gebracht werden. Fasst man etwa das
erste Theorem ins Auge, bei welchem man sich die gegebene Riemannsche Fliche
vom Geschlecht p durch p die Fliche nicht zerstiickende Riickkehrschnitte aufge-
schnitten denkt, so besitzt die analytische Funktion, welche die konforme Abbildung
der aufgeschnittenen Riemannschen Fliche auf den unbekannien Fundamentalbereich
mit loxodromischen Randsubstitutionen vermittelt, die Eigenschaft, einen gewissen
unendlich vielfach zusammenhingenden Bereich B, welcher der gegebenen Riemann-
schen Fliche iibergelagert zu denken ist und aus dieser durch einen leicht iiberseh-
baren Prozess entspringt, umkehrbar eindeutig und konform auf ein die Ebene des
gesuchten Fundamentalbereichs nirgends mehrfach bedeckendes Gebiet abzubilden,

(*) S. die vier zu Anfang meiner ersten Mitteilung tiber die Uniformisierung belicbiger ana-
lytischer Kurven aufgestellten Theoreme.
() 8. den Abschnitt « Der Fall der algebraischen Kurven» am Schlusse der ersten Mitteilung.
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weleh letzteres von der Gesamtheit aller derjenigen Bereiche gebildet wird, die aus
dem Fundamentalbereich vermdge der Substitutionen der durch den Fundamentalbe-
reich bestimmten Gruppe entspringen. Der Bereich B ist nichts anderes als die voll-
stdndige Riemannsche Fliche, welche die Verzweigung der unbekannten Uniformisie-
rungstranszendenten #(«,y) darstellt, und es ist wesentlich, dass diese Riemannsche
Fliche als bekannt gelten darf.

Wir werden so darauf gefithrt, ein allgemeines Abbildungsprinzip aufzustellen,
nimlich das folgende:

EIN ALLGEMEINES ABBILDUNGSPRINZIP: Ist B irgend eine nach Art
einer Riemannschen Fliche iber der Ebene ausgebreitete Fli-
che, welche endlich- oder unendlich-vielbldttrig, von endlichem
oder unendlich hohem Zusammenhange ist und welche sich im
Sinne der Analysis situs wie ein einbléattriger Bereich verhilt,
d. h. welche keinen sie niecht zerstickenden ganz im Innern ver-
laufenden Riickkehrschnitt zulédsst, so ist es moglich, die Flé-
che B umkehrbar eindeutig und konform auf einen die Ebene
nirgends mehrfach bedeckenden Bereich abzubilden. Die Abbil-
dungsbeziehung erstreckt sich dabei, allgemein zu reden, nur
auf die inneren Punkte. _

Die Tragweite dieses allgemeinen Abbildungsprinzips fiir die Durchfiihrung der
Uniformisierung algebraischer und iiberhaupt analytischer Kurven ist die denkbar
weiteste. Beachtet man nimlich, das die Riemannsche Fliche, welche die Verzwei-
gung irgend einer fir die Kurve (2, y) zu bestimmenden Uniformisierungstranszen-
denten #(z,y) darstellt, alle in unserem allgemeinen Abbildungsprinzip fir die
Fliche B geforderten Eigenschaften haben muss, so erkennt man die Richtigkeit des
folgenden allgemeinen Uniformisierungsprinzips:

EIN ALLGEMEINES UNIFORMISIERUNGSPRINZIP: Jede im Sinne der Ana-
lysis situs mogliche Uniformisierung einer beliebigen analyti-
schen Funktion kann auch funktionentheoretisch verwirklicht
werden.

Einen vollstindigen Beweis dieses allgemeinen Uniformisierungsprinzips bezw.
des genannten allgemeinen Abbildungsprinzips werde ich demnéichst in den Nachrichien
der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen verdffentlichen.

Der Fall, in welchem die auf einen schlichten Bereich abzubildende Fliche B
einen Zusammenhang von endlicher Ordnung p -} 1 hat, lisst sich durch folgende
Bemerkungen erledigen. Analog wie bei der zweiten Methode zum Beweise des all-
gemeinen Abbildungssatzes fiir einfach zusammenhidngende Bereiche, zerlegen wir
den (p - 1)-fach zusammenhéngenden Bereich in Stiicke, nimlich in ein (p -+ 1)-
fach zusammenhingendes Stiick, welches p 1 Begrenzungslinien von einfacher Natur
besitzt und in p 4 1 zweifach zusammenhiingende Bereiche, von welch letzteren nur
bekannt ist, dass jeder derselben wenigstens e¢ine Begrenzungslinie von einfacher
Natur besitzt. Jeder einzelne dieser zweifach zusammenhingenden Bereiche kann
auf Grund meiner zweiten Mitteilung (1. c.) auf einer Kreisring abgebildet werden.
Wir konnen daher von der gegebenen (p -~ 1)-fach zusammenhingenden Fliche
dadurch zu einer anderen ¢dealen (p -} 1)-fach zusammenhingenden Fliche iibergehen,
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dass wir an Stelle jedes der genannten p - 1 zweifach zusammenhingenden Teil-
stiicke der Fliche B die dquivalenten Ringgebiete substituiren. Die so erhaltene /deale
Fliche erscheint jetzt unmittelbar als Teil einer fdealen geszhlossemen einfach zu-
sammenhingenden Fliche, insofern als jeder der genannten Kreisringe zur vollen
Kreisfliche erginzt gedacht werden kann. Diese geschlossene Fliche ldsst sich nun
nach den ScHwarz'schen Methoden auf die einfach zu denkende Fliche der Vollkugel
abbilden, eine Abbildung, bei welcher die gegebene (p - 1)-fach zusammenhingende
Fliache in einen einbldttrigen Bereich verwandelt wird. q. e. d.

Unter den schlichten Bereichen von endlicher Ordnung des Zusammenhanges sind
vom Standpunkte der Theorie der konformen Abbildung diejenigen besonders ausge-
zeichnet, deren Begrenzung von Vollkreisen gebildet wird. Es gilt der Satz, dass
jeder beliebige (p -}~ 1)-fach zusammenhingende schlichte Bereich umkehrbar eindeutig
und konform auf einen von p-+1 Vollkreisen begrenzten Bereich abgebildet
werden kann und zwar, abgesehen von einer linearen Substitution, nur auf eine
Weise (!). Wir konnen also sagen: Jeder endlich vielfach zusammenhingende schlichte
Bereich lisst sich auf eine und nur eine Weise als Kreisbereich normieren. Obgleich
es mir bisher nicht gelungen ist, das Analoge fiir den allgemeinsten unendlichviel-
fach zusammenhéingenden schlichten Bereich darzutun, mochte ich doch der Vollstin-
digkeit halber den analogen allgemeinen Satz wenigstens formulieren:

EIN ALLGEMEINES NORMIERUNGSPRINZIP: Jeder die Ebene nirgends
mehrfach bedeckende endlich- oder unendlich-vielfach zusammen-
hdngende Bereich ldsst sich auf eine und, abgesehen von einer
linearen Substitution, nur eine Weise konform und umkehrbar
eindeutig auf einen Kreisbereich abbilden. Inshesondere konnen
zwel Kreisbereiche auf einander bezw. ein Kreisbereich auf sich
selbst nur durch lineare Substitutionen bezogen werden.

Anmerkung: Die Bezeichnung eines Bereichs als Kreisbereich ist hierbei im
weitesten Sinne zu verstehen, insofern als fir jeden einzelnen Begrenzungskreis eines
derartigen Bereichs die Moglichkeit offen gelassen werden muss, dass derselbe sich
auf einen Punkt reduziert.

Ist der auf einen Kreisbereich abzubildende unendlich-vielfach zusammenhéngende
gegebene Bereich in Bezug auf die Axe des Reellen zu sich selbst symmetrisch und
so beschaffen, dass seine samtlichen Begrenzungen die Axe des Reellen treffen, so
gelingt die Abbildung auf einen Kreisbereich nach derselben Methode, welche ich
fir endlich-vielfach zusammenhingende Bereiche dieses Typus auf der Naturforscher-
versammlung in Stuttgart mitgeteilt habe (*).

Die Bedeutung des allgemeinen Normierungsprinzips fiir das Uniformisierungs-
problem beruht darauf, dass durch Zuhilfenahme dieses Prinzips unter gewissen Vor-
aussetzungen der linear-automorphe Charakter der Uniformisierungstranszendenten
erzielt werden kann.

() 8. die Voranzeige des Verfassers: Ueber die Uniformisierung der algebraischen Kurven.
Imaginire Substitutionsgruppen (Mitteilung eines Grenzibergangs durch iterieren-
des Verfahren). Gott. Nachr., Sitzung vom 22. Febr. 1908.

(*) S. die Arbeit des Verfassers: Ucber konforme Abbildung mehrfach zusammenhingender
ebener Bereiche (Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 1908).
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P. BOUTROUX

I’INVERSION DES FONCTIONS ENTIERES

Soit 7 (#) une fonction multiforme pourvue d'une infinité des branches. Les
branches de y («) se permutent suivant un certain mécanisme autour d'un ensemble
infini de points critiques z; (dont plusieurs, ou une infinité, peuvent d'ailleurs &tre
confondus). Supposons alors que nous voulions approfondir 'étude de y («), et, par
exemple, trouver la maniére la plus naturelle d'exprimer y et 2 en fonction uniforme
d'une méme variable ¢. Je crois que la voie & suivre est la suivante: 1° analyser
le mécanisme des permutations suivant lequel s'échangent les branches de y (z);
2° construire une fonction uniforme z (#) dont l'inverse présente le méme mécanisme
de permutations et, plus précisément, les mémes points critiques que y(x). Alors y
sera une fonction uniforme (d'ailleurs inconnue) de #.

Pour réaliser ce programme (con¢u principalement en vue de 1'étude des équations
différentielles) j'ai commencé par ébaucher une classification des divers mécanismes
de permutations que peuvent présenter les fonctions multiformes. Il est & noter que
ce qui entre en considération dans cette classification, c'est l'ordre suivant lequel
les diverses déterminations de y (z) [en un point fixe] peuvent se succéder. C'est
grace & l'introduction de cette notion d'ordre que nous pouvons recueillir sur I'ensemble
des déterminations y des enseignements que n'aurait pas donnés la seule Mengen-
lehre. Mais précisons le probléme, en fixant, par exemple, notre attention sur un
ensemble infini de points critiques algébriques #; convergeant vers un méme point
limite X, lequel est un point singulier transcendant de y. Etudier l'ensemble des
permutations opérées par les x;, c'est en somme étudier la nature de la singularité X,
et ainsi nous sommes amenés a tenter une classification des points singuliers tran-
scendants X. C'est ce que j'ai cherché a faire, en étudiant tout d’abord, parmi les
points X, ceux que j'ai appelés « points de premiére espéce », points caractérisés
par le fait que l'ensemble total des déterminations y; permutées par les a; (et
I'ensemble des 2; eux-mémes ) se laissent ranger (dans l[ordre o on les obtient)
sutvant une série unilinéaire. Un tel ensemble de déterminations y; (ensemble de
premiére espéce, dirons-nous) est facilement représentable sur une surface de RIEMANN
(o g, est uniforme), tandis que la représentation sur une telle surface d'un ensemble



— 39 —
d'y; d'espéce supérieure & la premiére sera probablement toujours artificielle. Mais,
ne nous avangons pas tant, et contentons-nous de dire qu'un ensemble de déterminations
yj (%) de premicre espéce peut toujours étre représenté en fonction uniforme d'un
parameétre ¢t dont x est fonction entiére, et qu'inversement I'ensemble des détermi-
nations de la fonction inverse d’'une fonction entiére ou méromorphe x (t) se pré-
semte comme une Suite d’ensembles de premiére espéce (suite finie, i la fonction
est de genre fini).

Ainsi, tant que nous nous bornerons aux mécanismes de premiére espéce, la
seconde moitié du programme que j'ai tracé tout & l'heure reviendra & 1'étude de
Uinversion des fonctions entiéres et méromorphes. De cette étude je voudrais pre-
senter quelques échantillons qui, mieux qu'un exposé abstrait, feront comprendre ma
pensée.

§ 1.

Considérons la fonction entiére de &

2+)~,w 2+7\,r
1 . v .
Z=12ke* “cosz—i(2-44)e* “sinz.

Cette fonction est construite de fagon que la fonction inverse x (Z) admette
comme points critiques (permutant deux déterminations) les points

2KiT
Z=12k* , w=kn (kentier quelconque).

1
)
Nous allons distinguer différents cas et énumérer, dans chacun d'eux, les principales
propriétés de Z (z).

Séparons dans > la partie réelle de la partie imaginaire en posant %:a—l—ﬂz’.

1°) « négatif, B4 0. — Menons une coupure de Zp & l'4nfini suivant le
prolongement du rayon OZy, ct considérons, lorsque Z déerit la coupure Zy, les deux
chemins déerits & partir de # =/4m, par les deux déterminations x confondues
en Zy. L'ensemble de ces deux chemins forme une ligne Lj allant de linfini &
Vinfini et coupant axe réel au point & = km. Opérant de méme pour tous les
points Zj, on constate que les lignes Lj; ne se coupent pas entre elles et découpent
(dans le plan z) une suite infinie de régions Ry (limitées, chacune, par deux lignes Ly
d’'indices consécutifs). Les régions Ry jouissent de cette propriété fondamentale que
dans chucune d'elles la fonction 7 (x) prend une et une Sseule fois ftoule valeur
donnde.

I1 est facile de construire une surface de Riemann S, formée de feuillets
superposés Fy, sur laquelle x(Z) soit uniforme; il suffit de relier chaque feuillet au
suivant par une ligne de croisement menée suivant une coupure z;. Alors on peut
dire que la fonction enticre Z (2) réalise la représentation conforme de la surface S
sur le plan, chaque [feuillet étant représenté par une région Ry.
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L’ensemble des déterminations de x(Z) est d’ailleurs un « ensemble de premiére
espéce » parce que, si, partant d'une détermination x, (Z), on veut engendrer une
suite infinie de déterminations nouvelles, on ne peut procéder que d'une maniére:
on doit opérer la suite des permutations ...Zx-.,Zz, Zysr... (J entends franchir
successivement les coupures ...Zy_,,Zx, Zysr...) en suitvant Uordre des indices
eroissants ou décroissants.

Remarquons que les points Zy, Zxsy , Zgrz,... convergent vers 0. Dés lors, pour
tourner successivement autour de cette suite de points, on a le choix entre plusieurs
chemins, On peut faire tourner Z indéfiniment dans un sens convenable sur le contour
d'un cercle fize de centre Z==0: alors & décrit un chemin infini sur lequel Z reste
indéterming. On peut aussi faire tourner Z sur un contour qui s'enroule en spirale
autour des points Zy, Zgrr, ... et converge vers l'origine: alors & déerit un chemin
infini sur lequel Z tend vers 0.

Nous grouperons donc de la maniére suivante 1'ensemble des chemins qui s'éloi-
gnent indéfiniment sur le plan 2: 1° chemins contigus sur lesquels Z tend vers le
point Z=0 (en s'enroulant une infinité de fois autour de ce point): 1'ensemble de
ces chemins forme une sorte de bande que j'appelle langue finie (du second type)
ot 7 tend vers 0; 2° chemins sur lesquels Z augmente indéfiniment: leur ensemble
forme une langue infinie; 3° chemins sur lesquels Z est indéterminée: 1'ensemble
de ces chemins forme deux « languettes d’indétermination » séparant la langue finie
de la langue infinie.

Cela posé, il est loisible d’introduire dans l'expression de Z un ou plusiemrs
paramétres: en faisant varier ces parameétres d’une maniére continue, on obtiendra
une infinité de fonctions entiéres Y(x) dont les inverses auront un ensemble de
points eritiques convergeant vers Y =0 el opérant suivant le méme méeanisme
que U'ensemble des points Zy; quand on passera de Z & Y, les régions Ry, les
langues, les languettes se déformeront, mais conserveront leurs propriétés. Inversement
si Lon se donne un ensemble quelconque de points ...Mk—1 , N s N1, ... CONVErgeant
vers Y =0, il est possible en général () de construire une fonction entiére Y(x)
dont Uinverse admette des points ny comme points critiques opérant suivant le
méecanisme déerit ci-dessus.

2°) e négatif, #=0. — Méme mécanisme que dans le cas précédent, a cela
prés que le points critiques Zj ne convergent plus vers Z = 0 et Z = oo ; ces points
convergent vers tous les points d'une courbe fermée (entourant Z = 0) si « est irra-
tionnel, et coincident avec un nombre fini de points si e est rationnel. Dans un cas
comme dans l'autre, 1'origine n’est plus point singulier transcendant pour la fonction
x (Z). La fonction Z (x) ne présente plus de langue finie.

3°) @ positif, == 0 (par exemple #>0). — La division du plan 2 en
végions Ry ne réussit plus. En effet, les lignes I définies plus haut ne coupent plus
l'axe réel, en sorte que toutes les lignes ...Ly_;, Lgs1,... sont d'un méme coté

(*y Jai étudi¢ le cas ou le rapport 7—7:-7—"'—1 tend vers une limite inférieure & un.
%
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de Ly. Nous aurons dés lors recours au procédé suivant: posons Z, = iw - g, et
appelons « coupure Z, » le rayon OZj, oo prolongé de 0 a linfini; lorsque Z déerit la
coupure Zy, la détermination x qui prend en Z, la valeur lm—f—y—; déerit une
ligne L; allant de l'infini & linfini et coupant l'axe réel. D’ailleurs les lignes
Ly , Ly sont de part et d’autre de Lj, en sorte que les Ly, découpent dans le
plan z une infinité de régions Ry, dont chacune contient une et une seule valeur
critique « = %m. Alors les végions Rj, jouissent de cette propriété fondamentale que
dans chacune d'elles la fonction Z (z) pread deux fois au plus toute valeur donnée.

Construisons une surface de Riemann §' formée de feuillets superposés F, reliés
respectivement les uns aux autres par les coupures Zj, , Zp1 ,...: la fonction entiére
Z (x) réalise la représentation conforme de la surface S sur le plan.

L’ensemble des déterminations de x (Z) est un « ensemble de premiére espéce »
parce que si, partant d'une détermination x, (Z) on veut engendrer une suite infinie
de déterminations nouvelles, on ne peut procéder que d’une maniére: on doit franchir
la série des coupures Zy, Zj.,, ¢'est-a-dire opérer une infinité de permutations suc-
cessives autour de Z =0 directement (*). D’ailleurs, sur chacune des déterminations
obtenues (soit sur celle, x;, qui est représentée sur le feuillet F;) se branchera une
détermination x] permutable autour de Z;. Mais, si I'on abandonne la série des ay
pour passer de x; & &, on ne pourra obtenir une infinité de déterminations nouvelles
qu'a la condition de revenir de & & a; pour reprendre la série des . C’est pourquoi
nous disons qrie les permutations Z; sont des permutations-impasses.

Cela posé, on voit facilement que, pour faire traverser & 2 la série des régions Ry,
il suffit de mouvoir Z (toujours dans le méme sens) sur le contour d'un cercle fize
de centre Z==0 ou sur une spirale convergeant vers Z =10 . L’ensemble de chemins
qui s’éloignent indéfiniment dans le plan x se groupent alors comme il suit: 1° chemins
contigus sur lesquels Z tend vers Z =0 (sans s’enrouler une infinité de fois, — sur
un rayon, si 'on veut): j’appellerai 1'ensemble de ces chemins langue finie (du premier
type); 2° chemins sur lesquels Z augmente indéfiniment (langue infinie); 3° entre
les deux langues, chemins sur lesquels 7 reste indéterminée (languettes dindéter-
mination).

Introduisant maintenant des paramétres dans l'expression de Z, on construira
(comme dans les cas ot @« < 0) une infinité de fonctions entiéres Y(z) dont les
inverses présentent le méme mécanisme de permutations que la fonction x (Z).

4°) « positif, B=0. — Méme mécanisme, les points Z; convergeant vers
tous les points d'une courbe fermée ou coincidant avec un nombre fini de points.

5°) a==0. — Cas limite des cas &< 0 et « > 0. En ce cas, on sera libre
de choisir I'une ou l'autre des deux divisions du plan x en régions Ry ou en
régions Ry .
(*) Lorigine est done, dans le cas présent, point transcendant directement critique. Au con-
traire, lorsque « <0, l'origine est seulement point-limite de points critiques algébriques.
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§ 2.

Si j'ai insisté quelque peu sur le mécanisme des permutations qui échangent
entre elles les diverses déterminations de x (Z), ¢’est que nous retrouvons exactement
le méme mécanisme lorsque nous considérons U'inverse d’une fonction entiére quel-
conque Y(z). Disons en quelque mots comment les choses se passent pour une telle
fonetion.

Envisageons a priori dans le plan & les chemins qui s'éloignent indéfiniment;
sur ces chemins, Y peut tendre vers un limite finie ou infinie, ou rester indéterminée.
Ainsi nous distinguerons dans le plan des x des langues finies, des langues infinies
-et des languettes d’indétermination. D’ailleurs il résulte d'un théoréme de M. DENyoY
que le nombre total des langues présentées par Y(2) est un nombre fini si la fonction
Y(«x) est du genre fini.

Cela posé, considérons trois langues contigués, par exemple une langue L, dans
laquelle Y tend vers Y =0, flanquée de deux langues L, et L,. On démontre que
L, et L, sont nécessairement des langues ou Y tend vers Y =oo. De plus, soit ¢
(dans le plan Y) un cercle arbitrairement petit de centre Y==0: il existe (dans le
plan ), entre (!) L et L, un chemin ¢ s'éloignant indéfiniment (dans une languette
d’'indétermination) sur lequel Y(x) repasse une infinité de fois par la série des
valeurs Y situées sur le contour ¢. Prenons alors un point fixe Y sur le contour ¢,
et appelons ...Z—, , Zj, Zjs1,... la suite des points de d ot I'on a Y () =Y. Je
démontre que, pourvu que j dépasse um certain nombre fini, le mécanisme qui
permute entre elles la swite des déterminations Tj , Zjer ... de x (Y) est nécessairé-
ment l'un des mécanisme que j'ai déerits auw § 1. 11 est alors possible de délimiter
dans le plan 2 une série unilinéaire de régions Ry (ou R;), contenant respectivement
les points Zy , Zj+i ... dans chacune desquelles Y(z) ne prend qu'une (ou deux) fois
toute valeur donnée. [Les régions R, traversent L et sont & cheval sur les langues
L, et L,; les régions R; sont & cheval sur les langues L et L,].

On éclaircira d'une maniére analogue le cas ol Y(x) présente deux langues
infinies contigués séparées par une languette d’indétermination. [Ce cas est semblable
4 celui que nous avons rencontré au § 1 dans I'hypothése ot =107]. Et l'on
parviendra ainsi au résultat suivant que j'énonce dans le cas des fonctions de genre fini:

Une fonction entiére de genre fini présente un nombre fini de couples de langues
donnant naissance & un certain nombre (fini) de familles de régions Ry ou Ry.
Chacune de ces régions a, par définition, deux lignes frontiéres seulement. Mais entre
les régions de familles différentes il se trouvera des régions raccords (dont le nombre
total est fini) qui auront plus de deux lignes frontiéres. L’inverse de la fonction
entiére admet plusieurs suites unilinéaires de déterminations, ces suites se branchant
les unes sur les autres autour de certains points critiques (en nombre fini) qui
jouent le role de raccords.

(*) Les choses se passent exactement de méme entre L et La.




M. PETROVITCH

UNE CLASSE REMARQUABLE DE SERIES ENTIERES

1. Nous appellerons polynome 2(z) tout polynome en z & coefficients réels jouissant
de cette propriété que le polynome composé de l'ensemble d'un nombre quelconque
de ses premiers termes ait tous ses zéros réels. Si done

(1) [ =a0+amz+ -+ aa?
est un polynome R(z), 1'équation algébrique

@ fa@)=ayFae4 4 a,8"=0

a toutes ses racines réelles quel que soit » inférieur ou égal a p.
Cherchons les conditions nécéssaires et suffisantes pour qu'il en soit ainsi. En
désignant par

3) Pu(?) = a2+ 0,8 - a2 Fa, =0

la transformée % de 1'équation f,(¢) = 0, les polynomes g¢,(¢) peuvent &tre définis

par la relation de recurrence

(4) Pn(?) j 2 Pn(3) + an .
@0(8) = a,
La courbe
(5) Y = 9u(3)
n’est autre que la courbe
(6) Y =2 Pn(3)

aprés qu'on ait déplacé 1'axe des ¢ parallélement & Iui-méme de la longeur — a,
vers les y négatifs ou positifs suivant que a, est positif ou négatif. En construisant
de proche en proche les courbes (5) en partant des courbes

(7 Y == ¢n(3)
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on s'assure facilement que:
1° Si T'on met & part les courbes

y=9:13) et y=g:(2),
la derniére étant assujettie & 1'unique condition

< A
4a,’
la courbe (7) coupant son axe des z# en #»—1 points réels, pour que la courbe (5)
coupe aussi son axe des z en » points réels, il faut et il suffit que le déplacement a,
de cet axe soit inférieur ou égal au plus petit déplacement &, qu'il faudrait lui im-
primer dans le sens indiqué par le signe de — @, pour qu'il vienne toucher la
courbe (6);

2° Si l'on a en valeur absolue @, <&, la courbe (5) coupe son nouvel axe
en 7 points réels distincts; si a, ==&, ces points sont encore réels mais il y en a
des confondus;

8° Dans le cas ol le déplacement — a,_, a eu sa plus grande valeur possible,
le déplacement — @, relatif & la courbe suivante n’est possible, que dans un seul
sens, positif ou négatif suivant que le point de contact de la courbe (7) avee son
axe des ¢ correspond & un minimum ou & un maximum de cette courbe;

4° 8i Vaxe des z relatif & la courbe (7) touche cette courbe en plusieurs
points, dont les uns sont ses minima, les autres ses maxima, aucun déplacement — a,
n'est plus possible.

Ceci étant, désignons par 4.(ao, @, @2, ... a,) le discriminant du polynome (3)

et considérons 1'équation algébrique en &

(8) [In(a()aalyaz»"'an-lax)=0

dont les racines réelles & fournissent les grandeurs des déplacements — a, qu'il faut
imprimer 3 I'axe des # de la courbe (7) pour qu'il vienne toucher la courbe (5).

Ainsi, les deux premiéres équations o, =0, correspondant & =3 et n =4,
debarassées de la racine simple évidente 2 = 0 communes & toutes ces équations,
seraient

27w - (40} —18a,0,05) = 0
256 ag a* - (144 ap aias — 192 a¢a, 0 — 1280t a3 — 27 at) z +
+ (144 %as 0t + 180t s a5 160,08 — 6 a0aiai — 80 a,aiaias —4aiad) = 0.

Si l'on désigne par 4, la plus petite racine positive de 1'équation (8) et par m,
la plus petite (en valeur absolue) racine négative de la méme équation, il est ma-
nifeste que le plus grand déplacement positif &, est égal & A, et le plus grand dé-
placement négatif &, égal & u,,.
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On arrive ainsi, d'une maniére bien intuitive, au théoréme suivant:
Pour que le polynome [y(2) soit un polynome R(3) il fout et il suffit
1° qu’on ast
4a,’
2° que chaque coefficient a.(2 <n =< p) soit compris enire les deux valeurs
correspondantes A, et .

Dans un cas limite les deux valeurs 4, et u, peuvent avoir la valeur commune
zéro: danms ce cas la valewr a,=0 est la Seule qui satisfasse aux conditions du
probléme.

Remarquons que dans un polynome £2(z) il ne peut y avoir deux coefficients a;
conséeutifs nuls, ni un coefficient nul entre deux coefficients affectés d'un méme
signe; tous les coefficients sont, d’ailleurs, assujettis & la condition

(9) n—1)a)— — 2nanan—2 >0

& laquelle on arrive en exprimant que la derivée d'ordre n — 2 de /,(2) a ces deux
zéros réels.

2. Arretons nous maintenant au cas particuliérement interessant ot tous les
coéfficients @; sont positifs. Le théoreme précédent prend alors la forme suivante:

Pour que [y(2) soit un polynome R(s) il faut et il suffit que le coefficient a,
s0it inférieur ou égal & la plus petite racine positive A, de Uéquation algébrique (8)
et cela pour toute valeur 2 =n=p. ‘

Laissons maintenant p croitre indéfiniment, /,(¢) étant toujours un polynome £2(2):
1o(8) aura pour limite une série

(10) Q) =00+ ams+t 024 -

convergente dans tout le plan de la variable z, ayant ses zéros, en nombre iili-
mité, tous réels et négatifs et jouissant, de plus, de cette propriété remarquable
que Uéquation algébrique, obienue en égalant & zéro Uensemble d’un nombre quel-
conque de ses premiers termes, a toutes ses racines réelles et négatives.

Il suffit, manifestement, pour le voir, de montrer que la série (10) converge pour
toute valeur de 2, ce qui est démontré directement, par exemple, par l'inégalité

(1) 1, < 22 (”ﬂ)"

n"* \a,

qu'on obtient en remarquant qu'en désignant par {,,{s,...{, les valeurs absolues
des racines, toutes négatives, de I'équation algébrique (3) on a

a" C a‘— o e
;'Zng?---zn»a—o'—'Cl"}‘gz—l— "I"Cn

0
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o 1w
o~ N o
3. L’inégalité (11) montre en méme temps que le genre de la fonction £(z)
est inférieur & 2. Mais on arrive & un resultat plus précis en utilisant le théoréme

suivant de LAGUERRE relatif & une classe étendue de fonctions entiéres embrassant
aussi les fonctions £(z) ici considérées. Soit

D,(5)=A,}AsF A2 -
un polynome entier du degré # dans lequel les coefficientsA; sont des fonctions de #
ou bien n’en dependent pas. Supposons que, # croissant indéfiniment, @(2) ait pour
limite une série F(z) convergente pour toutes les valeurs de la variable; supposons
en outre que 1'équation @,(z) = 0 ait pour toute valeur de » ses racines réelles et
de méme signe; la fonction F(z) sera alors égale an produit d'une fonction entiére
du genre zéro par une exponentielle de la forme ¢%+% o @ et & sont des constantes (1).
La démonstration du théordme, telle qu'elle a été donnée par LAGUERRE, sup-
pose essentiellement remplies ces deux conditions:
1° % croissant indéfiniment @,(z) a pour limite une fonction entiére @(z);
20 les zéros de ®@,(z) étant tous d'un méme signe et rangés par ordre de
grandeur, la somme des leurs inverses a une limite finie au plus égal &

et que 1'on a par suite

. A,
—g=—1lim— pour n=c0 .
A,

Ces conditions étant manifestement toujours remplies dans le cas des fonctions
9(z), on arrive au théoréme suivant :

Toute fonction R(z) est le produit d'une fomction entiére du genre zéro par
une exponentielle de la forme Ae™ oi les constantes A et a ont pour valeurs

I1 est également possible de préciser des inégalités auxquelles satisfont les coef-
ficients @; d’une série 2(s) quelconque. La condition précédente

#—1) iy — 20y anz >0
conduit & la suite d'inégalités

An n—1 Un—1

Opy < 2n  ap
Qs 1
/3 2.2 Ay

(*) LacUERRE, Qeuvres, t. I, pag. 174.
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lesquelles, multipliées membre & membre, conduisent 2

23 _OGp—y
< 2" na,
ot par suite aussi a
a a \"*
(12) n < —'——z?(n-—l) (j) ’
nl2 = N

de sorte qu'on peut énoncer la proposition suivante:
Le coefficient a, de toute série 2(3) satisfoit & ['inégalité

@ ﬁn e-om'

(18) ty < =
avec
%logz , p’_a‘VZ
I’inégalité connue
o 0D

permet de donner & (13) aussi la forme suivante

14 avy" o
. N CES
avec v ~

e he 1/ 2
y=fe= Q"

L’inégalité (13) fait voir, par exemple, que pour toute valewr z = re¢* le mo-
dule d'une série quelconque £2(z) est inférieur & la valeur a,6(87) on 6(s) désigne
la transecendante entiére

®  ,—0n?

(15) o) => e

L’inégalité (14) fait voir, d’'une autre part, que les zéros de toute série £(z),

‘o a . . z
tous supérieurs en valeur absolue & 6—19 , croissent avec # plus vite que 2%#.
1

On peut avoir d’autres particularités des séries £2(2) en comparant celle-ci &
d’antres séries déterminées plus faciles & étudier et ayant leurs coefficients supérieurs
au second membre de 1'inégalité (13). Telles seraient, entre autres, les séries entiéres
de la forme

0 z%

0 Zn
;W ’ ;I‘(om—}-b)
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ou bien la transcendante de BErsseL

50" P ¢
4?— Wy ete.

4. 11 est facile & former effectivement des séries £(z) en nombre illimité.
LacuerRE a montré (*) comment on peut former des suites illimités de mombres

Wy, W), 0, ...
jouissant de cette propriété remarquable que toutes les fois qu'une équation algébrique
Av+A e+ F A" =0
a toutes ses racines réelles, il en sera de méme de 1'équation
Aowy+ Ao+ -+ Aiw,2"=0.

Tels sont, entre autres, les nombres w, fonctions suivantes de #:

1° Polynomes P(z) quelconques n’ayant que des zéros réels et négatifs;

2° Fonctions entiéres G(n) quelconques de n, de genre zéro ou un, n'ayant
que des zéros réels et négatifs;

3° Fonctions de la forme ¢~***, « étant un nombre réel et positif quelconque;

4° Produits d'un nombre quelconque de fonctions 1°,2°,3°;

5° Fonctions de la forme

Ay(n)
A5(0) Ag(1) . . . Ay()

Ay(n) et Ay(n) étant deux quelconques parmi les fonetions 1°,2°,3°.
Il s'en suit qu'en connaissant une série

Q) =0o,+az}tasl+- -

on peut en construire une infinité de la forme

9(3)=aowo+a1w12’—|—a2m2z2+. e

W, w,, ;... 6tant des fonctions de = citées précédemment.
Des exemples effectifs des séries £(z) sont fournis par certaines transcendantes
entiéres étudiées par M. G. H. Harpy (*) qui est arrivé, p. ex., au résultat suivant:

(1) Qeuvres, t. I, pag. 83-36; pag. 199-206 etc.
(2) On the zeroes of a class of integral functions (The Messenger of Mathematics, Nov. 1904,
pp. 97-101).



Si &(x) est une fonction de z positive et croissante pour toutes les valeurs de
et si

b (Lc + -;-) = 3(a)

1

b)=bn =7

la fonction entiére

»
> a8
0

a toutes ses racines réelles et négatives; de plus, le méme fait subsiste encore pour
le polynome

o+ a2 4 a4 @™

pour toutes les valeurs de m .
Il en serait, par exemple, ainsi si

bn —_— q—2n+1 Op == gn

[VeRR

=

ou bien si
— 1 .
1 2R8E L, L (o 1)

On
dans ce dernier cas la condition

(a: + g)“— = 3z 4 1)

n'est pas satisfaite pour les petites valeurs de .z, mais la démonstration est facile
a completer.

5. On peut maniféstement, sans nuire & la généralité, écrire toute série dont il
ost question ici, sous la forme

(16) T et boa® by -

Parmi toutes les séries £2(z) en nombre illimité écrites sous cette forme, 1'une
merite une attention toute speciale: c’est la série (16) & coefficients numériques

(17) PR) =124 Aya* - Ay2® - - -

ol tous les coefficients by alteignent leurs plus grandes valeurs possibles.

Le coefficients 4; de cette série est la plus petite racine positive de I'équation
algébrique en &
(18) (1,1, 2,45, Ay ,2) =0



— 43 —

ayant toujours des racines positives, comme l'on s’en assure par les considérations
géométriques précédentes. Les équations, par exemples, fournissant 4,, A, A, sont

dy=42—1=0

d’olt
1
h=1;
43=27x2—§=0
d’ott
1
’13—54’
23 2
A, = 3 __ 292 2 —
=2562° — T 5o =0
d’olt
1
hy—
= 3379 493 W

Avec ces valeurs limites des &, les polynomes correspondants R(z) s'écrivent

w

S e

-

0 1 & 2 '
@ =1+e++5+ 579,235 =
1 2
= 5570, 423 (z+19,1172)* (¢ -+ 4, 3225) (s + 1, 5064) .
La série (17) rveprésente, d’aprés ce qui précede, une transcendante entiére du
genre zéro avec le facteur exponentiel ¢=*, ayant une infinité de zéros, tous réels,
négatifs, supérieurs en valeur absolue & 1 et croissant avec » plus vite que l'expres-
sion n(y/2)". Son module pour & = r¢? est inférieur & 6(rey/2) ol 6(z) désigne la
transcendante entidre (15). Cette série 2(¢) limite merite une étude plus approfondie
ot je me permets de la signaler a l'attention des analystes.
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S. PINCHERLE

ALCUNE SPIGOLATURE
NEL CAMPO DELLE FUNZIONI DETERMINANTI

To mi permetto di trattenere per pochi istanti i miei cortesi uditori, richia-
mando la loro attenzione su alcuni punti di una teoria gia antica, ma alla quale i
progressi dell’analisi sono andati via via dando un interesse sempre nuovo: la teoria
delle funzioni determinanti. Perd, & lungi da me l'idea di stancarli ripetendo, sia
pure per sommi capi, la storia e le applicazioni di questa teoria; il mio compito &
pilt modesto e limitato: voglio solo presentare alcune spigolature raccolte in quel
campo gid largamente mietuto, e rimando ad altro scritto le dimostrazioni, e gli
sviluppi maggiori di considerazioni e di esempi.

E noto come, con funzione determinante della generatrice ¢ (£), s'intenda la
funzione f(x) definita da

1 /() =f9’(¢) e~ dt;

¢ noto come queste denominazioni ed il principio della teoria formale siano dovute
al LapLAcg, come 1'ABEL l'abbia sviluppata nello stesso senso; come il PoiNCARE
ne abbia mostrato la portata nella teoria moderna delle funzioni e 1’applicazione allo
studio delle equazioni differenziali lineari; poi, tacendo delle ricerche di altri, come
il BoreL dapprima, poi il MiTTAG-LEFFLER, che vi ha intrattenuti 1'altro ieri su cid
nella sua magistrale conferenza, ne abbiano mostrato 1'importanza per la rappresen-
tazione di un ramo monogeneo di funzione analitica.

L’espressione (1) rappresenta in un semipiano, limitato da una retta parallela
all’agse immaginario, una parte di funzione analitica, il cui campo di validitd pud
perd estendersi anche al di 12 di codesta regione R (z) > a. L’espressione (1) come
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hanno mostrato DiricHLET, RIEMANN ¢ KRONECKER, & invertibile mediante la formula
1 kfim
—_— s) et ds .
(2) o0 =g | 1) %5

Le (1) (2) danno una corrispondensa funiionale notevole: essa fa corrispon-
dere con stretta dipendenza una funzione di variabile reale ¢ (f) e una funzione
analitica /(z); per la prima basta supporre poco pilt dell’integrabilitd; per la se-
conda si ha almeno un semipiano di regolarita.

I1.

Una prima spigolatura riguarda l'ascissa @ di convergenza di (1). Essa dipende
dal comportamento assintotico o ordine esponenziale di ¢ () per £ = co. Su questa
dipendenza, un teorema di LANDAU ci insegna che, se ¢ 0 =0, &

indicando con lim il massimo limite, nel senso di CAucHY, HADAMARD e PRINGSHEIM.
Questo teorema & suscettibile di estendersi al caso di @ <C0? La risposta & affer-
mativa, purché si prenda

_log
a=lim

ft " 9(0) dt!

—

Il teorema di Lanpau & l'analogo di un altro, dato anteriormente dal CamEN
per determinare 1'ascissa o di convergenza di una serie di DIRICHLET 3 ¢, ¢~™*. Se
& a=0, si & trovato che

i logletent--al

a==1lim 7

Ora, per a <0, si trova anche qui

0 — 1 log | ¢nsa +;'n+2+ ol

n

IIL.

La definizione di funzione determinante si pud estendere, conformemente al prin-
cipio di HankeL. Una naturale estensione, comoda nelle applicazioni, sostituisce
alla (1) la

1) f(x) = ocme‘”‘ o(t). e~ dt



— 46 —
o alla (2), la

k+ico
1 ts

k—i»

Fra i vantaggi di questa estensione, vi & quello di considerare le funzioni de-
terminanti a generatrice nulla, lo zero riguardandosi come derivata di una costante:
se questa costante si muta in varl tratti dell'asse d'integrazione, la determinante,
sotto opportune condizioni, si riduce ad una serie di DIRICHLET.

Questa considerazione getta luce su molte proprietd delle serie di DIRICHLET,
in particolare sul problema, insufficientemente trattato dal CamEN e che ha dato
luogo a recenti osservazioni del Lanpau e dell’ Hapamarp (), delle condizioni per la
sviluppabilitd di una funzione in serie di tale specie.

Essa permette pure di porre nella vera luce un teorema che, dato dal DIRICHLET
per le sue serie numeriche, & stato ampliato e precisato dal PHRAGMEN e dal LANDAU;
teorema che mostra 1'esistenza di un polo di 1° ordine in & =% nella funzione

fr) =3 ey e

quando dalla funzione ¢ (¢) definita fra 4, ¢ 4,4, da ¢, 4 ¢o - ¢, si stacca,
a rappresentare l'ordine esponenziale massimo, un termine e*.

Si pud anzi mostrare come, ad un termine d’ordine esponenziale massimo ™ ¢
per ¢ (¢), corrisponda per /(«) un infinito d'ordine » per # non intero negativo, e
una singolarita logaritmica per m intero negativo (*).

Iv.

Uno dei fatti piu interessanti nella teoria delle funzioni determinanti sta in cid,
che il comportamento all’infinito della funzione generatrice si riflette sulla posizione
e sulla natura delle singolaritd della funzione determinante. Di ¢id porta un esempio
il teorema ora ricordato; un altro & fornito dalla trasformazione di una serie di
esponenziali in una funzione meromorfa, e altri si potrebbero aggiungere.

In particolare, un risultato notevole & dato dalla applicazione dell'operazione (1)
ad una funzione determinante. Ricordiamo dapprima che se la funzione generatrice
& analitica, e data in tutto un angolo, la determinante & regolare non pil in un se-
mipiano soltante, ma in tutto un angolo superiore ai 180°. In base a ¢id, si viene a
trovare che la determinante di una funzione determinante (1) &, sotto condizioni assai
larghe, una funzione semplice, ciod un ramo di funzione regolare intutto il piano, al-

(*) V. Rend. del Circ. Mat. di Palermo. T. XXIV, p. 221; T. XXV, pp. 326, 395.

(®)) Dopo questa lettura, & comparsa una Memoria di W. ScuneE (Rend. del Cire. Mat. di Pa-
lermo, T. XXVII, stamp. settembre 1908) in cui, a p. 5 dell'estratto, & enunciato e dimostrato
quest’ultimo teorema.



Vinfuori di un taglio (essenziale o no) fatto ad esempio lungo 1'asse reale negativo,
e la generatrice, moltiplicata per 277, da il salto della determinante nell'attraversamento
di questo taglio. Questa vsservazione & di grande vantaggio per lo studio delle dette
funzioni semplici, e permette di ritrovare le condizioni date da Leau, La Roy,
FaBER, ecc., perché una serie di TavLor rappresenti una funzione semplice.

V.

Alla rappresentazione di una funzione /(x) nella forma (1), cioé al fatto che
essa sia una funzione determinante, si collega la possibilitd del suo sviluppo in serie
di determinata forma; in particolare la sviluppabilitd in serie di fattoriali, studiata
recentemente dal NizLsEx e dipendente, come ho mostrato, dall’ordine (nel senso di
Hapamarp) della funzione generatrice per #== co. Ma se allo sviluppo in fattoriali
si sostituisce quello secondo funzioni pilt generali della forma

1
(@4 4) (@ +22) .. (@A 4a)

si ottengono tali sviluppi per classi pil estese di funzioni determinanti, e mancando
questi sviluppi come effettivi, essi possono perd presentarsi come assintotici, gene-
ralizzando i noti sviluppi assintotici in serie di potenze, studiati dal PorNcarg.

VI.

Consideriamo 1'espressione (1) come indicazione di un’operazione funzionale sul
soggetto ¢; si ha cosl un'operazione

f=Jg),
che trasforma la moltiplicazione per ¢* nella derivazione d'indice e:
D= J¢* J-.

Ora le D* formano un gruppo ad un parametro, nel senso di Lir. Quale ne &
la trasformazione infinitesima X? K ovvio riconoscere che essa & la trasformata della
moltiplicazione per il logaritmo:

X=7Jlogz.J-.

Questa operazione X, per la quale ho proposto il nome di logaritmo funsionale,
ha curiose e notevoli proprietd: per citarne una, alla

Do = nat1
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fa riscontro la

an=(1 +é+%+..%)w"lOgW;

& da segnalarsi anche il suo uso, analogo a quello fatto dall’ HaApAmMARD delle derivate
d'indice qualunque, nello studio dei punti singolari sulla circonferenza di convergenza
di una serie di potenze.

Si pud poi considerare l'operazione X%, trasformata di log®, poi l'operazione
infinitesima di questo nuovo gruppo, e cosi via. In tal modo si genera una scala di
operazioni, analoga alla scala delle funzioni tipiche degli ordini d’infinito proposta
dal BoreL e parallela ad essa; ognuna di queste operazioni raggiunge 1'effetto di fare
corrispondere, al corrispondente ordine della funzione su cui si opera, la posizione
delle singolaritd della funzione generata; mentre i fattori di ordine inferiore influiscono
solo sulla natura, ma non sulla posizione delle singolaritd stesse.
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W. H. YOUNG

ON SOME APPLICATIONS OF SEMI-CONTINUOUS FUNCTIONS

§ L.

The semi-continuous functions introduced by BAIRE (!) have not perhaps received
the amount of attention which their importance and usefulness might appear to have
justified. With the exception of their originator, I cannot call to mind any one beside
myself who has utilised them to any great extent.

The present paper falls into two parts: in the first part §§ 2-7 I call attention
to a variety of results mostly already published which I have obtained by the use of
these functions: in the second part 8§ 9-11 I give some applications to Zhe
theory of sequences of functions which do not at every point converge to a de-
finite limit. Upper and lower semi-continuous functions, and points of upper and
lower semi-continuity are here precisely the concepts with which we are compelled
to operate, and in terms of which we are able to formulate definite properties of zhe
upper and lower functions, as 1 call them, obtained by taking at each point the
highest and the lowest limits respectively.

§ 2.

One of the great advantages of semi-continuous functions is that they permit
of a form of argument which does not distinguish between bounded and unbounded
continuity of the kind in which two infinite values are discriminated, viz. —}-oo
and —oo. Throughout my investigations the expression « continuous », unless
expressly stated to the contrary, is to be understood in this extended sense; the
same applies to the term « limit ».

There is another form of unbounded continuity possible, that in which the two
proper infinites are identified. In dealing with this point of view the use of semi-
continuous functions is attended with serious difficulties.

(*) Sur les fonctions de variables réelles (1899, Ann. di Mat., 8, III).
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It would be interesting to classify the various types of properties of functions
and sequences of functions when the functions are: 1) bounded; 2) unbounded with
two proper infinites and 3) unbounded with a single proper infinite. T have myself
obtained one or two isolated results of late bearing on this matter. The property
of uniform continuity has been stated in a form suitable for all three classes: the
theorem of WEIERSTRASS that any continuous bounded function can be expressed as
the uniform limit of a sequence of polinomials has been extended to the case of an
unbounded continuous function when the two proper infinites are discriminated. On
the other hand it has been shewn that such an extension does not hold when the
two infinities are identified, and an analogous theorem has been given stating that
with this convention any continuous function may be expressed as the limit of a
series of rational functions, converging and diverging wuniformly throughout the
interval considered (*). BAIRE's theorem that the limit of a sequence of continuous
functions is at most pointwise discontinuous with respect to every perfect set is true
in all three cases (*). '

The properties of integrals are essentially different according as we confine
ourselves to bounded functions, or not, even when we are dealing with integrands
which are continuous in the extended sense, discriminating the two infinities. Some
new results of my own in this connexion will be mentioned later on.

In dealing with arithmetic series, divergent series need special treatment, but, in
the case of series of functions, divergence proper merely corresponds to a proper infinite
value of the function, and there is no reason for excluding points of proper divergence
from consideration, as has too frequently been done in the statement of theorems.
The fact alone that a function may have the value 4 oo everywhere except at a
set of the first category, and yet have a finite LEBEsGUE integral, speaks for itself (3).
In my later work on convergence I have obliterated the distinction between approach
to an infinite and to a finite limit (*), and identified various theorems which hold
equally for bounded and unbounded functions. These results and some new ones
will be touched on later on.

§ 3.

The applications which I have made of semi-continuous functions fall into five
classes:
1) Tests for continuity;
2) Theory of integration;

() On the Uniform Approach of a Function to its Limit (1908, Proc. L. M. S.).

(2) A new Proof of a Theorem of BAIRE's (1907, Mess. of Math.); BAIRE's Theorem and
the Proper Infinite (1908, Mess. of Math.).

(2) On the Construction of a Pointwise Discontinuous Function all of whose Continuities are
Infinities and which has a finite Generalised Integral (1908, Quart. Journ.).

() On Uniform and Non-uniform Convergence and Divergence of a Series of Continuous
Functions and the Distinction of Right and Left (1907, Proc. L. M. S.).
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3) Theory of content;

4) Discussion of the distinction of right and left;

5) Theory of uniform convergence and divergence of series.

§ 4

The key-note in 1) is the theorem that a monotone ascending (descending) (*)
sequence of continuous functions has a lower (upper) semi-continuous fumction for
limit (*), a theorem the converse of which is also true, viz. that any such function
can be so expressed.

From this theorem it follows that 7¢ is o necessary and suficient condition
for the continuity of a [unction, that it should be possible to express it both as
the limit of a monotone ascending and of a monotone descending sequence of
continuous functions (®).

The application of this principle is in many cases immediate.

As one example take the continued fraction

Uy U

ol

where the %’s and »’s are essentially positive functions of any finite number
of variables. This represents a continuous function; for the odd convergents form a

monotone descending and the even convergents a monotone ascending sequence of
continuous functions.

This suggests also that continued fractions, such as, for instance,
- A L2
f(xl,oxg,.--)-——-l_l_"——l_l_-...

when the %’ s are positive, should play a prominent part in the theory of functions
of a countably infinite number of variables. We have here a continuous function,
since if we approach the point («{, %, ...) along any continuous curve

zy=[1(t) , @2=15(t) ...

we always get as limit of f(z,,,,...) the value f(2,a:,...).

() A monotone ascending sequence of functions fi(2),/fa(#),... is to be understood to
mean that

filw) = f@) = fil@)=...

%) Note on Monotone Sequences of Continuous Functions (1908, Proc. Camb. Phil. Soc.).
(®) On a Test for Continuity (1908, Proc. R. S. of Edinburgh).



It may be noted that the functions
R T SR
where the z,s are all positive, as well as
(@ —y) (@ —y) ...

are only lower semi-continuous, not continuous functions.

In the paper in the Proc. R. S. E. quoted, various other illustrations of the
use of the test are given, and subsidiary tests both for continuity at a point and
throughout an interval are deduced, no reference being made to the nature of the
convergence.

§ 5.

A generalisation of the theorem which formed the keynote of my work in 1),
underlies the new results in 2) the Theory of Integration. It appears, indeed, that
the limit of a monotone ascending (descending) sequence of lower (upper) semi-
continuous functions is itself lower (upper) semi-continuous (*) this is true, moreover,
not only for semi-continuity throughout an interval, but ot an isolated point.

Closely connected with this theorem is the Theorem of the Bounds which is
naturally of use in considering upper and lower summations.

This states that if we have before us a monotone ascending (descending)
sequence of functions, the limit of the upper (lower) bounds is the upper (lower)
bound of the limit, but that the same is not always true of the lower (upper)
bounds; a sufficient condition for this also to be true is that the generating
functions should be lower (upper) semi-continuous.

In the Theory of Integration, indeed, as long as we confine our attention to
ordinary RiEMANN-DARBoUX integrals, semi-continuous functions are forced on our
notice. In my first paper on the subject (*) I had proved that zhe wpper (lower)
integral of a function was the same as that of its associated upper (lower)
limiting function, which 1is, of course a semi-continueus function. These latter
integrals, are special cases of generalised, or LEBESGUE, integrals, and possess, as
such, certain simple properties.

This theorem led me to formulate a new definition of integration, proper and
improper (%), by which the consideration of the integration of discontinuous funetions
is reduced to that of continuous ones.

(*) On Functions Defined by Monotone Sequences and their Upper and Lower Bounds (1908,
Mess. of Math.), '

(*) Upper and Lower Integration (1904, Proc. L. M. 8.).

(®) Loc. cit., Camb. Phil. Proc.



This definition is as follows:

Form the associated upper limiting function ¢ of the given function f.

Express it a. the limit of a monotone descending sequence of continuous, in
general unbounded, functions @, @s,... If @n s unbounded, express it as the
limit of & monotone increasing Sequence of bounded continuous [function which
approach their limit uniformly, ®n,1, Pn,2. .

Then the upper integral of f,J f(a) dz is defined as the limit of the integral
of @n, Lt @, (x)dz, where this later integral is itself defined as the limit

n=00

of the integral of @u.r, Lt f @,y (@) dz.

The lower integral of f, f f(x) dx , being similary defined, we have a RiEMANN
integral, proper or improper, when, and only when, the upper and lower integrals
have the same value for the interval, or region, of integration considered.

The advantages of this definition, which may be shewn to agree with that of
D La VarLie-Poussin in the case of an improper integral, are not perhaps at once
apparent, but it leads naturally to certain new results connecting multiple and
repeated integrals, and to one or two theorems about the nature of a function defined
by an integral, when the integrand is itself a function of a parameter (*). In particular
I may mention the following inequalities connecting the multiple and repeated
integrals :

1. For functions with a finite upper bound,
upper double = upper-upper ;

II. For functions with a finite lower bound,
lower-lower = lower-double;

III. For any functions whatever,
upper-double = LEBESGUE-upper = lower-upper.

and IV. Upper-lower = LEBESGUE-lower = lower-double.

In case I. the sign of equality holds when the integrand is upper semi-continuous,
and it holds in case II. when the integrand is lower semi-continuous. It is shewn by
examples that the sign of equality may hold also in cases III. and IV., so that these
inequalities are the most that can be stated.

One additional result of the kind indicated is that when the integrand, though
continuous, is unbounded even at ome point only, its integral is, if the function
has a finite upper bound an upper semi-continuous function of the parameter, and
not necessarily continuous.

(*) On the Inequalities Comnecting the Double and Repeated Integrals of a Function of Two
Variables (1908, Proc. T. M. S.).



§ 6.

With regard to 3) the Theory of Content, the importance of semi-continuous
functions is due not only to the fact that the content of a linear closed set is an
upper semi-continuous function of the coordinate, but also to the theorem (!) that

the ordinate section of a closed plane set is an upper semi-continuous function of
the abscissa.

§ 7.

In the discussion of 4) the Distinction of Right and Left, a new form of semi-
continuous functions, namely right-handed and left-handed semi-continuous functions,
are fundamental. In the discussion of discontinuities it is the left and right handed
associated functions, @, Px, Yu, Pr which fall under this category. In the case
of uniform and non-uniform convergence, it is the left and right-handed peak and
chasm functions m , 7ws , X, ¥= - 'The reasoning which applies in the one case is
found to apply verbatim in the other, the main result being that there is no
distinetion of right and left except at most at a countable set of points (*). Thus,
for instance, the normal discontinuity is, from the point of view of frequency, not
what is called an « ordinary » discontinuity, or discontinuity of the first kind, nor
is it the most exaggerated form of discontinuity of the second kind, where the value
at the point and the upper and lower limiting values on each side are all distinct;
the normal discontinuity is ome where the upper limits on the two sides are equal
and so are the lower limits, while the value at the point lies between them.

I shewed in the paper quoted that the right and left handed associated functions -
were pointwise discontinuous, by shewing that they differed from the upper semicon-
tinuous function ¢ at a countable set of points only. This result follows however
more directly by the use of a more general theorem which I have now proved, viz.
that any right or left handed semi-continuous [function belongs to BAIRE'S first
class, so that is it is pointwise discontinuous with respect to every perfect set.

I may add that I have recently succeeded in obtaining a result which extends
and completes the main result of my Quarterly paper that « There is no distinetion
of right and left except possibly at a countable set of points ». The reasoning used
is similar to that employed in the Quarterly paper, but it does not involve the use
of semi-continuous functions. If we define the associated right-hand multi-valued
function of z by attributing to it as values at the point P all the limits of /(x)
on the right of the point P, and similarly, interchanging left and right, we define
the associated left-hand multi-valued function, then my new result is that these two
multi-valued functions are equal at all but possibly a countable number of points.

{*) Loc. cit., Upper and o lilayraiioo.

(*) On the Distinction of Right and Left at Points of Discontinuity (1907, Quart. Journal).
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§ 8.

The use of semi-continuous functions in 5) the Theory of Uniform and Non-uniform
Convergence and Divergence does not cease with the discovery that there is no di-
stinction of right and left in this respect except possibly at a countable set of points.
The peak function 7z(z), whose value at any point is that one of the right and left
handed peak functions which is not less than the other, is an ordinary upper semi-
continuous function, and, as such pointwise discontinuous.

Similarly the chasm function x(x) is lower semi-continuous and therefore point-
wise discontinuous. In the case of a series of continuous functions, these two functions
enable us to characterise a point of uniform convergence or divergence in a very simple
manner, such a point is a point where the two functions are equal. 1t is easily proved
that the limiting function, as well as both its associated functions lie between the
peak and chasm functions, so that the continuity in the extended sense of the limiting
function is at once seen to result from the uniform convergence, so defined.

We shall seein Part II that this definition leads to extended results. The well-
known fact that the points, if any, of non-uniform convergence, like the discontinuities
of a pointwise discontinuous function, form a set of the first category, had suggested
to me, as probably to others, that they could be characterised as the discontinuities
of one or more such functions. It appears, in fact, that they are the discontinuities
of the peak and chasm functions.

§ 9.

The series of functions considered above is always suppesed to have a definite
limit finite or infinite at every point. By a natural transition I pass on to consider
series of functions which oscillate. It is clear that the functions which ecan be built
up of the limits at the different points have a claim to be discussed. Little is known
about them, and the results which I now proceed to give are doubtless only a few of
those which may be discovered.

We define the upper function 7(P) as having at the point P the highest pos-
sible limit of £, (P), /2(P),..., and the lower function / as having the lowest pos-
sible such limit.

The definition of the peak and chasm function which I had previously given,
did not depend on the coincidence of the upper and lower functions, although at the
time that coincidence had been hypothecated. Denoting by M, the upper bound
of fx(2x) in the interval (P, Q) on the right of P, and by M, the highest limit
of M,,, as n increases indefinitely, M, is found to describe a monotone descending
sequence as Q moves up to P, and has therefore a definite limit, its lower bound,
which is taken to be the value of the right-hand peak function at P, and denoted
by 7 (P). A similar process on the left gives us the left hand peak function 7y (P).



and the value of the greater of the two being taken at each point we get the peak
function, par exeellence, 7 (P).

A similar definition, interchanging « greater » and « less», gives us the three
chasm functions, ¥, x.,and x.

These functions, as already stated, fall under the category of semi-continuous
funections, on one side at least, and are therefore, functions of BAIRE's first class,
that is they are pointwise discontinuous with respect to every perfect set.

I then shew that, / denoting either the upper or the lower function, and ¢
and 1 its associated functions, these lie on each side between the corresponding peak
and chasm functions, i. e.

(=SY=9=mn.

By our previous result / also lies between the peak and chasm functions except
at a countable set of points; when the original functions f,, are continuous, however,
there are no exceptional points.

Turning now to the characteristic properties of the upper and lower functions, it
is shewn that, when the generating functions are lower semi-continuous, the upper
function is the limit of a monotone descending sequence of lower Semi-continuous
functions whence we deduce that it is poiniwise wpper semi-continuous with respect
to every perfect set. A similar result holds mutatis mutandis for the lower function.

In the interesting special case when the functions are continuous, and in par-
ticular in the case of the derivates of a continuous function, we have the following
theorem :

The upper function is upper semi-continuous with respect to every perfect
set, and the lower [function lower semi-continuous, except possibly at a set of
the first category with respect to that sel.

This generalisation of Baire's Theorem includes, of course, that theorem as a
special case, when the upper and lower functions coincide. This form of proof
illustrates vividly the convenience of the use of semi-continuous functions, since there
is no need here to deal separately with finite and infinite values, as was the case
to some extent even in my former proof of this theorem. BAIRE’'s own proof was
entirely different, although it also involved the use of semi-continuous functions,
which, indeed, he introduced in this connexion. In his mode of proof he treated
originally only bounded functions, and deduced the result, some years later, for un-
bounded functions.

These remarks apply, of course only to the first half of BAIrE's complete result,
viz. that a function which is the limit of a sequence of eontinuous functions is pointwise
discontinuous with respect to every perfect set.’

The explicit result in the case of derivates is as follovs:

Each upper derivate is upper semi-continuous, and each lower derivate lower
semi-continuous with respect to every perfect set, except possibly at the point of
a set of the first category with respect to that set.

The main result gives us at once some subsidiary results as to the distribution
of the points at which the limiting functions have certain values, thus for example:



— 57 —

The point at which the upper function of a sequence of lower semz-continuous
[unctions is - oo, or s >Fk, form an ordinary inner limiting set. Aund the
points at which the same functions is = Kk form an ordinary outer limiting set.

And again

The points at which the difference of the upper and lower functions is >k
form an ordinary inner limiting set. Or, as we may Say the points at which
the « measure of oscillation » is >k form an ordinary inner limiting set.

Assuming the second part of BAIRE's result, we see that any function which is
pointwise discontinuous with respect to every perfect set, can be expressed as the
limit both of a monotone ascending sequence of upper semi-continuous functions, and
of a monotone descending sequence of lower semi-continuous functions.. This gives us
a criterion which may sometimes be convenient for ascertaining whether a given
function has the property in question.

§ 10.

I next prove that there is no distinction of right and left with regard to de-
rivates, except possibly at a set of the first category.

This result may be compared with that of LEBEsGUE (') that a differential coeffi-
cient exists in the case of a large class of functions, and in particular functions with
bounded derivates, except at a set of zero content. Combining the two results we see
that the only exceptional points form a set of the first category and of content zero.
My result is however true without any restriction on the nature of the function.

§ 11.

We now come to a generalisation of the concept of uniform convergence appli-
cable to the theory of oscillating sequences. This suggests itself considering the
7w =y definition of uniform convergence and divergence, which in conjunction with
the equations

I=Y=9p=nm
and, in the case when the functions of the sequence are confinuous,
1=r=n

led immediately to the convenient properties of a point of uniform convergence or
divergence. :

We have seen that these inequalities still hold for each of the functions, the
upper or the lower, in the case of an oscillating sequence. In general, however,
there will be no points at which the peak and chasm function are equal, since at

(*) Intégration, p. 123 seg.



— 58 —
such a point the upper and lower functions also would coincide. Distinguishing « upper »
from « lower » we therefore define a « point of uniform upper oscillation » as a point
at which the upper function = the peak function, and a « point of uniform lower
oscillation » as one where the lower function = the chasm function. Where both
oscillations are uniform we speak of uniform oscillation par excellence.

The above inequalities now shew that at a point of uniform oscillation above
the upper [function s upper Semi-continuous.

A similar result holds, mutatis mutandis for the lower function.

These results correspond exactly to the continuity of the limiting function at a
point of uniform convergence.

The term « uniform convergence or divergence » may however itself be applied
in the case of oscillating sequences, provided at any point the upper and lower
functions coincide. At such a point the 7w =y definition applies at once, and the
old R, (z) definition only requires inconsiderable modification. Such a point of
uniform convergence or divergence is a special case of a point of uniform oscillation,
at such a point both the upper and lower functions, and indeed all the other inter-
mediate limiting functions are continuous.

The importance of peints of uniform convergence and divergence depends partly
on the fact that they always exist, that, indeed they may be said to be the rule
and not the exception. The same is true of the points of uniform oscillation; indeed,
as I prove, the distribution of these latter is precisely the same as in the more
special case, viz. the points of nom-uniform oscillation (above, or below, or both),
form, at most a set of the first category.

I should like here to point out that the theorem that the points of non-uniform
convergence of a series which converges everywhere form a set of the first category
is only in general true when the defining functions are continuous. In the general
case of series of pointwise discontinuous functions, even, the points of non-uniform
convergence may fill up the whole interval, and that even when the limiting function
is continuous. I call attention to this because a quite different impression might
be conveyed to the reader of ScHOENTFLIES'S second part of his Bericht, if the reader
did not, as I would beg him to do in the case of all my results, look at my own
original papers before accepting any of that author’s statements about them (1).

As I had formerly characterised the points of non-uniform convergence of a
sequence of continuous functions as the discontinuities of the peak and chasm fun-
ctions, so I am now able to characterise the points of non-uniform oscillation by
referring to these discontinuities together with what I may, for shortness, call the
semi-discontinuities of the upper and lower functions. We have in fact the following
theorem :

At any point where the peak function is continuous and the upper function
upper semi-continuous, the peak function is equal to the upper function, that is,
there is uniform oscillation above.

(*) In the case discussed by Hoson the generating functions are continuous.
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The results already obtained shew therefore that the only points of non-uniform
oscillation above are among the points at which the upper function is not upper
semi-continuous and the peak function is discontinuous, so that they form a set of
the first category. '

Another way of eharacterising the points of non-uniform oscillation is by referring to
the diseontinuities of the semi-continuous functions which generate the upper function
as limit:

The points of mon-uniform oscillation above are the discontinuities of the
upper semi continuous fumctions whose limit is the upper function.

§ 12.

The case when the upper and lower functions coincide except at a set of the
first category deserves special mention. It follows indeed from the results already
referred to that in this case also the points of wniform convergence and divergence
to a definite limit fill up the whole continuum except for a set of the first ca-
thegory a remarkable addition to the chain of results of which the first was that
contained in Oscoon’s well-known paper (Am. J. XIX). 4

From this it follows further that, in the case supposed, all the functions which
can be obtained as limiting functions by choosing at each point one of the pos-
sible limits by some arbitrary law are all pointwise discontinuous functions. This
is another curious generalisation of Barre's Theorem.

The fact that the points at which the difference of the upper and lower fun-
ctions is >> /% form an inner limiting set has an important consequence viz. that
these points are necessarily nowhere dense in the case last considered, when the
succession of functions converges or diverges to a definite limit except at a set of the
first category. For, forming as they do an inner limiting set, they are complemen-
tary to a set of the first category in every interval in which they are everywhere
dense, and therefore form a set of the second category.

Harwack's result with regard to the limit of the coefficients of a trigonometrie
geries may accordingly be extended as follows:

If the points at which the series does not converge form a set of the first
category, then the coefficients a, and b, diminish indefinitely as n is indefinitely
increased. ,

In particular this is so when the points at which the series does not converge
form a countable set, whether, or no, this set be everywhere dense. We are thus
enabled to extend the reasoning based on theorems of RIEMANN's and ScHWARZ'S,
an account of which is given in HomsoN's Functions of o Real Variable, § 487,
and to shew that no fwo distinct trigonometric series can exist which converge
to the same value for all points of the interval (— m , -~ ) with the exception of
a countable set of points (*).

(*) This last conclusion is in accordance with a still more general result which has just been
communicated to me verbally by Professor FELIXx BERNSTEIN-viz. that it is sufficient if the excep-
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One last result should be noticed. As each extension of Balre's Theorem is
obtained the question arises whether there is a corresponding result of the Osaoop
type. I have omitted to mention the extension of BAIRE’s Theorem in which the gene-
rating functions are only required to be continuous on one side. I may say that here
also a corresponding result holds. with - regard to the points of non-uniform conver-
gence. ‘They still form a set of the first category. This follows from the results of
Articles 12 and 14 of the L. M. S. paper quoted above.

The argument of Article 14 applies in fact if there is continuity everywhere on
one side at least, while Article 12 is true always.

We thus get a second proof also of the extension of Bairg's theorem in question,
since the limiting function is of course continuous at every point of uniform convergence,

tional points form a set having no perfect component. This result, Professor BERNSTEIN tells me,
was communicated to the Gottinger Mathematischer Gesellschaft early in this semester, and is re-
ported in the Jahresbericht d. D. Math. V. The method of proof is necessarily of a totally different
nature. It is interesting to note that the old result is capable of partial generalisation by the old
method.




J. HADAMARD

SUR CERTAINES PARTICULARITES
DU CALCUL DES VARIATIONS

J'ai eu précédemment (Voir Comptes rendus de 1’Académie des Sciences de Paris,
24 décembre 1906) 4 étudier une nouvelle méthode par laquelle on peut démontrer
la possibilité d’'un probléme de Calcul des Variations.

Cette méthode permet d’arriver & la solution par une série d’approximations
successives, dans des cas trés étendus, par exemple, pour l'intégrale

(1) 1= [fw,y,y)ds,

lorsque /, considéré comme fonction de y', se comporte (pour y' trés grand) comme
une puissance suffisamment grande de y'.

Dans d’autres probléines, dont je vais parler maintenant, son application peut
rencontrer certaines difficultés, intéressantes & mentionner par la fagon dont elles sont

lides & la nature de la question.
Au lieu de l'extremum /¢bre de 1'intégrale (1), considérons un probléme 7sopé-
rimétrique, a savoir, l'extremum de (1) lorsqu'on donne la valeur d'une intégrale

analogue
2 J =fg(x YY) de .
La variation JI, savoir
J1 =fQ6y’ dox’,
(cf. la Note citée) pourra encore s'écrire
a(1+zJ)=f(Q+ IR)dy dov =f(Q+zR+ 1) dy' do

h et ! étant des nombres -arbitraires (indépendants de ), R, la quantité analogue



3 Q formée avec ¢g. Mais les valeurs de dy’ devront vérifier les deux équations

(3) f Sy dw =0

(4) fRd‘y’ de==0.

Nous prendrons, ici

oy =Q-+ IR+ h

en déterminant / et 4 de maniére & satisfaire aux conditions (3), (4).

Il est clair que le succés de la méthode serait compromis si le déterminant D
des équations linéaires ainsi obtenues tendait vers zéro.

I1 est aisé de voir & quoi correspond une telle circonstance.

Supposons qu'une position déterminée de la ligne variable annnule dJ.

On a alors ce que j'ai été conduit & appeler une singularité du champ. Plu-
sieurs des régles fondamentales du Calcul des Variations sont en défaut dans ce cas.

Le cas out D tendrait vers zéro est celui oi la ligne variable tendrait vers une
telle singularité. .

On arrive d'ailleurs aisément & exclure une telle possibilité dans beaucoup de
cas ou les intégrales données ont la forme (1), (2).

Mais il peut ne plus en &tre de méme lorsque les intégrales sont prises sous
forme paramétriqgue.

Prenons, par exemple, le probléme isopérimétrique ordinaire, c'est & dire 1'extre-
mum de

(1) = (" 4 (wdy — ydw)

A

avec la condition
(2) J =f81/d:1;2 +dp=a

(A, B etant deux points donnés).

En appliquant une méthode analogue & la précédente on est conduit a étudier
un nouveau déterminant D.

On pourrait croire que D ne peut tendre vers zéro que sila ligne d’'intégration
tend vers la droite AB, et que cela ne peut pas se produire si ¢ n’est pas égal &
la longueur de cette droite.

Il n'en est rien. On constate que D tendrait vers zéro, si grand que soit a, si
la ligne d’'intégration tendait a étre appliquée sur AB, c'est & dire composée de
segments de cette ligne parcourus les uns dans un sens et les autres en sens contraire.

La singularité dont il s’agit est donc ici plus difficile & exclure.

Mais, ici encore, cette difficulté est étroitement liée & la nature des choses.

11 existe, en effet, des problémes analogues au précédent qui n’admettent point
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de solutions, autrement dit, pour lesquels I'extremum n’est pas atteint, et pour lesquels,
dans les approximations successives correspondant a la méthode précédente, cette im-
possibilité se traduirait par le fait que le déterminant D tend vers zéro.

Tel est, en particulier, celui dont je me suis occupé dans mon précédent Mémoire :
Sur quelques questions de Caleul des Variations ().

Jusqu'ici, en un mot, si I'application de notre méthode peut soulever des dif-
ficultés, celles-ci sont comme cela doit arriver, la traduction de difficultés inhérentes
a la nature des choses et a la question posée elle-méme, dont les propriétés se reflétent
avec fidélité dans nos calculs.

(*) Ann. Sc. de I'e. Norm. Sup., 1907. On arriverait sans nul doute & des résultats analogues
dans les exemples de méme nature signalés par M. CARATHEODORY.




L. SCHLESINGER

SUR QUELQUES PROBLEMES PARAMETRIQUES
DE LA THEORIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Messieurs, je voudrais appeler votre attention sur quelques problémes que 1'on
rencontre lorsque, pour les équations différentielles lineaires, on étudie les relations
qui ont lieu entre les substitutions fondamentales et les paramétres dont dépendent
les coefficients.

Nous allons considérer un systéme différentiel canonique :

o
D) £=y1d1k+“'+ynank»(k=1*2""'”)

ol les coefficients a;; sont de la forme:

(1) (G)
Al Al

ik . — N
m—a1+ -}—x_ac.(z,k-—-l,z,...,/a).

(1) iy =

Les points singuliers devront étre distincts les uns des autres, les Aj’ sont

des constantes que je nommerai les résidus. Soient

Yir G, k=1,2,...,n)
n systémes de solutions (une matrice intégrale), tels qu'au point régulier x =,
Pon ait
yi=1, yax=0 powr i =% .
Des points a, , ..., as tracons les coupures /, , ..., s vers l'infini; alors, lorsque

la variable 2 franchit ces coupures, la matrice intégrale (yi) va subir des substitu-
tions lindaires determindes

(4%) ..., (45

qui ne sont autre chose que les valeurs de la matrice (yi), prise le long des lacets,
issus du point wx, et entourant les points a,, ..., as.
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Selon un théoréme de M. Poincarr les n°¢ quantités 4% peuvent donc étre

représentées par des séries de puissances toujours convergentes des n*c résidus Af):

o o (i k=1,2,...,n
(2) A4(Ic)=Ez‘(I¢) (Aill)v"vAa(m) v( 1,21,2’.“’0.)

dont les coefficients sont des fonctions en général multiformes des points singuliers
@ ,...,a5. C'est la nature de ces fouctions que nous nous proposons d'étudier.

Si l'on regarde comme fixes les points singuliers @, ,..., s il est evident qu'a
chaque systéme de valeurs finies des résidus A{) il correspond un systéme de va-
leurs 4§ des fonction entiéres transcendantes E{? pour lequel les déterminants

iAE;;)l (i,/f=1,2,...,n)

sont différents de zéro. De plus j'ai démontré, en me servant de la méthode de con-
tinuité, que pour des valeurs finies des résidus A ces fonctions entiéres acquiérent
chaque systéme de valeurs 4% pour lequel les dits déterminants ne s'évanouissent
pas. Ce résultat implique la possibilité de résoudre le probléme dit de RiEMANN.
11 s'ensuit que le déterminant fonctionnel des n*¢ fonctions E{) est différent de zéro,
pour chaque systéme de valeurs finies des A{), et que la multiplicité singuliére des
inverses des fonctions Eﬁ-,“Q est donnée par 1'équation
|45 4] 4 =0 (G,k=1,2,...,n).

On peut dire que les fonctions entiéres E{}) offrent la plus grande analogie avec
Ia fonction exponentielle & laquelle elles se réduisent d’ailleurs pour n=1,6=1.
Mais ce n'est pas de cela que je veux parler aujourd'hui; je me bornerai & faire
remarquer encore en passant que si nous avions affaire & une seule fonction entiére

) . RN ’ i ASD
d'une seule variable (comme pour le cas n=1,0=1 ol l'on a Aﬁ’:e”“‘ﬁ1 )

le résultat mentionné serait une conséquence immédiate d'un célebre théoréme de
M. Prcarp. Il serait done trés désirable de connaitre une généralisation de ce théo-
réme, se rapportant & un systéme de sm fonctions entiéres de  variables indépen-
dantes, qui nous dispenserait d'avoir recours & des méthodes particuliéres pour pouvoir
démontrer que le probléme de Riemann admet toujours une solution.

Nous allons considérer maintenant les a,, ..., as comme des variables indépen-
dantes. Alors il résulte de la méthode des approximations successives que le EY ,
en tant que fonctions des a,, ..., @; sont holomorphes lorsque ces quantités ont des
valeurs finies, différentes entre elles et différentes du point x,, et lorsque d'ailleurs
les AY) ont des valeurs finies. Ici deux problémes distincts se présentent.

1ment, On se donne les résidus AYY (en général comme fonctions des a,,...,a:);
alors les 4 seront des fonctions déterminées des «,, ..., a; qu'il s'agira d'étudier.

2ment, Op se donne les 4% et 1'on se propose d'étudier les A{)) , définies par
les équations (2) comme fonctions implicites des o,,..., as.
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Je n'al traité ces deux problemes dualistiques qu'en supposant constantes les
quantités données, c’est-a-dire, en supposant pour le probléme 1, que les AY), et pour
le probléme 2, que les 4! soient indépendantes des a,,..., ds.

On trouve alors que les fonctions qui se trouvent définies par les problémes en
question, sont holomorphes tant que les a,,...,a, vestent finies, différentes entre
elles et différentes du point z,. Les changements qui se produisent lorsqu’on fait
déerire aux «,,..., as des chemins fermés, peuvent étre déterminés en ayant recours
4 la méthode des coupures mobiles. ’

Le deuxiéme probléme n'est au fond autre chose que celui que Fucus avait
traité dans ses Mémoires depuis 1888, savoir le probléme des équations linéaires
dont le groupe est indépendant d’'un paramétre; nous le nommerons donc le pro-
bléme de Fucss.

Un exemple classique en est fourni par les équations auxquelles satisfont les
modules de périodicité des intégrales hyperelliptiques, considérées comme fonections
d'un point singulier, et plus généralement par 1'équations hypergéometrique généra-
lisée de M. PocHHAMMER.

A T'égard du probléme de Fucus nous allons procéder comme il suit. Il suffit
de considérer le point @, seul comme variable et par conséquent les 43 comme des
quantités indépendantes de ay. Alors les éléments de la matrice intégrale (yu) en
tant que fonctions de a (1) vont satisfaire A un systéme différentiel linéaire

d
(1) D bt b (=1,2,..,0)
Les coefficients &;; sont de la forme
AY
bik=Bik—x__ka ,

olt les B;; ne dépendent pas de & et sont d’ailleurs des fonctions holomorphes de ¢, au
voisinage de chaque valeur finie a,, différente de «, et des auntres points a, (v 5= 1).
Soit (er;) la matrice intégrale du systéme linéaire
dak

—d;=w131k+"'+“n3nk (k=1,2,...,m)

laquelle pour ¢ = a, se réduit & la matrice unité. Formons le produit des matrices:

(yin) (ewn)™ .

Les éléments de cette matrice vont satisfaire & des équations de méme forme
que les équations (I) et (II), mais o les quantités analogues aux By auront disparu.
Je conserverai pour ces nouvelles quantités les notations antérieures; mais il con-
vient de remarquer que, d'aprés la transformation indiquée, les A} ne seront plus
des fonctions holomorphes, mais des fonctions méromorphes des résidus, de maniére
que le caractére des fonctions E{ aura changé. En revanche le point z, aura cessé
d'étre un point singulier.

() Je supprime désormais 1'indice 4 aupres de la lettre a.



Si maintenant on écrit les conditions d'intégrabilité pour les systémes différen-
tiels simultanés (I) et (II), on en tire immédiatement les équations:

WYL M A
Aip Apk _Aip Apk

n
da =’;)V:‘:Z)\ @ — Qy ’

(I11)

plk
da pr=1 oy —a

dAS) & ADAD — ADAL)
ik =z ip ip pk , (’114:1)

qui constituent les conditions nécéssaires et suffisantes pour que les éléments 45 des
substitutions fondamentales soient indépendantes de o. De cette fagon nous avons
obtenu win systéme différentiel du second degré qui, d’aprés ce qui précéde, se trouve
satisfait par les fonctions AY de la variable ¢ tirées des équations

(Iv) ‘ 47 =ED (A

11 "“’A;O;;))'

Mais, comme le probléme de RiemanN admet toujours une solution, on peut
attribuer aux 4% des valeurs constantes arbitraires, assujetties & la seule condition
que les déterminants | 4| soient différents de zéro. Donc les équations (IV) ne sont
autre chose que les équations intégrales générales du systéme (III). Ce systéme se
trouve donc intégré par les fonctions provenant du probléme de Fucws, c¢’est-a-dire
par des fonctions paramétriques, provenant d'un systéme différentiel linéaire, d'une
maniére analogue & celle dont certaines équations linéaires s’intégrent & 1'aide d’in-
tégrales définies qui contiennent la variable de différentiation comme paramétre.

Le systéme différentiel (11T) admet d'ailleurs des équations intégrales algébriques.
On trouve en effet par addition:

1) (%)
A -+ A7 = const.

c¢’est ce qui fait #® équations§intégrales; de plus, d’aprés des propriétés élémentaires
des équations déterminantes, les racines des équations en S

) (8]
AV—s . . . . A
. =0
(8] o)
A LAY

sont aussi des constantes d'intégration, c'est ce qui fournit encore no équations inté-
grales algébriques.
Pour le cas le plus simple
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le systéme (III) se compose de n*c'==12 équations, et, comme il y aura

ne -+ n* =10

équations intégrales algébriques, ce systéme pourra étre réduit a un systéme de deux
équations du premier ordre. Celui-ci est équivalent alors & 1'équation différentielle
du second ordre & points singuliers fixes que M. R. Fucas (le fils) a établi dans les
Comptes Rendus de 1905 et dont MM. PAINLEVE et GAMBIER se sont occupés 2
plusieurs reprises.

Si pour o = 1'on égale les constantes d'intégration 4% aux éléments des sub-
stitutions fondamentales d'une équation de M. PocHHAMMER, ou plus particuliérement
d'une équation auquelle satisfont les modules de périodicité d'une intégrale hyperel-
liptique, les solutions correspondantes A( du systeme (ILI) seront des fonctions ra-
tionnelles de la variable @ . Si plus généralement pour 2 et o quelconques, ’ont égale
les A% aux substitutions fondamentales d'un groupe qui satisfait aux conditions d’auto-
isomorphisme que j'ai établi au tome 124 du Journal de Crelle, les solutions cor-
respondantes de notre systéme seront des fonctions uniformes de la variable .

Enfin je voudrais signaler encore le cas particulier, oi les deux problémes que
nous avons posés, se confondent, c’est-a-dire le cas ol le systéme (III) admet comme
solutions des comstantes. Les conditions nécéssaires et suffisantes pour que ce cas se
présente sont évidemment

(V)) (A(M) (AO\)) ( (‘J)) =0.

Ce qui exprime que la matrice (A%) doit étre échangeable avec toutes les autres
matrices (A{)) pour »=E 4.

J'ai exposé avec plus de détails quelques unes des recherches que je viens d'in-
diquer dans le dernier chapitre d'un petit Traité intitulé: Vorlesumgen iiber lineare
Differentialgleichungen, qui vient de quitter la presse et que j'ai I'honneur de pré-
senter au Congrés. J'y ai tiché de rénover et de perfectionner la théorie générale des
équations lindaires, en la traitant au sens des méthodes de Riemann.




GEORGES J. REMOUNDOS

SUR LES ZEROS DES INTEGRALES
D’UNE CLASSE I’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1. Notre méthode d'élimination, utilisée pour 1'extension aux fonctions multifor-
mes du théoréme de M. Picarp et de toutes ses généralisations, nous permet d'éta-
blir un théordme remarquable sar les zéros des intégrales d'une classe d'équations
différentielles.

Dans ma thése (p. 36 et 87) j'ai démontré que l'extension du théoréme de
M. Pricarp, obtenue pour les fonctions ayant un nombre fini % de branches, est va-
lable aussi sous une forme tout-a-fait identique pour les fonctions multiformes dé-
finies par une équation:

Q) A@FAR L+ FAn(@ e w0 ap(s,u) =0

les Ai(z) désignant des fonctions entiéres d'ordre de grandeur ¢ et ¢(z, u) (*) dé-
signant une fonction quelconque de u et d'ordre de grandeur par rapport & z infé-
rieur & e[])'=% (& étant un certain nombre positif): Le nombre des valeurs exception-
nelles de w (U'infini compris) est, au plus, égal a 2n (*).

La seule hypothése que nous faisons sur la fonction consiste en ce que cette
fonetion ne doit pas admettre des infinis par rapport & #. Pour fixer les idées nous
pouvons nous attacher au cas ou la fonction ¢(z, ) ne dépend pas de z. Le théo-
réme, ci-dessus énoncé, concerne donc toutes les fonctions u = f(2) définies par une
équation de la forme:

(2) Ao(s) F A u - Ag(@) u® - - -+ Av(8) ' 4wy - 2g(u) =0

¢(«) désignant une fonction quelconque de u, #w’ayant pas d’infinis. Il est remar-
quable que la fonction ¢(«) peut n'étre méme pas analytique; si elle avait des infinis,
ces valeurs étant exceptionnelles, seraient naturellement classées & 1'ensemble, que
nous avons appelé (E) dans notre thése; nous avons exclu le cas de 1'existence de
ces valeurs, parce que leur nombre est, en général, indéterminé.

() Plus précisement, la quantité désigne le plus grands des ordres de grandeur des fonctions.
(?) Nous supposons, bien entendu, que @(z, ), soit, pour chaque valeur de %, une fonction
entidre par rapport a sz.



2. Considérons maintenant une équation différentielle de la forme:

(3) Ao(g) + A,(z) U —l—- Az(g) u? + .. + An—l(g) yn—1 _I_ u® _I_
+&Qu,u o' ... u™]=0

et désignons par ¢™® le plus grand des ordres de grandeur des fonctions entiéres
A(%) dont une, au moins, est transcendante. Nous supposons que Q[u,#, %", ... u"]
soit un polynome par rapport & #,#',...«“. Considérons une intégrale u =0 (2) de
I'équation différentielle (3) et éliminons la variable z entre les deux équations:

u=7c(3) et u=0(2)

soit & = g,(«) le résultat de cette élimination. Soil, aussi == gs(») le résultat de
I'élimination de #z entre les deux équations

u=0() et u' =0"(2).

En général, désignons par ™ = g,(») la fonction obtenue par 1'élimination de z
entre les deux équations: w=0(z), %™ =0¢"(z). Enfin, I'élimination des «’, %" ,...u"™
entre 1'équations différentielle (3) et les équations u'= ¢,(u) , u" = go(u) , 4" = gs(w)..
... ™ = g,(u) nous conduit & une équation différentielie de la forme:

(4) Ae) FA (R u+t - FA(@ut +u 2P () =0

qui sera bien satisfaite par l'intégrale u = ¢ (z).

Nous remarquons que pour une valeur »=w, la fonction F(«) ne saurait avoir
aucune valeur infinie, si aucune des fonctions g,() , gs(#) . . . gm(#) n'a de valeur infinie
pour u==u,; cela tient & ce que la fonction Q(u,u’,#"”...) est, par hypothése, un
polynome entier par rapport & u,u’,u”,...u"™ .

Si toutes les valeurs de F(u,) sont infinies, alors pour la valeur » = w, 1'équa-
tion (4) n'admet aucune racine finie et différente de s =0; il en sera donc de méme
de 1'équation:

%y == 06'(8)

si 1'équation (4) est irréductible: nous entendons par 12 qu'elle n'est satisfaite que
par une fonction wnique: l'intégrale

u=0c(3).

Avec cette hypothése (U) l'intégrale » = o'(z) ne prend la valeur w, pour aucune
valeur finie de z sauf, peut-8tre, pour =0 ; convenons d’appeler valeur exception-
nelle parfaite une telle valeur u = u,.

L’équation (4) étant bien de la forme (2) si nous excluons les valeurs exception-
nelles parfaites (qui rendent infinies toutes les branches de F() pour toutes les autres
valeurs de #, nous avons visiblement un théoréme analogue & celui que nous avons
démontré dans notre thése sur 1'équation (2).

Teoréme. — Pour toute intégrale w==o0(3) de I'équation différenticlle (3)
satisfaisant o Ihypothese (U), le nombre des valeurs de u exceptionnelles non par-
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faites est égal au plus a 2n— 1 (Uinfini non compris). Nous entendons par la que
Uéquation

(5) uw=0(3)

ne saurait admettre un nombre fini de racines (par rapport & z) pour plus que
2n — 1 valeurs finies de w. Nous excluons le cas, o I’équation (5) admet la seule
racine 3=0 (*).

D'une facon plus générale, la densité des racines de 'équation (5)ne saurait
étre inférieure & celle qui convient & une fonction entiére d’ordre de grandeur
e pour plus que 2n— 1 valeurs finies de w; nous faisons toujours I'exclusion
des valeurs de u que Uintégrale ne prend & distance finie que pour z==0.

En effet, si la fonction F(u) est uniforme, notre méthode d’'élimination exposée
dans ma thése nous permet visiblement de démontrer qu'il est impossible d’avoir plus
que 27— 1 valeurs exceptionnelles finies et non parfaites de l'intégrale u = o (2).
On se raméne toujours au théoréme fondamental de M. BoreL (Voir son Mémoire:
Sur les zéros des fonction entiéres. Acta mathematica, t. XX, p. 387) et ma thése
de doctorat: Sur les géros d’une classe de fonctions trascendantes, Paris, Gtauthier-
Vilars et Annales de la Faculté des sciences de Toulouse, tome VIII). Si F(u) est
multiforme, nous avons encore le méme résultat parce que, parmi les plusieurs équa-
tions, auxquelles peut donner naissance une valeur u = u, ne rendant pas infinie (?)

la fonction F(x), il n'y a qu'une qui peut étre exceptionnelle au sens plusieurs fois
expliqué. Pour nous en rendre hien compte, désignons par V,, V,,Vs... les diverses
valeurs de F(u,); alors, nous aurons les équations:

Ay(@) FA(Duo+ - - FAu(@)ug™ Fup 2V, =10
) Ao(2) F Ai(a)ug 4 - - F AR ug™ G- up -2V, =0
Av@) +A (D) uo+ - F A @ Ui Fug 2V =0

.

les premiers membres étant identiques; mais, d’'aprés le théoréme de M. Picarp, il
y a au plus une, parmi ces équations (6) qui peut étre exceptionnelle; or, pour que
la valeur u, soit exceptionnelle de la fonction =o' (2), il faut que foutes les équa-
tions soient exceptionnelles, ce qui est impossible.

Nous en concluons que une valeur » = u, ne saurait jamais étre exceptionnelle
si la fonction F(x) a plusieurs valeurs pour z ==u,; cette fonction F(») étant sup-
posée multiforme, nous concluons que les seules valeurs de « qui peuvent étre excep-
tionnelles pour l'intégrale # =0 (2) sont les points critiques de la fonction F(w).
En utilisant pour ces points critiques la méthode d’élimination nous obtenons la méme
limite supérieure 2z — 1.

(*) Nous excluons aussi, bien entendu, les valeurs de % qui n’appartiennent pas au domaine
de Dexistence de la fonction F(u) et, par conséquent, de la fonction z=3(u), inverse de 1'intégrale
% =0(z). Ces valeurs de u, lorsqu'elles existent, sont évidemment exceptionnelles.

() Pour toutes les branches.
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3. 1l importe de signaler le fait que le théoréme de ce travail nous fournit une
extension rémarquable aux intégrales d'équations différentielles de fout ordre du
théordme établi dans ma thése sur le fonctions algébroides (2 un nombre fini de
branches). Nous n’avons qu'un complément qui n'est pas grave.

11 est aussi remarquable que notre théoréme concerne des intégrales, qui peuvent
étre des fonctions quelconques de z avec une infinité de branches et avec des singu-
larités quelconques.

I1 est utile d’appeler l'attention sur le fait que notre théoréme se rapporte a
des équations différentielles franscendantes par rapport 3 la variable indépendante z.

En se bornant aux équations différentielles du premier ordre, M. P. PAINLEVE
a établi une certaine extension du théoréme de M. Picarp, ot le nombre des valeurs
exceptionnelles est aussi fini. Ces équations différentielles de M. PAINLEVE sont sup-
posées algébriques en z, contrairement & celles du présent travail. De plus, notre
théoréme peut étre considéré comme un complément de celui de M. PAINLEVE sur
les équations du premier ordre au point de vue de l'ordre des équations différen-
tielles et de ce qu'elles sont ici transcendantes par rapport & la variable indépen-

dante 2 (*).
Nous avons supposé que dans l'équations différentielle (8) la fonction Q[w, ',
w',...u™7] soit un polynome par rapport & w,u ,#”,u™ . Cette hypothése n'est

pas indispensable et n'a été faite que pour fixer les idées; en effet, le lecteur peut
facilement se rendre compte que nos raisonnements n'en sont pas moins valables si
la fonetion Q(u,%’,u"...) est quelconque; un cas intéressant est, par exemple, celui
o Q(u,u ,u”...) désigne une fonction entiére des u,u',#”... et trascendante par
rapport & une ou 3 plusieurs de ces variables.

Nous remarquons aussi que si nous considérons les valeurs exceptionnelles au
sens le plus général da mot, nous pouvons bien remplacer dans l'équation (3) la
fonction Q par une fonction R(z,u,«',u”...) dépendante aussi de 2z, qui soit, pour
chaque systdme de valeurs de », %', %", entiére par rapport & z d’ordre de grandeur
inférieur a eM™I'"* (a étant un certain nombre positif quelquonque).

4. Le caractére essentiel du dernier terme 2Q(w, o ,#"...) de I'équation diffé-
rentielle tient & ce que il s'annulle pour 2 =0 pour tout systéme de valeurs des
#,u,u", ne rendant pas infinie la fonction Q(u,# ,#"); il est bien entendu que
ce n'est pas la valeur 2=0 qui est indispensable ici: il suffit d’avoir une, au moins,
valeur quelconque de z pour laquelle le terme 'en question de 1'équation différen-
tielle (3) jouisse de la propriété ci-dessus indiquée. Ainsi nous pouvons considérer
I'équation différentielle :

A2)FA@ud FA@E T F w2 —a)Q[u, v, . .. u"™]
qui se raméne 3 la forme (3) par la transformation 2 —a={. Il faut seulement
porter l'attention sur le fait que les valeurs exceptionnelles parfaites dépendent de

la valeur s =« et sont les valeurs de » que l'intégrale » = o (4) ne prend & distance
finie que pour z=e.

(*) Elles peuvent aussi 1'étre par rapport & u.



— 73 —

Nous tenons enfin & donner des explications détaillées sur 1'hypothése que 1'équa-
tion (4) ne doive étre satisfaite que par une fonction wuique, l'intégrale »w = 0'(3).
Si, en effet, il y avait plusieurs fonctions satisfaisant & 1'équation (4), une valeur
u == u, pourrait étre exceptionnelle pour une de ces fonctions sans 1'étre pour leur
ensemble; en d'autres termes, une valeur # = u, pourrait étre exceptionnelle pour
l'intégrale =0 (z) sans que l'équation (4) admette un nombre fini de racines o,
en général, un ensemble de racines d'une densité exceptionnelle.

Lorsque 1'équation (4) ne définit qu'une fonction unique, nous dirons que cette
équation est irréductible. L’hypothése, donc, en question, peut se resumer de la fagon
suivante:

L'intégrale w = o (3) ne satisfait pas & une équation différentielle de la
forme: Qu, v, v ,...,u") = F(u).
F(u) désignant une fonction telle que Iéquation:

A+ A(@Dud- - FAm(@ e w4 2F(u) =0

soit réductible.

C'est & ces intégrales satisfaisant & cette restriction que se rapporte visiblement
le théoréme établi dans ce travail.

5. Les résultats de ce travail fournissent une nouvelle preuve de la grande fé-
condité du théoréeme de M. BoreL, auquel nous devons le théoréme de ce travail
ainsi que les résultats obtenus sur les zéros des fonctions multiformes (Voir ma thése
et deux autres Mémoires, que j'ai publiés dans le Journal de Mathématiques pures
et appliqués: Sur les fonction ayant un nombre fini de branches, 1906, fasc. I;
Sur la croissance des fonctions multiformes, 1907, fase. III). Mon idée, autre fois
exprimée, que le domaine des applications du théoréme de M. BorrL devait &tre
trés large et embrasser plusieurs branches de I'Analyse, se trouve bien justifiée: nous
sommes ici en présence d'une intéressante application dans la théorie des équations
différentielles.

En terminant, nous résumons les résultats de cette communication de la fagon
suivante:

La fonction u= 0o (3) désignant une intégrale de I’équation différentielle (3)
ou bien cette fonction jouit de lextension du théoréme classique de M. PIcARD
exprimée par le théoréme de cefte communication, ow bien I'équation différen-
tielle (3) o plusieurs (au moins deux) intégrales communes avec les équations dif-
[érentielles:

w=g\(u), v =g(u),...u" = g,(u) [Voir dans le N°27.

10



— 74 —

G. PICK

UEBER DIE DIFFERENTIALGLEICHUNG
DER HYPERGEOMETRISCHEN FUNKTION

Die Mitteilung bezieht sich nicht auf irgendwelche Integrationstheorie ; sie ist
vielmehr rein formaler Natur und will eine neue Bildungsweise der hypergeometri-
schen Differentialgleichungen bringen.

Zunichst: was soll hier unter diesem Namen verstanden sein? Gewdhnlich
werden wohl unter hypergeometrischen (tleichungen im weiteren Sinne gewisse ge-
wohnliche lineare Differentialgleichungen von bekannten speziellen Eigenschaften
begriffen. Diese Gleichungen (und die durch sie definierten Funktionen) enthalten
Parameter, welche im Wesentlichen der Differentiationsvariablen vollig gleichberech-
tigt sind. Vor allem soll nun diesem Umstand Rechnung getragen werden, das heisst,
die erwahnten Parameter sollen selbst als gleichberechtigte Differentiationsverinder-
liche auftreten. Statt der gewohnlichen Differentialgleichungen also partielle (). Das
hiemit gestellte Problem wird nun losbar, das heisst, die fraglichen Gleichungen konnen
in expliziter Form und in zweckmissiger Schreibweise wirklich aufgestellt werden,
wenn man besonders iiber zwei Vorbedingungen richtig verfiigt: Die Wahl der Dif-
ferentiationgvariablen und die passende Zerlegung in Systeme erster Ordnung.

Als Variable sollen die Perioden erster Gattung gewisser zugehoriger ABEL'scher
Integrale verwendet werden. Die Zweckmissigkeit dieses Massregel scheint mit der
uniformisierenden Wirkung der Einfilhrung soleher Variablen zusammen zu héngen.
Diese Wirkung ist im einfachsten Fall der gewdhnlichen hypergeometrischen Funk-
tion bekannt; ich nenne die Namen KrLrIN, ParpERITZ, WIRTINGER. Fir héhere
Fille ist sie wohl auch schon behauptet worden. Prézises hiertiber kann heute kaum
angegeben werden; vielleicht werden die in rationeller Form aufgestellten Differen-
tialgleichungen Behelfe zur Entscheidung geben.

Um eine zweckmissige Zerlegung in Systeme von Gleichungen erster Ordnung
zu erlangen, missen zusammengehdrige Systeme von Funktionen (beziehungsweise

(*) Eine Hindeutung auf ein solches Arrangement findet sich”schon bei KLein: Ueber die
hypergeometrische Funktion (Gottingen, 1904).
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Formen), die durch simultane Gleichungen definiert sein sollen, gebildet werden.
Hier erhiélt man das Richtige, wenn man von der Darstellung jener Funktionen als
Parameterintegrale ausgeht. Es zeigt sich Zusammengehorigkeit in ganz analoger
Weise wie bei den ABEerL'schen Perioden erster Gattung; und was entscheidend ist,
os stellen sich ganz entsprechend auch zugehdrige Grdssen sweiter Gattung ein.

Wesentlich ist endlich die vollige Ausniitzung der Invarianteneigenschaften,
welche den eintretenden Grossen zukommen. Es bedarf bei den héheren Fillen be-
sonderer Vorkehrungen, um diese Invarianteneigenschaften zur Geltung bringen zu
kénnen. Ich ibergehe diesen Punkt, da er fir die gewdhnliche Hypergeometrische
Funktion noch nicht in Betracht kommt. Fiir diesen einfachsten Fall sollen nun die
dem vorangegangenen Raisonnement entsprechenden Formeln wirklich angegeben
werden.

Ich gehe aus von der Integraldarstellung der hypergeometrischen Funktion in
KveiN'scher Normierung:

1

1 1 3—L1

cc+B
= [sz=—A—II(a——b f(z—a z——b) 2(,z—c) 2(z——d) “dz
(a+p+r+d=0)

das Integral auf geeignetem geschlossenen Weg (Doppelumlauf) genommen. Der vo-
rangesetzte Normierungsfaktor hat bekanntlich den Effekt, dass die Grosse in eine
Invariante der biquadratischen Grundform

[(&) = Az —a) (#— b) (# — ¢) (¢ — d)

verwandelt wird, vom Grade — . Fir «,8,7,d=0 wird aus X7
— f _ds_
11(3)

eine elliptische Periode erster Gattung. Die zugehorige Periode zweiter Gattung kann
man in der Form
F(z,?)

i) e ey

ansetzen, wo F(z,¢) die zweite Polare von f(2) noch ¢ bedeutet; von ¢ ist H be-
kanntlich unabhingig. Ganz analog nun wie H zu £, steht eine Grosse K der Grosse 17
gegeniiber. Um K zu schreiben, bedarf es noch einer Hiilfsform:

z—d

90 =10 (755 + 7+ 7+ =)

Sie ist zweiter Ordnung in 2 und eine (irrationale) Kovariante von f(z). Wenn die
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erste Polare von ¢(2) nach ¢ mit @(z,?) bezeichnet wird, so ist das in Aussicht
genommene K durch die Formel

F(z,80) —(2,8) @z, 1)
—de 2(z —1)?

gegeben. K ist von ¢ unabhingig.
Nun seien @, , w;, 7,7, ein System von zusammengehorigen Elementarperioden

erster und zweiter Gattung zu
f_._dﬁ_
V1)

M und K konnen dann als Formen von o, ,w, angesehen werden, ersteres von 1%,
letzteres von (— 1)¥*" Ordnung. Bildet man den bekannten Operator

‘ 2 2
A=n, —— .
= w.""” o

80 ist
A4l =—K

'4(K)=(%+(2’?3ﬁ).11

das Differentialsystem der beiden Funktionen. Es bedeutet darin g, die bekannte
Invariante von f(z) , (p,9)* die zweite Ueberschiebung von ¢ iiber sich selbst
(Diskriminante).

Bs ist hier leicht K zu eliminieren und dadurch eine Gleichung zweiter Ordnung
fiir I7 herzustellen. Wenn ¢, , 0, unbestimmte Grdssen sind, so ist

2
( 0, e, T 0, \) a
(91‘02 - Qz“h)z

D) =

von den ¢ ganz unabhingig (}) weil I7 ersten Grades ist. Hieraus ergiebt sich leicht
mit Hiilfe der LEcENDRE'schen Relation

— 4m* . D) = A4(H) + 2z,
das System ergiebt also

(9,9
2 —_—
D) = 3ot /8
als schliessliche Gestalt der Differentialgleichung.

Von der Herleitung der sonst bekannten Formen der hypergeometrischen Diffe-
rentialgleichung aus der neuen Gestalt soll nicht gesprochen werden. Hieriiber ist
das Notige in einer eben gedruckten Mitteilung (2) enthalten.

(%) Diese fast triviale, aber wenig bekannte Tatsache findet sich mitgeteilt in Prck: Ueber
die Integration der Lamé'schen Differentialgleichung (Wiener Berichte, 1887).
(¥) Zur hypergeometrischen Differentialgleichung (Wiener Berichte, 1908).
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N. SALTYKOW

SUR I’EXISTENCE DES INTEGRALES DE S. LIE
ET LE PERFECTIONNEMENT DE LA METHODE DE JACOBI
DANS LA THEORIE DES EQUATIONS PARTIELLES

MM. Permettez-moi de vous présenter les résultats de mes recherches sur les
équations partielles du 1° ordre. ’

11 g'agit en premier lieu de l'existence des intégrales complétes de S. LiE.

Dans les Mathematische Annalen ('), dans le Traité (*) publié par M. F. ENeEL,
S. LiE, ainsi que d’'autres auteurs encore, traitent les notions de S. Lir sur les équations
partielles et leurs intégrales comme une généralisation de la théorie classique.

Or, depuis la création de la dite théorie, on pouvait déja signaler les propriétés
particuliéres des équations partielles admettant certaines multiplicités intégrales com-
plétes de S. Lik (®). Mais c’est seulement vers la fin de sa vie bien distinguée, dans
son dernier Mémoire (*), que S. Lie est revenue sur la question qui nous occupe,
sans obtenir des résultats essentiels.

J'al insisté sur la méme question dans une Note en 1903 (°). Derniérement
M. F. EneeL (°) a étudié les conditions d’existence des intégrales de S. Lie, en
poursuivant les recherches de son illustre maitre.

Cependant il est aisé d’obtenir explicitement la forme générale d’équations par-
tielles du premier ordre admettant les intégrales complétes de S. Lik, en partant des
considérations que j'ai sommairement indiqué dans ma Note citée plus haut.

(*) Bd. 9, 8. 245.

() Theorie der Transformationsgruppen (Zweiter Abschnitt, Kapitel 4).

(®) 8. Lig, Zur Theorie partieller Differentialgleichungen erster Ordnung, insbesondere wber
eine classification derselben (Nachrichten v. d. K. Gesellschaft d. Wissenschaften u. D. G. A. Uni-
versitit. Gottingen, 1878, 8. 473). — A. BarckLunp, Mathematische Annalen, Bd. 17, S. 285. —
Cfr. F. EneeL, Zur Erinnerung an S. LIE (Berichte tiber d. V. d. K. 8. Gesell. d. Wissenschaften
zu Leipzig. Allgemeiner Theil, 1899, S. XXXI).

(*) S. L, Ueber Berihrungstransformationen u. Dzﬁerentmlglewhungen (Leipziger Berichte
Jahrg. 1898, SS. 118-180).

(%) Sur les intégrales de S. LIE (Comptes rendus de I’Ac. d. Sc., Paris, 3 aodt 1903).

(°) Eine neue Methode in der Invariantentheorie der Differentialgleichungen (Leipziger Be-
richte, 1905, S. 161).
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Pour fixer les idées, considérons 1'équation

(1) B 2o, Za Py Py Pa) =0,
les variables

() Ly y&ayeee®n 5 PryPrses. P
vérifiant la relation différentielle

3) de=p,da, + p: dzs+ - - -+ pndz,.

Nous disons multiplicité intégrale compléte de la classe q de équation (1)
I'ensemble de » -1 équations suivantes:

( z—y)(xl,.Z'g,...xn_q,Cl,Cg,...Cn)=O,

xn-q-&-i‘—q’i(xl s Lo yo 'xn—q’cl yCeyen Cn)=0,
Pr— 3wk ’l‘ ;_1 pn-—qﬂ =0,

(z'=1,2,...q , k=1,2,...n—9q),

C.,0C.,...C, désignent » constantes arbitraires, et ce dernier systéme jouissant de
la double propriétée:
10, Les valeurs 2, Tp—qri,Pr tirées du systeme (4) identifient les équations
(1) et (8).
2°. Le résultat d’élimination des constantes Ci,Cs,...Cn du systéme (3)
représente la seule équation domnée (1).
Le lieu géométrique de la multiplicité (4) est dit aussi imtégrale compléte de
classe q.
Il est aisé de voir que le systéme (4) est réductible & la forme suivante:

nt+H@ 2 Ta P2y Py ) =0,
(5) Fr(xlax23--'xn7zap2q_p3,---pn)=cr’
‘ (r=1,2,...%).

Comme les parenthéses de WEILER formées de premiers membres des équations (4),
par rapport aux variables canoniques (2), s'annulent moyennant les équations (4), ces
derniéres représentent wm systéme complet.

Il en résulte donc la premiére propriété du systéeme (5):
1°. Les équations (5) forment un systéme complet.

Enfin, les deux systémes (4) et (5) étant équivalents, le systéme (5) contient ¢
rélations parmi les variables canoniques de la premiére classe.

Il s'ensuit la seconde propriété du systéme (5):

20, Les fonctions ¥, ,F,y... ¥, sont dépendantes par rapport aux variables
canoniques de la seconde classe, le déterminant fonctionnel

D(Fl,Fg,-..Fﬂ)
3 Doy Dn
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S’annulant ainsi que tous ses mineurs depuis le 1 ordre jusqu'a Uordre ¢ —1
inclusivement.

Les deux propriétés indiquées du systéme (5) sont d'une grande importance pour
la théorie étudiée. Elles offrent non seulement les conditions nécessaires, mais aussi
suffisantes pour qu'un systéme d’équations de la forme (5) définit une intégrale com-
pléte de classe ¢ de I'équation donnée (1).

Cela étant, les fonctions F, sont donc des intégrales de 1'équation linéaire aux
dérivées partielles du premier ordre d'une seule fonction F

(6) [p+H,F]=0.

Par conséquent, les intégrales complétes de LacraNaE et de S. Lie sont définies
par les # intégrales en involutions de cette derniére équation (6).

L’analogie va encore plus loin: l'équation (1) étant indépendante de 2z, on voit
aisément que la définition des intégrales complétes de LaaraneE et de S. Lie dé-
pend de # — 1 intégrales en involution

" Fi,Fey.i . Fpm,

de 1'équation
(P + H,F)=0

et d'une quadrature (*), les fonctions (7) ne dépendant que des variables (2).

Or la distinction essentielle entre les intégrales complétes de LAGRANGE et de
S. Lie consiste dans la condition concernant la dépendance des fonctions (7), par
rapport aux variables canoniques de la seconde classe. Dans le cas de LAGRANGE, les
intégrales (7) sont indépendantes par rapport a ces derniéres variables, ¢'est-a-dire le
déterminant fonctionnel

(®) D (Fl > Fs ---Fm)
732’]73,---pn

est distinct de zéro. Quant & S. Lig, au contraire, pour que les intégrales (7) défi-
nissent une intégrale compléte de classe ¢, le déterminant fonctionnel (8) doit s'an-
nuler identiquement, ainsi que tous ses mineurs depuis le premier ordre jusqu'a
Pordre ¢ — 1 inclusivement.

Supposons, par exemple, que le premier mineur d’ordre ¢ distinet de zéro soit

D(Fl , FFq_>
}92,])3,“-1’0"—(1

Les intégrales (7) vérifient alors les conditions suivantes:

Fn—q+i=fi(xl,932’---mn’FHF?a---Fn—q—l)s
(=0,1,2,...q—1).

() N. Savryrow, Sur le rapport des travauz de S. LIE @ ceux de L10UVILLE (Comptes
rendus de I'Ac. d. Sec., Paris, 17 aotit 1903).
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Ces préliminaires posés, on construit aisément la forme générale d'une équation (1)
admettant 1'intégrale compléte de S. Lir de classe 4.
Pour faire comprendre le caleul & effectuer, considérons le cas le plus simple
d'une équation

(9) pl+H(xlﬂm2ax3,p2vp3)=Ov

admettant 1'intégrale compléte de S. Lie de la premiére classe.
Il s'agit donc d'étudier les conditions d’existence de deux fonctions F, et F', des
variables

1 y Lo "7;3 1]72 ,ps

vérifiant les conditions suivantes:

(10) (1 +H,F,)=0,

(11) (n—+H,F)=0 , (F,F;)=0,
Fo=/f(2,, 22,25, F).

En supposant
o,
A2 = 0,
introduisons F, comme nouvelle variable indépendante, au lieu de p,.
Le systéme (11) transformé devient alors

I Ly
7, t4 W 0,
(12)
VL,

. L3 ’

olt I'on a posé

()
2H (dH s
a2) ()2 () ()’
e
les parenthéses désignant le résultat de la substitution effectuée.
Les coefficients A, B étant des fonctions des variables x,, ., xs, F, et p,,

comme la fonction / est indépendante de la variable p,, il résulte du systéme (12)
les identités

PA 2B _,
W W
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Les fonctions A et B ont donc la forme suivante:
A=l,b(x1 yx29x3vFl)a
B= 93(901 7x27w3,F1)5

Y et ¢ désignant deux fonctions arbitraives des variables x,, ., s, F,.
Le systéme (12) devient alors

2f oy 2

(14) AT
Y

s q))xg_ ’

Comme ces derniéres équations forment un systéme jacobien, les fonctions ¢ et ¢
doivent satisfaire & la condition suivante:

Rl Y Y
15 — — == —L —.
( ) Dx1+¢3x3 )x2+q) %3
Substititons les valeurs obtenues de A et de B dans les formules (13). Effectuant
ensuite la ftransformation inverse des variables, en remplagant F, par sa valeur
en pe, il vient les conditions que doivent satisfaire les fonctions H et F,, pour que
la fonetion / existe,

H H
2 —q’(wlvx27w3ypl) }, =l}‘(9017902,903yF1),
s e
(16) F F
LY L
3}73 @(xl 7x27w3’F1) —bﬁz-—o

Ce dernier systéme (16) appartenant & la forme de ceux étudiés par Jacosri (*),
son intégration revient & celle des équations différentielles ordinaires

Par conséquent, la forme générale des fonctions H et F, est la suivante:

H=1vyp; -+ D(z1, 22, s, p2 + @ps),
F1 = E(xl y L2y X3y P2 + q).p:;)’

D et E désignant deux fonctions arbitraires. Quant & la fonction f, elle est définie
par le systéme (14). Enfin, la fonction F, doit de plus satisfaire & 1'équation (10).

() Jacosr, Gesammelte Werke, Band 4, S..7. — Sarryxow, Journal de Mathématiques pures
ot appliquées, t. 111, 5éme série, p. 423.

11



— 82 —

Le calcul développé se préte 4 une généralisation immédiate au cas le plus gé-
néral d'un systéme en involution

3pk‘l"Hk(wl»x?a"ownyﬁm+1a---ﬁn)=0

(17 (A=1,2,...m),

admettant une intégrale compléte de S. Lie de classe ¢.
I1 en résulte que les fonctions Hy ont la forme

q
Hk=z¢k£]’n-q+i+Ak(9§1ax2a---xn,ulsuz,---un—m—q),

=1

les A, étant des fonctions arbitraires des variables o, %y o Zn, %1y Ue soor Unesiegs
olt I'on a posé

q
Ur == Pmar -+ Z Pvi Pr—g+is
=1
toutes les valeurs ¥y , ¢ désignant des fonctions arbitraires des quantités variables
‘xl9x21'°'xn,Fl’F2a0'°Fn-m—q'

Les fonctions iy, ¢, satisfont de plus aux conditions d'involution du systéme

2 )
.Bxk“l‘ilpkz —09

=1 )30n—q+i
(18) o L A
-— i — O 9
D% et + ; ' VLgmgri

(k=1,2,...m , r=1,2,...0—m—yq).

Quant aux fonctions F,,F.,...Fuu-g, elles sont données sous la forme sui-
vante:

o= B (@1, Ba s e @y s Un s - -« Uinmmg)
(19) (r=1,2,...0—m—yq),

les B, désignant des fonctions arbitraires définies de la maniére & vérifier les con-
ditions d’involution

(ph"l"Hk’Fr):Oa
(k=1,2,...m , r=1,2,...0—m—gq).

Cela étant, l'intégrale compléte de classe ¢ du systéme (17) est définie par 1'en-
semble de #» — m — ¢ équations (19), ¢ intégrales en involution du systéme jaco-
bien (18) et une quadrature.

Les considérations développées démontrent que la forme générale des équations
partielles admettant les intégrales complétes de S. Lie contient des fonctions arbi-
traires. Mais il va sans dire que ce sont des équations d’un earactére tout particulier.
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Il se pose donc immédiatement la question de la valeur que présentent les in-
tégrales complétes de S. Lie dans la théorie des équations partielles. En partant de
ce fait que V'intégrale compléte de LAcraNeE s'obtient de celle de S. Lik, dans
I'hypothése particuliére ¢ =0, certains auteurs voyaient dans les notions de S. Li
la généralisation de la théorie classique des équations partielles.

On sait bien que S. Lie a obtenu ces notions moyennant des considérations géo-
métriques. Dans sa belle et éloquente conférence d’'avant-hier (*), M. G. DARBOUX a
fait un éloge des travaux géométriques de S. Lie. Dans la méme conférence M. G.
DarBoux nous & dit qu'en appliquant 'analyse pour résoudre les problémes de géo-
métrie, il fallait toujours nous guider par l'esprit géométrique. Qu'il me soit permis
d'ajouter, de ma part, qu'en appliquant la géométrie & 1’étude des questions pure-
ment analytique, il faut bien prendre garde que les considérations géométriques s’ac-
cordent avec les théorémes analytiques et que les conclusions basées sur la géométrie
ne dépassent point les limites assignées rigoureusement par I'analyse.

En associant les éléments de surface en multiplicités de différentes classes, S. Lir
se laissa entrainer par leur interprétation géométrique, en croyant généraliser la
théorie classique des équations partielles. En effet, il est aisé d’'associer les éléments
de surfaces en toutes les multiplicités possibles. Or s'il on a wn systéme d'éléments
de surface, c'est-a-dive un ensemble d’éléments de surface défini par les équations
de la forme étudiée, il résulte alors, de notre analyse, que c'est par exception seu-
lement qu'il est possible d’associer les éléments du systéme donné en multiplicité
compléte d'une classe donnée.

Considérons, par exemple, 'espace de trois dimensions et toutes les multiplicités
des éléments de surface associés sur une surface, ou le long d'une courbe, ou bien
autour d'un point. Soit un systéme d’éléments de surface défini par 1'équation

(20) Flz.y,2.p,9)=0.

Cette derniere équation posséde une multiplicité compléte, dont le lieu géomsé-
trique est une surface, dans le cas général d'existence des intégrales de CaucHy.
Quant aux multiplicités complétes, dont le lieu géométrique est une courbe ou un
point, pour les admettre, 1'équation (20) doit &tre linéaire par rapport aux variables
p et ¢, ou bien étre indépendante de ces dernieres.

Comme nous venons de le voir, la pluspart des équations partielles ne possédent
point des intégrales complétes de S. Lie. De plus, I'étude détaillée des multiplicités
intégrales complétes démontre que ces derniéres représentent les équations que I'on
obtenait toutes les fois, quand 'ancienne méthode des caractéristiques était en défaut.
Pour élucider ce fait, au point de vue historique, il est utile de rappeler qu'a la
méme époque, quand M. A. MavER () a levé toutes les objections faites & la théorie
des caractéristiques, S. Lie venait de publier ses idées sur les multiplicités inté-
grales, sans savoir les résultats obtenus par M. A. MAYER.

(') Les méthodes et les problemes de la Géométrie infinitésimale.
(*) Mathematische Annalen, Bd, III. S. 435.
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Par conséquent, toute la valeur des notions de S. Lie sar les multiplicités in-
tégrales complétes revient & 1'interprétation géométrique des résultats que 1'on obtenait
dans les cas d’exception de l'ancienne méthode des caractéristiques. On tomberait
donc en défaut si l'on se contentait d'une intégrale compléte de S. Lig, en intégrant
une équation partielle. Car, en effet, S. Lie relie par des relations les variables qui
sont essentiellement indépendantes par rapport aux équations partielles. S. Lie ne
donne pas non plus le moyen pour passer, ensuite, aux intégrales complétes de
LaeraNGE. Done, dans la théorie de S. Lig, il ne s'agit pas des équations partielles,
mais on leur substitue des équations d'un nouveau caractére. Par conséquent, limiter
la théorie des équations partielles par les notions de S. Lig, cela signifirait de re-
noncer & l'étude d'une question la plus délicate de la théorie en question:

Rechercher un systéme complet de n— 1 équations résolubles par rapport
& 2 et aux variables canoniques de la seconde classe.

Il en résulte done, qu'au point de vue de l'intégration des équations partielles,
la théorie de S. Lie doit &tre complétée par des considérations permettant de passer
d'une intégrale compléte de S. Lie a celle de LAGRANGE, comme j'ai insisté d'ail-
leurs maintes fois dans plusieurs travaux antérieurement publiés (*).

La seconde question dont je veux encore briévement parler, concerne le perfectionne-
ment de la méthode de JacoBl-MayER. Cette derniére démontre 1'existence des in-
tégrales du systéme différentiel des caractéristiques résolubles par rapport aux va-
riables canoniques de la seconde classe. Or, au point de vue des applications, la mé-
thode de JacoBl-MAYER ne donne pas toute la liberté désirable pour effectuer le
calcul nécessaire. Le perfectionnement en question a en vue d'utiliser toute intégrale
du systéme différentiel des caractéristiques en involution avec les intégrales précédem-
ment calculées, indépendamment de ce que cette derniére soit résoluble ou non par
rapport & une des variables canoniques de la seconde classe. De méme cette méthode
est-elle aussi applicable, dans les cas, quand il se présente des difficultés, au point
de vue pratique, pour résoudre les intégrales obtenues par rapport aux variables ca-
noniques de la seconde classe.

Par conséquent, la méthode de JacoBl-MaYER perfectionnée revient & calculer
les fonctions

Fl’F29~'0F7’0-—1

satisfaisant & la seule condition de vérifier les équations suivantes:

(1 +H,F)=0,
(pl—l-H’F?):O ) (Fl,F2)=Os

(]71+H3Fn—1)=0' 9 (Fl ,Fn—1)=07'- ‘(Fn~2’Fn—l)=0-

() Comptes rendus de I’Ae¢. d. Sc., Paris, 3 aofit, 10 aotit 1908.
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Les éliminations algébriques complémentaires, dont il a été question plus haut ('),
nous donnent ensuite l'intégrale compléte de LAGRANGE, la seule résolvant d'une
maniére satisfaisante le probléme d’intégration des équations partielles.

Pour terminer, je veux dire encore que les simplifications introduites dans la
méthode de Jacosr ne troublent pas la symétrie du calcul de cet illustre geométre.
En effet, il est toujours possible de représenter chaque nouveau systéme différentiel
des caractéristiques sous forme canonique.

Considérons, par exemple, le systéme complet de m équations obtenu aprés avoir
effectué plusieurs opérations des intégrations successives,

Fi(ml,x2a°-'wna_pl1}72""]771):09
=1,2,...m).

Supposons ce dernier systéme réductible 2 la forme suivante:

Di +Hi(xlax2a'-.wkaxm+l»---xnﬁpk—*lapk-t-z,---pn):o,
xh+j+Lj(ml ,x29"'xk’xm+l$"°xnaph+l’pk+2a°"pn)=0’

(G=1,2,...k , j=1,2,...m—%).

La nouvelle intégration & effectuer revient a calculer une intégrale du systéme
linéaire
(»+H,,F)=0 , (90;;+j—]-L_,~,F)=O,
G=1,2,...% , J=1,2,...m—Ek).

Or, ces derniéres équations sont équivalentes au systéme canonique aux diffé-
rentielles totales

dopr = — > M g N7 2L
e =1 WPmrr ; =t 3]7/n+r Pref s

% m—Fkt

d +r = —_l- -+

P zle Dinsr J;i 390m+r Prss
r=1,2,...0—m.

Prenons, par exemple, 1'équation
(21) + (22 — 903]73) Z3 P2 + (903 Ly— 902)[9 =0

21 P4 A

formant avec les équations

Al a(1—2 )=
P2 X3 P2

(") N. Savryrow, Sur les rélations entre les intégrales complétes de S. LIE ¢l de LAGRANGE
‘(Comptes rendus de I’Ac. d. Sc., Paris, 10 aoit 1903).
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un systéme de trois équations en involution, 4, et &, désignant deux constantes arbi-
traires. Ce dernier systéme devient

_ bl Ps (by 4 = b2 22)pa
n — 62)2 + b, (xl -_ 52) 0,
DPe— wlble =V,
by __
X3 — o — bg =

Le systéme jacobien correspondant prend la forme
D oatadbrs f  p 2
R bi(er — bs) dxa 21— b2 4 ’
= 2
Y2 bx s ! 3193

Par conséquent, on obtient le systéme canonique aux différentielles totales

bl x4+bgw2 X,
dw4————-—b( —bg) d ry — ldw2y

La premiére de ces équations donne 1'intégrale
g

b2y — 2, 2o
bl(xl - bz)
b, étant une constante arbitraire.
Done 1'équation (21) admet l'intégrale compléete de la seconde classe

= b,

1
«7/'4=5;901902+b3(w1—b2),

b, désignant une nouvelle constante arbitraire. En appliquant les formules que j'ai
donné (*) on a l'intégrale compléte de LAGRANGE

()
‘.—ag(xs xl) blws(w,,—{- b1)+a’

@y, @3, b, , o désignant quatre constantes arbitraires.

(%) Comptes rendus de 1’Ac. d. Sc., Paris, 10 aofit 1903.
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T. LALESCO

SUR LES SOLUTIONS ANALYTIQUES

. M _w
DE L'EQUATION 2y

1. Dans la présente communication je me propose de montrer par un exemple
de nature différente & ceux que l'on considére ordinairement, 1'importance analytique
de la notion de l'ordre des fonctions entiéres. Dans la théorie des équations linéaires
aux dérivées partielles du type parabolique du 2° ordre, la distinction essentielle que
I'analyse établit entre les solutions analytiques d'un coté et toutes les autres de I'autre
coté se trouve 8tre tranchée par une réponse olt la notion d’ordre joue le réle principal.

Prenons une solution analytique au point =z, et y =y, et soit

[(2) =asF (e — )+ -+ F oz —z)" -+ - - -

la fonction analytique & laquelle se réduit cette solution pour y ==ys,.
L’expression de la solution

P ek 1Y Y A2
= n! da*

et celle de sa dérivée par rapport & &, nous permettent d’éerire immédiatement
RE— —
n® Ya, < % VAe
ol A désigne une quantité dont le module est plus grand que les inverses des rayons

de convergence 7, et 7, au point y, de s(z,,y) et %(xo ,¥). La fonction f(x)

est donc une fonction entiére de 2 d’ordre au plus égal & deux. Par conséquent les
solutions analytiques de Uéquation

% %

W W

sont des fonctions entiéres par rapport & x d’ordre aw plus égal & dewx.
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Deux cas sont & distinguer:
1) Si 74, =0 Lordre est stirement plus petit que deux.
2) Si 7y, est fini, il y aura dans tous les cas une infinité de valeurs de »
pour lesquelles
1 dnf(@) 1
Va "aem —

<&

& étant un arbitrairement petit, ce qui nous montre que dans ce cas l'ordre est pré-
cisément égal a deux.

On a ainsi un moyen expéditif et susceptible d'étre généralisé pour determiner
l'ordre de certaines fonctions entiéres. Par exemple, les fonctions théta du premier
ordre et & caractéristiques quelconques vérifient, en introduisant le paramétre, une
équation aux dérivées partielles de la forme (1); d'autre part r., est fini et égal
pour =, & la partie imaginaire de z,. Donc l'ordre des fonctions théta est égal a
deux. A ce sujet on peut encore donner le résultat général suivant:

Considérons la solution analytique de (1) et périodique en z:

H=—+w

@ ST A etvena

Si les séries
Z A" et Z A_
n=1

n=1

représentent des fonctions entiéres d'ordre au plus égal & zéro et d'un sousordre tel
que U'on ait, pour » suffisamment grand

oI < b

ol ¢ désigne un arbitrairement petit, 1'ordre de la solution (2) en « est plus petit que
deux. Dans tous les autres cas, pour les valeurs de y rendant (2) convergente, cet
ordre est égal & deux.

2. Une application intéressante du resultat précédent concerne l'intégrale de
Fourier. On sait que la solution de 1'équation (1) qui se réduit & f(2) pour y =0
est donnée par l'intégrale de FoURIER:

s= 2 (" T t281/p)ds
V7 Js

La démonstration de Fourier n'est pas rigoureuse en raison méme de sa géné-
ralité; celle de WEIERSTRASS suppose essentiellement f(z) fini sur toute la partie po-
sitive de 1’axe réel. On peut établir trés simplement le théoréme de Fourier a laide
du résultat précedent powr toutes les solutions analytiques de (1). On a en effet

w=flo) = o= [ et 29V == 7 U0 — o+ 2817108
=4]/%f°° B (a4 280 1/7)dp (0<O<1).
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Comme l'ordre se conserve par dérivation, on aura pour # fini et g suffisamment
grand

|f/(z + 286 1/y)| < e8°8%

ot il suffit de prendre y <le—1 pour voir que # est infiniment petit avec 1/5 .

3. La réciproque du résultat du n. 1 est aussi vraie. A la question de physique
mathématique posée par Lord RarLereu et M. BoussiNesqQ, quand 1'état initial de
chaleur d'une barre homogéne peut &tre considéré comme provenant d'un état anté-
rieur, M. P. ApPELL a repondu en trouvant une condition seulement #nécessaire:
I'état initial doit étre une fonction entiére de l'abscisse des points de la barre.

A Taide du résultat précédent nous pouvons énoncer une condition sufisante :

La fonction entiére doit étre d’ordre au plus égal & deux.

4. Les mémes calculs appliqués & 1'équation plus générale:

We A%

= gt (>

nous conduisent & un résultat analogue: l'ordre de f(x) doit &tre égal & 15 L'in-

troduction toute naturelle d'un ordre fractionnaire dans une importante question
d’analyse me semble présenter un certain intérét.

12
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V. VOLTERRA

SULL’APPLICAZIONE DEL METODO DELLE IMMAGINI
ALLE EQUAZIONI DI TIPO IPERBOLICO

1. In una Nota pubblicata nei Proceedings of the London Mathematical Society
(1904) e nelle lezioni che ho svolte nel 1906 all’ Universita di Stoccolma, ho mo-
strato come il principio delle immagini potesse applicarsi alla equazione fondamen-
tale a tre variabili di tipo iperbolico, cioé alla equazione

Rw , Yw dw
(1) Ty 0,
ma tale applicazione venne limitata al caso di immagini rispetto a piani paralleli
all’asse z. Ora @& interessante osservare che per la equazione di tipo iperbolico si pud
stabilire un principio il quale ha un
grado di generalita equivalente a quello
z A delle immagini nel caso dell’equazione
di tipo ellittico. Cid si ottiene mediante
una semplice osservazione geometrica
che esporrd in questa Nota, rimandando
ad una Memoria estesa che sto prepa-
rando lo svolgimento della teoria.

2. Gia da vari anni in alcune Note
pubblicate nei Rendiconti dell’Accademia
dei Lincei (!), i cui risultati vennero
sviluppati in una Memoria inserita negli
Acta Mathematica (%), ho introdotto la
nozione dei coni caratteristici relativi alle
equazioni (1) e ad altre equazioni di
tipo iperbolico. Per le (1) essi sono
i coni di rivoluzione aventi I'asse parallelo all'asse z ed una apertura di 90°. Con-
duciamo per un punto A il cono caratteristico e sia ¢ una superficie la quale limiti
una porzione di spazio S interna ad una falda del cono ed adiacente al vertice.
Ho dato una formula mediante la quale si pud esprimere il valore w(z,,¥,,4) al ver-
tice A del cono (vedi fig. 1) mediante i valori di w e della derivata normale

Fie. 1.

(*) Rend. Acc. Lincei, 1892.
(®) Acta Mathematica, tomo XVIII, 1894,
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interna %% nei punti xy4 della superficie ¢. La formula & la seguente:

L1 (__1 h—3 _
@ w,n,a)= 2 3 (cos nz —— cos nr)wdo‘

v lf 1
—_— —_— W
2nJs /(e —a)—1*

in cui
= —z) — )2 I w w
r=y(z, — )+ —y) W= ~ cosnz+)$cosnx+)y oS 7Y
A
A
Z

Fie. 2.
Se #' forma cogli assi angoli i cui coseni sono — cosnz, Cosnz, Cosny, si
. - , , : R o as W
dice, secondo il sig. D'Apuimar che #' & la comormale; quindi W=W'

Se lo spazio S compreso fra la superficie ¢ ed il cono non & adiacente al ver-
tice (vedi fig. 2), oppure se lo spazio S & esterno al cono (vedi fig. 3), allora nel
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primo membro della formula (2) deve sostituirsi 0 al valore w(z; . 4). La formula
che cosi si ottiene la denoteremo con (2).

. R1Z% \ uw . . w
3. Noti w e — su ¢ & noto —; e reciprocamente noti w e — resta co-
M M M

noseiuto Sy quindi & cosa equivalente dare gli uni o gli altri valori. Ora non sempre

& necessario conoscere w e 57 Sopra ¢ perché w sia determinato in A. Si possono

infatti dimostrare i teoremi seguenti:
1°) Sia nota w sopra o. Per determinare w al vertice A del cono non é ne-

. W . .. , .
cessario conoscere Sl quelle parti di o la cui normale interna forma con &
un angolo compreso fra 45° e¢ 90° ammesso che nelle parti rimanenti di o la
, Q. ,
derivata 7 S conosciuta.

2°) Sia M un punto regolare di o in cui la normale interna forma con 3
un angolo compreso fra 45° e 135° si potra prendere un intorno pm di M appare

tenente a o, tale che conoscendo w sSu w, ¢ w e % sulla parte rimanente di o,
w Sia determinato in A.

Tralasceremo di dare la dimostrazione di questi teoremi. Da essi si ricava fa-
cilmente che, se una parte connessa ¢’ di ¢ & costituita da un piano o da una iper-
boloide equilatera avente per asse z, ed in ¢’ la normale interna forma con z un
angolo compreso fra 45° e 135°, basta la conoscenza di w sopra ¢’ (purché nella parte

rimanente di ¢ si conoscano w e ﬂ) affinché w risulti determinato al vertice A .

Bisogna dunque cercare di eliminare %—Z—, su o’ nella formula (2). Questo risul-

tato si ottiene impiegando il metodo delle immagini.
4. Usando una denominazione analoga a quelle di conormale, chiameremo cods-
stanza dei punti (2,,9:,4); (¢, y,2) la quantita

1/(“'1 — &)+ () — y)* — (& — )

supposta reale e presa positivamente. In altri termini la conormale o la codistanza
corrispondono alla normale e alla distanze nella metrica individuata dal gquadrato
dell'elemento lineare

dz® - dy* — da*.

Preso un piano o conduciamo da un punto A la conormale al piano. Se questa
lo incontra in un punto B prolunghiamola di BA’ eguale ad AB, A’ si dird la
coimmagine di A. Ora noi abbiamo facilmente che le codistanze di A ed A’ da uno
stesso punto qualsiasi del piano sono eguali. Questa sola proprietd non basterebbe
ad ottenere la eliminazione desiderata. Ma ne abbiamo ancora un’altra cioe:

I coni caratteristici relativi ai punti A ed A’ si tagliano lungo il piano A4 ;
ed infatti i punti di questa intersezione hanno codistanze nulle tanto da A quanto da A’.
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Le due proprietd combinate insieme conducono alla eliminazione desiderata in
casi analoghi a quelli trattati nella citata Nota dei Proceedings di Londra impie-
gando un procedimento analogo a quello ivi usato nel caso di piani la cui normale
interna formi con 2z un angolo compreso fra 45° e 135°.
5. Similmente supponiamo di avere una iperboloide equilatera

(3) 2y —sf==a.

Preso un punto A di coordinate &, , y,, & si dird coimmagine di A il punto A’
di coordinate

Ia2z1
ot gt — &

B facile vedere come si pud costruire il punto A’ quando sia noto A e questo
sia esterno o interno al cono assintotico della iperboloide (3).

Per i punti A ed A’ valgono le due proprietd seguenti:

Le codistanze di A ed A dai punti della iperboloide (3) stanno in un rap-
porto costante.

I coni caratteristici di A ed A’ si tagliano lungo iperboloide (3).

Anche in questo caso i punti della intersezione hanno codistanze nulle tanto
da A quanto da A’

Giovandosi di questi due teoremi e delle formule (2) e (2') & possibile esten-
dere le precedenti eliminazioni dal caso del piano ajquello dell’ iperboloide equila-
tera, il cui asse sia parallelo a 2.

6. Nella Memoria citata dei Proceedings di Londra, ho applicato il metodo delle
immagini successive nel caso di pilt piani paralleli a z. Si comprende come tale pro-
cedimento possa estendersi anche al caso in cui si abbiano piani non paralleli a 2,
o si abbiano piu iperboloidi equilateri coll'asse parallelo a z, o piani ed iperboloidi.

Ho osservato nella citata Memoria quale semplificazione si abbia nel caso iper-
bolico per rapporto al caso ellittico allorché si hanno infinite immagini, giaccheé non
& necessario tener conto nelle formule che di un numero finito di esse. Le stesse
osservazioni sono estensibili ai casi generali che abbiamo preso in esame.

Non vi & il tempo in una breve Comunicazione di una sezione del Congresso di
sviluppare tutte le conseguenze che possono trarsi dal principio che abbiamo stabi-
lito sia per rapporto alla equazione di tipo iperbolico che abbiamo considerata, sia
per rapporto ad altre equazioni dello stesso tipo pit complesse; ci basti di aver posto
il principio che spero di avere agio presto di sviluppare.

2z - a® 2, y *=a’y,
1="5 1 2 2 1= "5 3% 2
s+ 9l —a i+ yi— &

& =
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P. ZERVOS

SUR LA CORRESPONDANCE ENTRE LES THEORIES D'INTEGRATION

DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE
ET D'INTEGRATION DES SYSTEMES DE MONGE

Rémarquons qu'aux théories relatives aux systémes en involution des équations
aux dérivées partielles du premier ordre, on peut faire correspondre dans quelques
cas particuliers, des théories relatives & 1’intégration des systémes de MonGE.

Par les systémes de MongE j'entends les systémes de la forme

A ’ R/ " .
fi(ylyyiw--a?/n-o-l s Y2y - s Yn+r 5 Y15 Y2 »---vyn-r-l;--')""‘o

ot les y sont considérés comme des fonctions d’une variable indépendante et 7 < n.
On voit une telle correspondance dans un Mémoire de M. GouRrsAT inséré dans
le Bullettin de la Société Mathématique de France, 1905.
Considérons en effet avec M. GouRsAT un systéme de (» — 1) équations de MoNGE

(1) ﬁ(yl’2/27""?/n+l;dyl,d?/2,°~-,dyn+l)=0 (Z'=1,2,...,72-—1).

Dans la théorie générale édifiée par M. Goursat 2 tout systéme de » —1
équations de MoncE

: . dys dys i?/_aﬂ)_
fl<yl7y2""7yn+l ’ df/l,dyl’.“’ d?/l _0

correspond un systéme de # —1 équations aux dérivées partielles simultanées du
premier ordre. On prend ce systéme 13 en éliminant un parameétre « entre les équa-
tions d'un autre systéme qu'on forme en exprimant que le plan (P) a n génératrices
commmunes avec le cone (T) confondues & une. Si le systéme, qui est ainsi déduit
et qui est appellé par M. GouRrsaT le systéme associé du systéme donné, est en
involution, alors les équations

av drv o av
e =0 g =0 g

représentent une intégrale du systéme donné.

V=0 =0
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Admettons maintenant qu'on nous ait donné des » — % fonctions de la forme (1):
pour appliquer alors la méthode de M. GoursaT, il suffit de pouvoir adjoindre 2
ces n— % équations %Z—1 équations nouvelles de méme forme de fagon que le
systéme associé du systéme ainsi complété soit en involution.

Etant par exemple donnée 1'équation

. Ys illn_“)__
f(yls?ha--',?/n-H’dyla-"’ d?/l —0’

si on donne alors aux équations adjointes la forme
a ay; .
¢i(ylay2a-°'vyn+lyfﬁ)=g‘z% (=38,4,...,7n)

on cherche & ce que l'élimination de « entre les équations du systéme intermédiaire
donne un systéme associé en involution. Une des premiéres questions qui se présen-
tent est la suivante: Dans quels cas 1'élimination de « entre les # équations de
forme

6k(!/l,°°'syn+lspl,--',pn7a)=0 ) (/ﬁ=l,2,...,72)

(ot les o représentent des fonctions linéaires par rapport aux p) donnme un systéme
en involution? On peut ici énoncer certains théorémes, mais les laissant & part, je
vais présenter une question analogue a celle de M. Goursat. Cette question est la
suivante:

Soit une équation

dys %:1)_
(2) f(yl""7z/n+l,dyls-"a d_?/l "—O

pour laquelle on peut trouver une fonction
Vrseo s Ynrr 5 Qoo @),

telle que 1'équation (2) soit une conséquence des équations suivantes

v
2V arl 5 a; .
=Y, o~ ;=0, — | == ]dn=0 =1,2,..., —_—
B) V=0, > 32 g;l Wi\ v 7 (¢ n—1)
0,

(voir deux Notes de moi qui sont présentées 3 I'Académie des Sciences de Paris le
10 Avril et le 23 Septembre 1905) ou encore des équations

2V
iV 0V fn+1 2 }_; .
4 = _——= —_——= - il = = 3,..., —1).
4 v 0,5, =0, 5= O’;m B dp=0 (=2, n—1)
0

Dans quels cas est-il possible de déterminer # — 2 équations entre les « et leurs
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différentielles de fagon que 1'équation (2) résulte comme une conséquence de ces n—2
équations et des équations

oV sV

"y
ks = —_— = —_— == ey o = ?
®) V=0, da 0, da? 0, ’ dan 0

On peut joindre ici une autre question relative & celle-ci. Supposons, en effet,
que les relations cherchées existent et qu'elles soient de la forme o;(a1,az,...,as) =0
ol les o ne renferment aucune différentielle des . Alors on voit que si 1'on con-
sidére comme variable indépendante la quantité o, on peut exprimer les as,...,an
et leurs différentielles successives par les quantités a,,as, a5, ..., a8

Si on substitue ces valeurs dans les équations (5) et dans leurs conséquences,
et si on en élimine les @, ,as, a5, ..., as”, on aura des (»— 1) équations de MoNGE
dont une par hypothése sera 1’équation donnée.

Si maintenant on prend pour o des fonctions contenant des différentielles des a
en suivant une marche analogue & la précedente, on trouve dans quelques cas par-
ticuliers des équations qui contiennent des différentielles premiéres par rapport & y
et des différentielles aussi d'un ordre supérieur et pas des @ et de ses derivées. Rela-
tivement & ceux-ci, posons le probléme suivant:

Etant donné un systéme de deux équations de MoNeE

dys DY) _
(6) f(yl7y2v"'vyn+l»d?/lw--y )—0

dy dYnr (dyz)' (dyn+1 ):|
7 b yreraYntl v G sy T s N g e\ T =Y,
( ) 9’[?/1 Y2 Yn+1 d?/l dyl dy, dy,

on cherche & exprimer y,,%:,..., s+ explicitement en fonction d'une variable
auxiliaire #, d’un certain nombre des fonctions arbitraires de ce paramétre et de
leurs dérivées successives jusqu'a un ordre déterminé. (Des problémes rélatifs & ceux-ci
et assez généraux sont résolus par M. DarBoux dans le Journal de Mathém. pures
ot appliquées, 1887; par M. Hapamarp dans les Annales de I'Ecole Normale Supé-
rieure, 1901; par M. Goursar dans le Mémoire ¢ité et par d'autres).

Si on suppose, comme plus haut, que j'ai fais entrer des quantités a,,as,.... 0y
de fagon que 1l'équation (6) vésulte des équations

V(yu?/z,---,,?/n-;-x ) ﬂl,dg,---,an)=0

2V
® N, N2 2w,
——ayi=0, —_— =0 , kt=1,2,...,(n—1
;‘Dy; Y =w \ v Ye ( )
R

alors 1'équation (7) prend la forme

=0.

(9 gp’(yu--.,z/w;al,az,-.-,dal das %>

At oae T dt
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Supposons maintenant qu’on peut trouver pour le systéme (8) et (9) une solu-
tion ou les y sont des fonctions des « () et de ses dérivées successives telles qu'elles
vérifient aussi les équations

oV Ja*v Vv
V=0, 5;=0 , a—a;—O,...,———_.O,
alors cette solution sera aussi une solution de 1'équation (6) et de 1'équation (7).
On peut utiliser par exemple les rémarques précedentes pour I'intégration du systéme

dyt + dys + dys = dy;
(B () -[-@)4T
dy4 ady. d?/4 d% dy4 dy4 )

(1) Nous supposons, bien entendu, que les @ ne sont pas tous de fonctions arbitraires de ¢, mais
qu'il existe entre les ¢ une plusieurs relations de la forme o(a, a,,...) =0. Clest sur tout la dé-
termination de ces relations qui facilite dans quelques cas la recherche des solutions des équations
(8) et (9).

13
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E. H. MOORE

ON A FORM OF GENERAL ANALYSIS
WITH APPLICATION TO LINEAR DIFFERENTIAL
AND INTEGRAL EQUATIONS

In this paper I wish to define a form of General Analysis apt to play a central
rdle in the organic development of various analytic doctrines. Two applications:
@) to linear integral equations;
b) to linear differential equations;
are indicated. These applications illustrate two principles of generalization:
A) by abstraction;
B) by adjunction of suitably conditioned parameters.

Generalization by Abstraction.

Generalization by abstraction is determination of generic notion from specific
cases. This determination is in general not a single-valued process; the specific
cases suggest various generic notions which are in general not equivalent. In the
event that the genus characterised by a generic notion contains specific cases in
addition to those giving rise to the generic notion, the genus is a real, and not
merely a formal, generalization of the specific cases initially considered. In the
event that the genus contains no additional specific cases, the fact that it does not
furnishes a proposition in the theory of the genus.

The specific cases may be theories. Accordingly the principle of generalization
by abstraction becomes:

A*) The existence of analogies between central features of
various theories implies the existence of a general abstract
theory which underlies the particular theories and unifies them
with respect to those central features.

The formulation A* was the dominant note of my series of lectures: On ¢he
Theory of Bilinear Functional Operations, at the Collogquium of the American
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Mathematical Society held in September 1906 in New Haven under the auspices of
Yale University. The present investigation is a development of the point of view
of the Colloquium Lectures, of which I had given a preliminary indication in a note:
On the theory of systems of integral equations of the second kind (*), read De-
cember 29, 1905 before the Chicago section of the American Mathematical Society.

In the Colloquium Lectures I considered certain analogies due to HILBERT
between the following four theories, viz., the theory of

I) The system of real numbers;

II,) The system of z-partite real numbers;

IIT) The system of infinite sequences of real numbers with finite norms;

IV) The system of continuous functions of a variable on a finite closed in-
-terval of the real number system.

From the algebraic properties of 1I, HiLBERT secured by limiting processes the
analogous transcendental properties of IV and III. E. ScumipT has secured the
properties of IV under less exacting hypotheses and by more direct methods of
analysis.

I expect shortly to publish the details of the present investigation, and in the
next volume of the Bulletin of the American Mathematical Society an abstract
supplementing the present abstract.

As to linear integral equations it suffices now to state that one obtains a ge-
neral theory o underlying not merely the HiLBerT but also the FrREpHOLM analogies
of the four theories 1, II,, III, IV, as developed for the case IV by E. ScmmipT
in the Mathematische Annalen, 63, and 64, (1907).

I shall be able to give a clear idea of the form of General Analysis to be
defined below by giving some details of theory & which unifies fewer common features
of theories I, I1,, III, IV than does theory @. Throughout I confine attention closely
‘to what is needed for the elucidation of the theorem of the existence in a
unique manner of the integral of a very general type of linear
homogeneous differential equation: Do =Kp, of the first order,
with initial condition, in General Analysis.

General Features common to Theories I, I1,, 1II, IV.

Theory I is the special case #z =1 of theory IL,.

We denote by p the fundamental index or variable entering the theories II,,
L, IV, viz., (IL,) p=1,2,...,%; D) p=1,2,...,2,...; AV) ¢, = p = a,
where the interval in IV has the ends @,,4a,, with a,< a,. We designate by P
the class P =[p] of values of the variable p. We discriminate between the cases
by superseript notations, setting p'™ | BT ete.

(*) In abstract, Bulletin of the American Mathematical Society, ser. 2, vol. 12, pp. 280, 283-4,
March, 1906.
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The theories are analytic theories relating to the class U ={[a] of real num-
bers @. A real-valued single-valued function

= u(p) = pyp

of the variable element p of or on the class b is called a function w on P to U.

Each theory IL,, III, IV is the theory of a certain class M = [u] of functions w
on P to A. The class W~ is the class of all such functions, while for the classes
ML IV respectively there is the additional condition that: (IIT) the norm Nw

p:oo
of w (Nw= > p2) is finite; (IV) the function w is continuous.
p=l1

The general theory of the class 9 =[w] of functions g concerns properties
of M held in common by M~ , INUL, ANV, I notice first the dom inance property D,
certain closure properties, and the composition property C.

Dominance property D. — The class M has the dominance property D, in case,

Mo s My g oy oo oy Uy yene.

being any infinite sequence }u,{ of functions of M, where w, = pre(p) = pep, ete.,
we have as an identity in # =10,1,2,... and p of B

|| = |an ool ,
where u = u, is a function of M and

Go s By s Aoy oo oy Oy gy

is a sequence {a,{ of real numbers, the function w and the sequence }a,} being
suitably chosen and varying with the sequence juw./|.

In the cases II,, III, IV the class I has the dominance property D.

The dominance property plays a rdle in investigations involving relative unifor-
mity and double limits.

Closure properties. — Closure properties of a class of functions are to the effect
that the class contains all functions related in [certain ways to functions of the
class.

A class M of functions is (1) absolute, (2) multiplicative as to constants,

(8 ;’gg@%’;ﬁiv o+ (4) linear, (5) positive-linear, (6) multiplicotive, in case respectively

A) Ap, (@) ap, (8) mi=ws, (4) arpy 4 aape, (BY iy o, (6) poy s
are functions of Mi; here w,m,,u, are functions of MM and «,a,,a, are real
numbers, while in (5) ¢, =0,a,=0, and further Au =|u|.
In the cases IL,, ITL, IV the class Mt is absolute, linear, and multiplicative.
The third closure property and the composition property of the class Mt involve
the notion relative uniformity now to be defined.
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Relative Uniformity.

An analytic relation involving a parameter p may hold as p ranges over a certain
class 5. With suitable definitions, it may hold wniformly in p on 5. We ge-
neralize this notion of uniform validity of a relation by the introduction of a function
o, of p on P as a scale of wniformity; the relation may hold wniformly as to op
in pon P; if so, we write briefly, « relation (o; pﬂ3),’ or « relation (o3 p)» in case
the range ¥ of the parameter p is to be understood from the context.

Thus, that a sequence ju,! of functions w, = p,, of p on P converges to a
function 6, uniformly as to ¢, in p on P, in notation,

5
Lty =y (9 ipb),
means that for every positive number ¢ there exists a positive integer #, such that
for every integer n =un, and p of P

[ap — Op] = e]0y].

In the usual or absolute uniformity the seale o), is the constant function o, = 1.

If on P the scale o, is nowhere 0 and does not become infinitesimal, then
absolute uniformity implies uniformity as to scale o,, while if on %5 the scale o),
does not become infinite uniformity as to scale o, implies absolute uniformity.

Especially in the literature of relative convergence and double limits relations
actually involving relative uniformity already occur frequently, and investigations will
certainly gain in clearness and brevity by the explicit introduction of the notion of

relative uniformity with use of the notation (o,; ps‘B) or some equivalent notation.
Three theorems in illustration of relative uniformity are stated in the foot-note (*).
If a relation in a parameter p holds uniformly in p on P with respect to a
function o = ¢, belonging to a class © = [o] of functions on %P to A, the relation

is said to hold uniformly with respect to the class &, in notation, « relation (&| psB )7

The self-closure property. — Mt =[], © =[] being classes of functions
pm=py,0 =0y, of p on P, we denote by M, the class of all limit functions of
sequences of functions of M convergent uniformly as to oin p on P, and by Mg

the aggregate of the classes M for o ranging over &. The class M, contains

(*) The first theorem:

L cnp';”:O, where ¢,(n=0,1,2,...) and p, are complex njumbers, and
Nn=—oo



— 102 —

the class M ; we style Ms the class M catended as to the function o, and si-

milarly E)Jl’@ the class M extended as to the class &.

The class M is called self-closed in case Mt contains Mgy , which implies
that am=im§m. Thus, a self-closed class is one which contains the limit-function

of every sequence of functions of the class convergent uniformly as to a function of
the class.

In the cases II,, III, IV the class ¢ is self-closed. It is to be noticed that
the class MM would not be self-closed were we to use absolute instead of relative
uniformity in the definition of self-closure. For the sequence ju,{ of functions
B == Wnp

1

=7 (P=n) , pp=0 (p>n),
Vp

PoE0, implies that the series

converges uniformly as to the scale function

1
1—

3

Po
in the parameter p a complex number on the range %:

B pI<lipols

is well known, especially as a lemma for the usual theorems concerning the mode of convergence
of a power series.

The second. and third theorems may be new. §The parameter p denotes a continuous function
 =p(t)=p: and the range 5 the class of all continuous’functions of the real variable ¢ on the

interval T:a =t =1"0,a<<b. The proposition:
If h: is a function of the class 5,’3 such that

b
fk:dt:o,
a

then as an identity in ¢ on &

has the formal generalization:
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of WM converges uniformly to the limit function 6 = 6,:

which however is not a function of ML,

Extension of Classes of Functions. Properties extensionally attainable.

A property P of a class of functions may be such that, if two classes, ', MW"
have the property P, so does their greatest common subclass, if it exists, and, more

If hs is a function of the class ¢ such that for every function p; of P

b
f htpt dt = 0,

then as an identity in ¢ on

which is a corollary of the second theorem:
If {hm} is a sequence of functions of 95 such that

b b SE
”L fhmpzdt:() (f,pt(dt,p ),
=® Ja a

L hp=0 uniformly in ¢ on T,

Nn=w

then

which in turn is a corollary of the third theorem:
If {haw} is a sequence of functions of P such that

4 b 513
L f hnspe dt converges ( [ lpeldesp ),
=00 a Ja

L e converges uniformly in ¢ on g,
N=00

b b b SB
nI—J f kmﬁ; dt :f (nL hm)”pt dt (f lﬁtl dt;p ).

then

and
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generally, if every class 9t of a finite or infinite class [M] of classes M of functions
has the property P, so does the greatest common subclass of the classes Mi. In case
such a property P is moreover a property of the class of all functions of p on P
it is extensionally attainable, in the sense that for every class I of functions there
is a least extensive class Wip containing Mt and having the property P, viz., Myp is
the (necessarily existing) greatest common subclass of the (necessarily existing)
classes which contain 0 and have the property P.
Thus, the closure properties:

A = absolute, L = linear, S-C = self-closed ,

are extensionally attainable.

Any combination of properties extensionally attainable is a composite property
extensionally attainable. '

We denote by P,P, or P,P, the composite property of the two properties P, , P,.
The notation Mp p, is used in the sense Wp,p, . If P, and P, are extensionally
attainable, so is P,P,; the classes Mp p,) and (Wp )p, are in general distinct.

For any class M the notations N, , M. denote respectively the classes (N gy »
(M 41,)qp - In these notations we have the

Theorem. — If the clags Mt has the dominance property D, then
the extended classes Mrs.c, Marsc have the dominance property D
and are given by the formulas:

My, 5.0 = Dy = (D, )ape»
Mg, 5.0 =My = Map)qp-

If M has the property D and My, is absolute, then W, is absolute,
linear, self-closed, and has the property D. If 9% has the property D
and is multiplicative, then M, is multiplicative.

Composition of Classes of Elements.
Multiplication and Composition of Classes of Functions.

We consider two classes '=[p], P =[p"] of elements p',p"” and two
classes My = [uy], Wy = [upr] of functions p’ = uy , " = py, . The classes
B, %" may be identical, say P = P" =P ; if so, p' and p” range independently
over P. If P =P =L, the two classes W', M” may be identical, say
M =W =M ; if so, u' and p” range independently over M.

We form from the two classes 5, B” of elements the compound class

PR =[pp" =0 ,p")]

of elements.
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By multiplication of constituent functions we obtain from the classes ', N
of functions on B, " respectively the product class

"

93};71 SJ}L,IV = [[J/I',’ M{;’N] 5

of functions on BB to A, and we define as the compound class obtained from
the classes ', WM the class

W, M), = ((932;,93},’;,,)L)(%;,9 .-

There are of course other types of composition or determination of classes of
elements and of functions from given classes; thus, for instance, the elements of the
constituent classes may, in the determination of the composite class, range over their
respective classes in a non-independent manner.

The composition property C. — A class 9, of functions is said to have the
composition property C in case for every class 9, with the dominance property D
and such that (9,), is absolute, the compound class (9, M), is absolute.

In the cases II,, III, IV the class M has the composition property C.

Theorems. — The following theorems are each to the effect that the class of
functions compounded of two constituent classes having certain properties has certain
properties.

M, M, N denote classes M, , ey , Wy .

¢,¢,8" or € ,Cy, yr denote the classes of all continuous functions of the
respective real variables ¢,7 ,¢” on certain respective closed intervals T ,Z’,T"
of the real number system.

&y yr denotes the class of all continuous functions of the two independent va-
riables # on T, #" on T".

UY denotes « U has property V » or « U having property V ». The notation
is used for brevity and clearness; in practice there is no ambiguity of meaning.

After PraNo D denotes « implies ».

1. The classes Gy and (€yCw), are identical

2. In case MALSCD (that is, in case the class M is absolute,
linear, self-closed, with the dominance property D), the classes
(€M), and Ny, are identical, where N =Ny, =[] is the class of all
-functions ¢ =gy of the two independent variables f on ¥ and p on ‘B,
which satisfy the two conditions:

(@) X .3.923}2’, that is, for every ¢ of € the function g4, qui

function of p, is of the class M,;

(6) the function ¢ =gy, is uniformly continuous as a function of
¢t on T uniformly in the parameter p on B, that is, for every positive
number ¢ there exists a positive number d, such that for every p

14
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of ¥ and two numbers #,¢% of T with |, —|=d, the relation
lewy — @up| =€ holds.

3. wr gw'o DL (WM Ls-eD,

4. MWOC INVALD S (M), ALSOD,

5. o mrre o, (WM, LSCDC,

6. %}’DC . %"ALDC O, (%’%}")*ALS-CDC.

7. The classes NALSCDC that is, the classes M absolute, linear,
self-closed, with the dominance property D and the composition pro-
perty C, form say a genus of classes. To this genus the class I in
the cases I, II,, III, IV belongs.

This genus 4s closed under composition of classes, viz., M and IM" being
classes of the genus, the compound class (V' IM”), belongs to the genus.

Resumé. — In the process of unifying the systems I, IL,, III, IV we have so
far been considering the following

Form of General System:

Class of Elements P =[p]
Class of Functions I =[w on P to A]
Properties NALS-CDC

or, more exactly, the relations of various such systems where the classes of functions
in question are assumed or proved to have one or more of the five properties listed.
It is particularly to be noticed that the properties are properties of classes of
functions, and not, for instance, of individual elements, of classes of elements, or
of individual functions, as apart from classes of functions.

In the case I the variable element p has but one value and the class Mt = M!
of functions w = u' is the class U of real numbers ¢. Now a real-valued single-
valued function ¢ in the theory I of the real number system 9l is a transformation ¢
of the variable element ¢ of the class 2 to an element ¢(a) =¢@a = ¢, of A, or,
briefly, a transformation ¢ on 2 to 2. For the general theory the analogous con-
cept is that of functional transformation.

Functional Transformations F on M to .

In the usual notations ', B”, M, M", ete., where possibly P’ =", or
P=P", M =IM", etc., F being a (single-valued) functional transformation on N
to M”, for every function w' of M the notation Fu' denotes a definite function
of W”.  The class FAM' of all functions Fu' for w' of M is a subclass of MW"
= ,F1, F; denoting functional transformations, the transformations G:

Gu' = aFp’ , Fyp' = Fop' , a,F1p' - a.Fop’ , A(Fp') , Fo(Frp') ,
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are denoted by the respective notations:
G=aF 3 Flth 3 a1F1+a2F2,AF 5 FzFl.

Here a,0a,,a, denote as usual real numbers.
A class [F7] of transformations is (1) abdsolute, (2) multiplicative as to con-

Sttmts, (3) additive

subtractive: (&) linear, (5) positive-linear, in case respectively

(1) AF, (2) aF, (3) F,=F,, (4) a,Fi+aFs, () aF 4 a.F,

beldng to [F]; here F,F,,F, are transformations of [F] and @, a,,a, are real
numbers, while in (5) ¢, =0, 2, =0.
Continuity. — The functional transformation F on I’ to M” is called con-
tinuous in case
L= (W57)
implies
L Fy, = Fp (W";p").

n=00

The existence of a continuous functional transformation on M’ to IM” does not
imply the self-closure of 9. The property of continuity relates only to those se-
quences ju,{ of functions w, of M’ which converge uniformly as to M’ to a limit-
function u' belonging to M, viz., the continuous transformation F transforms such
a sequence with limit-function in 9 into a similar sequence with limit-function
in M.

A transformation F on M to IM” for which Fu’ is independent of w' on M’ is
a continuous transformation. The identity transformation: Fu' = ', and the trans-
formation F = A: Ap =|u'|, are continuous transformations on N’ to M’ and
to ANt =[Au"]=[]|u'|] respectively.

If F' is continuous on M’ to 9
F”F is continuous on M to WM.

If the class M of functions is absolute and linear, then the class [F7] of con-
tinuous transformations on a fixed class M’ to the class M is absolute and linear.

Induced functional transformations. — A function ¢ =g,y on TP to A is for
every ¢ a function ¢;=g04 on P to A. A function ¢ =e, on P to A arising in
this way, viz., for a certain ¢, {=1¢,, @ =¢;,, from the function ¢ =9, is a
ruling function of the function ¢ = ¢,. The class [ ¢, = gy ] of ruling functions
is the ruling class of the fanction ¢ = g,,, while the ruling class or any class
M =M, = [u] of functions u = p, on P to ¥ which contains the ruling class
rules the function ¢ = 0.

Let the class 9 =M, rule the function ¢ = ¢;,. Then a functional trans-
formation F on 9t = M, to MW = W', induces a transformation F of the function ¢

on TP into a definite function o' = Fo on TYP’, by the relation that the various

14

and F” is continuous on MW" to I then
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ruling functions g; = o,y are the transforms by F of the corresponding ruling funct-
ions ¢, =9y of p, viz, for every 1T Foyp = 0ip-

Similarly, a class WM =M, is said to rule a class N =Ny, =[o] if every
function ¢ =g, is ruled by the class M =M,, and a transformation F on W
to M induces a dofinite transformation F on every class 9% = %y, ruled by M to
a definite class R’ = R,y =[¢'] viz., to the class of transforms o' = Fo of the
functions ¢ of N .

It frequently happens that a transformation F on 9t =M, to itself induces

a transformation T to itself on a N = iy ruled by WM = M, while of course not
every transformation on a class i = Ny, to itself arises thus by induetion from a
transformation to itself on a class Mt =M, ruling R =N, . o

We follow the usage in analysis in denoting the induced transformation F by
the notation F of the inducing transformation, in case notational discrimination is
not of importance.

List of properties of functional transformations. — The four types (H, M, W, K)
of continuous functional transformations which are used in theory & are defined di-
rectly or indirectly by means of the properties of the following list.

A functional transformation F on the class M = M, =[u] of functions
p=p, on L to A to the class M =M,y =[u'] of functions u' = p'yy on P’
to 90 is said to have the respective properties 1,2... in case

1 ap, = p. .D. aFu, = Fu,.

2. au, =y, .D. Aa.Fu, =TFu..

8. fpe=upus 2. Fu+Fus =Fp,.

4. py = ps .D. Fu,+Fu,=Fu,.

5. ap Fap,=pus .D. a;Fp, + a.Fu, = Fu;.

6. Au, =y, .D. AFu,=Fu,.

OAp =, .D. AFu, = AFu,.

8. w© .D. AFu=bApu.

8. There exists a non-negative real number 4 such that F has the property 8,.
9. u D>, Fu=0. ’
10. p=0 DO, Fu=0.

The functional equalities and inequalities are understood to hold identically in
the variable argument p or p" as the case may be. In 8 and 8, L= P".

The properties P=1,2,3,4,5,6,8,9,10 are such that, if M is additive
and F,, F, are transformations on Mt to M’ with the property P, then F, 4 F, is
on M to M with the property P; that is, the class [F*] of all functional trans-
formations F? (F with the property P) on 9 to a class MM’ additive is additive.

The class [F*] (P=1,2,3,5,7,8) of transformations F? to a class SN
multiplicative as to constants is multiplicative as to constants. The class [F?]
(P=4,6,9,10) of transformations F? to a class MM’ multiplicative as to positive
constants is multiplicative as to positive constants.
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The class [F¥] (P=1,2,8,5,8) of transformations F¥ to a class 9" linear
is linear. The class [F¥*] (P=4,6,9,10) of transformations F* to a class I
positive-linear is positive-linear.

¢ implies F71°, and F71° implies F¢. F° implies F'°. 9N being subtractive,
F2¢ implies F° and so F*4 implies F24°.

Properties 1, 3, 5, 6 are distributive properties. A transformation F' is
multiplicative as to constants. A transformation F° is additive. A transformation
‘P is linear. F® implies F3, If M is linear F'® implies F5. A transformation
F* is said to have the triangle property.

In property 8, & is understood to be a non-negative real number. The property
8, is a boundary property. A transformation F%, is said to be bounded (b) or to
have the dound (b). A transformation F® is said to be dounded of type (b).

The properties P (P =1,...,10) are invariant under induction, that is, if F*
on M, to W', induces ¥ on Iy, to Ny, then FP.

The properties P (P =1, ..., 10) are mutually consistent ; the transformation F:
Fu =0, has the composite property [P].

Transformations M are the transformations F**7. A transformation M is a
modulus on the class M to the class M’ and Mu is the modulus of the function w
(with respect to the modulus M of the class). A modulus M on M to M has pro-
perties 9 and 6, if M is subtractive, and it is continuous if M is absolute and linear.

The class [M] of all moduli M on M to M’ is positive-linear if W is sub-
tractive and M’ is positive-linear.

If 9 and W are subtractive, from a modulus M’ on Nt to N and a modulus M”
on M to M" arises by composition a modulus M= M"M" on M to M".

The moduli M to the class 2 are of principal importance. For every p of 5
there is such a modulus M =M, , viz., Myu =Ayu,. In the case II, the sum of
these #» moduli M, is JorDAN’s écart. The same name may in case IV be given

to the modulus M: Muw =£B dp Aw,. More generally, in cases 1L, IIL, IV we
have the modulus M = M,:

p=n

p=o
My = ,’}_ Ay Apy le Ay Ay ~£B dp Axp Ay,

=1

where x = x, is any function of M. To notice further is the radial modulus M for
which My is the positive square root of the norm Nu of u,

p=n

Np=>
?

p:oo
2 2 2
> P;u}, ,ﬁdeup-
The transformation A: Aw=|u|, is a modulus on M to AM.
For every function u' of a class AL and modulus Mg, of the class M to the
class 9 there is a modulus M of M to W', viz., Mu = Ay’ Mgt
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Every modulus M on 9 to 2 induces on R = (CM), a transformation M
to €. Here and in the sequel with the notation i = (€M), are to be understood
the hypotheses that the class M =MW, is ALS-CD and that the class €= G;
is the class of all continuous functions y =y, on T, a finite closed interval of the
real number system.

Under suitable conditions on the system: — classes T, B, of elements;
classes €;, M, , My, Riypy=(C, Mp)y, Ry = (& M, M), of functions; mo-
duli M, on M, to A, M,y on M’y to A, — we have the following relations:

1) For every ¢ there is a y, such that Ag =y,.
2) For every o there is a m, such that Ao = u,.
3) For every ¢ M,e is of the class C;.

4) For every o' M'yo is of the class Ny,.

Of these 2) and 3) hold under the fixed hypotheses. For use in the sequel we
need to note merely that the four relations hold if each class ¢, M is of one of
the four cases I, II,, III, IV, the moduli M, M’ being the corresponding radial
moduli. :

Transformations H are the transformations F7. The identical transformation
is a transformation H on M to M. The formula: U,p = pu, gives for every pr
a transformation H=TU, on M to 2A. For every function u’ of M'L and trans-
formation Hy of type H on M to 2 there is a transformation H on M to M,
viz.,, Hp = p' Hyp.

A transformation H on an absolute linear class 9 is linear and continuous.

A transformation H on a class IMALSCD to itself induces on the compound
class R = (EM), to itself a transformation H of type H; similarly, the transfor-
mation I of integration (from fixed lower limit) on € to € is a transformation of
type H inducing on %R to itself a transformation I of type H. H and T are inter-
changeable transformations: HT=1H.

Transformations W are those transformations H=F?" on R = (CM), to
itself which have to the transformation T induced on 9 to 9 by the integration I
on € to € the following relation:

1. ¢.>. AWIeg=AIWop.

The transformations H induced by the transformations H on M to M are trans-
formations W. Every W is a continuous transformation. The identity on R to R
is a transformation W.

Transformations K are those additive transformations on R = (€M), to itself
which are bounded of the type (5,8;M;W,,..., W,,), that is, for every K there
is a system

G, 8 M; Wiy, W,)

wherein & is a non-negative number of [, B is a nowhere negative function of WM,
M is a modulus on M to A, m is any positive integer, and W,,..., W, are
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any m transformations W of which the first, W,, is the identity transformation;
and to this system the transformation K has the relation:

J=m

J=m
12. 7.0.>. AW, Ko =1 _ZIAng—i—ﬁZ_IMAng.
j: j:

Here the range of the index 7 is 1,2,...,m.

A transformation K is linear and continuous.

For every system (M ; W,,..., W,) the class of all transformations K bounded
of type (6,8;M; W,,..., W,) is linear.

Examples. — In the following three examples 9N is of the cases II,, III, IV;
M is the radial modulus and m =1, so that the bounds are of type (5,8 ;M; W))
or say (b, 8;M).

(1) Ke=op=xy01- (2) Ke= ¢y =Jg 2 010-

In (1) #y is a function of Ny = (€, M,),; hence K is bounded of type (&),
i.e., of type (b,8=0;M). In (2) x4, is a function of (G, W, M,), and J,
denotes (IL) > “=", (I) > =", (IV) fa'dq. We have

Qo

q=1 " qg=1
(AKo)* = Jy#*ypg - Jg0%g = (My4pg)® - (Mg 019)” 5

by previous remarks, Mg,x,, is of class Ny, and there is a function =g, of M
such that M, x,, = f; hence AKo = g MAp and the transformation K is bounded

of type (8, M), i.e., of type (6 =0, 8;M).
Hence the transformation:

(3) Ke= -(’—tp = sty Oup 1~ T g %upq 0tg »

is bounded of type (2, g ; M).

The more general type (7= 1) of bound is to the end that the general theory &
of a single differential equation D¢ — K¢ may comprehend the case of a simultaneous
system of equations indicated below as well as still more general types of simul-

taneous systems.
We have now reached the

General System b.
Classes of Variables:
T=[la=t=a] P$P=[p] IP=[ip]
Classes of Functions:

C=[y on T to AJ M=[p on P to AJ R = (CM),
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Properties:
¢ =T[all continuous y,] MALS-CD

Functional Transformations:

' W,,o.., Wy, on R to R
Mon%tog( Kloﬂg%tom

Properties:
W13’711 seees Wm3’711

247
M K312

Here m is an arbitrary positive integer, and for the purposes of the appli-
cation W, is the identity transformation on 3t to 9t. Further in the bounding (12)
of K & is an arbitrary non-negative number and g is an arbitrary nowhere negative
function of M.

This system & unifies the systems I, IL,, III, IV in connection with the
system (Z,¢), which is indeed another example of the system of case IV. Thus
the system &, which is indeed much more extensive than has been indicated, illu-
strates the principle A of generalization by abstraction.

The system & is also a generalization of the system 5!, with m =1, that is,
of this system &: L=P' , M =M , so that TP =T PI=T , N =RN1=C,
and K=K?3® is an additive transformation on € to € bounded of type ().

Of the type o' = (T, €, K®®) is the system 4% = (T,E,K,) where x=x,
is a function of € and K, is the multiplicative transformation

Ky,, : KX.Q == %0 .
Thus the system & illustrates also the principle B of

Generalization by the Adjunction of suitably conditioned Parameters,

in this case P, M, M, W,,..., W, ,K.

We notice further that the conditions imposed on P=_[p], M = [p] etc. all
involve the class M of functions w of the variable p on the range P, that is, all
except the tacit conditions that there is an element p in the class ¥ and that there
is a function w in the class M. Accordingly we say that the system & illustrates
the principle of generalization

B*) by adjunction of suitadly conditioned parameters in the sense of Ge-
neral dnolysis.

For, and this is the

Definition of General Analysis

in the form now in question, I call a system a system of General Analysis, and
the corresponding theory a theory of General Amalysis, in case they imwvolve ome or
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more variables about whose character and range of variation information is
given only by the mediation of conditions involving one or more classes of
functions of those and perhaps other variables.

The generality of the theory is due to the fact that the conditions bear so
lightly upon, are separated logically so far from, the conditioned variables. The
simplicity of the theory is due largely to its generality. Further, from example ,
one may perhaps be led to hold that simplicity of theory depends largely also on
the explicit use of the variables in connection with the notion of relative wniformity.

General Theory b&.

The system & was devised to illustrate by its theory 5 the principle B* in
connection with the theorem of the existence and uniqueness of the integral y, of
the linear homogeneous ordinary differential equation of the first order:

Dz}’z"—'-"‘:)’t,

on the interval T gy =1¢= g4, of the real variable £, on which x», is a continuous
function, with the initial condition:

Yto=a,

where ¢, ,a are any numbers of ¥, 9 respectively.
Peano in 1888 in vol. 22 of the Mathematische Aunalen gave an elegant
treatment of the corresponding theorem for a system of » equations:

J=n

Dt)’it=zl>¢iﬁejt (f=1,2,...,m),
j:

in the n-partite function (y,,...,ys) of €, with the initial conditions:
Vity =i ¢=1,2,...,n).

Similarly, for the general system 5, we formulate the problem of integration
of the single equation:
D¢ =Ko,
with the initial condition:
Qi =&

where « is a flinction of M; and of the system of » equations:

J=n .
DQ,‘=ZK,‘7'QJ' (i=1,2,...,%)
J=1

15
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in the n-partite function (¢,,...,0,) of 9%, with the initial conditions:

Qity = &; (f=1,2,...n),

where «; (¢=1,2,...,#%) are # functions of M and the »*> functional transfor-
mations K;; (4,7 =1,2,...,n) are of the type K on <R to 9N with the common
bound (6,8;M; W,..., W,), W, being the identical transformation on R to J.

Now setting B = P P, etc., we find that the system of % equations in &
becomes a single egquation in 4, the transformation K having a bound ( b ,E‘;M;
W, Yoo Wﬁ) of the same type as before but with m =nm. Thus, as a consequence
of the fact that the theory of the simple equation is made out for a general class 3
and for a transformation K with a bound (4,8;M; W,,...,W,) in which m is any
positive integer, we see that the theory of the system of n equations follows
from the theory of the single equation.

For the single equation we have these three theorems:

I. The differential equation with initial condition is equi-

valent to the integral equation:

o=a-+IKop,
where I denotes the operation of integration on functions of C

t
from ¢, to ¢, viz., for every continuous function y Iy=f dty,, and
to

hence I is a transformation on RN to R.
II. The integral equation has one and only one solution:

0= ’};O(I Kyre — (WMy:£5pP).

i

III. A solution ¢ of the differential equation is determi-
nable in the way indicated for t=4¢, from its value at any f=1,
of the variable ¢ on <.

Conclusion.

The present paper calls attention to General Analysis and its role in the gene-
ralization of existing theories whether by abstraction or by the adjunction of suitably
conditioned parameters. Equally important is the role of General Analysis in the
functional characterization or specification of theories equivalent to existing theories
by conditions of the prescribed type. The two roles of generalization and of speci-
fication merge in the rdle of comparative or organic development of analytic
doctrines.
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R. D’ADHEMAR

SUR LES EQUATIONS INTEGRALES DE M'. VOLTERRA

M. EmiLe Picarp, dans son Cours de 1907, a exposé les éléments de la théorie
de M. VoLTERRA ('), sous la forme d’ Approximations successives.

Ceci m’a suggéré quelques remarques que je vais résumer.

Disons d’'abord un mot du célébre Probléme d'ABEL.

L.

Probléme d’Abel.

/ est 'inconnue, g est donnée, et 1'on a 0<% <1 pour que l'intégrale ait
un sens.
11 faut avoir:
v flz) da
o (¥ _x)n

=9(y)-

La solution est aujourd’hui classique; 1'on effectue sur les deux membres
Vopération:
a—“dy
o (@—y

avec la remarque de DIRICHLET:

f“d;,fymxzf“dxf“my
0 0 <0 @

d'oi, K étant une constante:

Kf/ x)d"c—-j 1) ;i"{_n_e(a)

K f(a) =42

(%) 4 Notes, Accademia di Torino, 1896; 2 Notes, Accademia dei Lincei, 1896,
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Le probléme est résolu. Mais je voudrais faire remarquer que l'on a a dériver
une intégrale & élément infini et que, par suite, le résultat est immédiat par 1'emploi
de la notion de partie finte (). Nous représenterons la partie finie d'une intégrale
infinie par

|

d_a=j g(z/) 0 (a— y)l—“ %

= fg(y)w — Y

9w dy
+f (@—y'

)
(l— )l-n

__ 9(0) 9 dy
- at—" + a_y)l—n .

La solution n'est reguliére & l'origine, que si g est nul en ce point. (Voir
M. GoursaTt, Acta Mathematica, t. 27, p. 129).

La méme remarque, sur les partie finie, trouve son application dans les pro-
blémes plus généraux, dont nous allons parler.

II.

Equations intégrales.

I y a deux équations intégrales linéaires fondamentales: f est l'inconnue, F
et ¢ sont donnés:

(B) f@+2 [ B9 /) dy=9(a) (M Fruomouw).
(B) f@+2f Fe ) ) dr=g@) QL Vorranes)
La seconde se résout par des approximations successives:
£i@) 0 = g(a)
£@+1 | T ,9) 1u0) dy = @)

F@) + 4 [ B, 1) £6) dy = ol0)

@ o s+ e e + e e e« .« »

() Travaux de M. Hapamarp et de 'auteur. Voir mon volume dans la collection « Scientia »,
et mes Hwercices et Legons d'Analyse (Gauthier-Villars).
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Si les fonctions F et g sont bornées, les approximations convergent, quel que
soit 4, et la solution est unique.

La méme méthode ne réussirait, pour la premiére équation, que pour des va-
leurs assez petites de A. Comme d'ailleurs M. FrREpHOLM a montré, dans un travail
eélébre, que la solution est méromorphe, par rapport & 4, l'on obtient, par les ap-
proximations, une sorte de limite inférieure du module du pdle 4, le plus voisin de
Torigine.

Nous voulons, ici, faire quelques applications nouvelles des approximations (A).

I

Premiére généralisation.

La fonction F devient infinie mais est intégrable. L'on a 1'équation:

f+i) (%= 0<a<).

Les approximations reviennent & poser
@) ="ry)+Arfly)+ 2210+ ...

foly) = 9(y)

. YV folz) do

’!fn_l(x)_dg_c

fuly) =— £ (y — o)

L’on posera

voodt
N

et I'on trouvera, M étant une limite supérieure du module de ¢,
11| <M by
|/2(p) | <M (by'—)?
|/3(y)| <M (by*=")° -

La convergence est assurée si l'on a
|| by <1
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done, ici, seulement pour des valeurs assez petites de y. Si la solution est bornée,
elle est unique, car soit A(y) la différence de deux solutions; soit N une limite supé-
rieure du module de %, paritération 1'on prouve de suite que l'on a:

[A(y)| <N (Aby'-m)r

quel que soit p. D'ol
My)=0.

Remarque. Cette équation intégrale provient immédiatement de 1'équation sui-
vante, toute voisine de celle d’ABEL

St gt oy o=t 0<w<a<.

On fait la méme opération d'intégration, puis I'on dérive en a.

IV.

Deuxiéme généralisation.

Soit 1'équation
A x
@+ [ 0P, dy =219 =) @=0).

Faisons les approximations (A) et cherchons si f, a une limite, c¢’est-a-dire si
la série Z(f,— fp-1) converge.
Soit P’ une limite supérieure pour le module de F, et P” l'analogue pour g.
Nous avons immédiatement:
AP’
¢+1
<« PP po
fa(®) fl(x)l LR

Pﬂxq

| |Ae) — 1| <

L] ° . ° ° L3 . o L] ° L]
lei la valeur de 2 n’intervient pas; la convergence est assurée si l'on a:

WP < g1,

(Si 4 est négatif, c’est son module qui intervient).

Si l'on n'impose & la solution que la seule condition d’étre bornée, la question
de l'unicité de solution se résout moins bien, au moins au premier abord.

Soit toujours % la différence de deux solutions, de module moindre que N, I'on a

Wz) = — %fow Wy) Bz, y) dy
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d’olt
[A(2)] <N (AP")?

quel que soit p. L'unicité est assurée si l'on a
AP <1

Ici T'on ne profite plus de la présence du facteur x¢ dans g¢.

Un exemple va cependant nous montrer que le raisonnement précédent ne donne
pas des limites trop grossiéres.

Soit F = /% constante, 1'on remarque alors () que I'équation intégrale est une

équation différentielle en za—-:f [(y) dy
0

du | &
do Tzt =0
ce qui donne, e« étant arbitraire:
@©
w=x~" (a +f Ny y* dy) :
0

Soit 2> 0, nous avons une solution u avec %(0) ==0; d'oll une solution /, f(0)
étant fini: nous prenons pour cela la eonstante arbitraire e nulle.

Soit £ <0, k=—F.

Si 'on a & >>1, l'on peut prendre arbitrairement la valeur de «, d'ott une
infinité de solutions # et, par suite, de solutions /.

Mais si L'on a &' <C1, Von doit faire @« =0, pour que f soit fini. Donec une
solution.

B

a8
pour |£|<1 c¢'est-d-dire pour:

Posons £ = (nous allons voir pourquoi). Je démontre 1'unicité de.solution

o o
-=>0 ou —<<—2.
g0 M p<
Et je puis calculer une solution pour |%#|< ¢ -1 ou bien pour:

o o 1

1
BT T ET o MRS T

Pour la question d'unicité, par 1'équation différentielle, on retrouve le résultat
méme de M. VOLTERRA :
o

—1 ,
> 8

o
- — 2.
8 <

Une des limites est identique.

Dans un nouveau champ, dont la position dépend de ¢, les approximations don-
nent wune des solutions obtenues par 1’équation différentielle.

(*) Cours de M. Picarp.
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V.

Nature analytique de la solution.

La nature analytique de la solution est évidente, si g et / sont développables
en séries de puissances positives et entiéres, dans l'intervalle de convergence des
approximation.

Les beaux travaux de M. SEreE BERNSTEIN permettent d'aller bien plus loin (*).

Nous sommes dans le domaine réel et n’avons pas & en sortir. Or une singula-
rité, telle que a7, toute voisine de l'origine, si @ est petit, empéche nos dévelop-
pements tayloriens de converger, sur I'axe réel, dans tout intervalle supérieur ou égal
A0—a.

Par exemple la fonction ost holomorphe sur tout 1'axe réel, etici 1'on

1
14 2

aurait o =1.

Par des développements nouveaux, et par la notion de norme, M. BERNSTEIN
résout la difficulté.

Reprenons les approximations en adoptant les notations de M. BERNSTEIN pour
R et », P’ ot P” étant maintenant des normes de F et de g, nous aurons, en dési-
gnant une norme par }}

S

§f1(m>—fo<x)§sxR;; tof i

Bl
gl o]

La norme de lim f,(x) est finie, en supposant A =1, si I'on a B2_7'-:7‘P'<1.

IA

o) — (o)

IA

} o) — )

Done la solution est certainement analytique, dans ce cas.

VI.

Remarque.

Il reste & rappeler comment l'inversion de certaines intégrales améne a 1'équation
intégrale de M. VoLTERRA. Soit

6t 9 f1@) dz = g00).

(*) These (Mathem. Annalen, t. 59).
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La dérivation conduit & une équation E,, mais une difficulté s'introduit si
G(z, z) s'annule. Soit encore

fo y(;l‘(_ﬁc_xy)za f)dz=g(y) (0<n<1)

En effectuant 1'opération déja étudiée

~f6%%3

sur les deux membres, puis dérivant, en @, l'on est conduit & E, encore. Mais il

faut que H (x, x) ne s'annule pas.
Ceci est presque immédiat pour le cas trés général

Hw,y) =3 hlx) 14(s) -

11 s'introduit, en dénominateur:
= hy(a) go(a) -

Si T'on a, un facteur, dans ceci, une puissance de ¢, l'on est ramené 3 notre

seconde généralisation.
Mais je n’ai, ici, qu'd renvoyer aux travaux de M. VOoLTERRA (%).
Notons que 1'équation intégrale que nous avons étudiée par approximations suc-

cessives provenait de celle-ci

(w4 9) i) do =g,

L'on a G(y,y)= (e~ p)y, nul & lorigine, cas difficile et intéressant. Si
G(y ,y) uve s'annule pas, M. Picarp a donné une autre solution (?).

(') Et & ceux de M. HouLmerEN, Société royale des sciences d'Upsal, 1900. Notons que
M. L Roux avait résolu une inversion dans sa thése (1895). Signalons aussi les travaux de M. P. Bur-
GATTI, Ace, dei Lincei, 1903.

() Comptes Rendus de 1'Académie des Sciences, 1904.

Remarque: Cette note était rédigée quand a 6té soutenue la these de M. Lavresco. Nous

renvoyons & ce travail.

16
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L. ORLANDO

SULLA RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI INTEGRALI

Il problema della risoluzione delle equazioni integrali non esaurisce la teoria
di queste equazioni. Cosi, per esempio, un metodo di risoluzione approssimativa delle
equazioni algebriche merita ben piccolo posto nella teoria delle equazioni algebriche.
A questa breve comunicazione fard seguire una diffusa Memoria, nella quale
saranno ampiamente svolte le idee qui contenute; ma intanto mi preme fare qui cono-
seere il piccolo contributo che mi & riuseito apportare a questo ramo dell’analisi (1).

§ 1.

Proponiamoci di risolvere 1’equazione integrale

(1) ¢ =F@)+ [ [0+ +2ule) 1] 9

dove le funzioni po(%), pi(2), ..., pu(x) sono date funzioni di 2 (per esempio g,,

(*) Le idee che ora espongo brevemente, ¢ che saranno esposte in una lunga Memoria, sulla
quale da molto tempo, con lunghi intervalli, ho lavorato, non sono tutte nuove. Nel mio corso libero
di Fisica matematica, svolto nel 1906-1907 nella R. Universitd di Messina, io mostrai il metodo
contenuto nei §§ 1, 2, 5 e 6. Il metodo del § 1 era ivi anche applicato a equazioni integrali che
avessero il nucleo sviluppabile in serie di potenze o in serie trigonometrica rispetto ad x .

Comunicai, nei primi del 1907, il mio modo di vedere all’illustre Prof. Levi-Crvira, il quale
mi scrisse consigliandomi di trattare il problema in maniera pilt organica e pill generale.

Faccio intanto notare che il metudo del § 5 era gia stato da me applicato nei due lavori:
Sullintegrazione della 4, in un parallelepipedo rettangolo (Rend. del Circolo di Palermo, marzo
1906); Sull'induzione magnetica (Rend. dei Lincei, ottobre 1906). Il metodo del § 6 era stato da
me applicato nei due altri lavori: Sull'integrazione della 4, in un campo chiuso e convesso (Rend.
del Circolo di Palermo, aprile 1906); Nuove osservazioni sul problema dell’induzione magnetica
(Rend. dei Lincei, dicembre 1906).

In una brevissima Nota, che pubblicai a Verona (stabilimento tipografico G. Civelli) nelle va-
canze 1907, annunziando anche allora una diffusa Memoria, fissai il metodo del § 1 e il risultato
del § 4.

Gli eccellenti lavori: Goursat, Sur un cas élémentaire de léquation de FREDHOLM (Bull.
de la Societé math. de France, 1907); e Scamint, Zur Theorie der linearen und nichtlinearen
Integralgleichungen (Math. Annalen, 1907) non mi tolgono, per la umile parte che ho qui svilup-
pata, una priorita che principalmente 'importanza dei menzionati Autori mi rende preziosa.



— 1283 —

@1 €08 A% , Az COS 202 , . . ., an COS HAZ), & le ¢o(§), qi(z), ..., gu(¥) sono date fun-
zioni della variabile &.
Poniamo
1
2) m= [ pBe@d  =0,12,...1.
0

L'equazione (1) lascia scrivere
(3) 9(z) = F(z) 4 4 [mo po(2) + - - - + 1a pa()],

formula che, naturalmente, vale anche quando si ponga & al posto di . Sostituendo
in (2) e serivendo

A= 0O p a5

. (7",'/=09172,""n)a
Tv=£q@m@@

noi otteniamo il sistema

( (1 —2A0)my — AAgy my — - - - — Ay, = Ty
(4) —‘lAlomo"!"(l—lAl))ml _— lAmmn::Tl
- lAno mo b lAnl 7%1 + (1 _ lAnyL) mn —_— T

Il determinante di questo sistema & un polinomio di grado non superiore ad
n-1in 2. 1 valori di 4 che non annullano tale polinomio lasciano ricavare dal
sistema (4) 1 valori delle costanti m,,m,,...,m,, e determinare in modo unico,
secondo (3), la soluzione ¢ dell'equazione integrale (1).

Quando, invece, si pongano al posto di 4 le radici del determinante del si-
stema (4), allora, secondo i valori delle costanti T,,T,,...,T,, potranno presen-
tarsi due casi: o la (1) resterd priva di soluzione, o avrd infinite soluzioni, in fun-
zione continua di costanti arbitrarie.

I diversi valori di 4 (non meno di 1 e nen pitt di # -} 1) che annullano il
determinante di (4) sono wvalori singolari relativamente all’equazione integrale (1).

§ 2.
Proponiamoci ora di risolvere I'equazione integrale
O 9@ =F@)+ i Ta@ @+ + () a1 9(E) de
+ 1 @)@ - )@ 7 e,
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dove le #' 41 date funzioni s,(%), 8:(£),..., S»(&) siano tali da non consentire I'in-
tegrazione per parti.
Se poniamo

S m\.—-:folqy(S)go(;:)dE (»r=0,1,2,...,n)

(2) 1
Z m:=j; s.,(;:)d—?i)(gi)- (vy=0,1,2,...,7),

allora la (1) lascia scrivere

(3 9(#) =F(x) + 4 [mo po(w) +- - 4 A Do (@) + -+ -1
dg(&)
3
derivazione delle funzioni p ed ». E allora, sostituendo in (2), otteniamo % -} #' -2
equazioni di primo grado fra le # - #' -+ 2 incognite 7 ed m'. Dopo c¢id la (3)

risolve la (1).

Da questa formula si deduce subito (&), e si deduce anche mediante

§ 3.

Sia ora da risolvere 1'equazione integrale non lineare

M 9() = F@)+ 1 | p0) o) [p®)T 4 ,

dove le funzioni F,p,¢ sono date.
Se seriviamo

1
@) m= | 4®Towrrds,
la determinazione della costante wm risolverd il problema, lasciando scrivere
(3) 9(z) = F(z) + Amp(z) .

Sostituendo in (2) l'espressione di ¢(&) dedotta da (3), e ponendo

1 1 1
ao=f qF2d§ |, a, =f pgF dE a2=f gp*d§ ,
0 0 0

otteniamo subito
(4) Aay m* 4 (2hay — 1) m +a,=0.

Por =0, una delle due radici di quest'equazione di secondo grado tende
ad a,, e l'altra tende all'infinito dell'ordine di % In corrispondenza di ¢id, una
delle due soluzioni (3) di (1) tende a F(x), e l'altra all’infinito.
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La (4) ha due radici diverse, ma esistono generalmente due valori di 4, che,
annullandone il discriminante, rendono unico il valore m , ed unica la soluzione (3)
della (1).

Esistono poi, ma qui per dati particolari, singolarita analoghe a quelle del
caso lineare.

Osserviamo ancora che, per F = 0, si ottiene ¢,=0,4, =0, e la ¢, 0 & nulla,
o diventa infinita per A =0, ben differentemente dal caso lineare.

§ 4.
Consideriamo ora l'equazione integrale
(1) 9e) =1 | Tp@)au®) + -+ 5@ 1.1 (o) T a5
Se poniamo
@) = | 4@ g7z,
otteniamo
(3) @(2) = A [mo po(@) + - -+ + M pul)] -

Sostituendo in (2) 1'espressione di ¢(&) ricavata da (3), otteniamo un sistema
di % -} 1 equazioni quadratiche fra le # -}~ 1 incognite m . Queste equazioni si com-
pendiano nell’espressione

(4) My = A2 Qu(Mg , My , . . ., My) r=0,1,...,%).
L'omogeneita della forma quadratica Q, lascia scrivere la (4) nel seguente modo:

(5) my = Qu(Amqg , Ay . . ., dmy,) .

Ora immaginiamoci un sistema di valori =, ,m,,...,m,, al quale corrisponda
una soluzione (3), unica: Questa soluzione sard funzione di 4, perché le  risultano
funzioni (algebriche) di 4. Supponiamo che per =0 le espressioni Amq,,Am,,...,Am,,
funzioni algebriche di 4, restino finite: allora le % -1 formule (5) mostrano che
anche le 7 restano finite; ma allora le Am non soltanto restano finite, ma per 4 =10
si annullano. Ma da cid si deduce, per la (5), che anche le 7 si annullano per A =10;
ed & anche subito chiaro dalla (4) che le m si annullano d’ordine superiore a quello-
di 2*. Ma allora le Am si annulleranno d'ordine superiore a A3, e cid avverrd, se-
condo (5), anche per le 7 ; e allora, secondo (4), le m si annulleranno d'ordine su-
periore a 4%, o cosi di seguito. Noi vediamo, da questo strano ragionamento, che
le my, funzioni algebriche di A, si annullano, per A==0, di un ordine arbitraria-
mente alto: per non cadere nell’assurdo, dobbiamo supporre che le 7 sono identi-
camente nulle. Dunque l'unica soluzione di (1), che non diventi infinita per A=0,
& ¢(x) =0, ben differentemente dal caso lineare.
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Se al posto di ¢® nella (1) figurasse a;9® -+ as¢® - - - - - apgt*, la deduzione
sarebbe, come & chiaro, identica.

S 5.

Noi ora esporremo un altro metodo, il quale, pur non lasciandoci esaurientemente
diseutere 1'equazione di FrREDHOLM

(1) §(2) =F(o) + 1 | W Do)k,

in merito, per esempio, alla ricerca dei valori singolari di 4, ci lascia tuttavia appros-
simare quanto vogliamo la soluzione, per valori non singolari di 4.
Sia per ora

(2) o(z) = E(») - lfol()(x ; &) @(§) d&

un’equazione integrale lineare, dove E(x) rappresenta una data funziome; e 6(x ;&)
un’altra data funzione, vincolata dalla condizione

®) 21 [ o 9l d <

dove « & un numero positivo fisso <C1. Il numero 4 & nella (2) un numero fisso.
Adoperando un metodo di approssimazioni successive, noi poniamo, in prima
approssimazione,

9(2) + &1(2) = E(z) -

Con cid 'errore
&(z) = — lfl(i(x 3 8) g($) dE

verifica, per la (3), la relazione

(4) lev(2)| < e,

dove @ rappresenta, se esiste, il limite superiore di |¢| nel campo.
Posto, in seconda approssimazione

§(o) + (o) = B@) +2 | 0003 9 Lo6) + ()1 28

—Ba) 44 [ ;8 BEE,
I'errore

ale) =1 | b D) &
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verifica, per la (3) e per la (4), la relazione
|es(2)| << a*@ .

Continuando, noi vediamo che 1'errore

(@) = f (2 &) e1a(8) dE

ottenuto col porre

§(2) + o) = B@) -+ 1 | 0@ 9 [o) + era(®)] de

_ . . . . . . . . . . . . . b

verifica la relazione

LoD,

|&(2)

dunque tende a zero per v infinito.
Si trova allora per ¢(x) lo sviluppo

6) s =BE)+ 1 [ o 9BE E+2 [ 0w [oE, me)

il quale avrebbe anche potuto trovarsi ponendo ¢ uguale ad una serie di potenze
di 4, e determinando, sulla (2), i coefficienti.

Stabilito dunque lo sviluppo (5), indichiamo generalmente con ¢.(x) ¢id che di-
venta ¢(z) quando nello sviluppo (5) si metta F, al posto di E. Noi vediamo subito
che, assumendo

(6) B(z) =Fo(z) + 1 Fi(x) + - - - F cu Fulz) ,

dove ¢, ..., ¢, rappresentano grandezze costanti, ed Fo,F,,..., F, rappresentano
date funzioni, otteniamo

(M P(2) = @o(#) + 1 g1(@) + - -+ F Capa(®) -

Se le grandezze costanti ¢,,...,c,, che figurano in (6), non sono determinate,
la deduzione di (7) da (6) & sempre legittima, e l'indeterminatezza di (7) non supera
quella di (6), potendo peraltro, in molti casi, essere, come & chiaro, minore.

Dalle cose finora esposte si vede che, se per un dato valore di 4, la funzione ¢
non esiste, allora il nostro metodo &, per quel valore di 4, illusorio. Quando non é
illusorio, esso conduce, tanto pitt rapidamente quanto pilt piceolo si pud assumere
nella (8) il numero positivo fisso @, all’effettiva risoluzione della (6).

La condizione (3) rappresenta per i dati del problema una grande restrizione.
Noi vedremo nel seguente § 6 di liberarcene. Intanto possiamo osservare che ogni
valore di 4 per il quale valga la (3) non pud essere singolare rispetto all'equazione
integrale (2). Valendoci, per brevita, dei risultati del metodo di FrEDHOLM, noi
possiamo affermare che un valore 4, singolare per la (2), & anche singolare per la (2)
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resa omogenea (E=0). Bisogna dunque, se 4 pud essere singolare, che tale equa-
zione omogenea abbia soluzione diversa da zero. B evidente, poi, che ogni soluzione
di quest’equazione omogenea non pud avere in (0, 1), sempre che valga la (3), punti
d’infinito. Ma allora la (5), che per E =0 riduce ¢ a zero, ci fa cadere nell’assurdo.

§ 6.

Ora noi vogliamo rimuovere, acquistando moltissima generalita, la restrizione
§ 5 (3), che vincola il nueleo dell’equazione di FrRepHoLM. Scriviamo dunque ancora

tale equazione:

(1) 9(2)=T(e) + 2 | #; Dol dt,

e poniamo A£(x ; &) = po(2) ¢o(&) + - - - + pu(®) ¢u(§) - 6(x ; &), dove per 6 valga la
§ 5 (8). Sono poche le funzioni %(x ;&) che non si lasciano esprimere in tale modo.

Ponendo, come nel § 1,

1
2) mv=f q+(&) (&) d& r»=0,1,...,2),
0
e poi scrivendo

9(2) = (@) + 4 [mopol@) - -+ mapa@)] + 2 [ 003 98) 5

noi ci riduciamo a un’equazione del tipo § 5 (2), dove la funzione
E(z) = F() 4 AL po() - -+ 70 pu()]

contiene, come nella § 5 (6), la costanti m,,m,, ..., m, non determinate. Per de-
terminarle, basta esprimere ¢ come in § 5 (7), e poi sostituire (&) in (2). Allora
otteniamo un sistema come § 1 (4), colla sola differenza che ivi le A erano indipen-

1
denti da 4 e qui ne sono dipendenti, perché qui & in generale A, =fo q+(§) pp(§)dE,

e ¢y, sviluppato secondo § 5 (5), & una funzione di 4.
Il problema della ricerca dei valori singolari di 4 &, in generale, trascendente;
ma, dato A, il problema dell'effettiva risoluzione di (1) si riduce abbastanza semplice.
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TH. DE DONDER

SUR LES INVARIANTS INTEGRAUX

La théorie des Invariants intégraux s’applique avec une rare élégance & un grand
nombre de questions trés diverses; souvent celles-ci acquiérent ainsi une plus grande
généralité. Dans le présent Mémoire, je me propose de le montrer encore sur quelques
exemples d'analyse.

I.

Multiplicateur de Jacobi généralisé.

1. Définition du multiplicateur de Jacor d’un systéme d'équations différentielles

ordinaires. — Considérons les # équations
dz, _ 4%
(1) X = =%

ou la transformation infinitésimale

n

?f
AfEZkS;}';Xk

Toute solution M de 1'équation aux dérivées partielles

n -ka
M=—-—M —_—

est appelée un multiplicateur de Jacosr du systéme (1).
En introduisant une nouvelle variable ou un paramétre auxiliaire ¢, nous écri-
rons le systéme (1) sous la forme

Do _ oy,

, e

X,
17
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Si nous supposons M indépendant du parameétre #, 1'équation (2) est la condition
nécessaire et suffisante pour que I, =]M 0z, ...d0x%, soit un invariant intégral (*)
de (1').

2. Lemmes. — A). Sil'on connait les (# — 1) invariants distinets /; , ... fu—y de (1),
on en déduira l'invariant intégral

. fn—l)

= dox dx;_, d0x; Jdz

n—l U] ¢ o s -1 I+1 ¢ oo n
f xz—l Lty oo+ L) ‘

du systéme (1’). On a done
D(fl oo fn—l)

ALy oo Limy Loy oo

le signe <> se lit cogrédient o et les M’ représentent les coefficients d'un inva-
riant intégral (z — 1) -uple.
B). On sait que

(—1) <>§, (E, n.° 35)

ou que
(— )M <> Mg,

les & forment une solution aux variations de (1).
Réciproguement, si on a
(= 1
& ¢
quel que soit 7, o représentant une fonction de «,,...z,, cette fonction sera un
multiplicateur de Jacosr de (1). Or ici on a:
X <>E
Afr - - - fum)

3(%‘1 .. xz‘_l Ligl oo xn)
X; ¢

Il

(— 1)

l

quel que soit 4. Done

(— 1y ALy - e fam)

3(m1 oo o Ly Lig

)

0). On sait que
— 1) M
(——i\T— <>&

ou que
(— 1) M¥ < > M&y,

() Etudes sur les Invariants intégrouz, par Ta. DE Donper (Rendiconti Circ. Mat. Palermo,
1901, t. XV; 1902, t. XVI. Ce travail sera désigné dans la suite par E).
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M# yeprésentant le coefficient de dx, ... dziy 0%y - .. 0mjy 0jsy ... Oy, (6<j) dans
un invariant intégral (» — 2) -uple de (1'); les &; forment une solution aux varia-
tions 2-uple de (1').
Réciproquement, si on a

(= 1)
§ij _Le

quel que soit 7 ou j la fonction ¢ sera un multiplicateur de Jacosr de (1). La gé-
néralisation est immédiate grdce & la théorie des Invariants intégraux. Ces lemmes
seront utilisés plus loin.

3. Définition du multiplicateur de Jacobi d’un systéme jacobien. — Considérons
un systéme jacobien

n —1...
(3) APfEZl%:{—ZXf=0, (§<n ")

¢'est-a-dire un systéme tel qu'on ait
| ApAg f—Ap A f=0, (d=1...7)

quel que soit /.
Toute solution M des équations aux dérivées partielles

. n ‘BX§ -
4 AM=—M> =%, (9_1...7~)

est appelé un multiplicateur de Jacosl du systéme jacobien (38). Les r équations (4)
admettent une solution commune () M. En effet:

®) A= ZIZ%X;=O

posséde, en commun avec les » — 1 autres équations (3), # — » invariants distinets

fiseo faer. D'autre part, les X* (e=1...7) forment » solutions aux variations

de (5). Désignons par 4 le déterminant ¥ ==X,

r . ’ N
nersn * + + X, - Remarquons qu’'un sys

téme jacobien se transforme en un systéme jacobien par un changement quelconque
de variables. On en déduira immédiatement (E, n.° 20) que

W fo)
lml o Tnr)
A

est un multiplicateur de (5); on verrait de méme que c’est un multiplicateur de

chacune des équations (3); donc M est une solution de (4). e¢.g.f d.

1877)(1) Multiplicator eines Jacobischen Systems, par A. MayEr (Mathematische Annalen, Bd. XII,
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4. La théorie des Invariants intégraux permettrait d’étendre aisément les pro-
priétés fondamentales du multiplicateur de (1) an multiplicateur de Jacosr d'un
systéme jacobien.

5. Définition d’aprés LIE, d'un mulliplicateur d'un systéme complet. — Consi-
dérons un systéme complet

n

(6) Apfzzlzlxg , (iZi’")

oy
¢’est-d-dire un systéme tel qu'on ait
AAgf —Ag A f=cF A f ... J-off A, L.

En général, les » équations aux dérivées partielles

X

(7) ApM=—M )

, (e=1...7)
n’admettent plus une solution commune M.

S. Lie (*) a formé a priori une fonction qu’il a nommée multiplicateur du sys-
teme complet (6): il considére les » — 7 invariants distinets /1, ... f—r du systéme
Afr- - far)
Aza. .2y’

nombres distincts pris parmi 1...#; puis il forme le déterminant 3 =X, ...X],

complet (6) dont il déduit le déterminant oua,...,g sont (n—r7)

ot 4 ...7 sont les ~ autres nombres pris parmi 1...#; il obtient ainsi son multi-
plicateur

U(fl---fnwg)
_ Awa-..x
MZEIX}C...gXZ'

6. S. Lie justifie sa définition par les proprictés fondamentales:
A4) La forme la plus générale de ce multiplicateur est Mep(f, ,. .. fa=r), OU @
est une fonction arbitraire de £, ... fur.
B) 8i on prend # nouvelles variables y; == (%, ... x,), on obtient le mul-
tiplicateur

M

D(xl e xn)

du systéme (6) transformé.

(") Allgemeine Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung (Zweite Abhandlung)
(Math. Annalen, Bd. XI, 1876).
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C) La valeur du multiplicateur M du n.° précédent est indépendante de la
permutation @...¢ % ...l considérée. La propriété ainsi énoncée n'est pas tout-a-fait
correcte.

Pour fixer les idées, supposons »=2; en se reportant aux lemmes du n.° 2,
on voit que

(— 1y M¥ (— 1)+ M7

(Xi X3) (Xi X3)
oll
MijE 3(/’11'"/"%-—2)
3(961 o oo Liml Lig1 o 0« Ljm XLjrr oo o .’X/'n)
avec ¢ <j.

Remarquons en passant que Lie n’indique pas ce que devient ici le principe du
dernier -multiplicateur.

9. Définition du multiplicateur de Jacom généralisé. — Cherchons d’abord &
quelles équations satisfait le multiplicateur M formé par S. Lie (n.° 6). Pour fixer
encore les idées, considérons le cas ot » =3. On a alors

_1’L+J+lejk X .
M=y (<i<H.

Posons encore
(_ 1)i+j+k Mik = (Mijh)
(X; X5 X3) = Ayjn-
On a (E, n.° 39):

au = 5, [ 2 oy 1 2 (g - 38 g 4 2K g |

avec M¥t= — M/* quand [>j, ete.
On trouve d’autre part

13

A Ay = 2 A + Aitg + e lm:l + A D Vo’ of?

ik
Dot Ap%—l; aprés quelques réductions on obtient 1'équation cherchée:
ik

W | &
(®) APM=——-——M[ZZ RS Gai].

Nous dirons que foute solution M des équation (8) est wun wmultiplicateur de
JacoBr généralisé du systéme complet (6).
Dans un autre travail ('), je me propose d’étudier & fond le systéme (8).

() Ce travail a paru depuis dans les Bulletin de I’Académie R. de Belgique. (Classe des
Sciences, octobre 1908).
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IL.

Solutions aux variations.

8. Théoréme. — Pour que
(xreN 2 x
\Xf_ §1 ‘)xle 0

/

? =3 La=0

forment un systéme jacobien, il faut et il suffit que &, ... &, forment une solution
auz variations de Xf =0 (E, n.° 35).

La transformation &/ a été 1'objet, en ces derniers temps, de plusieurs Notes &
I'Académie des Sciences de Paris (!); grice & la théorie des Invariants intégraux on
retrouvera aisément le résultat suivant: La solution aux variations la plus générale
du systéme @-‘—=- . -=%0—”=dt dépend de # fonctions arbitraires. En effet, des

1 "
n invariants distincts de ce systéme, on déduit les # solutions aux variations

(_ l)i-b(fl Y= fk+1 fn)

-b(xl oo o Ljm) Lijgry o oo wn)

&R = k=1...n
AN A) ( )
Axy v Xn)
Celles-ci satisfont & (E, n.° 16):
%ﬁ:dt:;—%%— (G=1...n).
Zl 2 &

Donc la solution la plus générale sera
n
=) ,m &,
1

ot les @; sont »n fonctions arbitraires des invariants f,... /..

() Sur les fonctions adjointes de M. Buhl, par Popovict (C. R. 4 novembre 1907). — Sur
la permutation des intégrales d'un systeme o’équations différentielles, par Bunw (C. R. 9 décembre
1907). — Sur les transformations infinitésimales et les fonctions adjointes, par_SaLryrow (C. R.
16 décembre 1907).
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9. M. ScHrFF () s'est proposé la recherche de # fonctions 4, ,...4, telles que,
si 0, et g, sont deux invariants de

Xf= Z_z X, =0,
n }Ql
Zl 3wl l

392 )
Zl )ml ?

ﬁf

soit aussi un invariant de ce systéme.

En prenant pour 2; une solution aux variations, & par exemple, puis && ou &
“est une fonction guelconque; puis en tenant compte de ce que ¢, et 0. sont des
invariants, on trouve qu'il faut et qu'il suffit qu'on ait:

)X
Xy = Z, e ]vz + vAx 4 8Xx
ol y et B sont deux fonctions arbitraires; autrement dit, il faut et il suffit que
Xf= Zl )w;

M= il “f 1

forment un systéme complet.
En généralisant son probléme, M. ScHirr a cherché i quelles équations satis-
font les A} pour que

3% 2 28 e )

0= i mw"), avee Ay = — Ay,
i i i )(02 3) ‘ ’
T ¢ nld lk CU; wh)

soit un invariant, sachant que ¢, , 0, 0s sont des invariants. Comme précédemment
on trouvera presque immédiatement, grice & la théorie des solutions aux variations
2-uples, que

n ‘BX
Xlik=Z lk‘l‘ k)v + v a8 Xk —
ol 3;,y sont # -1 fonctions arbitraires.

() Invariants intégraux et coefficients intégrauz (en russe). Université de Moscou,
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I1I.

Formes différentielles m-linéaires.

10. En étudiant les intéressants Mémoires de M. E. PascaL sur linvariance
relative aux formes différentielles m-linéaires, j'ai été amené & considérer des dé-
terminants (*) ayant plus de deux dimensions attachés & ces formes. Considérons, par
n

exemple, la forme différentielle > > > ayudiw; dow; dsan, et un déterminant &
=15 %

trois dimensions formé avec des coefficients a; et que nous éerirons:

Qi Cig'ie | Gy Qiglw!

l

(¢, jj" , kE)

Qi Qifi'e | Qitjwr Qjw

Soit

une transformation infinitésimale engendrant une transformation ponctuelle quelconque.
J'ai établi la formule:

O sy o o~ ey o Ky ]
(%(“ ' JJ KE) = pZ=] 7, (e7', jJ ?kk)'l" +)xk'(”’ﬂ "Z"Q) )

entre les crochets [ ] il y a six termes, dont deux seulement ont été transcrits. Cette
formule permettra de calculer aisément la variation (% du déterminant & m dimen-
sions formé avec tous les coefficients d'une forme différentielle - linédaire, ainsi
que des mineurs de diverses classes qu'on peut prendre dans ce déterminant. Le cas
olt m est impair conduit & des résultats compliqués; cela provient de ce qu'un dé-
terminant ayant un nombre impair de dimensions ne s'annule pas quand deux tranches
d’indices fizes sont identiques. Le cas olt m est pair conduit au contraire & des ré-
sultats simples et & des cogrédiences importantes. Or ces cogrédiences sont précisé-
ment celles que j’ai obtenues (*) et utilisées en généralisant certains résultats obtenus
par M. VoLTeERRA dans ses recherches sur les fonetions d’hyperespaces.

(*) Sur les formes différentielles m-lindaires (Rendiconti Accad. Lincei, Roma, vol. XVI,
1o gsem., ser. 5% 1907).

(®) Sur les fonctions de Volterra et les Imvariants intégrauz (Bull. Ac. R. de Belgique.
Cl. des Sciences, 1906).
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La notation symbolique utilisée au n.° 6 de ce Mémoire est donc équivalente 2
celle des déterminants & m dimensions quand z est pair. Au confraire, si m est
impair, cette notation conduit & des résultats identiquement nuls. Pour s’expliquer
cette différence, il suffira de remarquer que cette notation symbolique revient & écrire 7!
fois le méme déterminant quand s est pair; au contraire, si 7 est impair, cela re-
vient & écrire #! déterminants égaux deux & deux, mais de signes contraires, d'oil
une somme algébrique identiquement nulle. Dans la question présente, 1'écriture ot le
mode de calcul me paraissent encore plus simples en utilisant la notation symbolique
exposée dans mon travail sur les fonctions de VOLTERRA.

18
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E. PASCAL

SULLA NUOVA TEORIA DELLE FORME DIFFERENZIALI
DI ORDINE E GRADO QUALUNQUE

Lo scopo di questa mia Comunicazione & di richiamare 1l'attenzione dei mate-
matici sulla nuova teoria delle forme differenziali di ordine e grado qualunque, che
io sono andato formando in questi ultimi anni, come estensione dell’antica teoria delle
forme pfaffiane e di quella delle forme differenziali quadratiche.

Tutti i pit brillanti risultati nel campo di queste due particolari teorie al cui
sviluppo sono legati i nomi dei maggiori analisti del secolo scorso, Prarr, JacoBr,
GrASSMANN, RigMaNN, CLEBscH, Lig, LirscHiTZ, FROBENIUS, CHRISTOFFEL, BELTRAMI,
etc., non sono che i casi piu semplici e pilt ovvii di risultati, rimasti finora inos-
servati, assai pilt generali, e di una natura molto pitt ampia; e la teoria generale di
cui vi parlo, per quanto a prima vista possa apparire irta di difficolta, per la com-
plicazione delle formule cui sembra dar luogo, pure, con opportuni artifizii e congegni,
¢ capace di perdere ogni eccessiva complicazione, e di acquistare quella simmetria e
quella elegauza, che sono le doti in omaggio alle quali io mi permetto di doman-
dare ospitality anche per questa nuova teoria fra i capitoli dell’Analisi moderna.

¥*¥

Una forma differenziale di ordine qualunque » e di 1° grado & un’espressione
formata come il differenziale di ordine » di una funzione £ di pit variabili dipendenti
Ly ..., sostituendo in ciascun termine al posto delle derivate di /', delle funzioni
qualunque deile variabili.

La prima questione quindi che si presenta & quella di determinare la forma
del differenziale #™° di una funzione, e di studiarne la costruzione dei varii termini.
Un breve esame fa subito vedere che un tale differenziale pud rappresentarsi come
una somma di prodotti di tutte le derivate parziali della funzione sino all’ordine »,
per certe caratteristiche espressioni differenziali, somme di prodotti dei differenziali
delle variabili, che rappresento col simbolo 6;:) 4, essendo 7y, ... 7n gli indici delle

variabili # che entrano a formare la d. Lo studio delle proprietd di queste d diventa
dunque lo studio preliminare da fare nella teoria che ¢i oceupa.
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Di queste pud farsi la costruzione definitiva determinando anche la formola ge-
nerale per i coefficienti numerici che entrano nella loro espressione; ma anche indi-
pendentemente da cid possono dimostrarsi per queste d alcune proprietd fondamentali
e cioé:

1° che esse si trasformano linearmente colla trasformazione generale delle
variabili ;

2° che il loro differenziale si esprime per le d medesime;

3° che operando su di una Jd una trasformazione infinitesima si ha una com-
binazione lineare delle J stesse;

4° che ogni d pud comporsi in un modo speciale mediante una combinazione
quadratica di altre o

5o che la somma di tutte le d ad una sola variabile, da quella di ordine 1
a quella di ordine », non & altro che il quoziente del differenziale r™° dell'espo-
nenziale per l'esponenziale stesso; ete. ete.

*
X x

Una forma differenziale di grado %4 & un’espressione omogenea /-lineare nelle
d di 4 determinati ordini fissi, »,,...7y; la somma di tutti questi ordini & I'ordine
della forma. '

I coefficienti di questa, variando da termine a termine, possono rappresentarsi
con dei simboli dipendenti da % grupps di indici e formano un sistema di funzioni
a /% gruppi di indiei, che pud considerarsi una generalizzazione degli ordinari sistemi
covarianti del Calcolo differenziale assoluto, cui si riduce quando ognuno dei %4 gruppi
di indici risulti in particolare di w# indice solo; lo chiameremo percid un sisfema co-
variante in senso esteso. Una forma differenziale cosi generale di grado k, sitra-
sforma, colla generale trasformagione delle variabili, precisamente come il pro-
dotto di k forme differenziali di ordini superiori, ma di 1° grado, cioé linears
nelle d, e pud quindi rappresentarsi come il prodotto simbolico di 4 forme lineari.

Nello studio delle forme differenziali di una determinata specie, si incontrano
sempre certe espressioni formate mediante i coefficienti della forma stessa, che sono
come il perno di tutta la teoria. Nel semplicissimo caso delle forme pfaffiane tali
formazioni si riducono a quei noti binomii dati dalle differenze delle derivate dei
eoefficienti, scelte con certi convenienti scambii di indici, enel caso delle forme dif-
ferenziali quadratiche le formazioni di cui si parla sono quelle rappresentate dal sim-
bolo di CurISTOFFEL e di cui & ben nota l'importanza per ogni problema che a quelle
forme si riferisca.

Ora queste due disparate formazioni hanno un’origine comune, derivano da una
comune sorgente, la quale & assai pili semplice di quanto non possa credersi sul prin-
cipio, e si presenta dotata di proprietd generali fra le pilt eleganti.

La costruzione di una tale espressione fondamentale che risulta come il perno
di tutta la teoria delle forme differenziali, si fa nel modo pil semplice e generale
introducendo una operazione cheio chiamo operazione del dedurre e che & una ope-
razione di carattere covariante.
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Questa operazione consiste in cid : dato un sistema di funzioni dipendenti da %
gruppi di indiei, la dedofta di una di queste funzioni in rapporto ad un determinato
indice w, si ottiene derivando la funzione stessa rispetto ad 2, , e da questa deri-
vata sottraendo le altre % funzioni i cui gruppi di indiei sieno quelli della data ma
separatamente e consecutivamente ampliati dell'indice w.

Questa operazione si applica ad una somma o ad un prodotto colle stesse regole
della derivazione.

Ripetendo ¢ volte di seguito questa medesima operazione in rapporto a ¢ di-
versi indici, si ha un’espressione dipendente da % -1 gruppi di indici, e che & ap-
punto la formazione fondamentale, o, come impropriamente diremo, il simbolo fonda-
mentale di tutta la teoria delle forme differenziali.

Questi simboli fondamentali formano un sistema di funzioni a £ -} 1 gruppi di
indici, che colla trasformazione delle variabili, si trasformano come si trasformano i
coefficienti della forma; essi costituiscono ciod un sistema covariante, ed @ a cagione
di questa proprietd che le dedotfe si possono anche chiamarve dedolte covarianti.

Se di questo sistema, considerandolo come a 4Z 1 gruppi di indiei, formiamo
a sua volta il sistema dedotto, otteniamo un sistema identicamente zero; cosi resta
chiusa la serie dei sistemi dedotti da un dato.

Considerando il caso di A=1 ciod delle forme differenziali di ordine qualunque
ma di 1° grado, la somma o la differenza di due dedotte che non differiscano fra
loro se non per lo scambio dei due gruppi di indici, sono i cosidetti simboli princi-
pali, che sono da distinguersi in quelli di 1* e di 2* specie, secondoché nella loro
costruzione entrano solo derivate dei coefficienti della forma, ovvero, oltre le derivate,
anche cofficienti stessi non sottoposti a derivazioni.

I simboli di CarisTorFEL mon sono altro che casi molto particolari di questi s¢m-
boli principali da me introdotti, e mediante questi si esprimono anche i ben noti
simboli di Riemany che hanno, come si sa, tanta importanza nella teoria delle forme
differsnziali quadratiche. '

Su questi simboli prinecipali possono dimostrarsi alcune proprietd fondamentali,
e cioé p. es. che la derivata di un simbolo di 12 o di 2% specie & uguale sempre alla
somma di due simboli rispettivamente di 2® o di 12 specie (proprietad che contiene, come
caso particolare, una nota proprietd dei simbols di CHrisToFFEL); che ogni simbolo di 12
specie pud sempre esprimersi con una combinazione lineare di derivate di simboli di 22
specie; e finalmente che l¢ maitrici formate, con una legge ben facile, con quests
simboli principali, hanno caratteristica invariante per ogni trasformaszione di
variabils, proprietd che contiene come particolare una singolare proprietd, finora non da
altri osservata, dei simboli di CHrisTOFFEL, e cioé che la matrice formata con essi e con
i coefficienti della forma differenziale quadratica in modo opportuno disposti, ha carat-
teristica invariante per ogni trasformazione di variabili.

Di qui si deduce intanto che per l'equivalenza di due forme differenziali generali
é condizione necessaria la eguaglianza delle caratteristiche delle due matrici i cui ele-
menti sieno i simboli principali costruiti coi cofficienti dell'una o dell’altra.

Ma la considerazione di queste matrici a caratteristica invariante non ha carattere
di cosa accidentale ; vedremo di qui a poco che essa si presenta in tutti i problemi sulle
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forme differenziali e ne investe tutta la teoria, dando a molti risultati un aspetto sin-
golarmente semplice.

Si pud studiare il cangiamento che subiscono le caratteristiche delle medesime
matrici quando la forma fondamentale si moltiplichi per un fattore ovvero quando
ad essa si aggiunga un differenziale esatto, e si ha cosi l'estensione di teoremi
che FroBeNiUs trovd gid da molto tempo per le comuni forme pfaffiane; e si pud
poi anche studiare un’altra classe di maftrici a caratteristica invariante e che & quella
formata cogli elementi di un sistema covariante nel senso esteso, e in particolare con
quelle formazioni che abbiamo chiamato le dedoffe di un sistema covariante. Particola-
rizzando in altra direzione si ha cosi anche un curioso teorema sulle matrici formate
cogli elementi di un sistema covariante nel senso antico e ristretto del Calcolo differen-
ziale assoluto.

Pagsando ora allo studio dei covarianti della forma differenziale si presentano, prima
di tutte, quelle forme differenziali i cui coefficienti sono precisamente le dedotte cova-
rianti del sistema dei coefficienti della forma data. ki notevole la formola semplice cui
soddisfano i differenziali di queste espressioni, e cioé: ¢l differenziale di una di esse,
dipendente da k1 gruppi di indici, si esprime per la somma di k-1 altre
di esse medesime.

Sono poi da considerarsi quegli invarianti e covarianti che sono simultanei per la
forma differenziale data e per il primo membro di un’equazione alle derivate parziali
omogenea di ordine e grado qualunque, e in particolare per la forma data e per il sim-
bolo di una ordinaria trasformazione infinitesima.

Si ha cosi una classe di covarianti che intervengono nella formola che da il risul-
tato dell’applicazione di una trasformaozione infinitesima ad una forma differen-
ziale. risultato che si dimostra, essere a sua volla un'altra forma differenziale
dello stesso tipo di quella da cui i parte.

Cio posto, vien naturale di introdurre il concetto delle ¢7asformazioni infinitesime
appartenenti ad una forma differenziale, ovvero all'equazione ottenuta eguagliando a
zero la forma stessa; le trasformazioni cioé che, applicate alla forma, danno per risul-
tato zero, ovvero riproducono la forma medesima moltiplicata per un fattore.

Questa ricerca & necessaria per la soluzione di uno dei principali problemi della
teoria che ci occupa, l'estensione ciod del problema di riduzione di Prarr; e il risul-
tato che si trova ¢ fra i pilt semplici e stabilisee un legame con altre ricerche gia fatte
dianzi; si trova cioé che la condizione necessaria e sufficiente per [’esistenza di
siffatte trasformaszioni infinitesime, aventi poi egquali a Zero certi covarianti e in-
varianti simultaner di esse e della forma, é data semplicemente dall annullarsi di
una di quelle matrici o caratteristiche invarianti di cui si é pariato di sopra,
cioe dall’avere una di quelle matrici una caratteristica minore della massima.

E allo stesso risultato si giunge se ci si propone il problema di riduzione.

Come estensione di un problema celebre della ordinaria teoria delle equazioni pfaf-
fiane, problema cui sono legati i nomi di Prarr e di Jacosr, noi possiamo proporei
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la quistione dell’esistenza e della determinazione di trasformazioni finite delle variabili
per le quali la forma differenziale data di ordine qualunque, si trasformi, a meno di
un fattore, in una con una o pilt variabili di meno; si trova che le condizioni per
Uesistenza di siffatte trasformazioni finite coincidono con quelle per Uesistenza di
trasformazioni infinitesime appartenenti alla forma data e quindi si riducono in ul-
tima analisi, & ci0: che una di quelle matrici a caratteristica invariante abbia carat-
teristica minore della massima; o di tante unitd possiamo diminuire i1 numero delle
variabili, nella forma data, di quante unitd & composta la differenza fra la massima
caratteristica che quella matrice potrebbe avere e quella che effettivamente essa ha.
Cosi resta risoluto, nel modo pil generale e nello stesso tempo piu semplice, il pro-
blema di riduzione, che a prima vista sembrerebbe irto di difficolta e di non poche
complicazioni.

Un altro problema della teorica deisistemi di forme differenziali, & quello della
completa inlegrabilita delle equazioni ottenute eguagliando a zero quelle forme. Nel
caso semplice delle forme di 1° ordine (forme pfaffiane) & ben noto che la condizione
necessaria e sufficiente per tale completa integrabilita & che le equazioni ammettano
le trasformazioni infinitesime del proprio sistema aggiunto. Ma per il caso generale
il sistema aggiunto non & formato di equazioni solo di 1° ordine, ma anche di equa-
zioni a derivate parziali di ordine superiore; per estendere il teorema in tutta la
sua integritd bisognerd quindi considerare, oltre che delle operazioni di 1° ordine
(trasformazioni infinitesimali), anche delle operazioni di ordine superiore.

E cio infatti pud farsi e, limitandomi per semplicitd al solo caso del secondo
ordine, io ho mostrato come pud generalizzarsi il teorema surriferito, conservandosi
inalterato di forma.

Che se poi ci basti limitarci ad una condizione solamente necessaria per la
completa integrability e trascurare la seconda parte del teorema, allora c¢i basterd
limitare le nostre considerazioni alle solite trasformazioni infinitesimali (operazioni
di 1° ordine), e si pud facilmente mostrare, come io gid feci, che ogni sistema com-
pletamente inteqrabile di equasioni ai differenziali totali di ordine qualunque, am-
metterd sempre tulte le trasformazioni infinitesime del proprio sistema aggiunto;
ma questa proprietd non rappresenta naturalmente una condizione sufficiente.

Gli studi sulla completa integrabilita conducono naturalmente a quelli sulla ri-
ducibilita delle forme a tipi speciali, e qui il campo si presenta molto vario ed esteso
e parecchi semplici risultati ho ottenuti per il caso delle forme di 2° ordine. Inter-
vengono ancora un'altra volta quelle matrici a caratteristica invariante che ci si sono
presentate gid all'inizio dei nostri studii, e si trova che, fissando in modo particolare
le caratteristiche di tali matrici, cioé ponendo che queste abbiano caratteristica 1 o 2,
ecc., si hanno sotto un aspetto perfettamente simmetrico, le condizioni perché la forma
differenziale sia riducibile ad alcuni speciali tipi, fra i quali é anche compreso quello
che corrisponde alla completa integrabilita.
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Ecco per sommi eapi riassunto lo stato attuale della teoria delle forme differen-
ziali di ordine superiore, alla cui formazione io mi lusingo d'aver in qualche modo
cooperato.

To non so se & per un sentimento simile a quello dell’amor paterno, ma a me
pare di vedere che questo nuovo capitolo dell'Analisi sia destinato ad un avvenire.
Beninteso perd che questo avvenire potrebbe anche non essere tanto prossimo; ed
in matematica, come sapete, non & lecito essere impazienti.
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C. STEPHANOS

SUR UNE EXTENSION DE LA THEORIE DES COVARIANTS
DES FORMES ALGEBRIQUES

1. Dans plusieurs problémes d’analyse on a & considérer les propriétés communes
4 une fonction donnée f(x) et aux fonctions ayant pour expression générale

) y= o+ oy p(S2EE),

ou m désigne un nombre donné quelconque.
Il en est ainsi, par exemple, dans le cas ol /() est un polyndme entier de degré m.
11 s'agit alors de l'examen des propriétés invariantives de la forme binaire 7'/ (_2_1)
2

On peut dire que les fonctions définies par la formule (1) précédente sont égus-
valentes & la fonction f(x), considérée comme étant d’ordre m.

2. Dans l'étude des propriétés communes aux fonctions équivalentes & une fon-
ction y = /(=) donnée, on a besoin de considérer des fonctions

ox,yy .y )

de x,y et des dérivées successives y',y”,... de y par rapport a x, ayant la pro-
priété caractéristique que si 1'on pose:

r= TR st (L) g = —p,

et que 1'on désigne par ',%",...les dérivées de » par rapport & &, on ait une identité
de la forme:

(2) o&, .0, 0", ..)=LG5 )o@, y,y Y ... ),

quels que soient 2 ,y,% ,y",..., lorsqu'on remplace les &,7,% ,5”,... par leurs
valeurs en fonction de =,y,% ,%",...

On peut appeler les fonctions a(x,y,% ,%”,...), ayant cette propriété, cova-
riants de la fonction donnée y = f(z), supposée d'ordre .
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Il est clair que si o(x,y,y ,y"...) désigne un covariant de la fonction y d’ordre
m et que y = f(x) constitue une solution de 1'équation différentielle o(z,y,y ,
y',...)=0, toutes les fonctions équivalentes & y = f(x) satisferont aussi & la
méme équation différentielle.
Pour qu'une fonction o(x,y,% ,y",...) constitue un covariant de la fonction
y = [(x), supposée d'ordre m, tel que Yon ait I'identité (2), il faut et il suffit
qu’elle ait les propriétés suivantes:
1°) qu'elle ne contienne pas x;
2°) qu'elle soit Zsobare et de poids p par rapport aux y,y",y”,..., sup-
posés comme ayant des poids égaux & 0,1,2,...;
2p 4 n
m
4°) qu'elle satisfasse & I'équation différentielle do==0, ol

8°) qu'elle soit homogéne et de degré g = par rapport aux y,%', 4", ...;

p)

Sy A=Y S Rk — k1)

‘by(k)

Jd=my APy

Le nombre n==gm — 2p, peut étre appelé ordre du covariant considéré.

3. Dans le cas ot m -1 est un nombre entier positif, la derivée y®+ est
un covariant de y, d'ordre — m — 2. C’est seulement dans ce cas qu'une dérivée y®
peut étre un covariant de y.

Cette propriété équivaut & la proposition suivante:

L’équation
(3) Y )

dmm—H

pewt btre transformée en une équation de la méme forme

iy
d§m+1 - (D(§)

por le moyen de la substitution:

_Ad+s "o
x_y§+d,y—(y§+a) I

La nouvelle fonction @(£) a alors pour valeur

B(E) = 4"+ (yE + d)—* F (5';—?-‘_%) :

On peut du reste démontrer, pour le cas ol m >0, que réciproquement: pour

gu'une substitution telle que

x=u® , y=v@7
19
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transforme 1'équation (3) en une autre de la méme forme, on doit avoir

al+p
=— = a)m.
u(é‘) yE+o (&) (v& 4 9)
4. Comme exemple de covariant d'une fonction d’ordre m citons le premier
membre de 1’équation différentielle d'ordre %z -1 obtenue par 1'élimination des con-
stantes A, a,,4a,,...,a; de 1'équation:

y=A(x—a)™ (x —a)™...(x — ap)™.

(On a ici m=m, - m; - - ms).
Dans le cas le plus simple o £=1 on a le covariant

myy" — (m— 1) y*.

Dans le cas ol £ est égal & 2 ou 3, on a des covariants plus compliqués que
I'on peut calculer sans trop de difficulté. Pourtant pour %2> 8 le calcul du covariant
en question devient assez difficile, se ramenant au probléme de 1'élimination des 4
variables x,, 2z, ..., 2y entre £ -4 1 équations de la forme:

mz, Gmexe - Fmprr =0Ci,
may  A=mexy - mpai = C,,

! om0 = G

Dans le cas oit certains des nombres m; sont égaux entre eux le résultat se
simplifie. Aussi p. e. dans le cas ol m, == m, =" - - ==my, le covariant en question

1 h+1
est égal 2 (y'Tl)( ), sauf un facteur puissance de y.

5. La théorie des covariants d'une fonction f(x) d'ordre m est en plusieurs
points analogue & la théorie des covariants des formes binaires, dont plusieurs pro-
cédés peuvent ici étre appliqués avec fruit.

Pour se rendre compte comment la théorie des covariants des formes binaires
ne constitue qu'un cas particulier de la théorie qui nous occupe, il suffit de se
1

rappeler que, d’aprés M. HiLerT, tout covariant x’;go(g—c—) d'une forme binaire
2

g f(%) de degré m, est tel que le polyndme ¢(x) peut étre exprimé en fonction

entiére o(y,y ,y",...) de y et de ses dérivées, la fonction a(y,y ,%",...) étant
non seulement homogéne et isobare, mais aussi satisfaisant & 1'équation différen-
tielle do=10. '

6. De méme que dans la théorie des formes binaires, on peut considérer
ici des covariants simultanés de plusieurs fonctions ¢, ,y.,... d'ordres respectifs
My, Mg, ... Les plus simples des covariants simultanés de deux fonctions correspon-
dent aux Ueberschicbungen de la théorie des formes binaires.
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Comme exemple de covariant simultané de plusieurs fonetions y,,ys, ...y,
d'ordres respectifs m, ,m,,...my, citons la derivée (m - 1)*me de la fonction
y=yr.ys...yw, dans le cas ol la somme m = Smn; est un nombre entier = 0.

7. De méme que dans la théorie des formes binaires, on peut réprésenter une
fonction d'ordre m et ses dérivées par des expressions symboliques telles que:

y =ay,
¥y =ma,al?,
y'=m@m—1) far?,
étant posé
=02+ a,.
On peut aussi considérer les polaires successives a7'a, , ap—*al,... d'une
fonction y =aj;.
La notion de la polaire d'ordre 4:

ag~*aoj

peut méme &tre étendue d'une maniére tout naturelle au cas ol £ est un nombre
quelconque.

De méme que dans la théorie des formes binaires, la A"*™ Ueberschiebung de
deux fonctions

yr=dz', Yo="bx
peut &tre représentée par la formule

U1+ yon == (ab)* agn=* b=,
ol
(ab) = a1b2"_‘ azbl =, bx_blaw.

Le méme procédé symbolique peut étre appliqué & la représentation des cova-
riants d’'une fonetion y = o =la," =g " =" - -
Ainsi par exemple on aura

@ ¥)ex = (aa)* az=* a"~**,

Comme exemple de représentation symbolique d'un covariant d'une fonction de
degré m, citons le covariant
(ad)? (ad")t . . . (aa®)? (da")* . . . (aD g®)? g3k am-tk | glom—tk

dont I'évanouissement identique exprime la condition nécessaire et suffisante pour
que la fonction y == a7 soit exprimable par une formule telle que:

(4) y=A(x—a)" 4 Ay(r — )" + - - - - Ap(@ — ax)™.

Ce covariant coincide avec le résultat de 1’élimination des 2/ constantes A; et a; entre
I'équation (4) et les 2% équations qu’on en déduit par 2% dérivations successives.
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8. Les expressions

o,y Y )

ayant non seulement la propriété d’homogénéité et d'isobarie, mais aussi celle de
satisfaire & 1'équation différentielle do = 0, conduisent, dans le cas ou l'on suppose
que m tend vers l'infini, & des expressions satisfaisant & 1'équation différentielle

20

0 0
22 oy ey 2 =0,
Y Y 2y Y5 Y ™ 0

Les expressions o(y ,y ,y”,...) obtenues de cette maniére sont telles que si
T'on pose
0= fla 4 ),
et que l'on désigne par 7' ,%",... les dérivées de % par rapport & & on a l'identité
oo ) =@ [T ey gy ).

La fonction f(«) dans ce cas, doit étre considérée d’ordre infini et peut é&tre
représentée symboliquement par ¢*.




— 149 —

R. de MONTESSUS

SUR LES RELATIONS DE RECURRENCE A TROIS TERMES

L’Auteur expose les progrés récents de la théorie de la convergence des fractions
continues algébriques. Il insiste sur ce fait que la théorie de la convergence est plus
avancée que la pratique du développement.

Les recherches doivent plutot se porter désormais sur la question du développe-
ment d'une fonction donnée en fraction continue.
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G. PUCCIANO

CONTRIBUTO ALLA CRITICA DI ALCUNE QUESTIONI
CHE SI RIATTACCANO
ALL'INTEGRAZIONE DELL’ EQUAZIONE DIFFERENZIALE DI LAPLACE

§ 1.

Ho Yonore di richiamare 1'attenzione degli scienziati sovra una mia ricerca per
ridurre al minimo le condizioni d’integrabilitd dell’equazione differenziale di Poisson
a due variabili

Ayu = h(xy) ().

Ottenni il seguente risultato generale, cui accennai in una Nota (%), della quale
eurai privatamente la stampa. Il principio, che dimostro, in forma sintetica, 8:

« Le condizioni sufficienti per 1'esistenza dell’integrale dell’equazione differenziale
alle derivate parziali del 1° ordine

R M
Mc-{-)y ’—h(x?/) )

sono anche sufficienti per 1'esistenza dell’ integrale dell’equazione differenziale di
Poisson
Ayu = h(zy) ,

purché sia in un intorno ¢ del punto (x,y)

v(y) — o(2oy) =.fw

Zo

Yy
o(ay) —o(ogn) = [ 2

W
e dw
Y

() Posson, Remarques sur une équation qui se présente dans la théorie des attractions des
spheroides (Nouveau Bulletin de la Société philomatique de Paris, t. III, pp. 388-392, 1813).
(%) Isdagine sul Potensiale Logaritmico e Newtoniano (Messina, 1906).
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e purché, nello stesso intorno, esistano, siano uguali ed atte all integrazione defi-
nita le

P o %

WY WY

. ().

Si noti la generalith delle condizioni suddette, le quali non impongono la con-
tinuitd alla A(xy): basta osservare il caso semplice, in cui sia

May) = m(x) + h(y) ,

con hy(x) ed hy(y) integrabili, e soddisfacenti alle relazioni

)%c ( :hl(w) dm) =n(z) ; %/‘ (fyjkz(?/) d@') = h(y)

per verificare 1'asserto (*).
Accenno ora alla dimostrazione del principio suesposto.
Rappresentando con a, & le coordinate dei punti dell’intorno o di (xz,y), con s

il contorno di o, e ponendo

r=41e—ar F =9

6 = arctang Z:i ,

9(ab) = — o o(ab)

si ha
)log
2 do e
fa > 7 =) % 5 ~ ds — 27 . g (ay)
ossia
}log
1) f 29 cosed +f ¢ sen 6 [‘% ds— 2. ¢(ay) .

(*) Prano (Mathesis, 1890, pag. 153) ha ridotto al minimo le condizioni di esistenza e di
% R

awby bybx

(®) Delle ricerche sulla questione che studio sono state fatte da C. Neumanw, Ueber die Integra-

uguaglianza delle

2
tion, ecc. —|—a—"§— 0 (Giornale di Borchardt, t. 59, 1861); da HoupERr, Dissertation, Tiibingen,

1882; da A HARNAK, Die Grundl. d. Theorie d. logar. Potentiales (pag. 24, Leipzig, 1887); e
da MorEera, Sulle derivate seconde della funzione potenziale di spazio (Rend. R. Ist. Lombardo,
vol. 20, 1887).
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Esistono e sono finite le

2 (29 senOdG’ 2 (¢ cosﬂ f 9 senodd’
W Je e T Ww e W7 W 7
2 ¢ cosf Jo . 2 )gp seno ‘ _)_j‘ 29 cosb
W Js da 7 ?"l/ R 7

Cid si ricava applicando opportunamente la trasformazione di Gauss di un inte-
grale di area in un integrale di contorno. Si dimostra poi che &

o
2 (2gsend 2 f 2y cosb

’

MWle a7 RV r

0 0
lf)_gpsen do — 2 B_gpcosd,
MWmwe W7 WIs 0 7

e con opportune trasformazioni, derivando la (1) rispetto ad = e ad y, si ricavano
non solo 'esistenza delle

¢ cosb y ) 9 send
790 ¢ T W e W7

ma anche le relazioni finali

2 (20 L 2 (29,1
(2) 37 ). 2 log p do -+ 3 Je 20 log p do
2 log 1
_2 2 (21 2)
—Dxfs‘q] d + f log ds ()a/;‘;‘:‘;
D291 2 (29,1
2 log 2 2 1 g
f [( 7 — N dS —_ 5; s ].Og ; ds — 2m ()_b)g:;

1 . -
Osservando che 6 e log; sono associate, si dimostra che anche

R 1og

APs
,fs )9; log ds f% ngs——ds
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sono associate, e percid infine sommando le (2) e (3) si ricava
1 1
4, [:— o VL h(ab) log p do‘:, = h(zy) .

Cosi resta stabilito il principio enunciato.

§ 2.

Nella formula che rappresenta il teorema di GREEN nel piano

1
2log =
” dt 1
Cileaten) = | e = (35) o Jas

compaiono le sole due successioni di valori w; e <%) . Il sig. A. LiaPoUNOFF
is

osservava nel Giornale di Liouville, 1898, che I'ordinario processo dimostrativo del

teorema di GReEN nello spazio fosse basato sull'ipotesi dell’esistenza dei limiti

G G &)« G2)
X Jis ’ M s ’ (3‘7/ is % Jis

Con un ingegnoso metodo egli dimostrd allora che « I'armonicitd della #, Vesistenza
di (M> e la convergenza di R (3—24) uniformemente su tutte le normali fos-

M Jis M N/ i
sero condizioni sufficienti per la validitd del teorema di GREEN nello spazio ». In
una Memoria, che sard pubblicata nei Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo,
mi sono occupato dell’analoga questione nel piano. Mi onoro di riferire uno dei ri-
sultati che ho ottenuto, il quale pud essere interpetrato come un teorema reciproco
di quello di GREEN.

Sia dato in un piano un campo ¢, il cui contorno s sia formato da una o pilt
linee continue, chiuse e non aventi un numero infinito di ondulazioni o di spire.
Sia s il contorno d’'un campo ¢’ semplicemente connesso esterno a ¢ e sia ¢ la linea
chiusa, appartenente ad s, la quale separa la vegione del piano, di cui & parte ¢
da quella di cui & parte ¢': la linea ¢ abbia in ogni punto tangente unica. Sia
data una funzione ¢, uniforme ed atta all'integrazione definita su s: la g, inoltre,
in ogni punto di o, sia finita ed uguale alla semisomma delle derivate prime a
destra ed a sinistra del suo integrale indefinito, e ¢g,.6 sia integrabile per parti su o.

Se il potenziale logaritmico di strato semplice

f gs log % ds

20


file:///lxjis

— 154 —

é uguale, in ogni punto della linea s, al potenziale di strato doppio

[

in cui m, & uniforme ed atta all’integrazione definita su s, ed anche finita e con-
tinua in ogni punto di ¢, allora la
1
—-gslog ;] ds%

o %ﬂ:ms

¢ V'espressione analitica d'una funzione #, armonica nell interno del campo ¢, la
quale ha su o i valori limiti m,, mentre la sua derivata normale, percorrendo le

Blog—

alog—

normali, ha in ogni punto di o valori limiti (B_u) finiti ed uguali a g¢o.

Difatti, poiché la #% é nulla in ogni punto di s’ ed & armonica in ¢', dev'essere
nulla in ¢ e quindi anche in tutta la regione del piano limitata da o e conte-
nente ¢'.

Per una nota proprietd del potenziale logaritmico di strato doppio, posto

)log—

w(zy) f Ms ——— d$ ,

(w)ia — (w)ec = 27Ms ;

quindi, per la continuitd del potenziale di strato semplice attraverso la s, la u(zy)
ha su ¢ i valori ms: ossia & (#)ic = o .

Draltra parte é
W )[ 1 )
—) == log=d
(3= (i e ),

Il DiricHLET dimostra 'esistenza del secondo membro dell uguaglianza prece-
dente quando sia ¢, continua; in una Memoria, che pubblicai nei Rendiconti del
Circolo di Palermo (Studio sui potenziali ecc., t. XXIII, 1907), dimostro 1 esi-
stenza del secondo membro nelle ipotesi enunciate nel teorema, quindi in tali ipo-

tesi esiste anche la (—;%-) . Il sig. Liarounorr ha dimostrato nel Giornale di

ic

Liouville, 1898, che quando esiste la (%Zs_) esiste anche la (%Q) ed & uguale
es is

alla prima, purché m, sia finita e continua (a tale teorema il sig. E. R. NEUMANN
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credette di dare il nome dello scopritore); quindi possiamo affermare che esiste

la (3%> .
M Jia

D’altra parte, per quanto io dimostro nella Memoria citata, &

- La) —(2 fomoglar) =
(‘bn ~£ g 10g7" dé, e6 M s gs 10g7"d8 ic _2ng5’

quindi & anche
(1%) -
37’&, io'_ gG ’
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A. CAPELLI

SUI COEFFICIENTI DEGLI SVILUPPI IN SERIE DI POTENZE
DELLE FUNZIONI ALGEBRICHE DI PIU VARIABILI

1. Nel decorso anno, prendendo occasione da un caso particolare considerato dal
sig. Rossr (*), mi proposi di determinare l'effettiva espressione del coefficiente nume-
rico di un termine qualunque dello sviluppo in serie di potenze che esprime la radice
dell’equazione algebrica generale del grado » in funzione dei suoi coefficienti. I1 risul-
tato da me ottenuto e da me gia fatto conoscere (*) si pud riassumere brevemente
come segue.

Sia z la funzione delle variabili indipendenti p,, p,,. . ., p. definita dall’equazione:

o+ po+ (01 +p) s+ (G2 +p) & + -+ (20 +pa) 8" =0

e precisamente quel ramo di tale funzione che per p, =p, =" - =p, =0 assume
il valore w radice, semplice e finita, dell’equazione:

0)=ay+ a2+ a4+ -+ a.,s"=0.

Si ha per & lo sviluppo in serie di potenze delle py,p,,...,p, convergente per
valori abbastanza piccoli dei moduli delle po, Py, ..., Pn:

|« w . n
(I) g_—w—{_ O‘Zo L_()‘al A“o’“u !aﬂp pl "‘p”

dove

a=@a,ta 4+ +a,.

11 coefficiente generale Ag,,q,,....as che & una funzione razionale delle @y, ,...,ax,
si pud porre a sua volta sotto la forma seguente :

A

(II) A“ov“nm,% ’ B)»g,ll, ,Xna o a - a

2 Tl

(1) Cfr. Giornale di Matematiche di Ba.tta,glini. vol. XLIV, 1906, p. 282. La formola relativa
a questo caso particolare & contenuta in un’altra, alquanto piui generale, data da Amanzio nel Ren-
diconto della R. Accademia delle Scienze di Napoli (luglio 1877).

(*) Cfr. Rendiconto della R. Accademia delle Scienze di Napoli, Dicembre 1907.
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dove

7R Y R}

ed il coefficiente By,,n,,....n ha il valore:

. . wBHp—eEh=D B+ u (e — ;v)m 1
(III) B)\m).,,...,lfn. _— (‘— 1) A I:or(w)]a_,_;\ <t¥ + /l . 1) (a + Z)t’f‘i ( )
essendo :

B=o + 20+ Bas -+ ne, , pu=24, 424434} Fnd,.

2. Vista la grande semplicith, assai superiore a quanto avrei creduto di poter
presumere, della formola finale da me conseguita, ho stimato opportuno richiamare
su di essa, in occasione del presente Congresso, l'attenzione dei matematici; e prin-
cipalmente per due ragioni. La prima ragione sta nel fatto che questi risultati,
comeché appartenenti al campo della pura analisi algebrica, somo stati da me otte-
nuti per via trascendente avvalendomi di quel potente mezzo di ricerca dovuto a
CavucHy, fondato sull'uso degli integrali di variabile complessa a cammino curvilineo,
che gia tanti servigi ba reso, come & ben noto, anche nel campo della risoluzione
delle equazioni algebriche. Mi sembra infatti assai desiderabile, una volta accertata
I'esistenza di una formola finale cosi semplice, che possa ad altri riuscire di stabi-
lirla per via puramente algebrica, senza l'intervento di mezzi analitici estranei all'in-
dole puramente algebrica della questione, che @ priori sembrano non dover essere,
per cid stesso, strettamente necessarl alla sua risoluzione.

La seconda ragione sta nel desiderio di mostrare 1'utilith della conoscenza esatta
dei coefficienti numerici dello sviluppo, con un’applicazione che mi sembra non priva
d’interesse. B noto (*) che se lo sviluppo in serie

m0+m1$+m2xz+"'

i cui coefficienti , ,m,, ms,... siano numeri razionali, rappresenta una funzione
algebrica della variabile x, i numeri primi distinti che si presentano come fattori
nei denominatori dei coefficienti stessi ridotti alla loro piu semplice espressione, sono
in numero findto. Ora io mostrerd come la formola generale da me sopra citata possa
servire, non solamente a dimostrare queste proprietd per serie procedenti secondo le
potenze di una o pilt variabili indipendenti, ma altresi a precisare meglio i numeri
primi che possono entrare effettivamente nei detti denominatori.

(*) S'intende per brevita: 2= zz+1)(z4+2)... (z4+E—1).

() Questo teorema, al quale va congiunta una certa limitazione dell’esponente della potenza
con cui si pud presentare uno stesso numero primo in ogni dato termine dello sviluppo, & stato
dato da ErsENSTEIN, senza dimostrazione, nei Monatsberichte dell’Accademia delle Scienze di Berlino
(luglio 1852). Per quanto riguarda le dimostrazioni che ne furono poi date da Heine ed HERMITE,
seggasi Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, 1878, Bd. I, pag. 16.
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1. Sia

1) &= E Moty oc‘:‘ x’;ﬁ - xg"
Tyeeeyle

PiaeensPy

uno sviluppo convergente per valori abbastanza piceoli dei moduli delle x;,%s,..., 2y,
1 cui coefficienti My, u.,,..py Sono tutti numeri razionali, qualunque sia il sistema di
esponenti, interi, positivi o nulli, w,, s, ..., uy. Noi supponiamo che la funzione 2
delle variabili indipendenti &, ,x,,...,z, definita da questo sviluppo sia algebrica.
Bsisterd quindi un’equazione di un certo grado » in 2:

(2) fog"—l-/’lg”-l_|_..._|_/f‘n_lg_l_./'n=0

i cui coefficienti sono funzioni intere delle x,,2s,..., 2, di certi gradi finiti, la
quale & soddisfatta dall'espressione (1) di ¢, identicamente rispetto alle x,,zs,...,2y.
Sia

(3) fi=> a? eyt wl

AgyOigynanylly 1

(i=0,1,...,n)

Vespressione di /;(=0,1,...,n), essendo la = estesa a tutti quei sistemi di valori
interi, positivi o nulli, delle @, , e, ..., che soddisfano la condizione :

@t et ta=g,

detto g il grado complessivo massimo delle /y,/1,.../n nelle &, T, ..., 2.

Sostituendo nella (2) in luogo di z la sua espressione (1) ed ordinando il risul-
tato secondo i monomii distinti delle x,,2s,..., 2y, i coefficienti dei singoli mo-
nomii dovranno riusecire tutti nulli. Pertanto, detti brevemente ¢, ,cs, ..., cm 1 coef-
ficienti :

Oy (1 F e =gi=0,1,....2)

seritti in un ordine qualunque, si avrd un numero infinito di relazioni lineari omo-
genee:

guei+ et + qumlmn=0
92101+Q2202+"‘+92m0m=0

. . . . . .

4)

fra le ¢;,¢2,...,¢n 1 cui coefficienti saranno dei numeri tutti razionali, essendo
per supposto razionali le My, u,,..uv -
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Delle relazioni (4) non ce ne possono essere di indipendenti che un numero finito,
al pit eguale ad m, delle quali le rimanenti infinite saranno una semplice neces-
saria conseguenza. Quanto alle indipendenti, esse si soddisferanno assegnando a
piacere i valori (che possono quindi scegliersi razionali) di un certo numero delle
C1yC2y-n.,Cy & determinandoe quindi le rimanenti in funzione lineare a coefficienti
razionali di quelle fissate a piacere. Di qui segue che ci & lecito di ritenere che ¢
coefficienti o) u,,..av, che si presemtano nell’equazione (2), siano tuiti nwmeri ro-
zionali non tutt? nuwlli. BEssi possono quindi anche ritenersi, come noi appunto faremo,
tutti interi.

2. Se poniamo per maggior comodita :

(5) MO,O,...,O =W ; a(()l,)(),..,’o = a”_i (i = O ) ]' LR ] n)?

vediamo che la funzione z delle =, ,x,,...,x, definita dallo sviluppo (1) si riduce
per &, =2z, =---=x,==0 al valore @ che & radice dell’equazione:

(6) 0(8) = 4, 2" + @y ™ - - F 012+ an

i cui coefficienti sono, al pari di @, dei numeri razionali. Hssi sono anzi, per quanto
si & gia stabilito, dei numeri interi.
Se poniamo inoltre:

(7) Pai= ) Gy urwt.wl, (i=0,1,...,n),

Qgteeet-Oly™>0

si vede che la funzione ¢ definita dalla (1) sard una radice della equazione :

(®) (n 4 Pn) & + (Bpms + paa) 7 A = (20 +po) =0
in cui i moduli delle po,pi,..., P, si potranno rendere piccoli a piacere, purché si
prendano sufficientemente piccoli i moduli delle x,, %z, ..., @y .

II.

1. Senza nuocere alla generalita dei risultati che abbiamo qui in mira, i quali
riguardano esclusivamente lo studio dei coefficienti dello sviluppo (1), possiamo rite-
nere che sia

Mo,o,...,o =0

ciod @ ==0, poiché se M,,,.., avesse un valore w diverso da zero, basterebbe can-
giare 7 in 2 — w, il che lascia del tutto inalterati i coefficienti dello sviluppo (1)
ad eccezione del primo.
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Ritenuto inoltre che w sia radice semplice della (6), si ha per la nostra fun-
zione £ in quanto &, come radice della (8), funzione monodroma delle py, ., ..., 5,
nelle vicinanze di p,=p,=---=p,==0, lo sviluppo convergente per valori abba-
stanza piccoli dei moduli delle oy, %2, ..., xy:

’a On
(9) ;== Z—-———————— A“m“u “0n p:o p:‘" ’pn

>0 |“ol0‘1 . I__

11 valore di un coefficiente qualunque Ay, q,,..0, & dato, per quanto si & gid visto,
essendo nel nostro supposto ¢, =0 ed a, =6'(w)34=0, da:

_ (=1 (=1 . 14 TP n

(10) Aaov“iwwo‘ﬂ - af a} 'y Ilolll . l)v al a2 P an

Nprerrhn = —
dove :

l=ll+l2++lnq

(Ot l)d—’-)\
11 Iy

(1) “LEEtD

e la sommatoria va estesa a tutti i valori interi, positivi o nulli, delle 4,,4s,...,4,
soddisfacenti alle condizioni:

1<a, ftutl=ati

Wt d A <e
o2t —Dhy=a—f—1.

o meglio:

(12)

2. Non & difficile di riconoscere che AI, & un numero intero. Invero, posto per
un momento o — A ==24', cosicché A’ >0 ed e =41 1', si ha:

2A+)

I = ~
P AEN[A(2A42)

Ora si pud serivere per 4 >0:

2l+1’ Nar—1

X A
L@ D) T2
=z“.(1'-|-1+1) W20y (20 1)

A=l

A XA @ALY) =¥ —1.2" @A+ 7).
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Quindi :

_FFIL V)T @ 24 )T
=T T =l

AL

dove i due fattori del secondo membro sono manifestamente interi. L’asserto & cosi

. C 1 .. . % | .
dimostrato, poiché per 4=0 si riconosce subito che I, = —— & un numero intero.

a|a
Dalle stesse formole di cui ci siamo ora serviti, risulta poi facilmente che & intero
anche il prodotto «.1I .

3. Noi possiamo ora, partendo dallo sviluppo (9), ritrovare lo sviluppo presup-
posto (1). Bastera a tale oggetto di sostituire in (9), in luogo delle A, le loro espres-
sioni (10), in luogo delle p le loro. espressioni (7) ed ordinare i risultati secondo i
monomii delle x,,%s,...,2y. Otterremo cosi uno sviluppo secondo i monomii delle
L1,%z2,...,%y che dovrd coincidere completamente collo sviluppo (1). Paragonando i
due sviluppi otterremo per My, .,... ., . coefficiente generale in (1), una espressione
la guale sard composta di un numero fnsfo di termini, giacché quei termini dello
sviluppo (9) pei quali:

@ ta e >ttt

non potrebbero dare, ordinati secondo i monomii delle x,,xs,...,2y, il monomio
1 e v
oty ay,

ma soltanto monomii di grado superiore, essendo i monomii di ciascuna delle p, come
appare da (7), almeno di primo grado. Precisamente otterremo, essendo le a@) ...
dei numeri interi, un'espressione della forma :

|ee

MP‘A:}'-zy---:W = Cotgs0y ey ’_‘}_‘} ]ﬂ . '_a’_‘ Aao:“um;@n

gy %L1yeseyy,

dove le 7 sono certi numeri interi e dove la sommatoria va estesa ai sistemi di
valori delle «,, «, , ..., o, soddisfacenti la condizione:

ato+ o =p et
D’altra parte si vede dalle (10), e da quanto si & osservato circa I ('), che

|ex

W—'m Aao’“h-..,an

¢ della forma:
o
a%a—l

21
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essendo anche le ¢” dei numeri interi. Concludiamo pertanto che My, ...y € della
forma :

M - ]P'hp"n-va'v
egsfhaseenfhy a?(y1+‘u2+...+y.‘,)—-l ’

essendo le 7 dei numeri interi.
Riassumendo, abbiamo cosi dimostrato:
1°) che nei denominatori degl’infiniti coefficienti My, ..oy PuO presentarsi
soltanto un numero finito di fattori primi distinti; e precisamente possono pre-
sentarsi soltanto quei numeri primi che sono diwisor: di a, .
2°) che il denominatore di un coefficiente qualunque My, pa,...uy 7id0t0 alla
sua pit semplice espressione € in ogni caso un divisore Proprio di ayPrtiatietis)

() Precisamente, dalle dette proprieta di In segue. tenendo presente la relazione (12), che i
singoli prodotti:
le 4

o ‘@s v fan " Ao |20 Ae

I

sono tutti numeri interi.
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0. NICOLETTI

SULLA RIDUZIONE A FORMA CANONICA
DI UN FASCIO DI FORME BILINEARI E QUADRATICHE

1. Il teorema di WEIERSTRASS di le condizioni necessarie e sufficienti per 1'equi-
valenza di due fasei di forme bilineari in due serie di » variabili, tali che i deter-
minanti dei due fasci non siano identicamente nulli; & percid necessario e sufficiente
che i determinanti dei due fasci abbiano gli stessi divisori elementari.

La dimostrazione data da WriErsTRASS ha carattere trascendente ed a FrRoBE-
NIus si deve la prima dimostrazione ragionale del teorema di WEIERSTRASS.

In una Memoria, pubblicata nel XIV volume degli Annali di Matematica (anno
1908) ho dato una nuova dimostrazione (razionale) del teorema stesso. Essa si fonda
sulle considerazioni seguenti.

Si abbiano due forme bilineari in due serie di % variabili %, , ..., %n 5 D1y eee s Ont

(1) A(u,v)=Zik Ain i U 3 B(u,v):-—Zik bathi vy
la seconda delle quali abbia il determinante:
lbikl, (i,/é‘=1,2,...,7’&)

diverso da zero. Sia R un campo assegnato di razionalitd, che contiene i coefficienti
aix , O delle due forme, e detto:

D(w) =|as — @bs| , ((,k=1,2,...,n)

il determinante del fascio A — wB, sia P un divisore di D(w), primo nel campo R,
e sia ¢ =1 il suo grado in w. Al divisore P corrispondono 4 =1 divisori elemen-
tari di D(w):

Per,Pes, ..., Per, (con e, =e,=...6=1);

od & possibile ottenere dai minori del determinante D(w), ¢n modo rasionale, un
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sistema di A# polinomi in w:

ep=1 g—1
X;{P)=szux§;”g+“ " P? (k=1,2,....,0;0=1,2,...,h)

0 0
i quali soddisfano alle congruenze:
@) >, (an—0b)XP =0 mod P%) , (¢=1.2,...,h;i=1,2,...,7)
1

k
e sono tali inoltre che la matrice di » righe e di g ZP ¢, colonne
1

x;”PI, (k=1,2,...,n50e=1,2,...,h;,=0,1,...,6,9—1)

h
formata coi coefficienti dei polinomi stessi ha la caratteristica g > ¢, ¢ ciog, come
1 v

si dice, diversa da zero.

Un tale sistema di polinomi e la matrice dei loro coefficienti ho detto rispetti-
vamente un sistema canonico ed una matrice canonica relativa al divisore P ed alle
righe (corrispondenti al primo indice 7) di D(w).

Siano ora P,,P,,..., P, i divisori primi diversi di D(w) nel campo R. Riu-
nendo s matrici canoniche relative ad essi divisori, otteniamo una matrice quadrata

X=|z|, (k,r=1,2,...,1n)

di ordine #, il eui determinante & diverso da zero. Una tale matricefdiciamo cano-
wica per le righe di D(w). B possibile determinare razionalmente la pitt generale
di queste matrici; essa contiene:

N=un,+2(n + 5.+ -+ 1)

parametri arbitrari, dove #, (r=0,1,...,% ; n, = x) indica il grado in w del mas-
simo comun divisore D,(@) di tutti i minori di ordine #» — » del determinante D(w).
In modo analogo si definisce una matrice canonica

Y=|p|, (¢,s=1,2,...,n)
per le colonne, invece che per le righe, di D(w).

2. Siano
X=lap|, Y=|yi|, (¢, k,r,s=1,2,...,7)

due matrici canoniche, 1’ una per le righe, 'altra per le colonne di D(w), e poniamo:

7

(3) Brs=ZikbiRy§x27 (7’,8=1,2,...,7’&);

1
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le quantitd By, cosi definite soddisfano ad un sistema di equazioni lineari omogenee
(simmetriche nei primi e secondi indici), le quali dipendono soltanto dai divisor:
elementari del determinante D(w) nel campo R.

Queste equazioni, che ometto di scrivere, indico brevemente col nome di equa-
zioni fondamentali.

Sia inversamente B,,,(r,s=1,2,...,#n) una soluzione delle equazioni fon-
damentali, per la quale il determinante

IBrs|, (r,s=1,2,...,n)

& diverso da zero, o, come diremo, sia By, una soluzione propria delle equazioni
fondamentali. Indicando con X(Y) una matrice canonica arbitraria per le righe (per
le colonne) di D(w), si pud, ed in un modo solo (colla risoluzione di equazioni li-
neari), associare ad essa una matrice canonica Y(X) per le colonne (per le righe) di
D(w), in guisa che valgano le relazioni (3).

Si ha di qui subito la pitt generale soluzione propria delle equazioni fondamen-
tali; essa dipende ancora da N parametri arbitrari.

Due matrici canoniche, per le quali valgano le (8), si diranno associate alla
soluzione B,;, che figura nelle (3) stesse; & chiaro da cid che precede che ad una
qualunque soluzione propria delle equazioni fondamentali sono associate oo™ coppie
di matrici canoniche.

Tra le soluzioni proprie delle equazioni fondamentali, una si distingue per la
sua grande semplicita; la diremo la soluzione principale; due matrici canoniche
associate alla soluzione principale le diremo semplicemente associate.

3. Sia B, una soluzione propria delle equazioni fondamentali e
X=lzp|, Y=|ygi|, (0, k,7r,s=1,2,...,n)

due matrici canoniche associate ad essa; e si cambino le variabili «;, »; in altre
7,8 (7,8=1,2,...,n) colle formule:

n n
wi== > Yl s vy= >, &ilr;
1 1

il fascio A — wB assume una forma, la quale dipende soltanto dalla soluzione By
considerata e dat divisort elementari di D(w) in R. Questa forma diremo la forma
canonica del fascio, associata alla solugiome B,s. Il risultato & invertibile; due
trasformazioni lineari, non degeneri, sulle # e sulle v, che riducano il fascio A — wB
alla forma precedente, sono date necessariamente da due matrici canoniche, associate
alla soluzione B, considerata.

Si hanno cosi per il fascio A — wB oo™ forme canoniche; e fissata una qua-
lunque di esse, si pud determinare razionalmente la pilt generale trasformazione che

riduce il fascio ad essa forma canonica; essa contiene ancora N parametri arbitrari.
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La forma canonica del fascio associata alla soluzione principale delle equazioni
fondamentali si dird semplicemente la forma canonica del fascio. Quando i divisori
primi del determinante D(w) del fascio hanno tutti il primo grado (come si ha, in
particolare, quando R sia il campo totale di tutti i numeri reali e complessi) la forma
canonica del fascio & quella data da WEIERSTRASS. ’

Il teorema di WEIERSTRASS & un corollario immediato di quanto precede. Infatti,
se per due fasci A — wB , A’ — wB’ di forme bilineari, i determinanti D(w) , D'(w)
hanno gli stessi divisori elementari, & cioé D, =D}, (r=0,1,..., %), essi si de-
compongono in ugual modo nel campo R; i due fasei hanno quindi comuni le equazioni
fondamentali, le loro soluzioni proprie e¢ le oo forme canoniche; i due fasei somo
quindi equivalenti. Si ha inoltre. in modo razionale, la pil generale trasformazione
di un fascio nell'altro.

4. Supponiamo ora che le forme A, B siano simmetriche, sia cioé:
Qiw =0k , b ="bp; ({,b=1,2,...,n).

Una matrice canonica per le righe di D(w) lo & anche per le colonne ed inver-
samente. Le equazioni fondamentali ammettono infinite soluzioni simmetriche (per
le quali & B,s=B,,., per r,s=1,2,...,%), e tra queste & anche la soluzione
principale. Consideriamo, per fissare le idee, questa soluzione. 1 possibile determi-
nare una matrice canonica X di D(w), associata di sé stessa rispetto alla soluzione
principale. Una tale matrice diremo normale; nota una particolare matrice normale,
si ha in modo razionale la pil generale di esse matrici; essa dipende da

Ny =+

parametri arbitrarl, avendo i numeri #, (»=1,...,n) il significato gia dichiarato
al n. 1.

La determinazione di una matrice normale, associata alla soluzione principale
delle equazioni fondamentali, dipende dal problema della riduzione a somma di qua-
drati (mod P) di una forma quadratica, i cui coefficienti sono definiti (mod P),
dove P & un divisore primo di D(w) in R; e questo problema porta a considerare
delle congruenze quadratiche del tipo:

Z*=A (mod P),

essendo A un polinomio primo con P.

La congruenza superiore non ha sempre soluzioni nel campo R; detto ¢ il grado
di P, ne ha 29 nel campo pilt ampio che si ottiene aggiungendo ad R le g radici
), ,@s,...,0, dell’equazione P=10 ed i g radicali quadrati:

VA(__‘"%').’ (i=la23'-°’g)‘

Ne segue facilmente che una matrice normale appartiene, ¢n generale, al campo Ry,
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che si ha aggiungendo al campo R le radici dell'equazione D(w) =0 e dei radicali
quadrati, i1 cui numero uguaglia quello dei divisori elementari (ora tutti di primo
grado) del determinante D(w).

Sia ora:
X=lap| , (k,r=1,2,...,2)

una matrice normale e si cambino le variabili «,» in altre 5, colle formule
n n
U= &0, vi= >, ail, ((=1,2,...,7);
1 1

il fascio A — wB assume la forma canonica, associata alla soluzione principale.

Ne segue subito che condizione necessaria e sufficiente perché due fasci di forme
bilineari simmetriche (o, ¢id che & lo stesso, due fasci di forme quadratiche), i cui
determinanti non siano identicumente nulli, siano congruenti, & ancora 1'uguaglianza
dei divisori elementari dei due fasci e si ha insieme la piui generale trasformazione
che porta 1'uno nell’altro fascio. Essa dipende ancora da

Ny=m+tnetns+ -+

parametri arbitrari ed &, in generale, irrazionale.

Aggiungiamo ancora un’osservaziome. Il fascio dato sia reale (le ai, by siano
cioé numeri reali) e, per semplicitd, assumiamo come campo fondamentale il campo
reale. Esistono allora infinite forme canoniche reali del fascio A — wB, nelle quali
il fascio stesso & portato da una trasformazione reale. Vale in questa riduzione a
forma canonica reale una legge di imerzia, che comprende in sé, come caso parti-
colarissimo, quella di SyLvESTER-JacoBI per le forme quadratiche reali. Si & condotti
cosl ad introdurre degli invarianti numerici di un fascio reale di forme quadratiche,
i quali assegnano quella che si pud dire la seguatura del fascio. T notevole osser-
vare che: La segnatura di un fascio di forme quadratiche si determina razional-
mente. Inoltre 1'uguaglianza dei divisori elementari e della segnatura di due fasci
reali ¢ condizione necessaria e sufficiente perché essi siano congruenti per trasforma-
zioni reali.

Si traggono anche di qui altre conseguenze notevoli, ad es. la condizione neces-
saria e sufficiente perché un fascio reale di forme quadratiche contenga delle forme
definite, o, pilt generalmente, di segnatura determinata.

5. Diciamo brevemente anche delle trasformazioni congruenti dei fasci di forme
bilineari emisimmetriche. La condizione che il determinante del fascio non sia iden-
ticamente nullo, porta che il numero » sia pari.

Le equazioni fondamentali ammettono anche infinite soluzioni emisimmetriche;
ad una qualunque di queste, & possibile associare, in modo ragionale, (cid che non
& per i fasei di forme guadratiche) co™ matrici normali, cioé associate di sé stesse,
essendo

Ne=no+m-+tn-t+ - Fn.



— 168 —

Ne segue ancora che l'uguaglianza dei divisori elementari di due fasei di forme
bilineari emisimmetriche & condizione necessaria e sufficiente perché essi siano con-
gruenti e si ha insieme, in modo razionale, la pilt generale trasformazione di un
fascio nell'altro. Essa contiene ancora N, parametri arbitrari.

6. Abbiamo supposto, per semplicitd, che il determinante del fascio A — wB
non sia identicamente nullo. Quando questo accada, conviene considerare insieme
colle congruenze (2) le equazioni lineari:

n

D — wbin) Xp=0, ((=1,2,...,n)
1

e le loro soluzioni polinomiali. Valgono poi, con lievi modificazioni, delle conclusioni
affatto analoghe alle precedenti.
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G. FUBINL

SULLA DISCONTINUITA PROPRIA DEI GRUPPI DISCONTINUI ()

1. La teoria della discontinuita propria dei gruppi é sorta per opera di KLEIN
¢ Porncarg. Nelle celebri Memorie di PoiNncark sulle funzioni automorfe sono di-
mostrati i due fteoremi fondamentali che ogni gruppo fuchsiano & propriamente
discontinuo, e che ogni gruppo kleiniano, considerato come gruppo di movimenti in
una metrica di CAYLEY-BOLYAT a tre dimensioni, possiede poliedri fondamentali. E con-
tenuto quindi nel lavoro di PoiNcARE un metodo generale per riconoscere quando un
gruppo lineare privo di trasformazioni infinitesime & propriamente discontinuo. Con-
sideriamo in un semispazio euclideo a tre dimensioni la rete di poliedri fondamentali,
costruita al modo di PorNcarf. K ben noto che, se questi poliedri hamno qualche
faccia sul piano limite, allora il nostro gruppo kleiniano é pr. dis. sulla variabile
complessa x.

I essenziale la questione di sapere se la condizione, data qui come sujficiente
per la propria discontinuitd di un gruppo kleiniano, sia anche necessaria. A questa
domanda si pud rispondere affermativamente per mezzo del seguente teorema:

Se un punto del piano (imite ¢ punto limite di infiniti poliedri della nostra
rete, allora in ogni suo intorno esistono punti equivalenti a un qualsiasi punto
interno al semispazio euclideo, o posto sul piano limite (?).

L’esame dei poliedri di PoincarE dd dunque un metodo generale per riconoscere
se un dato gruppo kleiniano & o non & pr. dis.

La teoria dei gruppi kleiniani si pud anche studiare da un altro punto di vista. 11
teorema di PoiNcARE per i gruppi fuchsiani ci dice che un gruppo lineare p. d. t. i.
su una variabile complessa x, che trasformi in sé stesso un cerchio del piano 7w
di questa variabile, ¢ pr. dis. su tutlo il piano m. Dal teorema precedente si pud
trarre l'inaspettata conseguenza che il risultato di PorNcaRE non vale soltanto per i

(*) Abbreviazioni: p. d. t. i.=privo di trasformazicni iunfinitesime; pr. dis.= propriamente
discontinuo.

(®) Cfr. la mia Introduzione alla teoria dei gruppi discontinui e delle funzioni automorfe
(Pisa, Spoerri, 1908) p. 405. A questo teorema fanno eccezione soltanto i gruppi p. d. t. i., le cui
trasformazioni lasciano twite fissi gli stessi due punti. Questi gruppi sono tutti pr. dis. e si studiane
facilmente in modo diretto.

22
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gruppi che trasformano in sé stessa una regione circolare di 7z, ma addirittura per
¢ gruppt, che trasformano in sé stessa una qualsiasi regione R di m, purché in 7
esista almeno un punto non appartenente a R (Cfr. loc. cit. p. 408).

E se ne pud dedurre questo ultimo risultato che, se un gruppo lineare p. d. t. i.
sulla = non & pr. dis., allova wn punto qualsiasi di ™ ¢ ¢ punti a lui equivalenti
formano un aggregato denso in tutto 7, cosicché, con locuzione un po’ grossolana,
si pud affermare che, se un gruppo p. d. t. i. opera in modo pr. dis. anche su un
solo punto di m, allora necessariamente esso é pr. dis. in tutlo 7.

*
¥ x

2. Sorge dai risultati precedenti un'altra questione: quella di classificare i nostri
gruppi, esaminando le regioni di 7, che essi trasformano in sé stesse. Prescindiamo
qui dalle regioni infinite volte connesse; ed esaminiamo senz’altro ¢ piw generali gruppi
p-d.t.0. di trasformazioni conforms (anche non lineari) di una qualsiasi regione R in sé
stessa, quando R ha un ordine di connessione finito. Sul contorno di R non si pud
fare alcuna ipotesi restrittiva; gid per i gruppi kleiniani & ben noto che tale con-
torno & una curva, che non ha neanche tangente in un punto generico. Ciononostante
i teoremi generalissimi di Oscoop e KoEeBE (') dimostrano che una tal regione pud
ammettere infinite rappresentazioni conformi in sé stessa, sollanto se la regione &
semplicemente, o doppiamente connessa. E in questi casi R si pud rappresentare
conformemente su un cerchio C o su un anello circolare A. Nonostante che nulla si
possa affermare su quanto avviene del contorno di R in questa rappresentazione, pure
si pud dimostrare che alle rappresentazioni conformi della nostra regione in sé stessa
corrigsponderanno proprio le solite o2, o le ool rappresentazioni di C o di A in sé
stesso. A un gruppo G p. d. t. i. di trasformazioni conformi di R in sé stessa cor-
risponderd dunque un gruppo fuchsiano, o un gruppo f£nifo di rotazioni di A in sé
stesso (*). E dalle note proprietd di questi gruppi possiamo trarre l'interessante ri-
sultato seguente:

Un gruppo G p. d. t. i. di trasformazioni conformi di una regione R in sé
stessa, la quale abbia un ordine di connessione finito, o é un gruppo finito discon-
tinuo, 0 ¢ simile a un gruppo fuchsiano, e quindi é pr. dis. ed ¢ contenuto come
sottogruppo in un gruppo continuo I di LIt o tre parametri di trasformazioni
conformi di R in sé stessa.

Cosi p. es., se G & kleiniano, G & contenuto come sottogruppo in un gruppo I'" di
Lig, le cui trasformazioni non sono in generale lineari, e che lineari diventano per
particolari valori dei parametri. E con una trasformazione analitica (definita da fun-
zioni, che probabilmente esistono soltanto in R) tanto G che I' si possono mutare
in gruppi lemeari, trasformanti un cerchio in sé stesso!

*
X ¥

3. Come si vede, la teoria dei gruppi kleiniani & giunta oramai a una notevole
perfezione; affatto arretrata & invece la teoria dei gruppi discontinui di trasformazioni

(*) Cfr. 1a Memoria di Koese negli Jahresberichte d. d. m. V. (1907).
(*) Infatti ogni gruppo infinito di rotazioni di A in s® stesso non pud essere p. d. t. i.
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in due, o pilt variabili indipendenti. Per quanto riguarda la generalizzazione degli
ultimi teoremi ora citati si pud soltanto sperare che lo studio delle rappresentazioni
regolari di PoIiNCARE possa un giorno gettare qualche luce in proposito.

Ciononostante qualche risultato parziale si & gid ottenuto. Si sono studiati i
gruppi p. d. t. i. di movimenti in una metrica qualsiasi, si sono studiate le appli-
cazioni ai sistemi di forme algebriche ed iperalgebriche. Per molte classi di gruppi
si sono dati teoremi, che permettono di affermare a priori la propria discontinuitd
di un gruppo p. d. t. i. Per i gruppi p. d. t. i. di trasformazioni conformi di uno
spazio euclideo a un qualsiasi numero di dimensioni in sé stesso si pud dare un me-
todo, affatto simile a quello di PorNcaRE per i gruppi kleiniani, che serve a rico-
noscere se un tale gruppo &, o non & pr. dis. Cerchiamo di vedere se un metodo
analogo si possa trovare per i gruppi di trasformazioni lineari (cfr. loc. cit. p. 170 e seg.).
Riferiamoci a un gruppo G p. d. t. i. di proiettivitd reali, o complesse in uno spazio
lineare S, ad » dimensioni. Consideriamo tutte le forme F quadratiche, algebriche od
Hermitiane, delle coordinate omogenee & di iperpiano in S,. Sia V una varieta lineare,
icui punti sieno in corrispondenza biunivoca continua con le forme considerate, quando
non si considerino come distinte forme proporzionali. Al gruppo G corrispondera in V
un gruppo proiettivo I', che si pud dimostrare pr. dis. in quella regione V, di 'V,
che ¢ immagine di forme definite. Tra le varietd, contorno di V,, vi & la varieta V,,
i cui punti sono immagine di forme F spezzale in due fattori lineari, e che ha 2x di-
mengioni. Ora una forma lineare nelle & individua un punto di S. Il nostro gruppo
G sara dunque pr. dis. in S allora e allora soltanto che I' sara pr. dis. su V,. Se
dunque i campi fondamentali K che I ha in V, determinano una divisione di Vs,
" in regioni o 2n dimensioni, le regioni corrispondenti in S potranno considerarsi
come campi [ondamentali di G; e il gruppo G sard dunque in S pr. dis. B, se
si riuscisse a dimostrare inversamente che per la propria discontinuitd di G in S @
necessario che i campi K abbiano su V, delle faccie a 2% dimensioni, allora sarebbe
risoluto il problema di saper riconoscere, quando un gruppo lineare G &, o non & pr. dis.
in S. Ma tale dimostrazione & stata data, come dicemmo in principio di questa co-
municazione, soltanto per n==1; e le difficolta dell'estensione al caso di » > 1 sono
assai gravi, e finora insormontate.

11 metodo precedente si pud dunque, allo stato attuale della teoria, considerare
soltanto come un metodo, che in qualche caso pud servire a riconoscere la propria
discontinuity di un gruppo lineare p. d. t. i.
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L. M. DICKSON

ON THE LAST THEOREM OF FERMAT

FermaT stated that #® -4 o™ 4 w™ = 0 has no set of integral solutions », v, w
each not zero, when %> 2. No correct general proof has yet been given. The most
important attack is that by KumMER, whose proof applies to an extensive class of
prime numbers %, depending upon the indivisibility of certain Bernouillian numbers
by = (a laborious test). All writers on the subject have treated separately the case
in which no one of the integers wu, v, w is divisible by the prime #. For this case
a very simple method was invented by SopHiE GERMAIN and generalized by LEGENDRE
to apply to every prime n for wich one of the numbers mrn 41, m=2,4,8,10,
14,16 is a prime (the exceptional character of » =3 for m =10 and being over-
looked).

On the present paper, I obtain LEeENDRE'S results by a direct general analysis
and extend them to the new cases m = 20, 22,26, 28,32,40, 56, 64, there being
one or more exceptional values of # for each m.

The impossibility of FErRMAT'S equation for integers #, v, w , not divisible by
the odd prime # was proved by SopHiE GErMAIN for #<C 100, by LeEceNDRE for
1< 200 ; the limit was extended to 223 by MaiLLeT and to 257 by MIRIMANOFF.
In the present paper, I establish the result for # <1700. All but 1 of the 505 odd
primes <C 1700 are the excluded by the above 14 forms m »n - 1. The complete paper,
of which this is an abstract, will be published in the Messenger of Mathematics.
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BEPPO LEVI

SULL’ EQUAZIONE INDETERMINATA DEL 3° ORDINE

Le prime ricerche sull’analisi indeterminata di 3° grado rimontano al FrrmaT
il quale insegnd a dedurre, con procedimento razionale, da una soluzione razionmale
dell’equazione y*=a -+ bz + cx®+ da® (o dellaltra y*=a -} bz 4 cx®* 4 dz® - ex*)
una soluzione razionale, in generale distinta dalla primitiva. I1 metodo & riprodotto
da EuLero nell’ Algebra e dal LEGENDRE nella Théorie des nombres, e d'allora in
poi & stato esteso a equazioni qualungue del 3° ordine, e spesso indipendentemente
ritrovato da molti autori dal Cavcuy al Poincarg. Si tratta sempre di determinare
le coordinate di un punto d'intersezione della curva rappresentata dall’equazione con
un’altra curva di cui tutte le rimanenti intersezioni con essa sono note e cadono in
punti razionali.

(ia in quei primi autori perd si rileva che il metodo indicato pud cadere in
difetto in quanto la soluzione ch’esso pone in evidenza pud essere quella medesima
da cui si & partiti o, pit generalmente, quando il procedimento si applichi ripetuta-
mente, ovvero si generalizzi a far uso di pilt soluzioni note, pud coincidere con una
delle soluzioni che direttamente o indirettamente 1" hanno generata. E che cosi debba
essere & nell'essenza della cosa, poiché notoriamente esistono equazioni cubiche con
un numero limitato di soluzioni razionali.

In una serie di 4 Note sopra la teoria aritmetica delle forme cubiche ternarie
io ho trattato, insieme con altre questioni, di questo fatto notevole (*); e poiché
oltre ai fatti rinvenuti resta amcora argomento a interessanti ricerche, esporrd qui
brevemente le mie conclusioni.

*
¥ x

E utile, per la comodita dell'espressione, ricorrere al linguaggio geometrico: la
equazione cubica rappresenta una curva del 3° ordine, le sue soluzioni punti della
curva e si diranno rasgionali punti a coordinate razionali. Naturalmente si supporrad
costantemente che I'equazione della cubica (la data equazione indeterminata) abbia
1 coefficienti razionali e che la cubica medesima abbia genere 1, altrimenti, per un

(*) B. Lrvi, Saggio per una teoria aritmetica delle forme cubiche ternarie (4 Note negli
Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, vol.i 41 e 48),
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noto teorema, si ridurrebbe con una trasformazione birazionale a coefficienti razio-
nali ad una retta, vale a dire, 'equazione indeterminata proposta sarebbe equivalente
a un’equazione lineare.

S'immagineranno riferiti i punti della cubica ad un parametro ellittico, in modo
che la somma dei valori del parametro in tre punti allineati sia nulla, a meno di
periodi.

I punti della cubica che si ottengono con operazioni razionali da uno o pitt punti
della cubica si diranno razionalmente dedotti da questi e saranno razionali se questi
sono razionali. Tutti i punti razionalmente dedotti da uno o pin punti dati si otten-
gono da questi colla ripetuta applicazione delle operazioni seguenti:

1) Determinazione dei tangenziali di punti dati.

2) Determinazione delle terze intersezioni della cubica con rette congiungenti
punti dati.

3) Applicazione di queste stesse operazioni al sistema dei punti dati e dei punti
da essi via via dedotti colle operazioni medesime.

Chiamiamo configurazione finita di punti razionali &’ una cubica 1'aggregato di
tutti i punti razionalmente dedotti da uno o pii punti razionali della cubica quando
questo aggregato risulti di un numero finito di punti.

I parametri ellittici che, secondo quanto sopra si disse, corrispondono ai punti
d’una configurazione finita di punti razionali sono sempre parti aliquote di periodi,
e fissando convenientemente la corrispondenza fra i punti della cubica e il parametro
corrente si pud sempre supporre che il demominatore sia multiplo di 3. Cosicché a

. . . . . N (1))
ciascuno di questi punti corrispondera un parametro della forma -,

ove @ € un pe-
31 P

riodo conveniente.
Il numero intero ¢ non pud mai possedere il fattore 2 a potenza superiore alla 32.
Consideriamo dapprima le configurazioni finite di punti razionali, mzionalmente

dedotti da un solo (conveniente) punto della configurazione medesima: se 5 e il

parametro ellittico corrispondente a questo punto il valore del parametro in ogni

altro- punto della configurazione & della forma ;—t dove ¢ & un divisore di #. A se-

conda dei fattori primi di ¢ si ha allora luogo a distinguere tre tipi principali di
configurazioni :

1°) ¢ & potenza di 2. Ho chiamato la configurazione arborescente. Se di un
punto qualunque della configurazione si cerca il tangenziale, poi di questo il tangen-
ziale e cosi via, si giunge infine a un flesso (sempre il medesimo, da qualunque
punto si parta) al quale il procedimento si arresta. Se =1 (=2°) il flesso & il
solo punto della configurazione; se 1 =2, il flesso & tangenziale (in generale) di un
sol punto razionale; se # =4, questo punto & tangenziale a sua volta di 2 punti
razionali; se ¢==8, ciascuno di questi & tangenziale a sua volta di 2 punti razio-
nali. Ma questi punti non possono essere ulteriormente tangenziali di punti razionali;
e ¢, come gid si disse, non pud essere una potenza di 2, maggiore di 8.

2°) ¢ non possiede fattori 2. Ho chiamato la configurazione poligonale sem-
plice. Se, partendo da un punto qualunque della configurazione si ripetono successive
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costruzioni di tangenziali, il procedimento finisce perché si ritrova infine un punto
di cui il punto di partenza é il tangenziale. La configurazione pud contenere un flesso,
il quale non & perd mai tangenziale di altri punti di essa. Ho potuto dimostrare la
esistenza di cubiche le quali posseggono le seguenti configurazioni poligonali sem-
plici di punti razionali:

¢ = 3. Triangolo di tangenziali.

t = 5. Quadrangolo di tangenziali, pitt un flesso nel punto d’incontro delle
due diagonali del gquadrangolo.

t=17. Esagono di tangenziali, pi un flesso in cui concorrono le congiungenti
i vertici opposti: i vertici di posto pari e quelli di posto dispari sono allineati sopra
due rette.

t==29. Ennagono di tangenziali: i vertici sono allineati a 3 a 3 sopra 9 rette
diverse dai lati e per ogni vertice passano 3 di queste rette. La configurazione non
contiene flessi.

E molto probabile che per #>>9 non esistano pill configurazioni di punti razio-
nali: il problema dell’esistenza d'una tal configurazione per #==11 equivale a quello
di sapere se 'equazione y(y — ) (x - &) — 2&(y — 2) =0 abbia soluzioni razionali
per cui le variabili hanno valori diversi da 0 e da =+ 1.

3°) ¢ & pari ma non semplice potenza di 2. Ho chiamata la configurazione
poligonale mista: essa si compone di un nucleo identico alla configurazione poligo-
nale semplice che corrisponde al massimo fattore dispari di #, ogni punto del quale
¢ estremo di un ramo identico alla configurazione arborescente che corrisponde alla
massima potenza di 2 che & fattore di £. Esistono tali configurazioni di punti razio-
nali per £=38.2,¢/=3.2%; non ho risolto il dubbio dell'esistenza o meno di
questa configurazione per £=3.2%; certo non esiste per £==3.2" con » > 3. Esiste
pure la configurazione corrispondente a ¢{==25.2, ma non esiste quella che corri-
sponderebbe a £ =5.2% (quindi nemmeno a {==15.2" con » = 2). Non esiste alcuna
configurazione poligonale mista che abbia per nucleo la configurazione corrispondente
a ;=717 ed & probabile che non ne esistano nemmeno per maggiori fattori dispari del ¢.

Resta ad analizzarsi la possibilita di configurazioni finite costituite da punti non
tutti razionalmente dedotti da uno stesso punto raziomale. Cid pud verificarsi solo in
due modi:

a) I punti di una configurazione arborescente o di una configurazione poligo-
nale mista che non sono estremi di un ramo, sono tangenziali di 4 anziche di 2
punti razionali (l'estremo flesso & tangenziale di 3 punti razionali). Tutti i punti
della configurazione sono allora razionalmente dedotti da due (convenienti) di essi.
Ciascuno dei punti per cui viene cosi ad accrescersi la configurazione arborescente o
poligonale mista considerata non é pilt tangenziale di altri punti razionali. Queste
nuove configurazioni non si distinguono dalle precedenti per un diverso valore di 7,

ma pel fatto che, insieme con ogni punto razionale di parametro ellittico é‘% ne esiste

4

ey (1)) [} s . .
uno avente parametro ellittico 3 -+ 5 dove o’ & un periodo fisso non avente con w

rapporto reale.
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Esistono tali configurazioni per f=2,4,8,6; ma non ne esistono per =12
o per £==10 ed & da arguire che non ne esistano per valori maggiori di ¢.

b) Esistono sulla cubica pit configurazioni finite di punti razionali razional-
mente dedotte da punti diversi e senza punti comuni. Tali configurazioni corrispon-
dono tutte allo stesso valore di ¢ o a valori sottomultipli del massimo di essi e a
valori di @ aventi rapporto reale (intero) (salva la possibilita del caso analogo ad a).
Se una cubica presenta tali particolaritd, si pud trasformare con una trasformazione
birazionale a coefficienti razionali in un'altra che possiede una configurazione finita
dei tipi precedentemente considerati e corrispondente al valore ¢, =3¢ di ¢, ed i
cai punti corrispondono ai punti della configurazione finita considerata: e reciproca-
mente ogni cubica che possegga una configurazione finita di punti razionali corri-
spondente a un valore di / multiplo di 3, ha per trasformata razionale una cubica
su cui esistono pilt configurazioni finite nelle condizioni deseritte. La configurazione
finita totale si deduce in ogni caso razionalmente da due (convenienti) suci punti.

*
x x

Queste considerazioni si collegano in modo notevole alla teoria della divisione
del periodo delle funzioni ellittiche.

Se una cubica (di birapporto 4~ ==— 1(+,2)) ha un punto razionale, si pud
trasformare birazionalmente, con una sostituzione a coefficienti razionali in %, nella
cubica

x2* —yly — ) (y — ka) =0.

B noto che sulla cubica pud allora distendersi una coordinata ellittica » di mo-

dulo x=7 k per modo che —;; e 5 si esprimano per essa colle relazioni

enu dn u

& . z
—=sn*y , —
Y Y sn %

I punti razionalmente dedotti dal punto (z y 2) costituiscono una configurazione
finita sempre e solo quando #% & una parte aliquota di un periodo; ma se il punto
corrispondente sulla cubica primitiva era razionale, i rapporti “?; ; —y—saranno espres-

sioni razionali in 4. Un primo passo, e il pilt importante, nella determinazione delle
possibili configurazioni finite di punti razionali sopra una cubica, & adunque rappre-
sentato dal problema di determinare per quali valori del modulo » e per quali va-
lori del divisore ¢ avvenga che le equazioni della divisione del periodo delle funzioni

ellittiche per il numero ¢ ammettano soluzioni tali che, per u = -";— (w periodo con-

. eny dnw . T . .
veniente), sn®u e “ong Slano razionali in ===« 8i pud semplificare un poco

la domanda. Si supponga in primo luogo che ¢ sia dispari: si sa che allora cnu dnu
¢ funzione razionale di sn®#; la domanda si riduce allora a chiedere che sn« sia
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razionale in 4. Se poi £ & pari, si ricordi che cn_:n% ¢ il prodotto di una espres-
sione razionale in sn®w per sn 2« ('): & quindi necessario e sufficiente che siano ra-
zionali in 4 sn®xz e sn2w e cioé che corrispondentemente ai punti della configura-
zione che non sono estremi di un ramo arborescente di essa, il valore di », che avrd
la forma ;%’-, sia tale che sn# sia razionale in %, mentre corrispondentemente agli
estremi di tali rami basta che sia razionale in %4 sn®u.

Al caso in cui si deve chiedere che sn# sia razionale in 4 =x* si pud ancora
dare una forma pilt consona alla ordinaria teoria delle funzioni ellittiche. Dalla con-
siderazione delle formole di bisezione dell’argomento e dell’equazione della divisione
del periodo si trae facilmente che % sn*w# & funzione pari di »: basta quindi ammet-
tere che snu sia razionale in x per concludere che sn*z & razionale in %, e quindi
sn % & un’espressione razionale in % moltiplicata al pill per una potenza (positiva o
negativa) di x: anche questa possibilita si esclude se il divisore ¢ & dispari; allora
son domande equivalenti che sn# sia razionale in %4 ovvero in x.

Dalle cose dette risulta allora:

L’equazione della divisione del periodo per un numero intero t relative
al sn ammette, per convenienti valori del modulo x, delle radici razionali in & = »*
per tutti i valori di t =9 escluso forse il valore 8: ed ammette nolire radici il cui
quadrato é ragionale in k per t =8 ,10,12. Se poi s’impone a k di essere ragionale
(F= —1), ¢ ottiene che U'equazione medesima, per convenienti valors di k (costituenti
una serie infinita di cui ¢ mied procediments permettono di ottenere I’espressione ge-
nerale), avrd radici razionali per 1 =2,8,4; avra radici il cui quadrato é ra-
zionale per t=="6,8; ma non esistono valori razionali di k(3= —1) per cui la
equazione della divisione del periodo abbia radici razionali per t==25,7,12 ¢
quindi nemmeno per valori di ¢ multipli di questi. In altra forma, se nell'equa-
zione della divisione del periodo per questi numeri si considerano come variabili il
birapporto % e il sn incognito, si rappresenta una curva che non possiede punti ra-
zionali.

Sarebbe interessante completare la delimitazione dei valori di ¢ per cui 1'equa-
zione della divisione del periodo pud ammettere radici razionali in %: le precedenti
osservazioni portano a credere che questi valori di ¢ siano in numero finito, e forse
non siano altri che i valori da me esaminati.

enydnuy  1—lksenty
snu  2senty

sn2u.

(")

23
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G. FRATTINI

LA NOZIONE D'INDICE
E IANALISI INDETERMINATA DEI POLINOMI INTERI

La brevitd del tempo mi costringe a tralasciare le dimostrazioni, che saranno
pubblicate in luogo opportuno. ’

Sia D un polinomio, intero rispetto ad una lettera @, e a coefficienti qualunque,
razionali o irrazionali, reali o complessi. Non sia quadrato di altro polinomio intero
in @, e si supponga di conoscere una soluzione # =« ,y = g dell'equazione

2*—Dy*=1,

con « o @ interi in ¢. Ammettendosi in tal modo che la precedente equazione di
PrLL sia possibile in polinomj interi, ne segue che il coefficiente D sard di grado pari
2n, condizione evidentemente necessaria, per quanto non sufficiente, della supposta
possibilitd. Vuolsi ora, in polinomj, interi rispetto ad a, risolvere l'equazione

z*—Dy*=N,

con N polinomio intero e di grado ».
La seguente regola risolve il problema:

1° S determini Uindice della soluzione (e, B) dell’equazione di PrLr (che
cosa debba intendersi per un tal indice, e come si determini, sard detto tra poco:
per ora basta sapere che esso & un certo numero intero, positivo o nullo) (%).

2° Detto v ¢l massimo intero contenuto nella meta del trovato indice, si
equagli y ad un polinomio a coefficienti indeterminati ¢ di grado eguale al mas-
simo intero g contenuto nel numero:

np—1)+v+1n
2

St eguagli al tempo stesso la & ¢ un altro pélinomz’o, il cui grado sara deter-

(") Vedasi anche il mio lavoro: Applicazione di un concetto nuovo all'analisi indeterminata
aritmetica e algebrica di 2° grado (Periodico di matematica, vol. XXI, 1903).
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minato dal grado della y , « fin di trovare, col metodo dei coefficients indetermi-
nati, quelle solugioni (x',y') nelle quali il grado della y non supera g.
3° La formola

z2+yYD= (a4 YDy (@ =y D)=P4QyD,

estesa a tutdi ¢ valori 0,1,2,. .. dell’esponente m, e a tutie le gia trovate solu-
zioni particolari (2 '), dara tulle le soluzioni x="P ,y=Q dell’equazione
z*—Dy* =N,

in polinomy interi in a .

Questo teorema, con le necessarie dimostrazioni, & il soggetto di un mio lavoro
preparato per la stampa alcuni anni addietro, ma finora inedito, per ragioni che non
occorre qui dire. Esso trae argomento dalla regola per la determinazione dell’indice
della soluzione (e, ) dell'equazione Pelliana, e pil generalmente dell’indice di un
binomio algebrico irrazionale. ¥ questo il sol punto che nella presente breve comu-
nicazione resti a chiarire, per la determinazione del numero 7. Intanto si noti che
I'enunciato teorema, col fissare un limite superiore al grado della y, e un altro
conseguentemente al grado della «, porge al metodo dei coefficienti indeterminati il
necessario elemento per la risoluzione dell’equazione. Perché altrimenti, senza la co-
noscenza di alcun limite, eguagliate la # e la & a polinomj interi, per quanto ele-
vati in grado, rimarrd pur sempre il dubbio se un tal grado sia elevato abbastanza,
o non piuttosto inferiore a quello che la relativa incognita comporta nelle soluzioni
di minimo grado, e pill generalmente in guelle soluzioni dalle quali si derivano tutte
le altre.

Importa avvertire che, se N & un quadrato perfetto, tra le soluzioni nelle quali
il grado della » non supera ¢, va annoverata anche quella che corrisponde al caso:
y=0. Il suo grado nella y & indeterminato, e ben potrd, nella presente questione,
ritenersi eguale all’infinilo negativo.

Binomj irrazionali ¢ loro distinzione in iperbolici ed ellittici.
Indice di un binomio irrazionale.

Pongasi:
D=w*4r,

con @ di grado #, e con » di grado inferiore al grado di o . Fatta astrazione dal
segno di @, & noto che la precedente eguaglianza & possibile in un sol modo. Si
chiami parte intera della radice di D il polinomio w, dopo averne fissato il segno
una volta per sempre, e dicasi resto della radice il polinomio 7.

Si chiami dinomio irrazionale un’espressione d<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>