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PREFATORY NOTE

T was an unexpected and none too welcome task which fell to the lot of the
undersigned when circumstances determined that he should edit the Pro-
ceedings of 'he Mathematical Congress of 1924. As it happened, however,

the resident General Secretary, Professor J. L. Synge, was making his prepar-
ations to leave Toronto, and it was felt that the work of editing should be
undertaken by one who was on the ground and who could see it through to the end.

From the very nature of the case one would expect a publication like the
present to be little homogeneous in its character. This could hardly be other-
wise in view of the multiplicity of the contributing authors, the number of the
nationalities represented and the diversity of the problems handled. Individual
authors have their predilections in regard to notation, here and there a national
trend is in evidence, while the man in applied science does not always have the
same idea as the pure mathematician with regard to the use of mathematical
symbols,

We have not sought, then, to introduce any great degree of uniformity into
the work as a whole. We have had to make concessions and accept compromises
in the matter of terminology and notation. We have even on occasion passed a
more or less serious discrepancy in notation where it would not cause misunder-
standing on the part of the reader and where its correction would have entailed
far-reaching changes with unnecessary cost and delay.

The important thing is that a paper should be understandable by those
for whom it is intended. It is, of course, desirable that a uniform and self-
consistent notation should hold at least within the individual papers. This too,
however, is an ideal which has not always been attained.

In arranging the papers in the sections we have roughly grouped together
ones on the same or cognate subjects, not so much because there is a unique
arrangement in this sense as because it furnishes an alternative to the more
stilted form of an alphabetical arrangement of authors. In this connection we
have transferred a few papers from the sections in which they were actually
presented to other sections in which they find themselves associated with papers
of the group to which they more naturally belong.

Though the proces verbal of the meeting of the International Mathematical
Union does not constitute a part of the Proceedings of the Congress we have
included it as an Appendix, believing that it would have a certain interest for
mathematicians and serve their convenience as a ready reference.

In the course of editing the Proceedings one has had occasion to consult
many of his colleagues and collaborators with regard to matters linguistic as



well as scientific. The list of these would be too long to enumeraté here. I
thank them all for their counsel and assistance. In particular, and I am sure
that this will not be regarded as invidious, I desire to express my sincere thanks
to my friend and colleague, Professor Chapelon, for his ever-ready willingness
to give of his time and effort and for the effectiveness of his aid. I would also
thank the Manager of the University of Toronto Press, Mr. R. J. Hamilton,
for the good-will shown in taking on what must have been a heavy burden in
view of his other commitments and too I would not forget my debt to those
members of his staff whose co-operation has aided in bringing the work to
completion.

J. C. FIELDS.
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Det Kongelige Frederiks Universitet. Professor Dr. Richard Birkeland, Professor
Dy. Carl Stgrmer.

Veirvarslingen paa Vestlandet, Bergen. Herr Jakob Bjerknes.

Videnskabsselskabet i Oslo. Professor Dr. Richard Birkeland, Professor Dr.
V. Bjerknes, Dr. Oystein Ore, Professor Dr. Carl Stgrmer.

Poraxp

M. le Président de la République Polonaise. M. le Professeur S. Zaremba.

Académie Polonaise des Sciences et des Lettres. MM. les Professeurs
W. Sierpinski, S. Zaremba.

Université Jagellonienne, Cracovie. M. le Professeur S. Zaremba.

Société des Sciences de Varsovie. M. le Professeur W. Sierpinsks.

Société Polonaise de Mathématique. M. le Professeur S. Zaremba.

PoORrRTUGAL

Governo portuguez.  Senhores Profesores Dr. F. M. da Costa Lobo,
F. de Vasconcellos.

Academia das Sciencias de Lisboa. Senhor Profesor Dr. F. M. da Costa Lobo.

Associa¢ao portugueza para Progresso das Sciencias. Senhor Profesor Dr. F. M.
da Costa Lobo.

Secgao portugueza da Uniao. Senhor Profesor Dr. F. M. da Costa Lobo.

Instituto de Coimbra. Senhor Profesor Dr. F. M. da Costa Lobo.

Universidade de Coimbra. Senhor Profesor Dr. F. M. da Costa Lobo.

Universidade de Lisboa. Senhor Profesor F. de Vasconcellos.

Internacional Mathematica. Senhor Profesor Dr. F. M. da Costa Lobo.

RouMaNIA

Ministerul Instructiunii. Professore G. Tzitzéica.
Academia Romana. Professori D. Pompéiu, G. Tzitzéica.

Russia (R.S.F.S.R.)

Academy of Sciences of Russia. Professor Dr. W. Stekloff.

Engineering Institute of Means of Communication. Professor Dr. N. Gunther.
Geophysical Institute of Moscow. Professor V. A. Kostitzin.

Mathematical Society of Leningrad. Professor Dr. N. Gunther.

Mathematical Society of Moscow. Professor V. A. Kostitzin.

Moscow Mathematical Circle. Professor Dr. A. V. Vasiliev.

University of Moscow. Professor V. A. Kostitzin,

SouTH AFRICA

The Chemical Metallurgical and Mining Society of South Africa. Mr. C. W.
Dowsett.
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SPAIN

Gobierno espafiol. Sefiores Profesores J. Alvarez Ude, A. Torroja y Miret.

Facultad de Ciencias de Barcelona. Sefior Profesor A. Torroja y Miret.

Facultad de Ciencias de Madrid. Seiior Profesor H. Castro Bonel.

Real Academia de Ciencias de Madrid. Sefiores Profesores J. Alvares Ude,
A. Torroja y Mouret.

Real Academia de Ciencias y Artes de Barcelona. Sefior Profesor A. Torroja y
Miret, Dr. J. A. L. Waddell.

Universidad de Madrid. Sefior Profesor J. Alvarez Ude.

SWEDEN

Hans Majestit Konungen av Sverige. Professor G. Mitiag-Leffler.

K. Vetenskaps Societeten, Upsala. Professor E. Holmgren.

K. Svenska Vetenskapsakademien. Professor G. Mittag-Lefler, Professor L. E.
Phragmén.

K. Tekniska Hogskolan. Professor J. Malmquist.

Stockholms Hogskola. Professor I. Fredholm, Professor L. E. Phragmén.

Upsala Universitet. Professor E. Holmgren, Professor C. W. Oseen.

SWITZERLAND

Comité National Suisse de Mathématiques. M. le Professeur H. Fehr.

Ecole Polytechnique Fédérale de Zurich. M. le Professeur M. Plancherel.

Institut National Genevois. M. le Professeur H. Fehr.

“L’Enseignement Mathématique”’. M. le Professeur H. Fehr.

Société Helvétique des Sciences. M. le Professeur R. Fueter.

Société Mathématique Suisse. M. le Professeur L. J. Crelier.

Société de Physique et d’Histoire Naturelle de Geneéve. M. Le Professeur A. S.
Eddington.

Université de Berne. M. le Professeur L. J. Crelier.

Université de Genéve. M. le Professeur H. Fehr.

Université de Zurich. M. le Professeur R. Fueter.

UKRAINE

Academy of Sciences of Ukraine. Professor Dr. N. Kryloff.

UNITED STATES OF AMERICA

Bureau of Standards. Dr. L. J. Briggs.

Commonwealth of Pennsylvania. Professor M. J. Babb, Dr. J. A. Foberg.

State of Delaware. Mr. C. E. Izzard, Mr. P. T. Wright.

State of Minnesota. Professor W. E. Brooke.

War Department. General T. C. Dickson, Colonel W. H. Tschappat.

Academy of Natural Sciences of Philadelphia. Dr. J. M. Clarke, Dr. R. A. F.
Penrose, Jr.

Academy of Science of St. Louis. Professor W. H. Roever.
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Actuarial Society of America. Mr. J. S. Elston, Mr. Robert Henderson,
Mr. Earl M. Thomas, Mr H. H. Wolfenden, Mr. A. B. Wood.

American Academy of Arts and Sciences. Professor R. G. D. Richardson.

American Association for the Advancement of Science. Professor G. A. Miller.

American Astronomical Society. Professor E. W. Brown.

American Concrete Institute. Mr. R. B. Young.

American Economic Association. Professors J. H. Rogers, W. F. Willcox.

American Engineering Council. Mr. W. C. Mendenhall.

American Institute of Accountants. Mr. H. B. Fernald, Mr. H. P. L. Hillman.

American Institute of Actuaries. Mr. C. H. Beckett, Professor J. W. Glover,
Mr. J. G. Parker, Mr. S. H. Pipe, Mr. E. A. Porter, Mr. J. F. Reilly,
Professor H. L. Rietz, Mr. W. A. P. Wood.

American Institute of Electrical Engineers. Mr. J. R. Carson, Professor M. I.
Pupin.

American Institute of Mining and Metallurgical Engineers. Mr. H. B. Fernald.

American Mathematical Society. Professors G. A. Bliss, R. G. D. Richardson.

American Philosophical Society. Professors E. W. Brown, L. P. Eisenhart.

American Physical Society. Dr. E. Buckingham, Professor Leigh Page.

American Railway Engineering Association. Mr. J. R. W. Ambrose, Mr. T. T.
ITrving.

American Section, International Mathematical Union. Professor A. B. Coble.

American Society for Testing Materials. Mr. R. B. Young.

American Society of Civil Engineers. Dr. F. A. Gaby, Mr. C. H. Rust.

American Society of Mechanical Engineers. Professor R. W. Angus, Mr. Chester
B. Hamzilton, Jr., Mr. F. R. Low.

American Society of Swedish Engineers. Mr. Lorenz Widmark.

American Statistical Association. Mr. R. H. Coats, Dr. L. I. Dublin, Professor
J. W. Glover, Mr. T. B. Macaulay, Dr. L. J. Reed, Professor H. L. Rietz,
Mr. H. H. Wolfenden. :

Blue Hill Observatory. Professor A. McAdie.

Brown University. Professors R. C. Archibald, R. G. D. Richardson.

Bryn Mawr College. Professor Anna J. Pell.

Bucknell University. Professor H. S. Everett.

Carnegie Institution of Washington. Dr. Louwts A. Bauer, Professor L. E.
Dickson.

Case School of Applied Science. Dr. J. J. Nassau.

Casualty Actuarial Society. Dr. L. I. Dublin, Dr. E. W. Kopf, Mr. A. W.
Whitney. '

Catholic University of America. Professor A. E. Landry.

Cleveland Engineering Society. Mr. C. F. Brush, Sr., Professor D. C. Miller,
Mr. W. P. Ruce.

Colorado College. Professor C. H. Sisam.

Columbia University. Professors W. B. Fite, E. Kasner, C. J. Keyser.

Connecticut Academy of Arts and Sciences. Professors E. W. Brown, Leigh Page.

Cornell University. Professor D. C. Gillespie, Dr. H. M. Morse, Professor V.
Snyder, Mr. H. S. Vandiver, Professors W. F. Willcox, W. L. G. Williams.

Eastman Kodak Company. Dr. Ludwik Silberstein.
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General Electric Company. Mr. P. L. Alger.

Geological Society of America. Professors F. D. Adams, W. A. Parks.

George Washington University. Dean H. L. Hodgkins.

Goucher College. Professor Clara L. Bacon.

Illuminating Engineering Society. Professor G. R. Anderson, Mr. G. G. Cousins.

Indiana Academy of Science. Professor D. A. Rothrock.

Indiana University. Professors S. C. Davisson, D. A. Rothrock.

Institute of Radio Engineers. Professor T'. R. Rosebrugh.

Towa State College. Dr. Julia T. Colpitts, Professor Marian E. Dantells, Miss
H. F. Smith.

Johns Hopkins University. Professor Frank Morley.

Kansas State Agricultural College. Miss Emma Hyde.

Lehigh University. Professor P. A. Lambert.

Lincoln School of Teachers College, Columbia University. Mr. G. R. Mirick.

Marietta College. Professor H. L. Coar.

Massachusetts Institute of Technology. Dr. J.S. Taylor.

Mathematical Association of America. Professors W. D. Catrns, E. R. Hedrick.

Michigan Engineering Society. Mr. P. W. Keating.

Mining and Metallurgical Society of America. Mr. C. A. Rose.

Mount Holyoke College. Professors Eleanor C. Doak, Olive C. Hazlett, Sarah E.
Smith.

Mount Wilson Observatory. Dr. C. E. St. John.

National Academy of Sciences. Professors L. P. Eisenhart, R. G. D. Richardson,
V. Snyder.

National Research Council. Professors A. B. Coble, R. G. D. Richardson,
V. Snyder.

North Carolina Academy of Science. Dr. G. M. Robison.

Northwestern University. Professor E. J. Moulton.

Oberlin College. Professor W. D. Cairns, Dr. Mary E. Sinclair, Dr. C. H. Yeaton.

Ohio State University. Professor J. H. Weaver.

Philosophical Society of Washington. Dr. Louis A. Bauer, Mr. W.J. Humphreys,
Dr.S.J. Mauchly, Mr. E. W. Woolard.

Polytechnic Institute, Brooklyn. Professor W. J. Berry.

Pomona College. Professor F. P. Brackelt.

Princeton University. Professor L. P. Eisenhart.

Purdue University. Professors William Marshall, T. E. Mason, R. B. Stone.

Rensselaer Polytechnic Institute. Professor J. McGiffert.

Rice Institute. Profé‘s%ors H. E. Bray, G. C. Evans, E. O. Lovett.

Roe Observatory. Professor E. D. Roe, Jr., Dr. J. R. Roe (Mrs. E. D. Roe, Jr.).

Seismological Society of America. Commander N. H. Heck.

Smith College. Professor Ruth G. Wood.

Society of Automotive Engineers. Dr. H. C. Dickinson.

State University of Montana. Professor N. J. Lennes.

Syracuse University. Professor W. G. Bullard, Mr. I. S. Carroll, Director F. F.
Decker, Professor May N. Harwood, Professor E. D. Roe, Jr.,
Miss M. J. Sperry.

Trinity College, Hartford. Professor H. M. Dadourian.
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University of Arizona. Professor G. H. Cresse.

University of Buffalo. Professors V. E. Pound, W. H. Sherk.

University of California. Dr. B. A. Bernstein, Professors F. Cajori,
M. W. Haskell, Dr. G. F. McEwen.

University of Chicago. Professors G. A. Bliss, L. E. Dickson, F. R. Moulton.

University of Cincinnati. Professor C. N. Moore.

University of Illinois. Professors A. B. Coble, E. J. Townsend.

University of Kentucky. Dr. Paul P. Boyd, Dr. Elizabeth Le Stourgeon.

University of Michigan. Professors W. B. Ford, T. H. Hildebrandt, L. C.
Karpinski.

University of Minnesota. Professors R. W. Brink, A. L. Underhill.

University of Missouri. Professor E. R. Hedrick.

University of Nebraska. Professor W. C. Brenke.

University of New Hampshire. Professor H. L. Slobin.

University of Notre Dame. Professor D. Hull.

University of Pennsylvania. Professor F. H. Safford.

University of Pittsburgh. Professor K. D. Swartzel.

University of South Carolina. Professor J. B. Coleman.

University of Texas. Dr. Goldie P. Horton, Dr. R. L. Wilder.

University of Utah. Professor J. L. Gibson.

University of Virginia. Professor W. M. Thornton.

University of Washington. Professor E. T. Bell.

University of Wisconsin. Professors Arnold Dresden, E. B. Skinner.

Vassar College. Professors Henry S. White, Louise D. Cummsings.

Washington Academy of Sciences. Professor Elihu Thomson.

Wellesley College. Professors Lennie P. Copeland, Clara E. Smith.

Wells College. Professor T. R. Hollcroft.

West Virginia University. Professors John Eiesland, Bird M. Turner.

Western Electric Company. Dr. Thornton C. Fry.

Western Reserve University. Professor W. G. Simon.

Wisconsin Academy of Sciences, Arts and Letters. Professors Arnold Dresden,
E. B. Skinner.

Wooster College. Professor B. F. Yanney.

Yale University. Professor E. W. Brown.

Yerkes Observatory. Dr. Oliver J. Lee, Dr. G. Van Biesbroeck.



30 DELEGATES AND MEMBERS

LIST OF DELEGATES AND MEMBERS PRESENT IN TORONTO

Adams, Professor C. R., Brown University, Providence, R.I., U.S.A.
Adams, Mrs.
Adams, Professor F. D., F.R.S., McGill University, Montreal, Canada.
d’Adhémar, le Vicomte Robert, Lambersart (Nord), France.
Alden, Dr. H. L., University of Virginia, Charlottesville, Virginia, U.S.A.
Alger, Philip L., General Electric Company, Schenectady, N.Y., U.S.A.
Allan, Professor F. B., University of Toronto, Toronto, Canada.
Allcut, Professor E. A., University of Toronto, Toronto, Canada.
Allen, Professor Frank, University of Manitoba, Winnipeg, Canada.
Allen, Miss Mildred, Mount Holyoke College, South Hadley, Mass., U.S.A.
Alvarez Ude, Professor D. José, Instituto Nacional de Ciencias, Madrid, Spain.
Ambrose, J. R. W., Chief Engineer, Toronto Terminal Railway Company,
Toronto, Canada.
Anderson, Professor G. R., University of Toronto, Toronto, Canada.
Andrade, Professor Jules, University of Besan¢on, Besancon, France.
Anning, Professor Norman, University of Michigan, Ann Arbor, Mich., U.S.A.
Archibald, Professor R. C., Brown University, Providence, R.I., U.S.A.
Ashley, Sir William, Professor at the University of Birmingham, Birmingham,
England.
Miss Alice Ashley.
Miss Anne Ashley.
Aude, Professor H. T. R., Colgate University, Hamilton, N.Y., U.S.A.
Austin, Miss E. E., Professional Assistant, Meteorological Office, Air Ministry,
London, England.

Babb, Professor M. J., University of Pennsylvania, Philadelphia, Pa., U.S.A.
Bacon, Professor Clara L., Goucher College, Baltimore, Md., U.S.A.
Baker, Professor (Emeritus) Alfred, University of Toronto, Toronto, Canada.
Bareis, Dr. Grace M., Ohio State University, Columbus, Ohio, U.S.A.
Barr, Archibald, F.R.S., Formerly Regius Professor of Civil Engineering and
Mechanics in the University of Glasgow; Chairman of Barr and Stroud,
Ltd., Glasgow, Scotland.
Barr, Mrs.
Barrau, Professor Dr. J. A., University of Groningen, Groningen, Holland.
Barré, le Commandant, Ministry of War, Paris, France.
Bauer, Dr. Louis A., Director, Department of Terrestrial Magnetism, Carnegie
Institution, Washington, D.C., U.S.A.
Weeks, Mrs. R. W. (daughter).
Beare, Professor T. Hudson, F.R.S.E., University of Edinburgh, Edinburgh
Scotland.
Beare, Mrs.
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Béland, The Honourable Dr. Henri S., Minister of Health, and Minister of
. Soldiers’ Civil Re-establishment, Ottawa, Canada.

Bell, Professor E. T., University of Washington, Seattle, Wash., U.S.A.

Bernstein, Dr. B. A., University of California, Berkeley, Cal., U.S.A.

Berry, Professor W. J., Brooklyn Polytechnic Institute, Brooklyn, N.Y., U.S.A.

Birkeland, Professor Richard, University of Oslo, Oslo, Norway.

Bjerknes, Jakob, Geophysical Institute, Bergen, Norway.

Bjerknes, Professor V., Director, Geophysical Institute, Bergen, Norway.

Bliss, Professor G. A., University of Chicago, Chicago, Ill., U.S.A.

Bonnesen, Professor Dr. T., University of Copenhagen, Copenhagen, Denmark.

Borger, Professor R. L., Ohio University, Athens, Ohio, U.S.A.

Bortolotti, Professor Ettore, Royal University of Bologna, Bologna, Italy.

Bosler, Dr. J., Director of the Observatory of Aix-Marseilles, Marseilles, France.

Bowley, Professor A. L., Sc.D., London School of Economics, University of London,
London, England.

Boyajian, A., General Electric Company, Pittsfield, Mass., U.S.A.

Brackett, Professor F. P., Pomona College, Claremont, Cal., U.S.A.

Brackett, Mrs.

Bragg, Sir William, K.B.E., F R.S., Director of the Royal Institution of Great
Britain, Fullerian Professor of Chemistry in the Royal Institution,
London, England.

Bragg, Lady.
Bragg, Miss.

Bray, Professor H. E., Rice Institute, Houston, Texas, U.S.A.

Breit, Gregory, Department of Terrestrial Magnetism, Carnegie Institution,
Washington, D.C., US.A.

Brenke, Professor W. C., University of Nebraska, Lincoln, Neb US.A.

Briggs, Dr. L. J., Chief of Mechanics and Sound Division, Bureau of Standards,

Washington, D.C., US.A.
Brillouin, Léon, Collége de France, Paris, France.
Brillouin, Mme.

Brink, Professor Raymond W., University of Minnesota, Minneapolis, Minn.,

US.A.
Brink, Mrs.

Brooke, Professor W. E., University of Minnesota, Minneapolis, Minn., U.S.A.

Brown, Professor Ernest W., F.R.S., Yale University, New Haven, Conn., U.S.A.

Brown, Professor Horace S., Hamilton College, Clinton, N.Y., U.S.A.

Brown, Dr. R. N. Rudmose, University of Sheffield, Sheffield, England.

Buchanan, Professor Daniel, University of British Columbia, Vancouver, Canada.

Buckingham, Dr. Edgar, Bureau of Standards, Washington, D.C., U.S.A.

Buckingham, Mrs.
Bullard, Dr. James A., U.S. Naval Academy, Annapolis, Md., U.S.A.
Bullard, Professor W. G., Syracuse University, Syracuse, N.Y., U.S.A.
Bullard, Mrs. )
Burton, Professor E. F., University of Toronto, Toronto, Canada.

BydZovsky, Professor Dr. Bohumil, Charles University, Prague, Czechoslovakia.



32 DELEGATES AND MEMBERS

Cairns, Professor W. D., Oberlin College, Oberlin, Ohio, U.S.A.
Cajori, Professor Florian, University of California, Berkeley, Cal., U.S.A.
Cameron, Professor J. Home, University of Toronto, Toronto, Canada.
Campbell, Dr. George A., American Telephone and Telegraph Company, New
York, N.Y., US.A.
Carothers, S. D., Officer in charge of works, H.M. Naval Yard, Hong Kong.
Carroll, 1. S., Syracuse University, Syracuse, N.Y., U.S.A.
Carroll, Mrs.
Carson, John R., American Telephone and Telegraph Company, New York, N.Y,.
US.A.
Carson Mrs.
Cartan, Elie, Professor at the Sorbonne, Paris, France.
Carter, C. C., Hon. Life Member, Mathematical Association of America,
Counsellor-at-Law, Bluffs, 111., US.A.
Carter, C. W., Jr., American Telephone and Telegraph Company, New York,
N.Y., US.A.
Castro Bonel, Professor H., University of Madrid, Madrid, Spain.
Chant, Professor C. A., University of Toronto, Toronto, Canada.
Chapman, Professor Sydney, F.R.S., Imperial College of Science and Tech-
nology, London, England.
Charbonnier, Ingénieur Général P., Inspector General of Naval Artillery, Min-
istry of the Marine, Paris, France.
Chazy, J., Secretary of the Société Mathématique de France, Professor at the
University of Lille, Lille, France.
Chazy, Mme.
Clarke, Professor E. H., Hiram College, Hiram, Ohio, U.S.A.
Clements, Professor G. R., U.S. Naval Academy, Annapolis, Md., U.S.A.
Coats, R. H., Director, Dominion Bureau of Statistics, Ottawa, Canada.
Coble, Professor A. B., University of Illinois, Urbana, Ill., U.S.A.
Coble, Mrs.
Cockburn, Professor J. R., University of Toronto, Toronto, Canada.
Coe, Professor C. J., University of Michigan, Ann Arbor, Mich., U.S.A.
Coleman, Professor J. B., University of South Carolina, Columbia, S.C., U.S.A.
Colpitts, Dr. Julia T., Iowa State College, Ames, Iowa, U.S.A.
Conway, Professor A. W., F.R.S., University College, Dublin, Irish Free State.
Cook, Professor Gilbert, D.Sc., King's College, University of London, London,
England.
Copeland, Professor Lennie P., Wellesley College, Wellesley, Mass, U.S.A.
Cormack, Patrick, College of Science for Ireland, Dublin, Irish Free State.
Cormack, Mrs.
Cortie, Rev. A. L., S.J., Stonyhurst College, Blackburn, England.
Costa Lobo, Professor F. M. da, Director of the Royal Astronomical Observatory,
Coimbra, Portugal.
Cousins, G. G., Assistant Laboratory Engineer, Hydro-Electric Power Com-
mission of Ontario, Toronto, Canada.
Crelier, Professor L. J., University of Berne, Berne, Switzerland.
Cresse, Professor G. H., University of Arizona, Tucson, Ariz., U.S.A.
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Crew, Professor Henry, Northwestern University, Evanston, Ill., U.S.A.

W. H. Crew (son).
Crowther, J. G., Oxford University Press, Amen House, London, England.
Cummings, Professor Louise D., Vassar College, Poughkeepsie, N.Y., U.S.A.
Curtis, Dr. Harvey L., Bureau of Standards, Washington, D.C., U.S.A.
Curtiss, Professor D. R., Northwestern University, Evanston, Ill., U.S.A.

Dadourian, Professor H. M., Trinity College, Hartford, Conn., U.S.A.
Daniells, Professor Marian E., Iowa State College, Ames, Iowa, U.S.A.
Davisson, Professor S. C., Indiana University, Bloomington, Indiana, U.S.A.
Davisson, Mrs.
Dawson, Colonel H. J., Royal Military College, Kingston, Canada.
Decker, Professor Floyd Fiske, Syracuse University, Syracuse, N.Y., U.S.A.
DeLury, Professor A. T., Dean of the Faculty of Arts, University of Toronto,
Toronto, Canada.
Demoulin, A., Professor at the University of Ghent, Ghent, Belgium.
Desch, Professor C. H., F.R.S., University of Sheffield, Sheffield, England.
Desch, Mrs. ‘
Dickson, Professor L. E., University of Chicago, Chicago, Ill., U.S.A.
Dickson, General T. C., Commanding Officer, Watertown Arsenal, Mass., U.S.A.
Dines, Professor Lloyd L., University of Saskatchewan, Saskatoon, Canada.
Dixon, Professor A. C., F.R.S., Queen’s University, Belfast, Ireland.
Doak, Professor Eleanor C., Mount Holyoke College, South Hadley, Mass.,
U.S.A.
Dobson, Dr. W. P., Director of the Research Laboratories of the Hydro-Electric
Power Commission of Ontario, Toronto, Canada.
Donnan, Professor F. G., F.R.S., University College, University of London,
London, England.
Doodson, Dr. Arthur T., Tidal Institute, University of Liverpool, Liverpool,
England.
Doodson, Mrs.
Dostal, Bernard F., University of Michigan, Ann Arbor, Mich., U S.A.
Drach, Jules, Professor at the Sorbonne, Paris, France.
Dresden, Professor Arnold, University of Wisconsin, Madison, Wis., U.S.A.
Duncan, J. M., Mechanical Engineer, Hydro Electric Power Commission of
Ontario, Toronto, Canada.
Dunoyer, L., General Secretary of the Société Frangaise de Physique, Professor
at the Institut d’Optique, Paris, France.
Dwight, Dr. H. B., Canadian Westinghouse Company, Hamilton, Canada.

Eddington, A. S., F.R.S., Plumian Professor of Astronomy and Experimental
Philosophy in the University of Cambridge, Fellow of Trinity College,
Director of the Observatory, Cambridge, England.

Eiesland, Professor John A., West Virginia University, Morgantown, W. Va.,
U.S.A.

Eiesland, Mrs.

Elston, James S., Assistant Actuary, The Travelers Insurance Company, Hart-

ford, Conn., U.S.A.
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Evans, Professor G. C., Rice Institute, Houston, Texas, U.S.A.
Eve, Professor A. S., F.R.S., McGill University, Montreal, Canada.
Everett, Professor H. S., Bucknell University, Lewisburg, Pa., U.S.A.
Everett, Mrs. (Sr.)
Everett, Mrs., daughter and son.

Falconer, Sir Robert, K.C.M.G., President of the University of Toronto, Toronto,
Canada.
Faure, Senator Fernand, Honorary Professor of Statistics of the Faculty of
Law, Paris, France.
Fehr, Professor Dr. Henri, University of Geneva, Geneva, Switzerland.
Fernald, H. B., Consulting Accountant, New York, N.Y., U.S.A.
Fernald, Mrs.
Fernindez, Jos¢é Damaso, Mexican Consul General to Canada, Toronto, Canada.
Ferrier, Alan, Flying Officer, R.C.A.F., Department of National Defence,
Ottawa, Canada.
Field, Professor Peter, University of Michigan, Ann Arbor, Mich., U.S.A.
Fields, J. C., F.R.S., President of the Royal Canadian Institute, Professor in the
University of Toronto, Toronto, Canada.
Findlay, Professor William, McMaster University, Toronto, Canada.
Findlay, Mrs.
Fisher, Arne, Western Union Telegraph Company, New York, N.Y., U.S.A.
Fisher, R. A., Statistical Department, Rothamsted Experimental Station,
Harpenden, England.
Fite, Professor W. Benjamin, Columbia University, New York, N.Y., US.A.
Fleming, A. P. M., Manager, Research and Education Department, Metro-
politan-Vickers Electrical Company, Manchester, England.
Fleming, Mrs.
Foberg, J. A., State Department of Public Instruction, Harrisburg, Pa., U.S.A.
Ford, Professor Walter B., University of Michigan, Ann Arbor, Mich., U.S.A.
Fowler, Alfred, F.R.S., Yarrow Research Professor of the Royal Society;
Professor of Astrophysics in the Imperial College of Science and
Technology, London, England.
Fowler, Sir Henry, K.B.E., Chief Mechanical Engineer of the London, Midland
and Scottish Railway, Saxelby House, Derby, England.
Fowler, Dr. R. H., F.R.S,, Fellow of Trinity College and University Lecturer in
Mathematics, Cambridge, England.
Fréchet, Maurice, Professor at the University of Strasburg, Strasburg,
France.
Fry, Dr. Thornton C., Western Electric Company, New York, N.Y., U.S.A.
Fubini, Professor Guido, Royal University of Turin, Turin, Italy.
Fueter, Professor Dr. Rudolf, University of Zurich, Zurich, Switzerland.

Gaby, Dr. F. A., Chief Engineer of the Hydro Electric Power Commission of
Ontario, Toronto, Canada.

Gerhardt, Dr. W. Frederick, Flight Research Branch, Flying Section, Engineering
Division, Air Service, Dayton, Ohio, U.S.A.
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Gianfranceschi, Rev. G., S.J., President of the Pontifical Academy of Science,
““The Nuovi Lincei”, Professor in the Pontifical Gregorian University,
Rome, Italy. ‘

Gibbon, Dr. I. G., Assistant Secretary, Ministry of Health, London, England.

Giblett, M.A., Meteorological Office, Air Ministry, London, England.

Giblett, Mrs. M. A.

Gibson, Professor J. L., University of Utah, Salt Lake City, Utah, U.S.A.

Gilchrist, Professor Lachlan, University of Toronto, Toronto, Canada.

Gill, E. C., Queen’s University, Kingston, Canada.

Gillespie, Professor Peter, University of Toronto, Toronto, Canada.

Gilman, Professor R. E., Brown University, Providence, R.I., U.S.A.

Gini, Professor Corrado, Royal University of Rome, Rome, Italy.

Giorgi, Professor Giovanni, Royal School of Engineering, Rome, Italy.

Glashan, Dr. J. S. C., Inspector of Public Schools (retired), Ottawa, Canada.

Glenn, Professor Oliver E., University of Pennsylvania, Philadelphia, Pa., U.S.A.

Glover, Professor James W., University of Michigan, Ann Arbor, Mich., U.S.A.

Godeaux, Lucien A., Professor at the Ecole Militaire, Brussels, Belgium.

Goldsbrough, Dr. G. R., Armstrong College, University of Durham, Newcastle-
on-Tyne, England.

Grasett, Lieutenant-Colonel A. E., Staff College, Camberley, England.

Gray, Professor J. G., University of Glasgow, Glasgow, Scotland.

Greenhill, Sir George, F.R.S., formerly Professor of Mathematics at the Artillery
College (Woolwich), London, England.

Gummer, Professor C. F., Queen’s University, Kingston, Canada.

Gunther, Professor Nicolas, University of Leningrad, Leningrad, Russia.

Haag, J., Professor at the University of Clermont-Ferrand, Clermont-Ferrand,
France.

Hamilton, Chester B., Jr., Mechanical Engineer, Toronto, Canada.

Hamilton, Mrs.

Hamilton, Miss M. M.
Harper, W. E.,, Dominion Astrophysical Observatory, Victoria, Canada.
Harwood, Professor May N., Syracuse University, Syracuse, N.Y., U.S.A.
Haskell, Professor M. W., University of California, Berkeley, Cal., U.S.A.
Hassé, Professor H. R., University of Bristol, Bristol, England.

Hassé, Mrs.

Hayward, J. W., Consulting Engineer, Montreal, Canada.
Hazeltine, Professor L. A., Stevens Institute of Technology, Hoboken, N.J.,

US.A.

Hazlett, Professor Olive C., Mount Holyoke College, South Hadley, Mass.,
U.S.A.

Hebbert, C. M., American Telephone and Telegraph Company, New York,
N.Y., US.A. '

Heck, Commander N. H., U.S. Coast and Geodetic Survey, Washington, D.C.

Hedrick, Professor E. R., University of California (Southern Branch), Los
Angeles, California, U.S.A.



36 DELEGATES AND MEMBERS

Henderson, Sir James B., D.Sc., Adviser to the Admiralty on Gyroscopic Equip-
ment, Professor at the Royal Naval College, Greenwich, England.
Henderson, Lady
Henderson, J. P. Dominion Observatory, Ottawa, Canada.
Henderson, Robert, Second Vice-President and Actuary, Equitable Life Assur-
ance Society, New York, N.Y., US.A.
Hille, Professor Einar, Princeton University, Princeton, N.J., U.S.A.
Hille, Mrs. Edla.
Hillman, H. P. L., Comptroller, Toronto Hydro-Electric System, Toronto,
Canada. :
Hogg, Dr. T. H., Chief Hydraulic Engineer of the Hydro-Electric Power Com-
mission of Ontario, Toronto, Canada. '
Hollcroft, Professor T. R., Wells College, Aurora, N.Y., U.S.A.
Holmes, Miss H. L., University of Texas, Austin, Texas, U.S.A.
Holmgren, Professor E., Astronomical Observatory, Upsala, Sweden.
Horton, Dr. Goldie P., University of Texas, Austin, Texas, U.S.A.
Howe, Miss Anna M., Newcomb College, Tulane University, New Orleans, La.,
U.S.A.
Howe, Professor G. W. O., D.Sc., University of Glasgow, Glasgow, Scotland.
Howe, Mrs.
Hoyt, Ray S., American Telephone and Telegraph Company, New York, N.Y.,
US.A.
Huber, M., Director of the Statistique Générale de la France, Paris, France.
Hull, Professor Daniel, University of Notre Dame, Notre Dame, Ind., U.S.A.
Hume, D C. M., R.C.A.F., Squadron Leader, Department of National Defence,
Ottawa, Canada.
Humphreys, W. J., Meteorological Physicist, U.S. Weather Bureau, Washington,
D.C.,, US.A.
Hunt, F. R. W, Artillery College, Woolwich, England.
Hunter, A. F, Normal Schoo! Building, Toronto, Canada.
Hutchinson, Professor J. 1., Cornell University, Ithaca, N.Y., U.S.A
Hyde, Miss Emma, Kansas State Agricultural College, Manhattan, Kansas,
U.S.A.
Hyde, Miss.
Hyde, Miss.

Ireton, H. J. C., University of Toronto, Toronto, Canada.

Irvine, Sir J. C., F.R.S,, Principal and Vice-Chancellor of the University of
St. Andrews, St. Andrews, Scotland.

Irving, T. T., Chief Engineer, Canadian National Railways, Toronto, Canada.

Jackson, Dr. John, Royal Observatory, Greenwich, England.

Jackson, W. E. W., Dominion Meteorological Observatory, Toronto, Canada.

Janet, Maurice, Professor at the University of Caen, Caen, France.

Jeffreys, Dr. Harold, F.R.S., Fellow and Lecturer, St. John's College, Cambridge,
England.

Jenkin, Professor C. F., University of Oxford, Oxford, England.



DELEGATES AND MEMBERS 37

Joffe, S. A., Mutual Life Insurance Company, New York, N.Y., U.S.A.
Joffe, Mrs.

Kapteyn, Professor Dr. W., University of Utrecht, Utrecht, Holland.

Karpinski, Professor L. C., University of Michigan, Ann Arbor, Mich., U.S.A.

Kennard, Professor E. H., Cornell Uﬁiversity, Ithaca, N.Y., U.S.A.

Keys, Professor David A., McGill University, Montreal, Canada.

King, Professor L. V., F.R.S., McGill University, Montreal, Canada.

Kingston, Professor H. R., University of Western Ontario, London, Canada.

Koenigs, G., Member of the Academy of Sciences of Paris, Professor at the
Sorbonne and at the Conservatoire National des Arts et Métiers,
Paris, France.

Korzybski, Count Alfred, Fifth Avenue Bank, New York, N.Y., U.S.A.

Korzybski, Lady.

Kossler, Professor M., Charles University, Prague, Czechoslovakia.

Kostitzin, Professor V. A., University of Moscow, Moscow, Russia.

Kryloff, Professor Dr. N., Academy of Sciences of Ukraine, Kieff, Ukraine.

Kuhn, Professor H. W., Ohio State University, Columbus, Ohio, U.S.A.

Laird, Professor E. R., Mount Holyoke College, South Hadley, Mass., U.S.A.
Laird, Miss A. L.

Lambert, Professor P. A., Lehigh University, South Bethlehem, Pa., U.S.A.

Landry, Professor Aubrey E., Catholic University of America, Washington,

- D.C.,, US.A.

Lanzon, S., Civil Engineer, Valetta, Malta.
Lanzon, Mrs.

Laun, Donald D., University of Chicago, Chicago, Ill., U.S.A.

Lea, Professor F. C., D.Sc., University of Birmingham, Birmingham, England.
Lea, Mrs.

Lee, Dr. Gliver J., Yerkes Observatory, Williams Bay, Wisconsin, U.S.A.

Lemaitre, Georges, Docteur en Sciences, University of Louvain, Louvain,

Belgium.
Lemoine, Jules, Professor at the Conservatoire National des Arts et Métiers,
Paris, France.

Le Roux, J., Professor at the University of Rennes, Rennes, France.

Le Stourgeon, Dr. Elizabeth, University of Kentucky, Lexington, Ky., U.S.A.

Léveill¢, Professor A., University of Montreal, Montreal, Canada.

Levinson, Dr. H. C., 5136 University Ave., Chicago, Ill.,, U.S.A.

Lévy, A., Professor at the Lycée St. Louis, Paris, France.

Ling, Professor George H., University of Saskatchewan, Saskatoon, Canada.

Lofthouse, C. H., Royal Canadian Air Force, Winnipeg, Canada.

Logsdon, Dr. (Mrs.) M. I., University of Chicago, Chicago, Ill., U.S.A.

Loudon, Professor W. J., University of Toronto, Toronto, Canada.

MacColl, L. A., Western Electric Company, New York, N.Y., U.S.A.
MacDuffee, Professor C. C., Ohio State University, Columbus, Ohio, U.S.A.
Mackenzie, Professor M. A., University of Toronto, Toronto, Canada.
MacLachlan, Wills, Consulting Electrical Engineer, Toronto, Canada.



38 DELEGATES AND MEMBERS

MacLean, M. C., Dominion Bureau of Statistics, Ottawa, Canada.
MaclLean, Professor N. B., University of Manitoba, Winnipeg, Canada.
MacMahon, Major P. A., F.R.S., Late Deputy Warden of the Standards
(London), Cambridge, England.
MacMahon, Mrs.
Malmaquist, Professor J., Royal Institute of Technology, Stockholm, Sweden.
Marshall, Professor William, Purdue University, Lafayette, Ind., U.S.A.
Martin, Dr. W. H., University of Toronto, Toronto, Canada.
Marvin, Professor H. H., University of Nebraska, Lincoln, Neb., U.S.A.
Mascart, Jean, Professor at the University of Lyons, Director of the Observatory
of Lyons, Saint-Genis-Laval, France.
Mascart, Mme.
Mason, Professor T. E., Purdue University, Lafayette, Ind., U.S.A.
Mason, Mrs.
Mason, Miss.
Mason, Miss Jean.
Matheson, Professor J., Queen’s University, Kingston, Canada.
Mauchly, Dr. S. J., Department of Terrestrial Magnetism, Carnegie Institution,
Washington, D.C., U.S.A. ’
McAdie, Professor Alexander, Director, Blue Hill Observatory, Readville, Mass.,
US.A.
McArthur, Duncan, Principal Engineer Surveyor for Canada of the British
Corporation Register of Shipping and Aircraft, Montreal, Canada.
McEwen, Dr. G. F., Oceanographer, Scripps Institution for Biological Research,
La Jolla, California, U.S.A.
McGiffert, Professor James, Rensselaer Polytechnic Institute, Troy, N.Y.,
U.S.A. :
McGiffert, Mrs.
McKnight, Professor W. F., Nova Scotia Technical College, Halifax, Canada.
McLeish, John, Department of Mines, Ottawa, Canada.
McLennan, Professor J. C., F.R.S., President of the Royal Society of Canada,
Director of the Physics Laboratory, University of Toronto, Toronto,
Canada.
McMichael, A. R., Chartered Accountant, Toronto, Canada.
McTaggart, Professor H. A., University of Toronto, Toronto, Canada.
Winter, Mrs. A. M.
Melson, J. W., University of Toronto, Toronto, Canada.

Merlin, Professor E., Director of the University Observatory, Ghent, Belgium.

Miller, Professor G. A., University of Illinois, Urbana, Ill., U.S.A.
Miller, Mrs. G. A.

Miller, Professor Norman, Queen’s University, Kingston, Canada.
Miller, Professor W. Lash, University of Toronto, Toronto, Canada.

Mirick, Gordon R., The Lincoln School of Teachers College, New York, N.Y.,
U.S.A.

Mitchell, Brig.-General C. H., Dean of the Faculty of Applied Science and
Engineering, University of Toronto, Toronto, Canada.



DELEGATES AND MEMBERS 39

Molina, Edward C., American Telephone and Telegraph Company, New York,
N.Y. US.A.
Moore, Professor Charles N., University of Cincinnati, Cincinnati, Ohio, U.S.A.
Morenus, Professor E. M., Sweet Briar College, Sweet Briar, Va., U.S.A.
Morley, Professor Frank, Johns Hopkins University, Baltimore, Md., U.S.A.
Morley, Mrs.
Morphy, Arnold, Chartered Accountant, Toronto, Canada.
Morris, M., Case School of Applied Science, Cleveland, Ohio, U.S.A.
Morse, Dr. H. Marston, Cornell University, Ithaca, N.Y., U.S.A.
Moulton, Professor E. J., Northwestern University, Evanston, Ill., U.S.A.
Moulton, Mrs. E. J. '
Moulton, Mrs. (Sr.)
Moulton, Professor F. R., University of Chicago, Chicago, Ill., U.S.A.
Murray, Professor F. H., King’s College, Halifax, Canada.
Musselman, Dr. J. R., Johns Hopkins University, Baltimore, Md., U.S.A.
Muzi, Professor Giuseppe, Royal University of Pisa, Pisa, Italy.

Nassau, Dr. J. J., Case School of Applied Science, Cleveland, Ohio, U.S.A.
Nelles, Major Douglas H., Geodetic Survey of Canada, Ottawa, Canada.
Novak, Dr. Vladimir, Institute of Technology, Briinn, Czechoslovakia.

Ogilvie, Noel J., Director, Geodetic Survey of Canada, Ottawa, Canada.
(re, Dr. Qystein, University of Oslo, Oslo, Norway.

Parker, E. H., Secretary of the Institution of Engineers and Shipbuilders in
Scotland, Glasgow, Scotland.
Parker, J. G., Actuary, Imperial Life Assurance Company, Toronto, Canada.
Parkin, Professor J. H., University of Toronto, Toronto, Canada.
Parks, Professor W. A., University of Toronto, Toronto, Canada.
Parsons, The Honourable Sir Charles A., O.M., K.C.B., F.R.S., Chairman of
C. A. Parsons and Company (Newcastle-on-Tyne), etc., Past President,
British Association for the Advancement of Science, London, England.
Parsons, Lady.
Patterson, John, Assistant Director, Dominion Meteorological Observatory,
Toronto, Canada.
Patterson, Dr. Margaret.
Patterson, Professor W. J., Western University, London, Canada.
Peano, Professor Giuseppe, Royal University of Turin, Turin, Italy.
Pepper, Miss E. D., University of Chicago, Chicago, Ill., U.S.A.
Perrine, Dr. C. D., National Observatory, Cordoba, Argentine.
Petrovitch, Professor Michel, University of Belgrade, Belgrade, Jugoslavia.
Phelps, W. P., Past President of the Institute of Actuaries, London, England.
Phragmén, Professor L. E., Royal Academy of Science, Stockholm, Sweden.
Pierce, Dr. Tracy A., University of Nebraska, Lincoln, Neb., U.S.A.
Pierpont, Professor James, Yale University, New Haven, Conn., U.S.A.
Pierpont, Mrs.
Pigeaud, G. P., Inspector General of Bridges and Roads, Professor in the
Fcole Nationale des Ponts et Chaussées, Paris, France.



40 DELEGATES AND MEMBERS

Pincherle, Dr. Salvatore, President (incoming) of the International Mathe-
matical Union, Professor in the Royal University of Bologna, Bologna,
Italy.
Plancherel, Professor Dr. M., Ecole Polytechnique Fédérale, Zurich, Switzerland.
Planiol, Dr. André, Ecole supérieure d’Aéronautique, Paris, France.
Plaskett, Dr. J. S., Director, Dominion Astrophysical Observatory, Victoria,
Canada.
Plummer, Professor H. C., F.R.S., Artillery College, Woolwich, England.
Pomey, J. B., Professor at the Ecole supérieure des Postes et Télégraphes,
Paris, France.
Porter, E. A., Actuary, Indianapolis Life Insurance Company, Indianapolis,
Ind., U.S.A.
Porter, Mrs.
Pouliot, Professor Adrien, Laval University, Quebec, Canada.
Pouliot, Mme.
Pound, Professor V. E., University of Buffalo, Buffalo, N.Y., U.S.A.
Pound, Mrs.
Prasad, Professor Gorakh, Benares Hindu University, Benares, India.
Price, Professor H. W., University of Toronto, Toronto, Canada.
Puppini, Professor Umberto, Royal School of Engineering, Bologna, Italy.

Raman, Professor C. V., University of Calcutta, Calcutta, India.
Rankine, Professor A. O., D.Sc., Imperial College of Science and Technology,
London, England.
Razmadzé, Professor A., University of Georgia, Tiflis, Georgia (Transcaucasia).
Reed, Dr. Lowell J., Johns Hopkins University, Baltimore, Md., U.S.A.
Reed, Mrs.
Rice, Professor J. N., Catholic University of America, Washington, D.C., U.S.A.
Richardson, L. F., Westminster Training College, London, England.
Richardson, Professor Lorne N., Royal Military College, Kingston, Canada.
Richardson, Professor R. G. D., Brown University, Providence, R.I., U.S.A.
Robbins, Professor Charles K., Purdue University, Lafayette, Ind., U.S.A.
Robbins, Mrs. C. K.
Robertson, Professor Andrew, University of Bristol, Bristol, England.
Robertson, Professor J. K. Queen’s University, Kingston, Canada.
Robison, Dr. George M., Duke University, Durham, N.C., U.S.A.
Rochereau de la Sabliére, Charles, Consul of Belgium, Toronto, Canada.
Roe, Professor E. D., Jr., Director, Roe Observatory, Syracuse, N.Y., U.S.A.
Roe, Dr. J. R. (Mrs. E. D. Roe, Jr.), Roe Observatory, Syracuse, N.Y., U.S.A.
Roever, Professor W. H., Washington University, St. Louis, Mo., U.S.A.
Roever, Mrs.
Rogers, Professor J. Harvey, University of Missouri, Columbia, Mo., U.S.A.
Rose, C. A., Director of the Research Department of the American Smelting
and Refining Company, New York, N.Y., U.S.A.
Rose, Mrs.
Rosebrugh, Professor T. R., University of Toronto, Toronto, Canada.
Rosenbaum, Dr. Joseph, Milford School, Milford, Conn., U.S.A.



DELEGATES AND MEMBERS 41

Rothrock, Professor D. A., Indiana University, Bloomington, Ind., U.S.A.
Rothrock, Mrs.

Rust, C. H., Civil Engineer, Toronto, Canada.

Rutherford, Sir Ernest, O.M., F.R.S., Cavendish Professor of Physics, Univer-
sity of Cambridge; Professor of Natural Philosophy in the Royal Insti-
tution; Past President, British Association for the Advancement of
Science; Fellow of Trinity College, Cambridge, England.

Rutherford, Lady.

Safford, Proféssor F. H., University of Pennsylvania, Philadelphia, Pa., U.S.A.
Sanderson, Dr. Frank, Consulting Actuary, Toronto, Canada. '
Sanderson, Mrs.
Satterly, Professor J., University of Toronto, Toronto, Canada.
Saxby, Dr. Ida B., University College of South Wales and Monmouthshire,
Cardiff, Wales.
Schottenfels, Miss Ida M., 5521 Kimbark Ave., Chicago, Ill., U.S.A.
Schou, Professor Erik, Ecole Polytechnique, Copenhagen, Denmark.
Selby, F. J., Secretary, National Physical Laboratory, Teddington, England.
Servais, Professor Clément, University of Ghent, Ghent, Belgium.
Severi, Professor Francesco, Rector of the Royal University of Rome, Rome, Italy.
Severi, Signora Rosanna.
Seymour, H. L., Town-planning Engineer, Toronto, Canada.
Shaw, Professor A. Norman, McGill University, Montreal, Canada.
Shaw, Sir Napier, F.R.S., Professor of Meteorology, Imperial College of
Science and Technology, London, England.
Sheppard, N. E., University of Toronto, Toronto, Canada.
Sheppard, Dr. W. F., “Cardrona”’, Berkhamsted, Herts., England.
Sherk, Professor W. H., University of Buffalo, Buffalo, N.Y., U.S.A.
Sherk, Mrs.
Shewhart, Dr. Walter A., Western Electric Company, New York, N.Y., U.S.A.
Shirk, J. A. G., Kansas State Teachers College, Pittsburg, Kansas, U.S.A.
Shirk, Mrs. Anna G.
Shirk, Miss Gevene.
Shohat, Professor J. A., University of Michigan, Ann Arbor, Mich., U.S.A.
Sierpinski, Professor Waclaw, University of Warsaw, Warsaw, Poland.
Silberstein, Dr. Ludwik, Research Laboratory, Kodak Park, Rochester, N.Y.,
U.S.A.
Silberstein, Mrs.
Silberstein, Miss V.
Silberstein, Miss H.
Silberstein, G.
Simon, Dr. Webster G., Western Reserve University, Cleveland, Ohio, U.S.A.
Simpson, Professor T. M., University of Florida, Gainesville, Fla., U.S.A.
Simpson, Professor T. McN., Jr., Randolph-Macon College, Ashland, Virginia,
US.A.
Sinclair, Dr. Mary E., Oberlin College, Oberlin, Ohio, U.S.A.
Sisam, Professor Charles H., Colorado College, Colorado Springs, Colo., U.S.A.



42 DELEGATES AND MEMBERS

Skinner, Professor E. B., University of Wisconsin, Madison, Wis., U.S.A.
Slichter, Professor C. S., University of Wisconsin, Madison, Wis., U.S.A.
Slobin, Professor H. L., University of New Hampshire, Durham, N.H., U.S.A.
Slobin, Mrs.
Smith, Professor A. W., Colgate University, Hamilton, N.Y., U.S.A.
Smith, C. C., Dominion Observatory, Ottawa, Canada.
Smith, Professor Clara E., Wellesley College, Wellesley, Mass., U.S.A.
Smith, F. E., F.R.S., Director of Scientific Research, The Admiralty, London,
England.
Smith, Mrs.
Smith, Miss Betty.
Smith, Miss Helen F., lowa State College, Ames, Iowa, U.S.A.
Smith, Dr. H. G., University of Toronto, Toronto, Canada.
Smith, Professor Sarah E., Mount Holyoke College, South Hadley, Mass., U.S.A.
Snyder, Professor Virgil, Cornell University, Ithaca, N.Y., U.S.A.
Sperry, Miss May ]J., Syracuse University, Syracuse, N.Y., U.S.A.
Stagg, Ronald G., Actuarial Department, Canada Life Assurance Company,
Toronto, Canada.
Steffensen, Professor J. F., University of Copenhagen, Copenhagen, Denmark.
Stekloff, Professor Dr. Wladimir, Vice-President, Academy of Sciences of Russia,
Leningrad, Russia.
Stevenson, A. F., University of Toronto, Toronto, Canada.
Stewart, Professor L. B., University of Toronto, Toronto, Canada.
Stewart, R. M., Director, Dominion Observatory, Ottawa, Canada.
St. John, Dr. Charles E., Mount Wilson Observatory, Pasadena, Cal., U.S.A.
Stgrmer, Professor Carl, University of Oslo, Oslo, Norway.
Stupart, Sir Frederic, Director of the Meteorological Service of Canada and of
the Magnetic Observatory, Toronto, Canada.
Sullivan, Professor C. T., McGill University, Montreal, Canada.
Swann, Professor W. F. G., Director of the Sloane Laboratory, Yale University,
New Haven, Conn., U.S.A.
Swartzel, Professor K. D., University of Pittsburgh, Pittsburgh, Pa., U.S.A.
Swartzel, Mrs.
Swartzel, Miss M. H.
Swartzel, Miss F.
Swartzel, K. D., Jr.

Synge, Professor J. L., University of Toronto, Toronto, Canada.

Taylor, Dr. J. S., Massachusetts Institute of Technology, Cambridge, Mass.,
US.A. ‘

Thomas, Earl M., Assistant Actuary, John Hancock Mutual Life Insurance
Company, Boston, Mass., U.S.A.

Thomas, Mrs.

Thompson, Professor D’Arcy W., F.R.S., University of St. Andrews, St. Andrews,
Scotland.

Thomson, Andrew, Director of the Observatory of Apia, Apia, Samoa.



DELEGATES AND MEMBERS 43

Thornton, Professor W. M., Dean of Engineering, University of Virginia,
Charlottesville, Va., U.S.A.
Thornton, Mrs.
Tizard, H. T., F.R.S., Department of Scientific and Industrial Research, London,
England.
Tonelli, Professor Leonida, Royal University of Bologna, Bologna, Italy.
Torroja y Miret, Professor A., University of Barcelona, Barcelona, Spain.
Tory, Dr. H. M., President of the University of Alberta, President of the
National Research Council, Ottawa, Canada.
Traill, J. J., Assistant Engineer, Hydro-Electric Power Commission of Ontario,
Toronto, Canada.
Tripp, Professor Myron O., Wittemberg College, Springfield, Ohio, U.S.A.
Tripp, Mrs.
Tripp, Master.
Tschappat, Colonel W. H., Office of the Chief of Ordnance, War Department,
Washington, D.C., U.S.A.
Turner, Professor Bird M., West Virginia University, Morgantown, W. Va.,
U.S.A.
Tzitzéica, G., Vice-President of the Roumanian Academy, Professor at the
University of Bucharest, Bucharest, Roumania.

Underhill, Professor A. L., University of Minnesota, Minneapolis, Minn., U.S.A.
Uspensky, J. V., Member of the Academy of Sciences of Russia, Professor in the
University of Leningrad, Leningrad, Russia.

Vago, Captain Ricardo Ambrosio, Argentine Embassy, Washington, D.C.,
U.S.A.
Vago, Senora de.
Vallée Poussin, Charles de la, President of the International Mathematical
Union, Professor at the University of Louvain, Louvain, Belgium.
Van Biesbroeck, Dr. G., Yerkes Observatory, Williams Bay, Wisconsin, U.S.A.
Vandiver, H. S., Cornell University, Ithaca, N.Y., U.S.A.
Vandiver Mrs.
Vasconcellos,, Professor Fernando de, University of Lisbon, Lisbon, Portugal.

Waddell, Dr. J. A. L., Consulting Engineer, New York, N.Y., U.S.A.
Waddell, Miss M. E. G., University of Toronto, Toronto, Canada.
Warren, L. A. H., University of Manitoba, Winnipeg, Canada.
Weaver, Professor J. H., Ohio State University, Columbus, Ohio, U.S.A.
Weaver, Mrs., and children.
Wheeler, A. H., North High School, Worcester, Mass., U.S.A.
Whipple, F. J. W., Assistant Director, Kew Observatory, Surrey, England.
 White, F. P., Fellow and Lecturer, St. John’s College, Cambridge, England.
White, Professor H. S., Vassar College, Poughkeepsie, N.Y., U.S.A.
White, Mrs.
Whited, Willis, Consulting Bridge Engineer, State Highway Department,
Harrisburg, Pa., US.A.



44 DELEGATES AND MEMBERS

Whitney, A. W., Associate General Manager and Actuary, National Bureau of
Casualty & Surety Underwriters, New York, N.Y., U.S.A.
Wilder, Dr. R. L., University of Texas, Austin, Texas, U.S.A.
Wilkins, Dr. T. R., Brandon College, Brandon, Canada.
Willcox, Professor Walter F., Cornell University, Ithaca, N.Y., U.S.A.
Williams, Professor W. L. G., Cornell University, Ithaca, N.Y., U.S.A.
Williams, Mrs.
Wilson, Professor E. B., Harvard University School of Public Health, Boston,
Mass., U.S.A.
Wilson, Miss E. W., 1619 R. Street, N.W., Washington, D.C., U.S.A.
Wilson, Mrs.
Wolfenden, H. H., Consulting Actuary and Statistician, Grimsby, Canada.
Wolff, Professor Dr. J., University of Utrecht, Utrecht, Holland.
Wolff, Mevrouw.
Wood, Professor Ruth G., Smith College, Northampton, Mass., U.S.A.
Wood, W. A. P., Actuary, Canada Life Assurance Company, Toronto, Canada.
Woolard, Edgar W., U.S. Weather Bureau, Washington, D.C., US.A.
Woollard, L., Chief Naval Constructor, The Admiralty, London, England.
van der Woude, Professor Dr. W., University of Leiden, Leiden, Holland.
van der Woude, Mevrouw.
Wurmser, Dr. R., Collége de France, Paris, France.

Yanney, Professor B. F., College of Wooster, Wooster, Ohio, U.S.A.
Yanney, R. H.

Yeaton, Dr. C. H., Oberlin College, Oberlin, Ohio, U.S.A.
Yeaton, Mrs.

Young, Professor C. R., University of Toronto, Toronto, Canada.

Young, R. B., Senior Assistant Laboratory Engineer, Hydro-Electric Power
Commission of Ontario, Toronto, Canada.

Young, Dr. G. C. (Mrs. W. H.), La Conversion, Switzerland.

Young, Dr. R. K., Dominion Astrophysical Observatory, Victoria, Canada.

Young, Dr. W. H., F.R.S,, President of the London Mathematical Society,
London, England. Also La Conversion, Switzerland.

Yule, G. Udny, F.R.S., Past President of the Royal Statistical Society,
University Lecturer in Statistics, St. John’s College, Cambridge,
England.

Yule, Miss H. Rose.

Zaremba, Professor S., University of Cracqw, Cracow, Poland.
Zobel, Otto J., American Telephone and Telegraph Company, New York, N.Y.
U.S.A.



CORRESPONDING MEMBERS 45

LIST OF CORRESPONDING MEMBERS

Angus, Professor R. W., University of Toronto, Toronto, Canada.
Appell, Paul, Member of the Academy of Sciences of Paris, Rector of the Uni-
versity of Paris, Paris, France.

Bailey, R. W., Research Department, Vickers-Metropolitan Electrical Company,
Manchester, England.

Baker, Henry F., F.R.S., Lowndean Professor of Astronomy and Geometry in
the University of Cambridge, Fellow of St. John’s College, Cambridge,
England.

Barriol, Alfred, Professor at the Collége Libre des Sciences Sociales, Paris,
France.

Beale, A., Whitworth Senior Scholar, Royal Naval College, Greenwich, England.

Berry, W. J., Director of Naval Construction, The Admiralty, London, England.

Bezikowitsch, Professor A., University of Leningrad, Leningrad, Russia.

Birkhoff, Professor G. D., Harvard University, Cambridge, Mass., U.S.A.

Borel, Emile, Member of the Academy of Sciences of Paris, Professor at the
Sorbonne, Paris, France.

Bréguet, Louis, Designing and Manufacturing Engineer, Paris, France.

Chapelon, Professor Jacques, University of Lille, Lille, and Ecole Polytechnique,
Paris, France.

Clucas, R. J. M., Librarian, University of Adelaide, Adelaide, Australia.

Coialowitsch, Professor B. M., Institute of Technology, Leningrad, Russia.

Coker, Professor E. G., F.R.S., University College, University of London,
London, England.

Corral, Senor J. I. del, Director of Forests and Mines, Havana, Cuba.

Costa, Admiral A. Ramos da, Director of the Marine Observatory, Lisbon,
Portugal.

Delaunay, Professor B., University of Leningrad, Leningrad, Russia.
Delaunay, Professor N., Ecole Polytechnique, Kieff, Ukraine.
Du Pasquier, Professor L. G., University of Neuchatel, Neuchatel, Switzerland.

Eisenhart, Professor L. P., Dean of the Faculty of Science, Princeton, N.J.,
U.S.A.

Elderton, W. P., Manager and Actuary, Equitable Life Assurance Society,
London, England.

Errera, Alfred, Docteur en Sciences, University of Brussels, Brussels, Belgium.
Fichtenholz, Professor Gr. M., University of Leningrad, Leningrad, Russia.



46 CORRESPONDING MEMBERS

Forsyth, Andrew Russell, F.R.S., lately Chief,now Emeritus Professor of Mathe-
matics in the Imperial College of Science and Technology, London,
England.

Foster, R. M., American Telephone and Telegraph Company, New York, N.Y.,
U.S.A.

Gavriloff, Professor A. F., Polytechnic Institute, Leningrad, Russia.

Gillson, Professor A. H. S., McGill University, Montreal, Canada.

Goursat, Edouard, Member of the Academy of Sciences of Paris, Professor at
the Sorbonne, Paris, France.

Hadamard, Jacques, Member of the Academy of Sciences of Paris, Professor at
the Collége de France and at the Ecole Polytechnique.

Haigh, Professor B. P., Royal Naval College, Greenwich, England.

Hermann, A., 6 rue de la Sorbonne, Paris, France.

Hobson, Ernest W., F.R.S., Sadlerian Professor of Pure Mathematics in the
University of Cambridge, Fellow of Christ’s College, Cambridge,
England.

Jacobsohn, S. J., University of Chicago, Chicago, Ill., U.S.A.

Kempner, Professor A. J., University of Colorado, Boulder, Col., U.S.A.
Kennelly, Professor A. E., Harvard University, Cambridge, Mass., U.S.A.
Keyser, Professor C. J., Columbia University, New York, N.Y., U.S.A.
Krawtchouk, Professor M., Ecole Polytechnique, Kieff, Ukraine.

Larmor, Sir Joseph, F.R.S., Lucasian Professor of Mathematics in the University
of Cambridge, Fellow of St. John's College, Cambridge, England.

Lebesgue, Henri, Member of the Academy of Sciences of Paris, Professor in the
Collége de France, Paris, France.

Lesaffre, Director L. C., Telegraph equipment and stores service, Paris, France.

Losada y Puga, Dr. Cristébal de, Lima, Peru.

Love, A. E. H., F.R.S., Sedleian Professor of Natural Philosophy in the Uni-
versity of Oxford and Fellow of Queen’s College, Oxford, England.

March, Lucien, Honorary Director of the Statistique Générale de la France,
Paris, France.

Marchis, L., Professor at the Sorbonne, Paris, France.

Marconi, The Honourable Senator Guglielmo, G.C.V.O., President of the
Marconi Company, London, England.

Mittag-Leffler, Professor Gustav, Founder of the Mittag-Leffler Institute for
Mathematics, Djursholm, Stockholm, Sweden.

Montoriol, Professor E. P. G., Ecole supérieure des Postes et Télégraphes,
Paris, France. _

Moore, Professor E. H., University of Chicago, Chicago, Ill., U.S.A.

Murnaghan, Professor F. D., Johns Hopkins University, Baltimore, Md., U.S.A.

Naess, Dr. Almar, Naval Academy, Horten, Norway.
Narishkina, Miss E., Assistant in the Physico-Mathematical Institute of the
Academy of Sciences of Russia, Leningrad, Russia.



CORRESPONDING MEMBERS 47

Nérlund, Professor N. E., Director of the Geophysical Institute, Copenhagen,
Denmark.

Painlevé, Paul, President of the Chamber of Deputies, Former Premier of France
and Minister of War, Member of the Academy of Sciences of Paris,
Professor at the Sorbonne and at the Ecole Polytechnique.

Picard, Emile, Member of the French Academy, Perpetual Secretary of the
Academy of Sciences of Paris, Professor at the Sorbonne, and at the
Ecole Centrale des Arts et Manufactures, Paris, France.

Pineda, Professor P., Secretary of the Faculty of Sciences, University of Sara-
gossa, Saragossa, Spain.

Pomey, Léon, Dr. &s Sciences, Ingénieur des Manufactures de I'Etat, Paris,
France.

Pompéiu, Professor D., University of Bucharest, Bucharest, Roumania.

Pounder, Professor 1. R., University of Toronto, Toronto, Canada.

Pupin, Professor M. I., Columbia University, New York, N.Y., US.A.

Putnam, Professor T. M., University of California, Berkeley, Cal., U.S.A.

Ricci, Professor G., Royal University of Padua, Padua, Italy.

Rider, Professor P. R., Washington University, St. Louis, Mo., U.S.A.

Rietz, Professor H. L., University of lowa, Iowa City, Iowa, U.S.A.

Risser, René, Chef du Service de I'’Actuariat du Ministére du Travail et de la
Prévoyance Sociale, formerly Répétiteur at the Ecole Polytechnique.

Ritt, J. H., Assistant Professor, Columbia University, Néew York, N.Y., US.A.

Rosenblatt, Professor Alfred, University of Cracow, Cracow, Poland.

Samsioe, A. F., Civil Engineer, Stockholm, Sweden.

Scatizzi, Professor Pio, Pontifical Gregerian University, Rome, Italy.

Smirnoff, Professor W. J., Institute of Bridges and Roads, Leningrad, Russia.

Snow, Dr. Chester, Physicist, Bureau of Standards, Washington, D.C., U.S.A.

Stedman, Wing-Commander E. W., Chief Aeronautical Engineer, Canadian Air
Force, Ottawa, Canada.

Tamarkine, Professor J., University of Leningrad, Leningrad, Russia.
Touchard, Jacques, Electrical Engineer (Ecole supérieure d’Electricité, Paris),
Alexandria, Egypt.

Vanderlinden, Dr. H. L., Royal Observatory of Belgium, Uccle, Belgium.

Varopoulos, Th., Docteur és Sciences (Paris), Athens, Greece.

Vasiliev, Professor A. V., University of Moscow, Moscow, Russia.

Venkoff, B., Meteorological Institute, Leningrad, Russia.

Villat, Henri, Professor at the University of Strasburg, Strasburg, France.

Volterra, The Honourable Senator Vito, President of the Royal National
Academy of the Lincei, Professor in the Royal University of Rome,
Rome, Italy.

Whitehead, Dr. T. T. Mathematical Master, Burnley Grammar School,
Burnley. England.

Yamaga, Professor N., Imperial University of Tokyo, Tokyo, Japan.



48

GEOGRAPHICAL DISTRIBUTION

GEOGRAPHICAL DISTRIBUTION

A B C

Argentine 2 - 1
Australia - 1 —
Belgium 6 2 -
Canada 107 4 7
Cuba - 1 —
Czechoslovakia 3 — —
Denmark 3 1 —
Egypt — 1 -
France 24 18 3
Georgia 1 — —
Great Britain 58 13 20
Greece — 1 —
Holland 4 — 2
Hong Kong 1 — —
India 2 — —
Irish Free State 2 — 1
Ttaly 11 3 1
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A. Delegates and Members present in Torontao.
B. Corresponding Members.
C. Relatives accompanying those listed under A.
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Monpay, AucusT 11

The Opening Session of the Congress was held at 10 a.m. in Convocation
Hall.

The Chair was taken by Professor J. C. Fields, Chairman of the Organizing
Committee. The proceedings opened with an address by The Honourable
Dr. Henri S. Béland, Minister of Health and Minister of Soldiers’ Civil Re-
establishment, who, on behalf of the Government of the Dominion of Canada,
extended welcome to the Delegates and Members thus:

Mr. Chairman, Ladies and Gentlemen of the Congress:

Those of us who, a quarter of a century ago, felt that, at not too distant a
date, some development would take place, the effect of which could be to con-
centrate the world’s attention on Canada, scarcely dreamed of an event such
as this.

We indeed entertained the hope of a sensational, transcending, commercial
and economical achievement, something commensurate with the resources which,
in a large measure, still lie dormant in the bosom of our land, of our forests, of
our lakes and oceans.

Little did we cherish the belief that world-wide renowned scientists would
honour Canada by selecting for their convention one of her most charming cities.

This, however, has come to pass and, as spoiled children of Fortune, we find
that is only natural.

On this memorable occasion it is my privilege, a privilege which, I can assure
you, I personally prize very highly, to extend to your distinguished assemblage
a cordial welcome in the name of the Government of Canada.

Had not the Prime Minister been unavoidably engaged elsewhere, he would
himself have relished the opportunity of greeting you.

It has undoubtedly occurred to you that Canada, being comparatively
young, cannot boast of a long list of scientists, or offer for your appreciation
many daring feats of engineering. The majesty of our mountains and streams
has, however, invited some manifestations in this regard, which have given us
reason to be proud.

They will, I trust, reveal to you a stubbornness of study, an exactitude of
method, a boldness of conception, that are a credit to those amongst Canadians
who have devoted their life to the advancement of the exact sciences.
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Your activities, however, are not confined to our planet; they extend far
beyond, indeed to other solar systems, to distances which impress our minds
with a sentiment of the deepest awe.

You must, sometimes, be carried away into realms of abstraction, the access
to which is denied ordinary mortals, and where the souls of Copernicus and
Galileo, Descartes, Pascal, Leibnitz, Newton and Lagrange fraternize with yours
in a communion of supreme delight.

Their work of genius is your work; you carry with you the tradition of all
centuries, nursing it gently, adding to it as to a most precious heritage for the
benefit of humanity.

I am perfectly aware that a serious accusation has been brought against
Science. It has been whispered that, by its discoveries, Science has enhanced
the desire and the power for destruction. What an odious calumny! Pasteur,
in a remarkable passage, has refuted in advance the sordid allegation. The
exclusive object of Science is the improvement of the conditions of humanity,
morally, intellectually, economically and socially. Any diversion from that end
is the difigurement of science’s divine and celestial rule. .

Your task is a noble task. It partakes of heroism and of genius; your
altruistic endeavours should be the theme for praise and gratitude.

Let me express the hope that your sojourn in Canada may be an agreeable
and a fruitful one, that you will carry with you an enduring and favourable
impression of our composite population which, I assure you, is greatly honoured
by your visit.

Changing to a language more familiar to many of those in the audience, a
Canadian language, too, the Honourable Dr. Béland continued as follows:
Messieurs,

Si M. Frédéric Masson, chargé par ses collégues de I’Académie Frangaise, de
souhaiter la bienvenue & M. Henri Poincaré, 'un de vos malitres, sentit le besoin
de manifester sa timidité en présence du grand mathématicien, quel embarras
ne doit pas étre le mien en ce moment?

Je m’empresse d’ajouter toutefois qu’a ce sentiment de crainte bien naturel
se méle un plaisir trés vif, car si la tAche est périlleuse de paraitre devant les
représentants autorisés des sciences exactes, elle porte avec elle un insigne
honneur, celui de vous souhaiter la bienvenue sur le sol canadien au nom du
Premier Ministre et du Gouvernement, et de vous exprimer tous nos regrets de

n’avoir pu, comme 4 vos collégues de 1’Association Britannique pour I’Avance-
ment de la Science, vous faire les honneurs de la Capitale fédérale.

Connaissant cependant le généreux esprit d’hospitalité qui est une des
caractéristiques de la ville de Toronto, j'imagine que vous ne regrettez pas trop
amérement l'ombre bienfaisante de la tour de nos imposants édifices parle-
mentaires.

Vous chercherez vainement en Amérique les trésors de l'art antique. Dans
quelques musées sans doute, dans certains salons privés, des toiles' célébres,
méme des groupes de sculpture pourraient inviter et charmer vos regards, mais
nous devrons attendre I'oeuvre pieuse et persévérante des siécles avant de pouvoir
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présenter aux visiteurs de distinction les chefs-d’oeuvre d’architecture qui
pullulent en Europe.

J'estime, d’ailleurs, qu’'en venant vers le Canada vous n'y avez pas été
attirés par le style de nos monuments, de nos cathédrales ou de nos édifices
publics, encore que quelques-uns de ces derniers soient dignes d’attention,
d’admiration peut-étre.

Non, ce qui fait le charme de ce pays, ce qui le rend presqu’irrésistiblement
attrayant, c'est sa beauté physique, ce sont ces hardis coups de pinceau et de
ciseau du Créateur: montagnes, mers intérieures, riviéres majestueuses, plaines
immenses, foréts luxuriantes bien faites toutes pour captiver I'’Ame de savants
comme vous. Nous sentons particuliérement en cette occasion de combien nous
sommes redevables aux beautés et aux richesses naturelles du pays puisqu’elles
vous ont amenés sur nos rives. Aux mathématiciens comme ayx poétes, il faut
de I'inspiration. Vous rechercherez la vbtre dans'les champs riches et vastes qui
s’offrent comme des fruits mfirs & cueillir, au génie minier, au génie mécanique,
au génie civil, 4 la science de 'électricité.

On a dit de 'humanité qu’elle est une perpétuelle collaboration; cette vérité
s'affirme et se démontre davantage chez les savants. En effet, chez vous, elle
remonte trés loin la collaboration; elle trouve ses manifestations jusque dans les
siécles les plus reculés. Vous vous réclamez, et avec raison, de la famille de
Pythagore et d'Euclide, de Copernic, et de Galilée, de Newton, de Leibnitz,
de Lagrange, de Poincaré, et de Bertrand. Vous vous appliquez avec un zéle
infatigable et un désintéressement trop peu connu dans les autres sphéres de
I'activité humaine, A enrichir, au bénéfice de I'humanité, I'héritage recu de vos
illustres prédécesseurs. Vous escaladez les cieux étoilés et vous passez avec la
vitesse de la lumiére & cHté de nos soeurs planétaires, plongeant dans 'infini pour
scruter les mondes, reconnaitre les rapports et les mouvements, puis revenir a la
terre, tels que des abeilles, chargés d'un butin scientifique précieux.

N

Vous passez prestement de l'abstrait a l'utilitaire. Et aprés avoir orné
'intelligence et émerveillé I'imagination votre sollicitude s’emploie a relever le
niveau matériel par des découvertes, des améliorations et des innovations dont
le résultat est une somme accrue de bien-étre pour le genre humain.

Votre tiche est une noble tiche. Elle tient de 'héroisme et du génie. Elle
force I'admiration de tous ceux qu'intéresse le sort de I'humanité.

Le Gouvernement canadien forme des voeux pour que votre congrés soit a
la fois agréable et fructueux; il espére que vous rapporterez une impression
durable de votre passage au sein de notre population, laquelle s’honore grande-
ment de votre présence.

The President of the University of Toronto, Sir Robert Falconer, K.C.M.G.,
in the name of the University welcomed the visitors with the following words:

Mr. Chairman, Ladies and Gentlemen:

I have much pleasure in welcoming, on behalf of the University of Toronto,
the members of the International Mathematical Congress to the meetings which
are about to be held in this place. This University and City are being honoured
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in having here the first meeting of the Congress that has been held on this side
of the Atlantic. Never before have so many distinguished mathematicians and
those interested in the applications of mathematics been gathered together in
Canada. A very large number of the celebrated universities of the world are
represented in this gathering, and many of the names on the programme are
those of persons who have long been distinguished for their contributions to the
advancement of the mathematical sciences. The variety of the nationalities is
an indication of the breadth of science; the common purpose that brings you
together is an indication of the unity of the sciences. Your visit to the Dominion
of Canada, and especially to this University, will be a powerful impulse for the
development of Mathematics. It will be an encouragement to many individual
workers to have the opportunity of meeting others who have been foremost in
the advancement of their subject. We hope that you will enjoy your visit socially
and will make ;nany acquaintances and' friendships which will last long after
you have returned to your homes.

The Chairman, speaking for the Royal Canadian Institute and the Organizing
Committee, then said:

Ladies and Gentlemen:

For the first time an International Mathematical Congress meets in America,
and a Canadian city has the privilege and honour of being chosen as the place
of meeting. Mathematics on this continent has no such retrospect as in Europe.
American mathematical achievements are of comparatively recent date, and
Canada’s place in the world of mathematics is a very modest one.

We in Canada derive our earlier scientific traditions from Great Britain.
More recently we have begun to feel the influence of continental Europe. The
founding of the Johns Hopkins University in 1876 marked a new era in the
history of universities and science in America. It meant the recognition of the
place of research in the university. It meant acceptance of the fact that one of
the functions of a university is to train men for research. It meant that the
professor was to be encouraged to engage in research. The founding of the
American Journal of Mathematics in 1878 was a natural sequence to the founding
of the university. This provided a means of publishing the output of American
mathematicians and stimulated their productive activity. The character of
this output was largely determined by the mathematical training furnished in
the universities on this side of the Atlantic. The defective teaching of the calculus
here made itself felt, more particularly on the side of analysis. During the first
couple of decades of its existence, too, a considerable progortion of the more
important papers which appeared in the Journal were of European origin.

Among the papers published in the early numbers of the Journal, we may here
point out, was a series of communications on the solution of algebraic equations
by Professor George Paxton Young of the University of Toronto. With these
papers, we may say, that Canadian mathematics sprouted. The tree is not yet
large. May its growth be stimulated by this Congress!

The gradual reform in the teaching of the calculus has had its influence in
improving the quality and increasing the quantity of the American mathematical
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product. I know of no more striking illustration of the dependence of man on
his environment than that afforded by the history of mathematics on this
continent. In less than two generations, America has passed from near sterility
in mathematics to a comparatively affluent productivity. This transition I
would attribute primarily to the change in the teaching of the calculus.

The sterilizing of one or more generations by the false teaching of a subject
is a tragedy of the first order. To those who have called a halt to such teaching,
who have made correct texts possible, who have helped remedy the evil, we owe
a debt of gratitude which it is not easy to repay. Such benefactors are in
attendance at this Congress. We have them with us here to-day.

It would not be easy to differentiate between the influence of the Johns
Hopkins University and that of immediate European contact on the develop-
ment of the other great American universities. One might, however, indicate
that the founding of Clark University in 1889, as a purely graduate institution
of a highly specialized character, was a direct outcome of the spread of the
Johns Hopkins idea.

More important than the event just mentioned, in promoting the growth
of the research spirit in general and the progress of mathematics in particular in
this part of the world, was the founding of the University of Chicago in 1892.
Two years later the New York Mathematical Society extended the range of its
activities by becoming the American Mathematical Society. This marked an
epoch in the history of mathematics in America. An event of capital importance
was the appearance of the first number of the Transactions of the Society in
the year 1900.

In later years the evolution of the Annals of Mathematics illustrates the
growing need of increased facilities for the publication of research work in
mathematics. The founding of the Mathematical Association of America, too,
is evidence of the spread of the mathematical interest.

May we hope that the present Congress will do much to further the cause
of mathematics on this continent. As constituted it brings together the theo-
retical man and the applied scientist, the mathematician whose occupation it is
to spin fine webs and elaborate beautiful configurations in the realm of the
subjective and the applied man who takes all the risk of assuming that over
against the subjective network prepared by the mathematician there is something
corresponding in the external universe.

May we hope, too, that the Congress will not be without its influence on the
layman to whom science must ultimately look for its material support and that
on seeing the practical man standing side by side with the theoretical man, he will
realize that practice cannot be divorced from theory and that the pure scientist
does his share in contributing to the well-being of the community.

Ladies and Gentlemen, Delegates, Members of the Congress, I extend to
you on behalf of the Royal Canadian Institute and the Organizing Committee
a most cordial welcome to our country, Canada, and to the city of Toronto,
Mesdames et Messieurs, je vous souhaite la bienvenue!
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Replying on behalf of the delegates and members of the Congress, Professor
Charles de la Vallée Poussin, President of the International Mathematical
Union, responded thus:

Mesdames et Messieurs,

Le dernier Congrés International de Mathématiciens, le premier qui suivit
la guerre, se réunit a Strasbourg. Le choix de cette ville avait une signification
morale évidente. Quand en 1920 je vins dans cette ville pour participer au
congrés, je retrouvai dans la métropole alsacienne les mémes sentiments qui
m’avaient émus 'année précédente lors de I'inauguration de I'Université frangaise
de Strasbourg. Ce n’était pas seulement un congrés scientifique qui allait
s’ouvrir; c’était un symbole et c’était une féte, celle de la délivrance de I’Alsace et
aussi, comme je le disais alors, celle de la libération de la science que des mains
sacriléeges avaient asservies trop longtemps a des dessins criminels.

Mais cela n’empéche que le congrés de Strasbourg fut avant tout une
manifestation scientifique importante. Il réunit des adhérents de presque
tous les pays et le trés beau volume de documents que nous devons aux soins
de M. Villat est le témoignage incontestable et durable de sa féconde activité.
C’est a4 l'occasion de ce congrés que 'Union Mathématique Internationale,
regut son statut définitif et que j'eus moi-méme 'honneur d’étre choisi pour
son président. Cet honneur, éphémére comme la plupart des grandeurs hu-
maines, car il expire demain, m’appelle & prendre la parole dans cette belle
réunion d’aujourd’hui, un peu comme le cygne qui, dit-on, ne chante qu’une
seule fois et qui meurt aprés son premier discours.

C’est & I'Union Mathématique qu’il appartient en principe d’organiser les
congrés internationaux et la détermination du siége du congrés actuel fut le
premier point mis a l'ordre du jour dans la réunion de Strasbourg. Comme
vous pouvez le lire dans le procés verbal de cette séance, rédigé par le Secrétaire-
Général, M. Koenigs, membre de I'Institut de France, deux propositions avaient
été présentées, 'une de tenir le congrés en Belgique et l'autre aux environs de
New York.

Ce fut la proposition américaine qui l'emporta et, tout en étant belge
moi-méme, j'estime qu'il y a tout lieu de s’en réjouir.

Tout d’abord, aussi bien au point de vue moral qu’au point de vue géo-
graphique, Bruxelles est trop voisin de Strasbourg. Le choix de ce centre comme
siége du congrés efit paru s'inspirer trop exclusivement des mémes préoccupations.
C’elit été sacrifier le caractére international et universel du congrés aux exigences
d’un sentiment sans doute légitime, mais auquel le choix de Strasbourg avait
donné pleine et entiére satisfaction. J’ajouterai méme que le choix de Bruxelles,
loin de fortifier la legon de choses donnée par le congrés de Strasbourg en aurait
au contraire en la dédoublant émoussé le véritable sens. Aprés Strasbourg, il
fallait affirmer avant tout le caractére international et exclusivement scientifique
du congrés.

Or quel pays pouvait mieux satisfaire & ce desideratum que 'Amérique?
Tenir le congrés dans le nouveau monde, c'était lui donner tout de suite une
extension que les précédents n'avaient pas connue. C’était donner une légitime
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satisfaction aux désirs si naturels des savants américains. Eux qui étaient venus
tant de fois et si nombreux en Europe avaient bien le droit de penser que leur
tour était venu de recevoir les européens chez eux. C’était rendre un juste
hommage & 'importance de l'oeuvre accomplie par la science américaine, déja
si riche dans le présent, et plus riche encore par les perspectives merveilleuses
que l'avenir ouvre devant elle.

Et pour nous, habitants du vieux monde, n’était-ce pas un rajeunissement
que de nous arracher en quelque sorte & nous-mémes pour nous retremper au
contact d’idées nouvelles et oublier, ne fit-ce qu'un jour, les difficultés qui nous
étreignent la-bas? Nous qui avons traversé 'océan pour nous retrouver ici,
regretterons-nous d’'y respirer une atmosphére plus sereine? Vous dirai-je
I'impression singuliére, inattendue, un peu troublante méme, que j'ai éprouvée
moi-méme en m’entendant, ici pour la premiére fois, désigner sous ce beau
nom d'Européen dont nous pourrions étre si fiers et qui nous confond tous ici
les uns avec les autres A plus de mille lieues des rivages de la Méditerranée?

Rejouissons-nous donc d’étreici et que nos remerciments aillent tout
d’abord au noble et grand pays dont la générosité a rendu ce congrés possible.
Chacune des nations ici représentées tenait & coeur d’exprimer ses remerciments
elle-méme par la voix de ses délégués. Mais le succeés du congrés a depass? les
prévisions du comité. Le nombre des délégués est trop grand pour que l'on
puisse leur accorder la parole a tous. Il a bien fallu supprimer la partie de
I'ordre du jour consacrée a leurs réponses. Mais leurs sentiments sont les mémes
A tous, et ce sont aussi les mémes que les miens, ils voudront bien me permettre
en ce moment de les formuler en leur nom.

C’est donc en leur nom comme au mien que j'adresse 'expression de notre
gratitude au gouvernement canadien, assez éclairé pour connaitre I'importance
de la science, assez généreux pour en étre le Mécéne, et qui a mis 4 la disposition
du comité organisateur les sommes considérables exigées par les circonstances.
Nous le remercions dans la personne de son représentant, M. le Ministre Béland,
qui a bien voulu apporter lui-m&me dans cette assemblée le témoignage de sa
trés haute bienveillance. C’est en leur nom comme au mien que j'adresse mes
remerciments au Royal Canadian Institute, & 1'Université de Toronto, a son
président, et, en particulier, & M. le professeur Fields. C’est lui qui aprés avoir
pris l'initiative du transfert du congrés & Toronto, a accepté la présidence du
comité organisateur et a assumé la plus grande partie de la lourde tAche qui
devait en assurer le succés. Depuis la réunion du Conseil International de Re-
cherches en 1922 4 Bruxelles ot ce projet s’est ébauché, M. Fields n’a plus connu
de tréve niderepos. Je ne vousdirai pas combien de fois il a traversé I’Atlantique,
combien il a visité de pays et de villes, rencontré de mathématiciens, sollicité de
collaborations. Je ne ferai pas le calcul de toutes les démarches qu'il a faites
ni des kilométres qu'il a parcourus, je craindrais en en proclamant le total de.
I'effrayer lui-m2me, car je suis sir qu’il ne les a jamais comptés.

Mais le but est atteint, pleinement atteint, nous qui n'avons point été a
la peine, nous allons étre & I'honneur. Le Congrés s’annonce magnifique par
le nombre de ses adhérents, par I'importance et l'intérét des communications
promises. C’esta M. Fields et a ses collaborateurs du Royal Canadian Institute
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que nous devons ce résultat. C’est & eux que nous devons d’étre ici, dans ce
décor si séduisant de monuments et de verdure qu’est I'Université de Toronto,
dans ce cadre si bien approprié & nos besoins, ol rien n’a éte épargné pour assurer
le maximum de confort & nos personnes, le maximum de facilité et d’attraits a
nos travaux.

Et voici maintenant que ce cadre enchanteur ol tout semble jeune encore
me raméne, bien loin par dela la guerre, aux années de ma jeunesse. Cette belle
ville au bord de son lac immense évogque pour moi le souvenir d’une autre ville
étendue, elle aussi, sur les rives d’un lac admirable, et je songe au tout premier
congres, celui de Zurich en 1897, comme celui-ci tout encadré de frais paysages
et jeune aussi d’espérances.

Comme il serait facile et comme il serait vain d’insister sur les ressemblances
et sur les contrastes que ce rapprochement suggére. Je ne veux en retenir que
deux choses. D’abord je constate que l'objet d’'un congrés mathématique a
été défini, dés celui de Zurich, avec une précision parfaite et une netteté qui
n’a pas été surpassée. Cet objet est resté le ndtre: relations personnelles entre
les mathématiciens, rapports et conférences, organisation des congrés, biblio-
graphie, etc. Ensuite je détache du discours de bienvenue que Hurwitz adressait
aux congressistes les quelques pensées suivantes, parce qu’elles conviennent
aujourd’hui encore et pourront servir de conclusion & mon discours.

Les grandes idées qui fécondent la science mathématique naissent dans
l'isolement et le silence du cabinet; aucune autre science, sauf peut-étre la
philosophie, ne requiert au méme degré la réflexion solitaire. Cependant les
mathématiciens sont des hommes comme les autres et c’est pourquoi ils ont
besoin de la société de leur semblables, Puisse une franche et cordiale con-
fraternité animer nos réunions, charmer nos rapports mutuels; puissent les
représentants des diverses nations, épris du méme idéal, se sentir réconfortés
par la conscience qu’unis dans leurs aspirations, ils travaillent au rapprochement
des peuples et préparent la paix entre les nations.

Tel fut le sens des paroles d’Hurwitz. Hélas! La guerre éclatait dix-sept ans
plus tard, ce qui prouve que la paix ni la guerre ne se décident dans les congrés
de mathématiciens. Cependant les paroles de Hurwitz ne sont pas fausses et
quelle que soit 'apparence de vanité que les événements leur donnent, je veux
les faire miennes en ce moment, mais en les complétant par une derniére réflexion.

La paix que nous révons entre les peuples est celle méme qui régne ici parmi
nous. Celle-1a repose sur la justice, la bonne foi et 'amour de la vérité. Les
mathématiciens trouvent l'une de leur grande jouissance dans l'admiration du
travail des autres et leur plus grand désir est de rendre & chacun ce qui lui est
dd. Cest sans doute une chimére de vouloir que les nations soient aussi dés-
intéressées que les mathématiciens, mais, quoi qu’'on veuille, la paix avec tout ce
qu’elle comporte pour I'humanité d’espoir de bonheur et de promesses de pro-
grés, cette paix-la ne peut reposer que sur la justice. Puissent nos réunions étre
franches et cordiales et pouvoir servir a la fois de legon et d’exemple au monde!

Professor G. Koenigs, assisted by Professor W. H. Young, read a provisional
list of delegates to the Congress.
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GENERAL SESSION

Following the Opening Session a General Session of the Congress was held
for the election of Officers. On the nomination of Professor de la Vallée Poussin,
Professor J. C. Fields was elected President of the Congress, and the following
Vice-Presidents were elected: Professors B. BydZovsky, F. M. Da Costa Lobo,
L. E. Dickson, Senator F. Faure, Professors H. Fehr, L. E. Phragmén,
S. Pincherle, E. Schou, C. Servais, C. Stégrmer, W. van der Woude, W. H. Young,
and S. Zaremba.

Professors J. L. Synge and L. V. King were elected General Secretaries of
the Congress. ’

Following the General Session a group photograph of the members of the
Congress was taken in front of the Physics Building.

2.30 p.m. Sections I, II, II1(a), III(d), IV (a), IV (d), V, and VI, having
been separately installed by the Introducers, papers were read and
discussed.

4.30 p.m. The members of the Congress were entertained at a Garden Party
at the York Club by Professor and Mrs. J. C. McLennan.

8.30 p.m. Professor Carl Stgrmer delivered his lecture on ‘“Modern Nor-
wegian Researches on the Aurora Borealis.”

TuEespAY, AUGUST 12

9.00 a.m. Sections I, II, III (@), II1 (), IV (a), IV (b), V, and VI met separ-
ately. Papers were read and discussed.

2.30 p.m. Professor F. Severi delivered his lecture on ‘‘ géométrie algébrique’’.

4.30 p.m. The members of the Congress were entertained at a Garden Party
at Government House by His Honour Henry Cockshutt, Lieutenant-
Governor of Ontario and Mrs. Cockshutt.

8.30 p.m. The members of the Congress were entertained at a Conversazione
in Hart House by the University of Toronto and the Royal Canadian
Institute.

WEDNEsDAY, AuGusT 13

9.00 a.m. Sections I, II, III(a), IV (¢) and V met separately. Papers were
read and discussed.

11.30 a.m. Professor E. Cartan delivered his lecture on ‘‘La théorie des groupes
et les recherches récentes de géométrie différentielle”.

3.00 p.m. The honorary degree of D.Sc. was conferred by the University of
Toronto on the following delegates to, and members of, the Con-
gress: Sir William Bragg, Professor Charles de la Vallée Poussin,
Professor G. Koenigs, The Honourable Sir Charles A. Parsons,
Professor F. Severi, Professor W. Stekloff. Following the confer-
ment, the members of the Congress were entertained at a Garden
Party given by the University of Toronto.

8.30 p.m. Professor W. H. Young delivered his lecture on “Some characteristic
features of Twentieth Century pure mathematical research’.
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THURSDAY, AUGUST 14

The members of the Congress crossed to Niagara, where, on the invitation
of the Hydro-Electric Power Commission of Ontario, they inspected the generat-
ing station at Queenston. They then proceeded to Niagara Falls, where they
were entertained at Luncheon in the Clifton Inn as the guests of the Power
Commission. After viewing the Falls, and taking the trip along the Gorge
Route, the party returned by boat to Toronto.

Fripay, Aucust 15

8.30 a.m. A General Assembly of the International Mathematical Union was
held in Convocation Hall.

10.00 a.m. Sections I, II, IV (a), and V met separately. A joint session of
Sections III (a¢) and III (b) was held. Papers were read and dis-
cussed.

2.00 p.m. Professor L. E. Dickson delivered his lecture ‘“Outline of the
theory to date of the arithmetics of algebras’'.

3.00 p.m. The joint session of Sections III (¢) and III (6) was continued.

3.15 p.m. Professor S. Pincherle delivered his lecture on ‘“Sulle operazioni
funzionali lineari’’.

4.30 p.m. The members of the Congress were entertained at a Garden Party
at the Grange by the Council of the Art Gallery.

7.30 p.m. The members of the Congress attended a soirée at the Hunt Club.

SATURDAY, AUGUST 16

9.00 a.m. Sections I, II, and V met separately. Sections I1I (¢) and III (b)
held a joint session. Sections IV (¢) and IV (b) held a joint session.
Papers were read and discussed.

2.00 p.m. Professor de la Vallée Poussin, on behalf of the members of the
Congress, laid a wreath at the foot of the Soldiers’ Memorial Tower.

2.30 p.m. Professor Le Roux delivered his lecture ‘‘Considérations sur une
équation aux derivées partielles de la physique mathématique’’.
5.00 p.m. Closing Session in Convocation Hall.

The Chair was taken by Professor J. C. Fields, President of the Congress,
who spoke as follows:

“A Congress such as this brings together many eminent men from many
different lands, to benefit by the interchange of ideas and to come into personal
contact. The policy of the present Congress was to accentuate more than has
been done at previous Congresses the side of applied mathematics. I think that
you will agree with me that the results justified the policy.

“We have been accustomed here in Canada to look to Europe for our in-
tellectual inspiration, and the presence of so many distinguished scientists from
the other side of the Atlantic cannot but act as a great stimulus to the intellectual
activities of our country. We have been carrying on a campaign for some years
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past with the object of impressing our Governments and the people with the
importance of science, for to the layman the scientist must ultimately look for
the material resources necessary to the support of research. We have not been
altogether unsuccessful in our efforts, and I am sure that the movement will be
greatly helped by the meeting which has been in session during the past week.
While we have gained by the presence of so many distinguished visitors, we will
hope that they have profited by learning something of Canada. We would wish
that a larger number could take the Western Excursion and inform themselves
more fully in regard to the physical features of Canada and its natural resources.

“I wish to express to the following bodies and individuals the thanks of the
Congress for their kind and generous assistance in making this Congress a
success:

“To the Dominion Government, the Provincial Government of Ontario,
and the Carnegie Corporation, for their generous financial assistance.

“To the President and the Board of Governors of the University of Toronto
for the facilities for holding the Congress, and for their hospitality.

“To the Royal Canadian Institute, through which the gift of the Carnegie
Corporation was conveyed.

. “To the Board of Governors of the Royal Ontario Museum for their hospit-
ality. .
“To His Honour Henry Cockshutt, Lieutenant-Governor of Ontario, and
Mrs. Cockshutt for their hospitality.

“To the Hydro-Electric Power Commission for their courtesy in showing
the installation at Queenston to the members of the Congress, and also for their
hospitality.

“To General C. H. Mitchell and his Committee, in particular to Mr. S. G.
Bennett, for the organization of the Conversazione.

“To Professor and Mrs. McLennan for their hospitality.

“To the Council of the Art Gallery for its hospitality.

“To the Hunt Club, and in particular to Mr. William Greening.

“To those members of the Congress who suggested the laying of a wreath at
the Soldiers’ Tower.

“To Professor J. L. Synge, Secretary of the Organizing Committee, and
Professor J. H. Parkin, Assistant Secretary, for their work in organizing the
Congress.

“To Dr. W. G. Miller and Dean R. W. Brock for their work in connection
with the Western Excursion.

“To Professor Wasteneys for his work in connection with publicity.

“To Professor Cockburn for arrangements with regard to meeting rooms
and equipment.

“To Professor Allcut for the arrangements in connection with signs and
messengers.

“To Mr. D. B. Hanna for his help in obtaining concessions in railway trans-
portation rates.

“To Mr. Hamilton for efficient work done at the University Press.”
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Professor S. Pincherle, President of the International Mathematical Union,
and Major P. A. MacMahon then spoke.

Professor J. L. Synge, General Secretary, reported on the membership of the
Congress and read a telegram from Professor Dickstein of Warsaw conveying
his wishes for the success of the Congress.

The following resolution was proposed by Professor J. L. Synge, seconded
by Professor B. BydZovsky, and carried unanimously: ‘That this International
Mathematical Congress assembled in Toronto hears with pleasure that the
Royal Irish Academy contemplates the publication of a collected edition of the
works of Sir William Rowan Hamilton”.

The following resolution was proposed by Professor C. V. Raman, seconded
by Professor G. A. Bliss, and carried by acclamation: ‘“That the best thanks
of the members of the International Mathematical Congress are due to Dr. J. C.
Fields, and to those mentioned in his speech as having contributed to the success
of the Congress, and that this vote of thanks be communicated to them’'.

The Session then closed.

8 p.m. A dinner for the members of the Congress and their wives was held in
Hart House. Professor J. C. Fields presided.

On the night of August 17 a number of members of the Congress left Toronto
on a transcontinental excursion to Vancouver and Victoria, which had been
arranged through the courtesy of the Canadian National and the Canadian
Pacific Railways for overseas members of the Congress and of the British Associa-
tion for the Advancement of Science, whose Sessions, held also in the buildings
of the University of Toronto, had in part coincided with those of the Congress.
The excursion returned to Toronto on September 3. Other members took
shorter trips before returning to their home countries.



AN INCIDENT OF COURTESY

Professor Charles de la Vallée Poussin on behalf of the members of the Congress,
presenting a commemorative wreath to Sir Robert Falconer,
President of the University of Toronto.
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PROCES VERBAL DE LA SEANCE DU 15 AOUT 1924 DE L'UNION
INTERNATIONALE MATHEMATIQUE

Le 15 Aofit 1924, & l'occasion du Congrés International de Mathématiques
tenu a Toronto, s’est réunie, sous la Présidence de M. de la Vallée Poussin,
Président de 1’Union, I’Assemblée statutdire.

La réunion a eu lieu dans 'aula de I'Université de Toronto, mise aimable-
ment & notre disposition. Les pays suivants, faisant partie de 1'Union, étaient
représentés: Belgique, Canada, Danemark, Etats Unis, France, Grande Bretagne,
Hollande, Italie, Norwége, Pologne, Portugal, Suéde, Suisse, Tchécoslovaquie.

Etaient, en outre présents plusieurs savants des pays suivants qui n’ont
pas encore adhéré & I'Union: Espagne, Géorgie, Russie, Inde.

Le Secrétaire donne lecture du proces verbal de la séance du 20 Aofit 1920
tenue & Strasbourg, ol fut créée 1'Union Internationale Mathématique.

Ce procés verbal est adopté. Lecture est ensuite donnée par le Trésorier
de I'Etat financier de I'Union. Les comptes du Trésorier sont approuvés. Le
taux de la part contributive unitaire reste fixe a cent vingt-cinq francs.

Le Trésorier s'étant plaint du retard apporté par les pays adhérents au
paiement de leurs cotisations, il est décidé que, par ses soins, les sommes dues
seront réclamées aux retardataires.

Des remerciements sont votés au Trésorier pour sa gestion.

I1 est ensuite procédé au renouvellement du Bureau, dans les conditions
statutaires. D’aprés l'article 6 des Statuts, le Bureau de I'Union est élu pour
huit ans, mais exceptionnellement, le mandat du Président et de trois Vice-
Présidents (désignés par un tirage au sort) nommés A la fondation de 1'Union,
expire A la fin de la premiére Assemblée générale qui suit celle de leur élection.

Le sort désigne comme sortants MM. les Vice-Présidents Bianchi, Dickson
et Larmor.

M. le Professeur Pincherle est élu Président.
MM. Bliss, Fehr et Holmgren sont élus Vice-Présidents.

Il convient de dire que dans ces divers votes, chaque pays affili¢ & 1'Union
a disposé d'un nombre de suffrages égal & celui que les Statuts lui assignent. Un
savant de chaque pays, désigné par ses compatriotes, a déposé le nombre voulu
de bulletins.

Ont été ensuite nommés Présidents d’Honneur, en outre de ceux déja

existants, MM. les Professeurs de la Vallée Poussin, Président sortant, Fields,
Dickson et Mittag-Leffler.

L’Assemblée s’occupe ensuite de la question de la Bibliographie. Une
Commission spéciale de la Bibliographie est instituée dont feront partie, outre

5—
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le Président, MM. Archibald, Bortolotti, Fréchet, Van der Woude, Young.
En ce qui concerne le choix du siége du futur Congrés en 1928, dont la disposition
appartient a 1’Assemblée, elle décide de reporter ce choix a I'année 1926 et de
s’en remettre au Bureau pour ce soin.

En fin de séance, les Etats Unis déposent entre les mains du Président un
veeu concernant l'intervention du Comité International de Recherches dans
I'admission des Pays dans 1'Union. Le Danemark, la Hollande, [I'Italie,
la Suéde, la Norweége, et la Grande Bretagne s’associent & ce vceu.

Le Président se chargera de le transmettre au Bureau exécutif du Comité
International de Recherches.

Le Secrétaire Général: Le Président:
G. Koenigs. de la Vallée Poussin.

Etat du Bureau de 'Union International Mathématique.

Présidents d’'Honneur: MM. Lamb, Emile Picard, Volterra, de la Vallée Poussin,
Dickson, Fields et Mittag-Leffler.

Président—M. Pincherle.

Vice-Présidents: MM. Appell, Young, Bliss, Fehr, Phragmén.
Secrétaire général—G. Koenigs.

Trésorier—M. Demoulin.
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ACKNOWLEDGMENT OF GRANTS AND DONATIONS

To finance the organization of the International Mathematical Congress
of 1924 the Government of the Dominion of Canada and the Government of the
Province of Ontario each made a grant of $25,000 and the Carnegie Corporation
a grant of $5,000. Appreciation of the generous action of the two Governments
and of the Carnegie Corporation in this connection was voiced by the members of
the Congress in resolutions adopted at the closing meeting.

The grants referred to were later on supplemented by additional grants of
$2,000 each in the case of the two Governments and by a further contribution
of $1,500 from the Carnegie Corporation, to assist in publishing the Proceedings.

When the University Press began the work of printing the funds at the
disposition of the Organizing Committee fell short of the estimated cost. The
magnitude of the undertaking too kept growing as copy of papers presented at
the Congress continued to come in long after its sessions were over. With the
aid of the additional grants just mentioned and with contributions from other
willing sources, however, the Committee was in a position to carry on and finish
the task which it had undertaken.

The Committee desires to express its heartfelt thanks to all those whose
financial assistance has enabled it to complete the publication of the Proceedings
—to the Federal and Provincial Governments for their augmented grants, to
the Carnegie Corporation for its increased contribution, to the Board of Governors
of the University of Toronto for a grant of $2,000 and to all those firms and private
citizens listed below whose generous donations have helped to make possible the
completion and perpetuation of the work of the Congress as represented-in the
printed Proceedings.

List oF CONTRIBUTORS

The Government of the Dominion of Canada.................... ... $27,000
The Government of the Province of Ontario........................ 27,000
The Carnegie Corporation. ..............iiiiiieiierannn 6,500
The University of Toronto......... .. ... .. ... .. ... ... ........ 2,000
Membership fees and subscriptions (todate). ...................... 2,565
Western Excursion Fund.......... ... ... .. ... ... L 1,080
The Imperial Oil Company........ ..., 500
The T. Eaton Company. ...l 500
Wood, Gundyand Company. ..................cviriiiiaiio. ... 500
Mr.A.E. Ames................. e , 100
Mr. J. ECAtKINSON. . ..o 500
Mr. C. S. Blackwell. .. ......ooi e 100
Mr. C. L. BUurton. .. . oo 100
Sir Joseph Flavelle, Bart.......... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 500
Colonel A. E. Gooderham........... ... ... .. ... .. 500
Sir Edward Kemp............. .. . 100

Dr.E.R. Wood.... ... 500
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LIST OF LECTURES

Cartan, E: La théorie des groupes et les recherches récentes de géométrie
différentielle.

Dickson, L. E.: Outline of the theory to date of the arithmetics of algebras.

Le Roux, J.: Considérations sur une équation aux dérivées partielles de la
physique mathématique.

Pierpont, J.: Non-euclidian geometry from non-projective standpoint.
Pincherle, S.: Sulle operazioni funzionali lineari.

Severi, F.: La géométrie algébrique.

Stgrmer, C.: Modern Norwegian researches on the aurora borealis.

Young, W. H.: Some characteristic features of twentieth century pure mathe-
matical research.



LIST OF SECTIONS AND ANALYSIS OF COMMUNICATIONS

Section Subjects Papers
I Algebra, Theory of Numbers, Analysis................. e 67
II Geometry................... ... ..., R 36
M1 (@) Mecharicn ysion | [l 51
III (b)) Astronomy, Geophysics '
IV (@) Electrical, Mechanical, Civil and Mining Engineering } a7
IV () Aeronautics, Naval Architecture, Ballistics, Radiotelegraphy
\Y Statistics, Actuarial Science, Economics................ R 24
VI History, Philosophy, Didactics. . ........................... 16
241
Total number of contributions, including lectures..................... 249

LIST OF COMMUNICATIONS
SECTION 1

ALGEBRA, THEORY OF NUMBERS, ANALYSIS

Andrade, J.: Probléme proposé sur les équations fonctionelles.

Bell, E. T.: General class number relations whose degenerates involve indefinite
forms.

Bernstein, B. A.: Modular representations of finite algebras.

Birkeland, R.: On the solution of quintic equations.

Bliss, G. A.: The transformation of Clebsch in the calculus of variations.

Coialowitsch, B. M.: Sur les équations différentielles indéterminées.

Corral, J. I. del: Meditations on trigonometry.

Crelier, L. J.: Sur quelques équations intégrales simples.

Curtiss, D. R.: Rational processes for separating the real branches of a plane
curve at a multiple point. :

Delaunay, B.: Sur le nombre de représentations d'un nombre par une forme
binaire cubique d'un discriminant négatif.

Dickson, L. E.: A new theory of linear transformations and pairs of bilinear
forms.

Dickson, L. E.: Further development of the theory of arithmetics of algebras.

Drach, J.: Sur l'intégration logique des équations différentielles: applicatoins aux
équations de la géométrie et de la mécanique.

Du Pasquier, L. G.: L'évolution du concept de nombre hypercomplexe entier.
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Evans, G. C.: The Dirichlet problem for the general finitely connected region.
Fichtenholz, Gr. M.: Sur la notion de fermeture des systémes de fonctions.
Fields, J. C.: A foundation for the theory of ideals.

Ford, W. B.: On determining the asymptotic developments of a given function.

Fréchet, M.: L’expression la plus générale de la «distance» sur une droite.

Fréchet, M.: Number of dimensions of an abstract set.

Fréchet, M.: Sur une représentation paramétrique intrinséque de la courbe
continue la plus générale.

Fueter, R.: Some applications of the theory of functions to the theory of numbers.

Gavriloff, A. F.: Sur l'intégration des équations des lignes géodésiques et d’'un
probléme de la dynamique du point.

Glenn, O. E.: Differential combinants and associated parameters.

Glenn, O. E.: Theorems of finiteness in formal concomitant theory, modulo P.

Gunther, N.: Sur la résolution des systémes d’équations, Rot X =4, Grad ®=4.

Gunther, N.: Sur un probléme fondamental de I’hydrodynamique.

Gunther, N.: Quelques récents travaux de mathématiciens de Léningrad.

Haag, J.: Sur le probléme des séquences.

Haag, J.: Sur un probléme général de probabilités et ses diverses applications.

Hazlett, O. C.: On the arithmetic of a general associative algebra.

Hille, Einar: On the zeros of the functions defined by linear differential equations
of the second order.

Hutchinson, J. I.: On the roots of the Riemann zeta function.

Kapteyn, W.: Expansion of functions in terms of Bernoullian polynomials.

Kossler, M.: On a generalization of Fabry’s and Szaisz's theorems concerning
the singularities of power series.

Krawtchouk, M.: Note sur l'interpolation généralisée.

Kryloff, N.: Sur quelques recherches dans le domaine de la théorie de l'inter-
polation et des quadratures, dites mécaniques.

Kryloff, N. et Tamarkine, J.: Sur une formule d’interpolation.

Lévy, A.: Sur une méthode de calcul des idéaux d'un corps du second degré.

MacM ahon, P. A.: The expansion of determinants and permanents in terms of
symmetric functions.

Miller, G. A.: Commutative conjugate cycles in subgroups of the holomorph of
an Abelian group.

Murray, F. H.: The asymptotic distribution of the characteristic numbers for
the self-adjoint linear partial differential equation of the second
order.

Narishkina, E.: On the analogue of Bernoullian numbers in quadratic fields.

Dre, D.: A new method in the theory of algebraic numbers.

Petrovitch, M.: Correspondence entre la fonction et la fraction décimale.

Plancherel, M.: Sur les séries de fonctions orthogonales.

Pomey, L.: Sur les équations intégro-différentielles A plusieurs variables et leurs
singularités.

Pomey, L.: Sur 'indicateur d’'un nombre entier.

Prasad, Gorakh: On the numerical solution of integral equations.

Razmadzé, A.: Sur les solutions discontinues dans le calcul des variations.

Razmadzé, A.: Sur quelques formules de la moyenne.
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Ritt, J. H.: Elementary functions and their inverses.

Rosebrugh, T. R.: A theorem on the determinants of substitutions involving
products of variables which are themselves given by linear sub-
stitutions.

Scatizzi, P.: L’algebra delle derivate.

Shohat, J. A.: On the asymptotic properties of a certain class of Tchebycheff
polynomials.

Sierpinski, W.: Les ensembles bien définis, non mesurables B.

Smirnoff, W. J.: Sur la théorie des groupes automorphes.

Stekloff, W.: Sur les problémes de représentation des fonctions & l'aide de
polynomes, du calcul approché des intégrales définies, du développe-
ment des fonctions en séries infinies suivant les polynomes, et de
I'interpolation, considérés au point de vue des idées de Tchébychef.

Tonelli, L.: Sul calcolo delle variazioni.

Touchard, J.: Sur certaines équations fonctionnelles.

Touchard, J.: Sur la théorie des différences.

Uspensky, J. V. and Venkoff, B.: On some new class-number relations.

Vandiver, H. S.: On the first case of Fermat's last theorem.

Varopoulos, Th.: Sur les valeurs exceptionnelles des fonctions multiformes.
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LA THEORIE DES GROUPES ET LES RECHERCHES RECENTES DE
GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Par M. ELIE CARTAN,
Professeur a la Sorbonne, Paris, France

I

On sait, depuis F. Klein (Programme d’Erlangen) et S. Lie, le réle important
joué par la théorie des groupes dans la Géométrie. H. Poincaré a popularisé
dans le grand public scientifique cette idée fondamentale que la notion de groupe
est 2 la base des premiéres spéculations géométriques. La Géométrie élémentaire
est au fond la théorie des invariants d'un certain groupe, le groupe des déplace-
ments euclidiens; elle a en effet pour but 'étude des propriétés des figures qui
se conservent par un déplacement arbitraire; dire que tous les déplacements for-
ment un groupe, c’est justement exprimer en langage précis 'axiome d’aprés
lequel deux figures égales a une troisi¢éme sont égales entre elles

La Géométrie projective a de méme pour objet 'étude des propriétés des
figures qui se conservent par le groupe des transformations homographiques, et
on peut également assigner 4 la Géométrie affine, & la Géométrie conforme ou
anallagmatique, etc., un groupe correspondant. Inversement tout groupe
continu donne naissance a une discipline géométrique autonome.

Dans chacune de ces Géométries on attribue, pour la commodité du langage,
a I'espace dans lequel les figures étudiées sont localisées les propriétés elles-mémes
du groupe correspondant, ou groupe fondamental;, c’est ainsi qu’on est arrivé a
dire: «l’espace euclidien»; «l’espace atfine», etc, au lieu de «l’espace dans
lequel on n’étudie que les propriétés des figures invariantes par le groupe euclidien,
le groupe affine», etc. Chacun de ces espaces est homogeéne, en ce sens que ses
propriétés restent inaltérées par une transformation du groupe fondamental
correspondant.

Plusieurs années avant le Programme d’Erlangen, B. Riemann avait introduit,
dans son mémoire célebre: «Ueber die Hypothesen welche der Geometrie zu
Grunde liegeny, des espaces mon homogénes au sens qui vient d’étre donné a
cette expression. Dans ces espaces le carré de la distance de deux points infini-
ment voisins était défini par une forme différentielle jusqu'a un certain point
arbitraire, mais qu’en fait, on a toujours supposée quadratique. Ces espaces ont
fait I'objet de nombreux et importants travaux, principalement en Italie. Mais
ils ont surtout pris une importance considérable depuis que M. Einstein, par sa
théorie de la relativité généralisée, a essayé, en identifiant notre Univers & un
espace de Riemann, de réunir en une seule et méme théorie la gravitation, I'optique
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et l'électromagnétisme. Le mouvement d’idées auquel cette théorie a donné
naissance a conduit, par des généralisations importantes, & des espaces nouveaux;
il suffira de citer les espaces de M. H. Weyl et les espaces de M. Eddington.
Quel rdle la notion de groupe joue-t-elle, ou plutdt doit-elle jouer dans ce champ
nouveau de la géométrie? Est-il possible de faire rentrer dans le cadre, suffisam-
ment élargi, du programme d’Erlangen, toutes les géométries nouvelles et une
infinité d’autres? C’est ce que je me propose d’examiner.

IT

A premiére vue, la notion de groupe semble étrangére a4 la Géométrie des
espaces de Riemann, car ils ne possédent I’homogénéité d’aucun espace & groupe
fondamental. Néanmoins, si un espace de Riemann ne posséde pas une homo-
généité absolue, il posséde cependant une sorte d’homogénéité infinitésimale;
au voisinage immédiat d'un point donné il est assimilable & un espace euclidien.
Mais si deux petits morceaux voisins d’'un espace de Riemann peuvent étre
assimilés chacun 4 un petit morceau d’espace euclidien, ces deux petits morceaux
sont sans lien entre eux, ils ne peuvent pas, sans convention nouvelle, étre regardés
comme appartenant & un seul et méme espace euclidien. Autrement dit, un
espace de Riemann admet, au voisinage d'un point A, une rotation autour de ce
point, mais une translation, méme considérée dans les effets qu’elle produit sur
une région trés petite de l'espace, n'a pas de sens. Or, c’est le développement
méme de la théorie de la relativité, liée par 'obligation paradoxale d’interpréter
dans et par un Univers non homogéne les résultats de nombreuses expériences
faites par des observateurs qui croyaient & 'homogénéité de cet Univers, qui
permit de combler en partie le fossé qui séparait les espaces de Riemann de
I'espace euclidien. Le premier pas dans cette voie fut 'oeuvre de M. Levi-
Civita, par l'introduction de sa notion de parallélisme.

A

Voici comment, grice a cette notion, les choses peuvent étre présentées.
On peut imaginer, en chaque point d'un espace de Riemann, un espace euclidien
(fictif) tamgent dont ce point et les points infiniment voisins font partie; la
définition du parallélisme de M. Levi-Civita permet alors de raccorder en un
seul les espaces euclidiens tangents en deux points infiniment voisins quelconques;
autrement dit, elle confére & 'espace de Riemann une connexion euclidienne.
Si 'on considére dans l'espace de Riemann une ligne continue AB, on peut
raccorder de proche en proche en un seul les espaces euclidiens tangents aux
différents points de AB; par suite aussi, aux infiniment petits prés du second
ordre, tous les points de 'espace de Riemann voisins de la ligne AB viendront,
par cette espéce de développement, se localiser dans I'espace euclidien tangent en A.
Le mot développement est mis 1a & dessein. Si en effet on applique le procédé
qui vient d’étre indiqué a une surface ordinaire, regardée comme un espace de
Riemann a deux dimensions défini par le ds? de la surface, le raccord de proche en
proche des plans (euclidiens) tangents & une ligne AB tracée sur la surface est
identique au développement classique sur un plan de la développable circonscrite
a la surface le long de AB.

Comme on le voit, la notion de parallélisme de M. Levi-Civita permet
d’assimiler & un vrai espace euclidien, ou au moins 4 une portion de cet espace,
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toute la région d'un espace de Riemann qui avoisine un arc de courbe quelconque
AB tracé dans ’espace donné. La différence essentielle qui subsiste encore entre
un eéspace de Riemann et 'espace euclidien est la suivante: si l'on joint un
point A 3 un point B par deux chemins différents, ACB, AC’B, et qu’on développe
sur 'espace euclidien tangent en A les deux régions qui entourent ces deux
chemins, on n’obtiendra dans les deux cas, pour le point B et le petit morceau
d’espace qui 'entoure, ni la méme position ni la méme orientation. Autrement
dit, le développement de ’espace euclidien tangent, quand on se déplace dans
I'espace de Riemann, n’est pas holonome. Au lieu de dire que 'espace de Rie-
mann est & connexion euclidienne, on peut dire que c’est un espace euclidien
non holonome. Mais il est important de remarquer qu’il ne 'était pas par lui-
méme, je veux dire par son seul ds?; il 'est devenu par la définition du parallélisme
de M. Levi-Civita.

II1

Cette maniére d’envisager la notion de parallélisme est, je crois, celle qui
va le mieux au fond des choses. Ce serait restreindre sa portée que de n'y
voir, comme on I'a fait en général, qu'un procédé de comparaison des vecteurs
issus de deux points infiniment voisins; il faut y voir au contraire un moyen
d’introduire dans un espace de Riemann toute la gamme des déplacements de
I’espace euclidien, du moins en ce qui concerne les effets qu'ils produisent dans
une région infiniment petite de I'espace.

Le point de vue habituel permet la fondation de la Géométrie affine non
holonome, parce que la notion de l'équipollence de deux vecteurs a un sens
dans l'espace affine; le second point de vue seul permet la fondation de la
Géométrie projective ou de la Géométrie conforme non holonomes, bien que la
notion de vecteurs équipollents n’ait aucun sens dans l'espace projectif et que
la notion elle-mé&me de vecteur n’ait aucun sens dans l’espace conforme.

Pour définir par exemple un espace projectif non holonome (ou un espace a
connexion projective) on imaginera, en chaque point d'un espace supposé initiale-
ment dénué de toute propriété géométrique, un espace projectif tangent, ainsi
qu'une loi permettant le raccord en un seul des espaces projectifs tangents en
deux points infiniment voisins. Cette loi permet alors le développement, sur
I'espace projectif tangent en un point A, d'une ligne quelconque AB et de la
région de l’espace donné avoisinant immédiatement cette ligne. Cette loi ne
sera soumise A priori qu'aux restrictions habituelles en Géométrie différentielle
(linéarité des composantes de la connexion projective par rapport aux différen-
tielles des coordonées, existence de dérivées jusqu'a un certain ordre, etc.).

D’une maniére générale, & tout groupe continu G correspond, dans la
conception de M. Klein, une Géométrie holonome; dans la concgption nouvelle,
il lui correspond une infinité de Géométries non holonomes. La Géométrie des
espaces de Riemann correspond au groupe des déplacements euclidiens, et ce
n'est méme pas la plus générale de cette espéce, car, un ds? étant donné, on peut
imaginer une infinité de lois de parallélisme autres que celle de M. Levi-Civita;
toutes sont également légitimes; nous verrons dans un instant ce qui différencie
celle de M. Levi-Civita de toutes les autres. Les espaces de M. Weyl con-
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stituent de méme une catégorie particuliére des espaces non holonomes admettant
pour groupe fondamental le groupe des déplacements et des similitudes; les
espaces d’Eddington correspondent au groupe des transformations affines.

En résumé, dans les généralisations précédentes, 1'idée directrice est la
suivante. Dans un espace holonome, au sens de M. F. Klein, tout est commandé
par le groupe fondamental et ses différents opérations. Ce sont ces opérations
qui font de l'espace un tout organique. Dans les espaces non holonomes, ce
sont encore les opérations du groupe qui sont un principe d’organisation, mais
uniquement de proche en proche. C’est précisément en analysant ce que cette
organisation a d’incomplet que nous allons arriver au rble tout & fait nouveau
que va jouer encore la notion de groupe dans les Géométries nouvelles.

v

Prenons par exemple un espace de Riemann et considérons dans cet espace
un contour fermé partant d'un point 4. Développons de proche en proche,
sur l'espace euclidien tangent en A, l'espace euclidien tangent aux différents
points du contour. Le petit morceau d’espace qui entoure le point 4 prendra,
suivant qu’on considére ce point comme point de départ ou point d’arrivée,
deux positions différentes dans 1’espace sur lequel se fait le développement, et
on passera de la position finale & la position initiale par un certain déplacement
euclidien, que nous dirons assocté au contour fermé; c’est un déplacement,
repétons-le, qui opére dans l'espace euclidien tangent en 4; bien qu'il ait été
définipar ses effets sur le point 4 et son voisinage, on peut évidemment "appliquer
4 n’importe quelle figure (F) tracée dans 'espace euclidien tangent en 4.

Considérons maintenant les différents contours fermés partant d'un point
donné A. Les différents déplacements euclidiens qui leur sont associés forment
un groupe.

Soient en effet deux contours fermés (Ci) et (C,) partant de 4. Soient D,
et D; les déplacements qui leur sont associés; soit enfin (C) le contour fermé
obtenu en décrivant successivement (Ci) et (C.), et D le déplacement associé
a (C). Une figure (F) tracée dans l'espace euclidien tangent en 4 prendra
respectivement, aprés développement du contour (C;) ou du contour (), la
position (Fi) ou la position (Fy); aprés développement du contour total (C), elle
prendra une position (F’) placée par rapport & (F;) comme (Fy) est placée par
rapport & (F); autrement dit le déplacement D qui améne (F’) en (F) est la
résultante du déplacement D, qui améne (F’) en (F;) et du déplacement D;
qui améne (Fy) en (F). La relation

D=D2 Dl

qui vient d’étre obtenue montre bien que '’ensemble des déplacements associés
aux contours fermés issus de 4 forme un groupe g.

Que se passerait-il si, au lieu du point 4, on considérait au autre point 4’?
Imaginons qu’on relie ces deux points par un chemin arbitraire, mais donné
ABA'; on peut raccorder de proche en proche, par ce chemin, ’espace euclidien
tangent en A’ 4 'espace euclidien tangenten A. Dans cet espace euclidien unique
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il est facile de voir que le groupe g’ associé & 4’ est identique au groupe g associé
4 A. Soit en effet (C) un contour fermé partant de 4, et (C’) le contour fermé
A’BA(C)ABA’; soient respectivement D et D’ les déplacements qui leur sont
associés. Soit (F) une figure quelconque de l'espace euclidien tangent en 4,
(F1) la position qu’elle prend aprés développement du contour (C). Les figures
(F) et (F) peuvent &étre respectivement regardées comme résultant de deux
figures (F’) et (F';) de 'espace euclidien tangent en A’ par le raccord fait le long
du chemin 4’BA. Par développement du contour fermé (C’), il est bien évident
que la figure (F’) vient en (F'1); les deux déplacements D et D’ sont donc identi-
ques. A tout déplacement de g correspond donc un déplacement identique de
g’ et réciproquement.

En définitive, & 'espace de Riemann donné est associé un sous-groupe g
déterminé du groupe G des déplacements euclidiens, sous-groupe qui peut se
confondre avec le groupe G lui-méme, mais qui peut aussi se réduire a la trans-
formation identique; dans ce dernier cas il est bien évident que l'espace de
Riemann est complétement holonome et ne différe qu’en apparence de I’espace
euclidien proprement dit. Il est naturel de donner au groupe g le nom de
“groupe d’holonomie’’ de l'espace de Riemann.

Plus généralement, & tout espace non holonome de groupe fondamental G
est associé un sous-groupe g de G qui est son groupe d’holonomie et qui ne se
réduit a la transformation identique que si I'espace est parfaitement holonome.

Le groupe d’holonomie d’un espace mesure en quelque sorte le degré de non
holonomie de cet espace, de méme que le groupe de Galois d’'une équation algé-
brique mesure en quelque sorte le degré d’irrationalité des racines *de cette
équation.

\Y

Avant d’indiquer les problémes les plus intéressants que pose la notion du
groupe d’holonomie, il ne sera pas inutile de faire une remarque relative aux
transformations infinitésimales de ce groupe. Il est évident que parmi ces
derniéres se trouvent les transformations associées aux contours fermés infiniment
petits (dans tous les sens) tracés dans 'espace non holonome donné. On peut
démontrer rigoureusement que si toutes ces transformations étaient nulles, le
groupe d’holonomie se réduirait a4 la transformation identique. Or les Géo-
métries non holonomes les plus importantes dans les applications sont celles pour
lesquelles les transformations infinitésimales associées aux contours fermés
infiniment petits partant d’'un point laissent ce point invariant. Comme je
I’ai proposé, on peut convenir de dire que les espaces non holonomes corre-
spondants sont sans torsion. Ilen est ainsi des espaces de M. Weyl et des espaces
d’Eddington. Il en est ainsi également des espaces de Riemann & parallélisme
de Levi-Civita: on peut méme caractériser complétement le parallélisme de M.
Levi-Civita par la condition de priver Uespace de toute torsion.

On congoit que I'absence de torsion ait sa répercussion sur la nature du
groupe d’holonomie, ce groupe, dans le cas ot il ne se réduit pas a la transforma-
tion identique, devant admettre une transformation infinitésimale non identique
laissant invariant un point arbitraire.
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VI

Je ne citerai que pour mémoire le probléme de la détermination du groupe
d’holonomie d'un espace non holonome donné & groupe fondamental G. 1l

peut étre résolu complétement dés qu'on connait tous les types de sous-groupes
de G

Dans la théorie des équations algébriques, on sait qu'il existe toujours des
équations algébriques admettant un groupe de Galois donné a l'avance. Il
existe toujours d’'une maniére analogue des espaces non holonomes a groupe
fondamental G admettant pour groupe d’holononiie un sous-groupe arbitraire-
ment donné de G. 1l existe par exemple des espaces 4 connexion euclidienne
dont le groupe d’holonomie est le groupe des translations: mais ce ne sont
pas des espaces de Riemann (4 connexion de Levi-Civita). L’absence de torsion
d’un espace de Riemann restreint en effet, comme nous l’avons dit plus haut, la
nature des groupes d’holonomie possibles, et c’est un probléme intéressant que
de déterminer, pour chaque nombre de dimensions de 1'espace, tous ces groupes
d’holonomie. Je me contente d’indiquer la solution de ce probléme pour #=2
et n=3. Les espaces de Riemann & deux dimensions qui ne sont pas holonomes
ne peuvent admettre comme groupe d’holonomie que le groupe a trois paramétres
de tous les déplacements. Quant aux espaces de Riemann i trois dimensions,
le groupe d’holonomie peut étre:

Soit le groupe 4 6 paramétres de tous les déplacements (cas général);

Soit le groupe 4 5 paramétres qui laisse invariante une direction iso-
trope fixe (ds? réductible a la forme d2*+2dxdy+H(x, v, 2)dx?);

Soit le groupe & 3 paramétres qui laisse invariant un point fixe
(ds? réductible A la forme dz?422do?, ol do? ne dépend que de deux
variables x, y);

Soit le groupe & 3 paramétres qui laisse invariant un plan fixe ainsi
que tous les plans paralléles (ds? réductible & la forme dz?+de?, ou,
dans le cas ou le plan est isotrope, dz?+2dxdy+ H(x,2)dx?).

A cbté des espaces de Riemann, deux autres catégories d’espaces non holo-
nomes sont particuliérement intéressantes. Si au lieu de considérer un ds?
donné, on considére une équation ds?=0, il est possible d'une infinité de maniéres
d’attribuer 4 l'espace une connexion conforme de maniére que les lignes de
longueur nulle de l'espace soient précisément les courbes définies par 1'équation
donnée. Parmi cette infinité de connexions conformes, il en est une privilégiée
qui jouit de propriétés particuliérement simples et que j'ai proposé d’appeler
normale; les espaces conformes non holonomes normaux jouent par rapport a la
Géomeétrie conforme le rdle des espaces de Riemann avec parallélisme de Levi-
Civita par rapport & la Géométrie euclidienne. En particulier les espaces non
holonomes conformes normaux 2 trois dimensions sont caractérisés par la con-
dition que la transformation conforme associée & un contour fermé infiniment
petit partant d'un point 4 laisse invariant ce point, ainsi que toutes les directions
qui en sont issues. On déduit facilement de 14 que les seuls groupes d’holo-
nomie possibles des espaces conformes normaux a trois dimensions sont:

1. Le groupe conforme général & 10 paramétres;



THEORIE DES GROUPES ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE 91

2. Le sous-groupe invariant 4 6 paramétres du groupe qui conserve une
droite isotrope fixe; dans ce second cas I'équation qui donne les lignes de longueur
nulle est réductible & la forme dz*+42dxdy-+H(x,2)dx*=0, et l'on a, par une
quadrature, un invariant intégral linéaire absolu des équations différentielles des
lignes qui jouent le réle des droites isotropes.

Une autre catégorie importante d’espaces non holonomes est liée 4 la con-
sidération des géodésiques d’'un espace i connexion affine. Les équations
différentielles de ces géodésiques sont d’'une forme particuliére, & savoir, pour

n=2,
2
@ _44BY +c<d—2’> +D<@)3.
a dx

dx? Ec— X

Cela posé, si on se donne A priori un systéme d’équations différentielles de cette
forme, il existe une infinité de connexions projectives telles que 'espace projectif
non holonome qu’elles définissent admette les courbes données pour géodésiques;
mais, parmi toutes ces connexions projectives, il en est une privilégiée dite nor-
male. Les espaces non holonomes projectifs normaux sont & un systéme diffé-
rentiel donné de géodésiques ce que les espaces de Riemann sont 4 un ds? donné.
Four n=2, ils sont caractérisés par la propriété que la transformation projec-
tive associée & un contour fermé infiniment petit partant d’'un point A4 laisse
invariant le point 4, ainsi que toutes les droites issues de A. D’aprés cela,
les seuls groupes d’holonomie possibles sont pour #z=2:

1° Le groupe projectif général & 8 paramétres;

2° Le sous-groupe invariant & 6 paramétres du groupe qui laisse invariant
un point fixe; dans ce cas l'équation différentielle des géodésiques, au lieu
d’étre de la forme générale indiquée ci-dessus, est réductible & la forme

mais on peut, sans faire la réduction, obtenir par une quadrature un multiplicateur
de Jacobi de cette équation.

Je citerai enfin, comme dernier exemple, le cas des espaces réels de Weyl a
trois dimensions, en supposant le ds? défini positif. Si le groupe d’ holonomie
n’est pas un sous-groupe du groupe des déplacements, il est, soit le groupe de
toutes les similitudes (cas général), soit le groupe des déplacements et des simili-
tudes qui laissent invariante une direction fixe; ‘dans ce cas les deux formes,
quadratique et linéaire, qui définissent I'espace, sont:

dlogH
0z

ds’=d22+H(x, y, 2) (dx*4dy?), w=-— dz.

VII

J'aborde une derniére question, extrémement intéressante. On sait le rble
que joue la théorie des groupes comme principe de subordination dans les Géo-
métries (holonomes) 4 groupe fondamental. La Géométrie élémentaire, par
exemple, se subordonne 4 la Géométrie projective en ce sens que les propriétés
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euclidiennes d’'une figure sont tout simplement les propriétés projectives de la
figure plus compléte formée par la figure donnée et le cercle imaginaire de l'infini;
la Géométrie élémentaire est au fond un simple chapitre de la Géométrie pro-
jective, et cela tient & ce que le groupe fondamental de la premiére est un sous-
groupe du groupe fondamental de la seconde. Il convient d’insister sur ce fait
que l'espace projectif peut étre, d’une infinité de maniéres différentes, regardé
comme un espace métrique, car on peut y distinguer n'importe quelle conique
non dégénérée qui sera susceptible d’y jouer le r6le du cercle imaginaire de l'infini,
ou encore n’'importe quelle quadrique non dégénérée (et alors on aura un espace
" non euclidien ou cayleyen).

D’une maniére générale tout espace holonome & groupe fondamental G

peut étre regardé comme un espace holonome a groupe fondamental G’ si G’
est un sous-groupe de G.

Existe-t-il quelque chose d’analogue pour les espaces non holonomes? La
réponse A cette question est facile et & peu prés évidente:

Pour gu'un espace non holonome a groupe fondamental G puisse étre regardé
comme un espace non holonome & groupe fondamental G, il faut et il suffit que son
groupe d'holonomie g soit G'ou un sous-groupe de G'.

En particulier un espace & connexion projective 3 trois dimensions ne peut
qu’exceptionnellement étre regardé comme un espace métrique; il faut et il
suffit pour cela que son groupe d’holonomie laisse invariante soit une conique,
auquel cas il sera en général un espace de H. Weyl, soit une quadrique.

Un espace de H. Weyl ne peut étre regardé comme un espace de Riemann
que si son groupe d’holonomie est le groupe des déplacements (sans homothétie)
ou un de ses sous-groupes.

Sans vouloir multiplier les exemples, nous pouvons indiquer une application
intéressante & la théorie de la relativité. Dans 1'étude de 1'Univers physique
on peut porter son attention sur le c6té projectif (défini par les trajectoires d'un
point matériel abandonné & lui-méme), ou sur le c6té conforme (défini par les
lois de la propagation de la lumiére, lesquelles dépendent simplement d’une
équation différentielle quadratique ds?=0). Plagons-nous d’abord au premier
point de vue. Une premiére hypothése est que le systéme différentiel qui
définit les trajectoires mécaniques est de la forme particuliére signalée plus
haut, c’est-a-dire qu’elles peuvent étre regardées comme les géodésiques d'un
espace 2 4 dimensions A connexion projective. La loi de la gravitation dans le
vide d’Einstein peut alors s’exprimer ainsi: le groupe d’holonomie de 1'Univers
mécanique, considéré comme espace non holonome projectif normal & 4 dimen-
sions, laisse invariante une quadrique (1° forme de la loi d'Einstein) ou une
hyperquadrique (2° forme de la loi, avec constante cosmologique). Cela revient
A dire, dans l'un et l'autre cas, que 'Univers est métrique, et sa métrique se
déduit de la seule connaissance des trajectoires.

Si l'on se place au second point de vue, la seule connaissance des lois de
propagation de la lumiére, supposées définies par une équation de Monge quadra-
tique, permet d’attribuer & 1'Univers une connexion conforme normale bien
déterminée. La loide la gravitation dans le vide d’Einstein peut alors s’exprimer
ainsi: le groupe d’holonomie de I'Univers optique, considéré comme espace non
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holonome conforme normal & 4 dimensions, laisse invariante une hypersphére de
rayon nul (1° forme de la loi d’Einstein), ou une hypersphére de rayon non nul
(2° forme de la loi avec constante cosmologique). Cela revient a dire, dans I'un
et l'autre cas, que 'Univers est métrique, et sa métrique se déduit de la seule
connaissance de la loi de propagation de la lumiére.

Ajoutons enfin que les deux métriques d’Univers déduites, 'une des trajec-
toires mécaniques, 'autre des lois de propagation de la lumiére, coincident.

VIII

Indiquons en terminant la relation qui existe entre la notion de groupe
d’holonomie et la notion de classe d'un espace de Riemann. M. G. Ricci
a désigné sous ce nom le plus petit entier 2 tel que l'’espace de Riemann
supposé 4 n dimensions puisse étre réalisé par une variété convenablement
choisie de l'espace euclidien & #+% dimensions. M. J. A. Schouten a démontré
que, dans certains cas trés étendus, la classe était égale au nombre de
paramétres dont dépend la position finale du corps de vecteurs issus d’'un point
A4 transporté par parallélisme le long d’'un contour fermé partant de 4. Il est
A peu prés évident que la classe n’est autre que 'ordre du groupe v qui indique
comment le groupe d’holonomie g de I'espace de Riemann transforme entre elles
les directions (ou les points a linfini). Il y aurait lieu de reprendre cette
question et de voir si le théoréme de M. J. A. Schouten est général, ou du
moins dans quels cas il est vrai.

Citons encore pour mémoire le probléme général de I'isomorphisme, holoédri-
que ou mériédrique, de deux espaces non holonomes & groupe fondamental
donné.*

Signalons aussi des généralisations possibles obtenues en considérant des
espaces (non holonomes) non ponctuels, par exemple engendrés par des éléments

au sens de S. Lie. Cest ainsi qu’on peut, étant donnée une équation différ-
entielle arbitraire,

a? d

&y _ f<x, . 1),

dx? dx

attribuer au plan (x, ), supposé initialement privé de toute propriété géométri-
que, une connexion projective telle que les géodésiques correspondantes soient
les courbes intégrales de I’équation donnée: seulement 1’élément générateur du
plan ainsi doué d’une connexion projective est, non pas le point (x, ¥), mais

I’élément <x, ¥, 3_y> On indiquerait facilement nombre d’autres problémes
x

d’Analyse susceptibles d'étre géométrisés d’'une maniére analogue, et dans
lesquels la théorie des groupes interviendrait aussi légitimement que dans les
problémes dont nous avons plus spécialement parlé.

Je ne puis enfin terminer sans signaler les remarquables recherches dans
lesquelles M. H. Weyl a repris ’ancien probléme philosophique de 1’espace,

*Voir en particulier mon mémoire: Les espaces & connexion conforme (Ann. de la Soc.
Polon. de Math., 1923, p. 171-221.)
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traité autrefois par Helmholtz et Lie, pour l'adapter aux points de vue nouveaux
introduits par la théorie de la relativité; la notion de groupe est, 1a encore, &
la base de '’énoncé méme du probléme posé par M. H. Weyl. Mais je ne puis
songer & entrer dans l'exposition, méme sommaire, de cette importante question,
qui exigerait 3 elle seule une conférence spéciale.



OUTLINE OF THE THEORY TO DATE OF THE ARITHMETICS OF
ALGEBRAS

By ProrEssor L. E. DICKsoN,
University of Chicago, Chicago, Illinois, U.S.A.

ScoPE OF THE LECTURE. Our purpose is to sketch in a broad way the leading
features of the origin and development of a new branch of number theory which
furnishes a fundamental generalization of the theory of algebraic numbers.
Algebraic fields (Kérper) are all very special cases of linear associative algebras,
briefly called algebras. The integral quantities of any algebra will be so defined
that they reduce to the classic integral algebraic numbers in the special case in
which the algebra becomes an algebraic field.

For the sake of clearness, we shall not presuppose any acquaintance with
the concept of algebras, but explain that concept and such of the results con-
cerning the theory of algebras as are indispensable in the later discussion of the
arithmetics of algebras. /

ExaMPLES OF ALGEBRAS. All complex numbers x.14%¢ form an algebra
of order 2 with the basal units 1 and 7. The quantities of which an algebra is
composed may be numbers as in this example, or matrices as in the next example,
or abstract elements.

A more typical algebra is that whose quantities are two-rowed square

matrices
e ab _fa
= cd)’ u= v ’

etc., whose elements a, b, ... are numbers of a specified kind, complex, or real,
or rational. We define the sum and product of these two matrices to be

a+ta b+ﬁ) = (aa+b7 a5+bs)_

mtu= (c+'y d+8 catdy cB+ds

Since the last matrix is altered in form by the interchange of the Roman and
Greek letters, mu is usually distinct from um, so that multiplication of matrices
is not always commutative. If & is any number, we call the matrix

ka kb
kc kd

the scalar product of the number k and the matrix m and denote it by km or mk.
Consider the four special matrices
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()= - (2)1-(3)

0 00
m= (g())—’r- . —|—(Od>=ae+bf+cg+dh.

Then

Hence e, f, g, & are basal units of our total matric algebra of order 4 of two-rowed
square matrices.

In the definition of any algebra we employ three operations called addition,
multiplication, and scalar multiplication, which are assumed to have properties
entirely analogous to those holding for the foregoing three operations on matrices.
This close relation between general algebras and matric algebras is explained
by the theorem which states that any algebra of order # can be expresséd con-
cretely as an algebra of matrices with # or #n+1 rows, although the latter is
usually not the total matric algebra.

QuaterNIoNs. The four special matrices

{10\ . (V-1 0 . ( o1\ , . 0+-1
”‘(01>'“‘( 0—V—“1>’J"<~10)’k‘”‘<x/-—1 0)

satisfy the relations
P=f=kt=—u, ij=k=—ji, ki=j=—ik, jk=1=—kj

and are the basal units of quaternions x#+yi+zj+wk. Since matrix # plays
the role of unity in multiplication, it is usually denoted by 1.

Consider the algebra of all real quaternions
g=x+yi+zj+wk
with real coordinates x, y, 2, w. Its conjugate is
¢ =x—yi—zj—wk.
Each of the products ¢g¢’, ¢’q has the value
N=x*+1y24-22+w?

which is called the norm of q. Let g be not zero, so that x, ¥, z, w are not all
zero and hence N#0. Then g evidently has the inverse

1
-1 __ 7
q Nq )
which is a quaternion with the real coordinates x/N, ..., —w/N. The equation

£g=r in real quaternions has the unique solution £=r¢~", while the equation
gn=r has the unique solution y=¢~'7. Hence our algebra of all real quaternions
is an example of a division algebra, in which the two kinds of division (except
by zero) can always be performed uniquely.

The special quaternions x+y¢ form an algebra of order 2 called a sub-algebra
of the algebra of all quaternions. The x42j form another sub-algebra.
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DEFINITIONS AND THEOREMS ON ALGEBRAS. A sub-algebra I of an algebra
A is called invariant in 4 if the product taken in either order of every quantity
of I and every quantity of 4 belongs to I. In case 4 has no invariant sub-
algebra other than itself, 4 is called a simple algebra. It is known that every
simple algebra can be expressed in a form such that its quantities are the
matrices whose elements belong to a division algebra.

The square of the matrix <8(1)> is the matrix zero all four of whose elements

are zero. A quantity is called #n#lpotent if some power of it is zero. An algebra
is called nilpotent if all of its quantities are nilpotent. A semi-simple algebra
is one which has no nilpotent invariant sub-algebra.

An algebra 4 is said to be the sum of two sub-algebras B and C if every
quantity of 4 can be expressed as a sum of a quantity of B and a quantity of C.
If also the product in either order of every quantity of B and every quantity of
Cis zero, and if B and C have in common no quantity other than zero, then 4 is
called the direct sum of B and C.

Every semi-simple algebra is either simple or is a direct sum of simple
algebras, and conversely.

The principal theorem on algebras states that every algebra which is neither
nilpotent nor semi-simple is the sum N4.S of its unique maximal nilpotent
invariant sub-algebra IV and a semi-simple sub-algebra S.

THE INTEGRAL QUATERNIONS OF LIPSCHITZ AND THOSE OF HURwiITz. In
his book* of 1886, Lipschitz called a quaternion integral if and only if its four
coordinates are ordinary integers. By very complicated discussions be obtained
some interesting results. But his theory was not a real success, since his integral
quaternions do not obey the essential laws of ordinary arithmetic. For example,
there does not exist a greatest common left (or right) divisor of 2 and
g=1+41i+j+k, as shown by listing their divisors.

Hurwitz} overcame all such difficulties by developing a new, successful
theory of the arithmetic of quaternions. Using postulates quoted below, he was
led to define integral quaternions to be those whose four coordinates are either
all ordinary integers or all halves of odd integers. He proved that the essential
laws of ordinary arithmetic hold also for such integral quaternions. For example,
there exists a greatest common left divisor of any two integral quaternions, that
of 2 and the above ¢ being 2 since ¢ is the product of 2 by the integral quaternion
1g=%+%i+%j+3%k. Thus we do not now have the difficulty which we met
under the definition by Lipschitz.

Hurwitz's POSTULATES. Although Hurwitz stated his postulates only for
the case of quaternions, it will prove convenient for later comparisons to formu-
late them for any rational algebra 4 whose quantities have rational coordinates

*Intersuchungen iiber die Summen von Quadraten, Bonn, 1886; French translation in Jour.
de Math., p. 4, t. 2, 1886, 393-439.

tGottinger Nachrichten, 1896, 311-40. Amplified in his book, Zahlentheorie der Quater-
nionen, Berlin, 1919.
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and obey the associative law of multiplication. We assume also that 4 has the
modulus 1 which plays the role of unity in multiplication.

The integral quantities of 4 are defined to be the quantities belonging to a
set of quantities satisfying the following four postulates:

C (closure): The sum, difference, and product of any two quantities of the
set are also quantities of the set.

B (basis): The set has a finite basis (z.e., it contains quantities b, ..., b
finite in number, such that every quantity of the set is a linear combination of
the b’s with ordinary integral coefficients).

U’: The set contains 1 and the basal units of 4.

M (maximal): The set is a maximal (.., is not contained in a larger set
having properties C, B, U’). '

Note that Lipschitz’s integral quaternions with integral coordinates form
a set having the properties C, B, U’. For example, they have the basis 1, 4, j, k.
This set is, however, not a maximal, being contained in the larger set of Hurwitz’s
integral quaternions. We saw that the latter maximal set has properties
which are simpler and more desirable than those of the former non-maximal set.
The superiority of a maximal set is illustrated also by the advantage of the set
of all complex numbers over number systems containing only real numbers, or
only positive real numbers, or only the primitive numbers 1, 2, 3, .. ..

Du Pasquier, a pupil of Hurwitz, published during the past fifteen years
many papers* in which he replaced Hurwitz’s postulate U’ by the milder postu-
late U that the set contains 1. This replacement is an improvement, since all
of the resulting postulates are invariant under every transformation of the basal
units, while U’ is evidently not invariant.

THE DEFINITIONS BY HURWITZ AND DU PASQUIER ARE UNSATISFACTORY.
This fact will be illustrated for the special algebra having the two basal units 1
and e, where ¢2=0. Under Du Pasquier’s definition, any set of quantities with
properties B and U has a basis of the form 1, g=7--se, where 7 and s are rational
numbers and s>0. Since ¢? must belong to the set by property C, and hence is
equal to a+bg, where @ and b are ordinary integers, we find that r*=a-br,
2r=>5b, whence = —a. Thus 7 is an integer. We may therefore replace the
initial basis 1, ¢ by 1, g—r=se. Our set is evidently contained in the larger
set with the basis 1, se, which in turn is contained in the still larger setwith
the basis 1, %se, etc., where each such set has properties C, B, U. In other words,
there does not exist a maximal set, so that the algebra does not possess integral
quantities.

The same unfortunate conclusion results also from the definition by Hur-
witz, which imposes the further condition that e shall belong to the set and hence
that s be the reciprocal of an integer.

*Vierteljahrsschrift Naturf. Gesell. Ziirich, 51 (1906), 55-129; 52 (1907), 243-8; 54 (1909),
116-48. L’Enseignement Math., 17 (1915), 340-3; 18 (1916), 201-60. Nouv. Ann. Math. (4),
18 (1918), 448-61. Bull. Soc. Math. France, 48 (1920), 109-32. Comptes Rendus du Congrés
International des Mathématiciens, Strasbourg, 1920, 164-75.
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Under the definition by either Hurwitz or Du Pasquier there exist no
integral quantities in the great majority of algebras, in fact for any algebra
which is not semi-simple.

THE NEW CONCEPTION OF INTEGRAL QUANTITIES. The lecturer has recently
published* a satisfactory theory of the integral quantities of any rational algebra
having a modulus 1. Let its basal units be %, ..., u,. If &, ..., &, are variables
ranging independently over all rational numbers, the quantity ¢= &u+ . . .+ £,u,
is a root of a uniquely determined rank equation whose coefficients are poly-
nominals in &, . . ., £, with rational coefficients, the leading coefficient of the
equation being unity, while ¢ is not a root of an equation of smaller degree all
of whose coefficients are such polynomials. For example, the quaternion
g=x4+yi+zj+wk and its conjugate are roots of

w?—2xw+ (%432 422 +w?) =0,

which is the rank equation of the algebra of rational quaternions if %, y, 2, w
are variables ranging independently over all real numbers.

The new definition of integral quantities employs postulates C, U, M and
(in place of B).

R: For every quantity of the set, the coefficients of the rank equation are all
ordinary integers.

As a first justification of this definition of the integral quantities of any
rational algebra A having a modulus 1, note that when 4 is any algebraic field
it is readily proved that its integral quantities coincide with the integral algebraic
numbers of the field. In other words, the new theory is a direct generalization
of the classic theory of algebraic numbers.

Second, when A is the algebra of rational quaternions, the new definition
leads very simply to the desirable integral quaternions of Hurwitz.

Third, every algebra now hast integral quantities, whereas this was rarely
true under the earlier definitions.

The final justification of the new conception of integral quantities of an
algebra lies in the rich array of fundamental general theorems which have been
developed under the new conception and will be summarized later on, whereas
under the earlier conceptions no general theorem had been obtained.

OLD AND NEW CONCEPTIONS CONTRASTED IN AN EXAMPLE. We shall apply
the new definition to the foregoing rational algebra having the basal units 1
and e, where ¢2=0. For x=a-+be, we evidently have (x—a)?=0, which is the
rank equation when ¢ and b are variables ranging independently over all rational
numbers. Its coefficients are ordinary integers if and only if a is an integer.
Evidently the unique maximal set of quantities ¥ having properties C, U, R
is'composed of all the.x =a+be in which a is an integer and b is a rational number.

*Algebras and their Arithmetics, University of Chicago Press.
tProved in the lecturer’s paper, Further development of the Theory of Arithmetics of Algzbras,
these Proceedings.
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These quantities x are therefore the integral quantities of the algebra. For any
rational number k, the product of the integral quantities #=1-+ke and 1—ke
is 1, whence each is called a unit. Let a0 and choose k= —b/a. Then xu=a.
Such a product of x by a unit « is said to be associated with x. Associated
quantities play equivalent roles in questions of divisibility. The integral quanti-
ties of our algebra are therefore associated with the ordinary integers a and
may be replaced by the latter in questions of divisibility.

Contrast these simple and satisfactory results under the new conception
with the unfortunate conclusion, under the conceptions of integral quantities
held by Hurwitz and Du Pasquier, that this algebra has no integral quantities.
Faced with the dilemma that no maximal set exists under his definition,
Du Pasquier suggested that we omit the desirable postulate M, that the set be a
maximal and hence define the integral quantities to be those of an arbitrarily
chosen one of the infinitude of sets with the basal units 1 and se. But it has
been definitely proved by the lecturer® that factorization into indecomposable
integral quantities is then not unique and cannot be made unique by the in-
troduction of ideals however defined. These insurmountable difficulties are in
marked contrast with the simple conclusion, under the new conception, that the
integral quantities are uniquely determined and are associated with ordinary
integers.

It is worthy of notice that our set of integral quantities is the aggregate of
the infinitude of non-maximal sets of Du Pasquier. Our satisfactory set may
therefore be derived by a suitable enlargement of any one of his unsatisfactory
sets. There are many instances in the history of mathematics where success
has been achieved by the principle of enlargement; examples are the evolution
of our number system, the introduction of ideals in the theory of algebraic
numbers, and the enlargement of Lipschitz’'s unsatisfactory set of integral
quaternions to Hurwitz's satisfactory set.

GENERAL THEORY OF ARITHMETICS OF ALGEBRAS. Let A be any rational
associative algebra with a modulus 1. According to the principal theorem on
algebras stated above, 4 =S+ N, where N is the maximal nilpotent invariant
sub-algebra of 4, and S is a semi-simple sub-algebra. The fundamental theorem
on arithmetics states that the arithmetic of 4 is associated with that of .S in the
sense that every integral quantity (whose determinant is not zero) of 4 is the
product of an integral quantity of S by a unit. This theorem is illustrated by
the foregoing example, in which NV is composed of the components be and .S is
composed of the rational components @, so that the integral quantities of .S are
the ordinary integers. Another statement of this theorem is that in questions
of divisibility we may suppress the bizarre nilpotent components belonging to N.
This elimination of undesirable elements is fortunate both for the theory and
for its applications.

We have therefore reduced the problem of the arithmetics of all algebras
to that of semi-simple algebras S. We can further reduce the problem to the
case of simple algebras. For, we saw that S is a direct sum of simple algebras

*Bull. Amer. Math. Soc., 28 (1922), 438-42; Jour. de Math. p. 9, t. 2 (1923), 281-326.
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Si1, Ss, ..., so that each quantity ¢ of S is a sum of components o1, o2, . .., belong-
ing to Sy, Sy, ..., respectively. It is an important theorem that if each ¢; is
an integral quantity of S;, then ¢ is one of S, and conversely. Moreover, the
divisibility properties for S follow at once from those of the component algebras S;.

We saw that the quantities of any simple algebra = can be expressed as
matrices whose elements range independently over the same division algebra D.
It can be proved that there is a unique set of integral quantities of £ which
contains* all matrices whose elements are ordinary integers, and that this set
is composed of the matrices whose elements rdange independently over the
integral quantities of D, and conversely.

Although we know the integral quantities of Z as soon as we know those of
D, it remains to deduce the divisibility properties of the former from the latter.
This has been accomplished for the case of those division algebras D which have
the property that its integral quantities possess a process of division yielding
always a remainder whose norm is numerically less than the norm of the divisor.
This property holds when D is the algebra of rational numbers, or one of numerous
quadratic algebraic fields, or the algebra of rational quaternions, or certain
algebras of generalized quaternions. For such a D, we have a theory of reduc-
tion and equivalence of matrices whose elements are integral quantities of D.
The resulting theory is a direct generalization of the classic theory of matrices
whose elements are ordinary integers, and then factorization into prime matrices
is unique apart from unit factors. In our more general case, each matrix is a
product of units and a matrix having only zeros outside the diagonal.

We have therefore reduced the study of arithmetics of all rational algebras
to the case of simple algebras, i.e., of the algebra of all matrices whose elements
belong to a division algebra D, and have treated the arithmetic of the latter
algebra when the integral quantities of D admit a process of division yielding
a remainder of norm numerically less than that of the divisor. Such a process
of division implies the existence of a right (or left) greatest common divisor.
But the latter may exist even when that process of division is lackingf.

APPLICATIONS TO DIOPHANTINE EQUATIONS. The theory of algebraic
numbers is applicable only to problems involving polynomials which contain
only one variable or two variables homogeneously, so that the polynomial can
be factored into linear functions. This serious limitation can often be removed
by employing quantities of an algebra. For example, N =x?+-y?+422+4w? has as
factors the quaternion x-+7yi+3j+wk and its conjugate. By using integral
quaternions we readily find all integral solutions of N=wv. Taking % as the
sum and v as the difference of two unknowns, we deduce all ways of finding five
integers the sum of whose squares is a square.

*If we omit this assumption, we find many sets of integral quantities. For example, let D
be composed of the rational numbers. Every set of integral quantities of the resulting total
rational matric algebra Z can be transformed into the set of matrices whose elements are ordinary
integers by a suitably chosen matrix with rational elements.

tDickson, Amer. Jour. Math., 1923.

—7
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Various other Diophantine equations have been solved completely in integers
for the first time by using the integral quantities of certain algebras of generalized
quaternions.

Since the new theory of arithmetics of algebras solves completely certain
types of Diophantine equations in any number of variables which were not
solvable by any earlier method, it furnishes us with an effective new tool for the
theory of numbers.

ConcrLusioN. We have given a brief outline of the theory to date of
arithmetics of algebras. This new branch of the theory of numbers is a far
reaching generalization of the classic theory of integral algebraic numbers.

We have also made it clear why it was necessary to discard the earlier con-
ceptions of the integral quantities of a general algebra and introduce a new
conception of them.

The grddual enlargement of the conception of number from the primitive
numbers used in counting to the system of all complex numbers and finally to
its culmination in hypercomplex numbers (or quantities of any algebra) has
its parallel in the growth of the concept integer, which was first restricted to
the counting numbers, was greatly enriched in the last century by the study of
integral algebraic numbers, and now finds its culmination in the integral quanti-
ties of any algebra.



CONSIDERATIONS SUR UNE EQUATION AUX DERIVEES
PARTIELLES DE LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE

Par M. J. LeRoux,
Professeur a I’ Université de Rennes.

Parmi les équations aux dérivées partielles que la Physique mathématique
propose & notre étude, I'une des plus simples et des plus intéressantes est celle
de la propagation du Son:

PV @V, PV _ 18V _

a2 E—y? 92 ¢ o

Cette équation se retrouve non seulement dans 'étude du son, mais aussi
dans celle des phénoménes électromagnétiques, et, en général, dans tous les
cas de propagation par ondes en milieu homogéne et isotrope.

L’intérét spécial qui s’y attache tient, d’une part, & I'étendue de ses appli-
cations physiques, et, d’autre part, au fait que les théories mathématiques

générales appliquées a cette équation donnent des résultats immédiatement
représentables par des faits physiques concrets.

Les plus grands mathématiciens s’en sont occupés. Je citerai seulement
les noms d’Euler, Poisson, Cauchy, Riemann, Volterra, Hadamard. Il y a
sans doute peu de chose a4 ajouter aux résultats qu’ils ont obtenus. Je n’ai
donc pas la prétention de vous exposer une théorie nouvelle, mais seulement
d’analyser et de grouper les résultats déja établis et de les rapprocher de cer-

taines théories de la physique moderne.

Je m’excuse de rappeler d’abord quelques résultats relativement récents
de la théorie des équations linéaires aux dérivées partielles.

Le premier probléme qui se pose, en général, dans I'étude d’une équation
ou d’'un systéme d’équations aux dérivées partielles consiste & déterminer l'in-
tégrale satisfaisant 2 des conditions données par les valeurs initiales ou par des
conditions aux limites. Ce probléme souléve des questions analytiques du
plus haut intérét et il semble que les plus grands progrés réalisés dans I'analyse
moderne s’y rattachent d’'une maniére plus ou moins directe. Ainsi se trouve
justifiée cette pensée souvent cités de Fourier: «L’étude approfondie des lois
de la Nature est la source la plus féconde des découvertes mathématiquesy.

A ce premier probléme, on peut en rattacher un autre non moins important:
Reconnaitre les propriétés fondamentales des fonctions ainsi définies, déterminer
leurs groupements naturels et trouver les transformations qui les relient entre
elles.
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Ce probléme est du domaine de la théorie générale des groupes de transfor-
mations, étendue aux fonctions d’ensembles infinis, de lignes, de surfaces, ou
d’une infinité discréte de variables indépendantes.

Ici encore, nous trouvons une synthése des théories les plus nouvelles et les
plus élevées de 'analyse.

Les caractéristiques et les ondes. Dans 'étude approfondie de tous les
problémes relatifs aux équations aux dérivées partielles, on rencontre un élément
fondamental dont l'importance apparait de jour en jour plus grande: c'est
I’ensemble des caractéristiques.

Les caractéristiques ont éte d’abord considérées par Monge, mais c'est
Darboux qui semble en avoir le premier, pour les équations & deux variables
indépendantes, mis en évidence les propriétés essentielles en analyse et en
géométrie. M. Hadamard a éte ensuite conduit, par ses recherches sur la
propagation des ondes, a4 reconnaitre le rble essentiel des caractéristiques dans
certains problémes de physique mathématique.

Les caractéristiques se présentent normalement dans la discussion du
probléme de Cauchy pour les équations aux dérivées partielles. Dans les cas
ordinaires, les intégrales se trouvent déterminées par leurs valeurs et celles de
quelques unes de leurs dérivées sur une multiplicité d'un certain nombre de
dimensions. Mais il y a des multiplicités pour lesquelles le probléme est tou-
jours impossible ou indéterminé: ce sont les multiplicités caractéristiques.

Dans le cas de 'équation des ondes, les multiplicités caractéristiques sont
a trois dimensions, et chacune peut étre définie par une relation entre les quatre
variables x, y, 2, &.

Soit, par exemple:

(2 o(x, ¥, 2 t)=0

I’équation d’une multiplicité caractéristique; la fonction devra vérifier I'équation
aux dérivées partielles suivante,

ap\? o \? p\2 1 (0¢\?
R OR
dx ay 9z c2 \ot
sur toute la multiplicité considérée.
Si 'on considére un ensemble de multiplicités caractéristiques dépendant
au moins d'une constante arbitraire et définies par une équation

4) ¢(x, v, 2, t) =constante arbitraire,

la fonction ¢ devra satisfaire identiquement a I'équation (3).

La détermination des caractéristiques se raméne donc a l'intégration d'une
équation aux dérivées partielles du premier ordre.

Cette équation admet une intégrale compléte définie par la relation suivante
dépendant de quatre constantes,

(%) (% —%0)24 (¥ —¥0)?+ (5 —20)2 — c2(t —10)2=0.

C’est I'intégrale & point singulier de M. Darboux ou le conoide caractéristique
de M. Hadamard.
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Or, il suffit d'un simple coup d’eeil pour reconnaitre, dans cette caractéris-
tique a point singulier I'onde sphérique émise par le point fixe xo, o, 20 2 ’époque Zo.
Elle représente une sphére ayant pour centre le point considéré et dont le rayon
croit proportionnellement & la différence —¢,.

Une autre caractéristique est représentée par ’équation

ax—+By-+~vz—ct=const.

ol 'on suppose a, B, v liés par la relation
4B +yE=1.

Elle définit un plan qui se meut avec la vitesse constante ¢ en restant paral-
léle & une direction fixe. C’est 'onde plane.

Les deux intégrales que nous venons d’envisager constituent des intégrales
complétes de I'équation aux dérivées partielles des caractéristiques. Toutes les
intégrales peuvent se déduire de 'une ou l'autre d’entre elles par 1’application
de la méthode des enveloppes. C’est une propriété bien connue des équations
aux dérivées partielles du premier ordre.

Les bicaractéristiques et les rayons. On sait quel’intégration d’'une équation
aux dérivées partielles du premier ordre conduit & la considération d'un systéme
d’équations différentielles ordinaires dont la solution définit un ensemble de
valeurs des variables considérées en fonction d'un seul paramétre. J’ai donné
A ces ensembles le nom de lignes caractéristiques. M. Hadamard les appelle
les bicaractéristiques et les rattache & la considération d'un fait physique: le
rayon de propagation.

Considérons le cas général d'une équation aux dérivées partielles de la forme
suivante & quatre variables x;, x2, X3, %4:

(6) D(¢)=2Aiké—j— =0, (Ai=44),

ol I'on suppose que les coefficients dépendent seulement des variables x;. Les
équations différentielles des bicaractéristiques sont

d¢
dx, dx, _d<axk)

(7) D oD D
() o)
ax1 6x2

Dans le cas particulier de I'équation (3) et de 'intégrale & point singulier (5),
elles donnent

) dx=dy___dz=dt.
X—Xo Y—Y 2—2 t—1

.

Ce sont des droites parcourues d'un mouvement rectiligne et uniforme. En
tenant compte de 'équation (5) on trouve que la vitesse de ce parcours est égale
a C. Quelle que soit d’ailleurs la caractéristique dont on part, on trouve
toujours le méme ensemble de bicaractéristiques.
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Ce résultat devient évident si 'on rapproche les équations différentielles (6)
des équations canoniques hamiltoniennes de la mécanique.

Désignons par du la valeur commune des rapports (6), # étant une nouvelle
variable indépendante, et posons:

dx i ’

7 .

du

Soit A le discriminant de la forme quadratique (6); construisons la forme
quadratique adjointe
Ay A12 A13 Ais xl,

Agr Ags Aoz Ass %/
Az Ap Ass Az xd
Ay Ap A Ay x4

(9) 2T = —

D R

x x’ xid xd O

Les bicaractéristiques cherchées seront définies, indépendamment de la
caractéristique ¢ par les équations de Lagrange

d (oT oT\ _
(10) ¢7<6——> - <a_> =0

Les rayons de propagation se présentent ainsi comme les géodésiques d’une
forme quadratique de différentielles; mais la condition D(¢)=0 entraine aussi
T=0.

Ce sont des géodésiques de longueur généralisée .nulle.

Les trés belles recherches de M. Hadamard contiennent des remarques du
plus haut intérét sur les propriétés géométriques et physiques qui se rattachent
a la considération des bicaractéristiques.

Les multiplicités caractéristiques sont engendrées par les ensembles de
bicaractéristiques, groupées entre elles de maniére & admettre une enveloppe.

En particulier, les ensembles convergents engendrent les caractéristiques
a point singulier (ondes émanées d’un centre fixe) et les ensembles paralléles
engendrent les ondes planes.

Singularités des intégrales analytiques. Les multiplicités caractéristiques se
rencontrent encore lorsqu’on cherche les ensembles de singularités accidentelles des
intégrales analytiques. J’appelle singularités accidentelles celles qui dépendent
des conditions initiales, celles qui ne sont pas déterminées uniquement par la
forme analytique des coefficients de 1'équation.

Les ensembles de points singuliers accidentels des intégrales analytiques
constituent des multiplicités caractéristiques.

Par exemple, une discontinuité instantanée qui se produit en un point se
propage dans le milieu suivant les ondes représentées par les caractéristiques a
point singulier. Si le milieu est homogéne et isotrope, on retrouve les ondes
sphériques dont nous avons déja parlé.
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Lorsqu’on veut étudier non seulement la nature des multiplicités singuliéres,
mais encore la forme des singularités, on est amené, avec M. Hadamard & con-
sidérer les fonctions analogues a celle qui figure au premier membre de 1'équa-
tion (5).

Posons

¢ = (x—x0)2 4 (y —y0) 24 (2 —20)* — *(t — t0)*.

Cette fonction, égalée & zéro, définit une multiplicité caractéristique. Elle
satisfait & 'équation aux dérivées partielles

(11) D(¢) =4¢

ol l'on a posé
o) G+ Gy -G
D(¢) =\ —= — =) —l—=).
@) <6x + ady + 9z ‘ at

M. Hadamard, par une généralisation naturelle, a été amené a considérer,
pour les équations les plus générales, les fonctions qui satisfont & une équation
de la forme (11).

Si nous posons ¢ =2 nous trouvons pour définir la fonction « I'équation
(12) D(u)=1

analogue & celle qui intervient dans les recherches sur les transformations des
formes quadratiques de différentielles. Nous retrouverons ces fonctions en
étudiant les intégrales & pble mobile.

Du role des caractéristiques dans l'intégration des équations linéaires. Dans
la détermination des intégrales satisfaisant a des conditions initiales données,
nous sommes encore amenés a faire intervenir les caractéristiques.

La caractéristique & point singulier joue naturellement un role spécial, et
c’est celle qui fournit immédiatement les résultats les plus simples. Les re-
cherches de MM. Hadamard, Volterra et d’Adhémar se rapportent a I’emploi
de cette caractéristique et constituent une généralisation de la méthode de
Riemann et de Darboux pour les équations & deux variables indépendantes.
Mais il est possible de généraliser ces résultats.

La connaissance d’'une seule intégrale compléte de 1'équation aux dérivées
partielles des caractéristiques permet d’obtenir, par le procédé des enveloppes
toutes les caractéristiques de I'équation. Il était donc naturel de rechercher
les résultats que pouvait fournir pour l'intégration de I'’équation aux dérivées
partielles linéaires du second ordre, la connaissance d’'une intégrale compléte
des caractéristiques.

Je me suis occupé de cette question dans des mémoires déja anciens. Je me
permets de rappeler quelques-uns des résultats.

Soit ¢(x, ¥, 3, ¢, a, 8, v) =0 une équation définissant une intégrale compléte
des caractéristiques, a, 8, v étant des constantes arbitraires.

Regardant «, 8, v comme des coordonnées et x, y, 2, ¢ comme des para-
metres, 'équation considérée définit une surface variant avec les paramétres
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%, 9, 2, t. Cette surface variable, ou une portion de la surface, complétée s'il
v a lieu par d’autres surfaces fixes, limite un domaine A des variables «, 8, 7.

Soit u(x, v, 2, t, a, 8, v) une intégrale de I’équation aux dérivées partielles
du second ordre considérée dépendant des paramétres «, 8, v et satisfaisant sur
la caractéristique ¢ 4 une certaine condition aux limites que j'ai définie dans
un mémoire du Journal de Mathématiques (1900).

L’intégrale triple suivante, ol f(a8vy) désigne une fonction arbitraire
V={ff(a, B, Vulx, y, 2, t, a, B, v)dadBdy,

étendue au domaine A, représente une nouvelle solution de l’équation aux
dérivées partielles proposée.

On peut également envisager des intégrales simples ou doubles étendues
de la méme fagon 4 des domaines & limites variables.

Lorsqu'il s’agit de déterminer la fonction arbitraire f(a, 8, v) de maniére
a satisfaire 4 des conditions initiales données, on a a résoudre un nouveau type
d'équations intégrales a limites variables, généralisant, pour les intégrales
multiples les équations ordinaires 3 intégrales simples que j’ai rencontrées a

I'occasion d’une étude sur les questions & deux variables indépendantes.

L’étude de ces équations intégrales parait susceptible d’offrir aux mathé-
maticiens un sujet de recherches extrémement vaste et que je soupgonne trés
fécond. Parmi les résultats que j’ai obtenus, je signale la généralisation curieuse
de la dérivée par un résidu d’intégrale multiple permettant de passer d’une
fonction de point & une fonction de droite ou de plan, ou inversement.

Signification physique du résultat. La signification physique des résultats
précédents est immédiate. Les caractéristiques définissent en quelque sorte les
caractéres géométriques de 'onde. L'intégrale u(x, v, 3, ¢, a, 8, v) correspond
a la valeur ou a I'amplitude de 'ondulation, aux différents instants et aux diffé-
rents points de l'onde considérée. Représenter une intégrale par une somme
d’autres intégrales relatives & une famille de caractéristiques, c’est considérer
I'amplitude correspondante comme la résultante d’ondulations relatives aux
formes d’ondes représentées par ces caractéristiques. Par exemple, on peut
envisager une onde sphérique comme résultant de la superposition d’une infinité
d’ondes planes infiniment petites ou inversement.

Une intégrale compléte de l'équation des caractéristiques représente une
famille compléte d’ondes, susceptible de fournir par superposition les diffé-

rentes ondulations correspondant & l'équation aux dérivées partielles con-
sidérées.

Application de la théorie des caractéristiques au cas d'une onde engendrée par
une source ponctuelle qui se déplace, par rapport aux axes de coordonnées, d'un
mouvement rectiligne et uniforme.

1° Caractéristique a ligne singuliére. L’application de la théorie des carac-
téristiques au cas d'une onde engendrée par une source ponctuelle qui se déplace,
par rapport aux axes de coordonnées, d'un mouvement rectiligne et uniforme,
fournit des résultats qui m’ont parus trés intéressants parce qu'ils fournissent
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une interprétation physique immédiate et extrémement simple des formules
de la théorie de la relativité.

Dans le cas d’une source fixe, 'onde est représentée par l'intégrale & point
singulier. Dans le cas d’une source ponctuelle mobile, nous aurons & considérer
une intégrale 4 ligne singuliére. Mais cette intégrale s’obtiendra normalement
conformément & la théorie générale des équations aux dérivées partielles, par
I'application de la théorie des enveloppes & l'intégrale & point singulier.

Appliquons cette méthode au cas du mouvement rectiligne uniforme.
Je suppose que la source décrit 'axe ox. Soient

xo=0ty, Yo=0, 2=0
les coordonnées de la source.
Je considére la fonction
¢ = (x—vt0)2 4324352 —2(t —t0)?
satisfaisant &4 'équation (11).

Egalons 2 zéro la dérivée par rapport 2 ¢

(13) 0= —v(x—vio) +-c*(t—to).
L’élimination de #, entre cette équation et la précédente donne
— 2
¢= Ex—?t_g_ +y2+32‘
7
1— 2
02

La caractéristique singuliére est imaginaire lorsque 'on a v <c¢.

Les équations ¢ =const. définissent des ellipsoides aplatis dans le rapport
de Lorentz, et qui se déplacent d’'un mouvement de translation uniforme avec
la vitesse v.

Pour v=0 on a des sphéres concentriques.

Ce résultat m’a paru particuliérement intéressant par sa connexion avec la
théorie de la relativité. '

En cherchant la valeur de #, qui annule '’équation dérivée (13), on obtient un
résultat qui rappelle encore dans une certaine mesure les formules de Lorentz.

On a
1
-
c
to= p
1-Y
62
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7]2
’
‘“M/l‘ﬁ'

On s’explique ainsi pourquoi les formules de Lorentz s’introduisent naturelle-
ment dans l'étude des phénomeénes ondulatoires engendrés par des sources
mobiles, lorsque ces ondulations sont régies par 'équation aux dérivées partielles
de la propagation du son. Voigt y avait été conduit par ses propres recherches
bien avant qu’efit été proposée en physique I’hypothése de FitzGerald et Lorentz.

On a donc

Intégration. L’intégration de l'équation pour le cas d'un pdle mobile va
mettre en évidence le rble extrémement important de la fonction ¢.

Cette intégration peut s’effectuer de la maniére la plus simple par la trans--
formation de Lorentz qui raméne le probléme de la source mobile au cas du
probléme de la source fixe. Il faudra, naturellement, pour l'interprétation des
résultats, revenir aux variables primitives. La transformation de Lorentz dans
ce probléme doit étre considérée comme une simple transformation de variables
analytiques.

En vue de généralisations possibles, il n’est pourtant pas inutile d’examiner
comment le probléme se présente au point de vue de la théorie des équations
aux dérivées partielles, indépendamment de toute question de transformation
qui conserve la forme de 1'équation.

Nous déterminons d’abord la fonction ¢ satisfaisant a I'équation (11) ou la
fonction /¢ vérifiant I'équation (12) et admettant une ligne singuliére définie
par le mouvement de la source mobile.

On cherchera ensuite une intégrale de la forme

U
V'
ol U désigne une fonction réguliére dans le voisinage de la ligne singuliére et
présentant, dans le voisinage de chaque point de cette ligne, les caractéres de
symétrie analogues & ceux que nous allons trouver dans le cas du mouvement
rectiligne et uniforme.
Dans le cas d’une source fixe située & l'origine des coordonnées, les intégrales

qui représentent des ondes isotropes issues de cette source s’obtiennent par la
méthode de Poisson en posant

r=Vxti4 y2-J:z—2
et en cherchant les solutions de 'équation des ondes qui dépendent seulement de
r et de ¢.
On est ainsi conduit 4 1'équation suivante:

oV 24V _18V_,

ar Ty ar ¢ op
qui se raméne 2 la forme

*rV) 1 a2(rV) —0
ar? ¢z o

i
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et donne
o fr=at) +(rt-cl)
r

f et ¢ désignant des fonctions arbitraires.

Dans le cas de la source mobile, décrivant Ox d’'un mouvement rectiligne et
uniforme, nous posons de méme

r= //(x ) +y+2,
Sy
]/ c?
ct—%
4
u= 7 =
/-3
'I/ c

et nous cherchons les solutions qui dépendent seulement de et de u.
Nous avons l'intégrale & deux fonctions arbitraires fi et fs:

yo it =) +flr+u)

7

Les fonctions arbitraires considérées dépendent des deux arguments caractéris-
tiques r—u et r+u qui correspondent & deux séries d’ondes: les ondes posi-
tives r —u =const. qui se dilatent en s'écartant du pole, et les ondes négatives
r+u=const. qui se contractent en se rapprochant de ce point. Les unes
correspondent 3 une sorte d’émission et les autres & une sorte d’absorption.
Le méme pbdle peut correspondre 4 la fois & une émission et & une absorption,
mais on peut concevoir aussi des pdles uniquement positifs et des pdles unique-
ment négatifs. L’emploi de ces termes ne suppose, bien entendu, aucune cor-
rélation nécessaire avec les phénomeénes électriques du méme nom.

Lorsque les fonctions arbitraires fi et f; sont des fonctions périodiques ou
des sommes de fonctions périodiques, la valeur moyenne de l'intégrale V est
inversement proportionnelle 7.

Je donne a 7 le nom de module de l'intégrale.

Interférence de deux ondes concentrigues de signes contraires.

Considérons un doublet constitué par la juxtaposition d'un podle positif et
d’un podle négatif correspondant & des ondes périodiques égales.

Soit, par exemple:

_— {sin21r(r—)\u+a) psin 27U 16)|

o )

ol 4, a, 8, \ désignent des constantes.

Cette intégrale peut étre mise sous la forme suivante:
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27r(1’-}- a+B> 27r('u 6———-2>
24 . 2 2 /.

V= ""sin cos
4 A A

Elle s’annule identiquement, quel que soit ¢ pour

13) p A _ats
2 2’

n désignant un nombre entier quelconque.

Les lieux géométriques définis par cette équation sont des ellipsoides aplatis,
entrainés avec la source dans un mouvement de translation uniforme, et déja
rencontrés a propos des caractéristiques a ligne singuliére.

N

Les ellipsoides correspondant a l'équation (13) constituent des nappes
d’interférence de 'onde double définie par les valeurs de V. Ces nappes sont
stationnaires dans un systéme d’axes de directions fixes entrainés avec la source.

C’est pourquoi j'ai désigné, en général, sous le nom d’ellipsoides d’inter-
férence les ellipsoides définis par les valeurs constantes du module.

Quant au paramétre u, je 'ai désigné sous le nom de parameétre de rayonne-
ment dans mon mémoire sur la Relativité restreinte et la géométrie des systémes
ondulatoires.

Ondes d’interférence et ondes de progression. Les multiplicités 7 -u = const.
sont des variétés caractéristiques. Si, dans une équation de cette forme, on
suppose # = const., on a I'équation d’'un ellipsoide; si, au contraire, on y suppose
t=const. on a I’équation d’une sphére. On peut regarder ainsi les mémes ondes
comme progressant par ellipsoides concentriques entrainés avec la source ou
par sphéres ayant pour centres les positions successives de la source. Je donne
aux ondes ellipsoidales le nom d’ondes d’interférence, et aux ondes sphériques
celui d’'ondes de progression.

La considération des deux séries d’ondes s'impose. Mais I'existence du
dénominateur 7 dans 'expression de V indique I'importance spéciale qui s’attache
aux ondes d’interférence.

Je ne puis, malheureusement, entrer dans l'étude détaillée des propriétés
géométriques qui interviennent dans 1'étude des ondes. Je dois renvoyer pour
ce sujet & mon mémoire déja cité.

Il y a cependant des propriétés essentielles que je dois signaler.

Observation sur la valeur du module. L’expression du module donne lieu &
une premiére observation trés importante.

La valeur du module en un point M de l'espace, & une époque ¢ ne dépend
que de la position de la source par rapport au point M au méme instant. Tout
se passe exactement comme si la source était fixe, sauf toutefois que 'onde est
aplatie au lieu d’étre sphérique. Il est impossible de reconnaitre si cet aplatisse-
ment provient d’une anisotropie du milieu ou simplement d'un déplacement de
la source dans un milieu isotrope.
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‘étude des phénoménes d'interférence et de réflexion conduit aux mémes
conséquences. J’en indiquerai tout & I’heure les résultats principaux. J'observe
dés maintenant, toutefois, que la distinction entre 'onde d’interférence et I’onde
de progression pourrait servir & déceler le mouvement de la source. Mais
cette distinction ne pourrait étre faite que par l'observation d’'un phénoméne
extérieur au systéme entrainé, c’est-a-dire par la détermination du temps sidéral,
ou, plus exactement, du temps canonique de la gravitation.

Interférence et réflexion. Considérons un systéme d’ondes planes. Si le
milieu est isotrope par rapport & un systéme d’axes Oxyz, les rayons, c'est-a-dire
les bicaractéristiques sont dirigés suivant des droites perpendiculaires aux plans
d’onde.

Si maintenant; nous rapportons la méme ondulation & un autre systéme
O, x, v, 2, en translation euclidienne par rapport au premier, les plans d’onde
relatifs au second systéme ne sont pas paralléles aux plans du premier. La
direction des rayons stationnaires dans le second systéme changera également.
11 existe toutefois une relation extrémement simple entre les plans d’onde et les
rayons stationnaires rapportés au systéme mobile O, x, v, z.

Si I'on imaginait une source entrainée dans le mouvement de ce systéme, il
correspondrait & cette source une famille d’ellipsoides d’interférence. La relation
entre la direction du rayon et celle du plan d’onde peut se traduire ainsi:

La direction du rayon est conjuguée de celle du plan d’onde par rapport d
Vellipsoide d'interférence.

L’expression de direction conjuguée est entendue ici dans le sens qu’on
donne & ce mot dans la théorie des surfaces du second degré. Elle correspond,
en fait, & 'expression de conormale introduite par M. d’Adhémar dans la théorie
des équations linéaires aux dérivées partielles.

Pienons maintenant deux trains d'ondes planes périodiques de directions
différentes. Si ces deux trains ont la méme période dans 'un des systémes
d’axes, ils auront en général des périodes différentes dans le second. S'ils peuvent
interférer dans 1'un, ils ne pourront pas interférer dans I'autre. S'ils interférent
dans le systéme O, x, ¥, 3 2 module isotrope, il y aura une série de nappes planes
d’interférence, et les plans de ces nappes, paralléles entre eux sont paralléles a
I'une des directions de plans bissecteurs des plans d’ondes.

S'ils interférent dans le systéme O, x, y, 2, & module ellipsoidal, les plans des
nappes d’interférence sont encore paralléles entre eux, mais ils ne sont plus
paralléles & un plan bissecteur. La direction des nappes peut étre définie de la
maniére suivante:

Par l'intersection de deux plans d’ondes, on peut mener deux plans conjugués
harmoniques, par rapport aux deux premiers et conjugués en direction par rapport
3 'ellipsoide d’interférence. Les nappes d’interférence sont paralléles & I'un de
ces plans conjugués.

Les lois de la réflexion plane se déduisent de l'interférence.

La réflexion sur une surface plane est toujours accompagnée de phénoménes
dynamiques plus ou moins intenses dépendant de la nature matérielle de cette
surface. Dans la mesure ot 'on peut négliger ces phénoménes, 'onde incidente
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et I'onde réfléchie admettent pour plan d’interférence le plan de réflexion. Cette
propriété détermine 'une quand on connait l'autre.

En tenant compte des conditions d’interférence que nous avons établies,
on trouve, pour la relation entre le rayon incident et le rayon réfléchi la propriété
suivante:

Menons au point d’incidence la droite conjuguée en direction du plan de
réflexion par rapport a l'ellipsoide d’interférence (pseudo-normale ou conormale).
Le rayon incident, le rayon réfléchi et la pseudo-normale sont situés dans un
méme plan, et les deux rayons sont conjugués harmoniques par rapport 3 la
pseudo-normale et au plan de réflexion.

Si 'on considére un systéme entrainé dans un mouvement de translation et
une source liée & ce systéme, les phénoménes observés d’interférence et de ré-
flexion seront semblables & ceux qui seraient observés dans un systéme fixe, sauf
la variation résultant de l'aplatissement de 'onde entrainée. Mais si I'on ne
sait pas @ priori que le milieu dans lequel se déplace le systéme est rigoureuse-
ment homogéne et isotrope, les phénoménes considérés ne permettent de rien
conclure en ce qui concerne le déplacement du systéme.

L’extension de la méthode au cas des milieux hétérogénes peut s’effectuer
en suivant la voie indiquée par M. Hadamard, & condition que la propagation
de I'onde soit représentée par les solutions d’'une équation linéaire aux dérivées
partielles du second ordre & quatre variables indépendantes.

Dans un domaine suffisamment restreint, les résultats précédents restent
applicables en premiére approximation.

Observation sur la théorie dela gravitation. Parmi les intégrales de I'équation
des ondes dans le cas d'un pdle mobile, il y en a une de la forme
A
v==2

r

ol 7 désigne le module elliptique. Si 'on considére a la fois plusieurs sources
animées de vitesses quelconques, on aura une intégrale de la forme

A
V: 2 1t .
i
Cette expression donne lieu & une remarque trés importante: la valeur de la
fonction V en un point M 4 un instant donné ne dépend que des positions: et
des vitesses des sources mobiles du méme instant.

Dans les anciennes théories concernant la propagation de la gravitation, on
admettait généralement que l’action d’'un corps 4 sur un corps B & un instant
donné devait dépendre de la position occupée par le corps 4 A une époque an-
térieure, ce qui conduirait & la considération des potentiels retardés. Or ici,
nous obtenons une expression ol n'interviennent que des positions simultanées
des sources mobiles.

La valeur de l'intégrale, en fait, peut étre considérée comme la résultante
des ondulations produites par les actions antérieures des sources, mais le résultat
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.remarquable, c'est que cette valeur résultante ne dépend que des positions
actuelles simultanées et des vitesses.

Nous ne devons pas d’ailleurs oublier que les mouvements ont été supposés
tectilignes et uniformes et le milieu rigoureusement homogeéne et isotrope.

Aussi, de ce résultat, je ne veux retenir qu'un enseignement: c’est la possi-
Ltilité de concevoir 'apparence instantanée de la propagation de la gravitation,
Eien qu’en fait la vitesse de cette propagation soit finie. C’est un fait analogue
a celui d'une intégrale curviligne dont la valeur ne dépend que des limites.

Si nous connaissions en toute rigueur la constitution du milieu, nous pour-
rions en déduire les formes précises des solutions possibles; mais il n'est pas
vraisemblable que 'on puisse réduire le probléme de la gravitation 4 la simple
résolution d’une équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre.

Je n’ai pas 4 formuler d’hypothéses. J’expose simplement les résultats que
peut fournir I'étude d’une équation aux dérivées partielles.

J’ai cité, en commengant, une pensée profonde de Fourier sur la fécondité
pour les mathématiciens de 1’étude des lois naturelles. Je pourrais terminer
en rappelant 'opinion de Galilée sur la nécessité de 'emploi des mathématiques
comme langue essentielle et fondamentale de 1'expression de ces lois. Nous nous
trouvons ici en face d’'une manifestation de la solidarité admirable de toutes les
branches des connaissances humaines.

Mais j’ajoute que le mot de Shakespeare reste toujours vrai: nos systémes
philosophiques ne donnent qu’'une image fragmentaire et incompléte de I'im-
mensité de l'univers:

There are more things in heaven and earth, Horatio
Than are dreamt of in your philosophy.






NON-EUCLIDEAN GEOMETRY FROM NON-PROJECTIVE
STANDPOINT
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1. There are three ways of developing the elementary parts of non-euclidean
geometry:

(1) The synthetic method of the founders Lobatschewsky and Bolyai, which
in more recent days has been refined and extended by Hilbert and many others.

(2) The method of projective geometry in which the fundamental notions
of distance and angle are defined as cross ratios relative to a conic or quadric
surface. Klein has been the great protagonist of this school.

(8) The method of differential geometry inaugurated by Riemann and
Beltrami.

So far as the writer knows this third method has been employed only in a frag-
mentary way to develop those subjects which in Euclidean geometry are found
in treatises on analytic geometry. In a paper* which I gave last year at the
annual meeting of the Mathematical Association of America an attempt was
made to show how readily this method of approach lent itself to an elementary
treatment of what I may call non-euclidean analytic geometry. In that paper
I confined myself to elliptic geometry; here I will treat them together but more
particularly the hyperbolic geometry.

2. I begin by assuming that e-geometryt has been established with all
requisite rigour, and on this we shall build the elliptic and hyperbolic geometries.
The method is analogous to that employed in general arithmetic. Everyone
knows the difficulties which beset our efforts to establish in a rigorous manner
the real number system. But this once effected, other number systems as
quaternions may be established with comparative ease.

Let xi, x2, x3 be the rectangular coordinates of ordinary analytic geometry.
Then in e-geometry the element of arc is defined by

(1) ds? =dx*+dx? +dws?
and the angle 6 between two curves meeting at the point x by

=-!ds os

(2) cos 0= (a=1, 2, 3.)

*The Amer. Math. Monthly, vol. XXX (1923) and vol. XXXI (1924).

te-geometry, E-geometry, H-geometry are abbreviations for euclidean, elliptic and hyperbolic
geometry.

8—
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Straight lines or e-straights are such that

) BJ-ds=O.
To get a non-euclidean geometry we keep x1%2x; the same, but define ds by
(4) ds?= Eaijdxidxj, (’L, ]= 1, 2, 3),
where a;;=a;; are functions of the x. The angle § we define by
dx; 6x;
5 cos 0= o —2 .
®) ° Yds os

Straight lines or ‘‘straights’’ in this geometry are such that (3) holds, ds having
the value (4).

How many geometries are defined by (4)? Obviously there are an infinite
number of differential forms (4) which define the same geometry, at leastin
regions of not too great extent. For if we change the variablesx tox’ina 1to 1
manner, curves in x space go over into curves in x’ space so that corresponding
arcs have the same length, straights go over into straights and angles are un-
altered. Hence figures are unaltered in size and shape in their respective metrics.
Riemann showed that by a proper change of variables (4) can be reduced to

(6) ds= —-—di— i P=x24x2+x?, do?=dx®+dx.2+dxst.
141
4R?
If we set
Q) A=4R2—72, uw=4R2+r?,
formula (6) gives
4R? ..
(8) ds= — do (elliptic geometry),
"
or
4R? . ;
9) ds= ~ do (hyperbolic geometry),

according as we take the 4+ or — sign in (6).

The two geometries defined by (8), (9) have much in common and much
that is different. In the first place (8) and (9) show at once in connection with
(5) that the measure of the angle under which two curves cut is the same in
these two geometries as in e-geometry. Secondly we observe that (8) and (9)
interchange on replacing R by ¢R; we must expect this duality in our analytical
formulae. Thirdly we can show at once, using (3), that e-straights through the
origin O are also straights in E and H-geometry.

On the other hand (8) and (9) reveal a great difference in these geometries.
In fact (8) holds for all points of space while (9) breaks down on the sphere
A=0 or
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10) G=x2+x2+x?—4R?=0,

and ds becomes even negative for points without. For this reason only points
within G are regarded as real in H-geometry. This G-sphere plays a dominant
role in both geometries; we call it the fundamental sphere. Associated with G
is the imaginary sphere p=0 or

(11) G =x2+x2+ x2+4R2=0,
which is also important. We observe that they interchange on replacing R
with ZR.

Another difference is the following. Let p be the length of the segment OP
of a straight through 0. In E-geometry

, dr ,
= 2 = 2R tan~ ! —,
(12) PE J 1 7 2R
° 4R?
while in H-geometry
13 py=2R tanh™!
(13) H oR

Thus the length of the entire straight through O in E-geometry is 2xR. On
the other hand in H-geometry, when P approaches a point of G, py= . Hence
all points in H-geometry are at an infinite distance from any point of the funda-
mental sphere. In e-geometry the introduction of imaginary points has proved
indispensable, e.g., the circular points at infinity. In non-euclidean geometry
the same is true. As an example a straight in H-geometry through O cuts
the sphere G’ in two imaginary points for which 2= —4R2. For these points (13)
gives

(14) o= ’”2R .

Thus on each of these straights there are points whose distance from O in
H-measure is given by (14). This is a particular case of a very important
property.

3. Let us consider briefly some of the simple facts of plane E-geometry,
which unroll with hardly any effort from the e-geometry on a sphere. As we
deal here only with points x in the plane we drop «xs from the foregoing formulae.
If we introduce the variables
=é]i2£]:y z2=4R2x2; Z3=R§y

I M M

(15) 21

we find x is the stereographic projection of the point 2 on the sphere
(16) 22+ 242’ =R,

while
ds?=dz2+dz?+dzsd.
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This shows that when x describes a curve of length s in E-measure, 2z de-
scribes a curve on the sphere of equal length in e-measure. Thus to E-straights
in the x plane correspond geodesics on the sphere by virtue of (3), that is, great
circles. Any such great circle is determined by a plane through the centre of (16)
whose equation is, say

Az +Aszet+ Aszz=0.

Replacing the z’s by (15) we obtain
As(x12+3(322) - 4:R(A13C1+A2x2) = 4:A 3R2.

Thus E-straights are from the standpoint of e-geometry, circles cutting the
fundamental G circle in diametral points, and the imaginary G’ circle orthogonally.
To any two curves in the x plane meeting under the angle § in E-measure corre-
spond two curves on the sphere (16) meeting under the same angle 6 in e-measure.
Thus to a triangle in the E-plane corresponds a triangle on the sphere having
respectively equal sides and angles. The trigonometry of the E-plane is thus
identical with ordinary trigonometry on a sphere of radius R. In particular
the sum of the angles of an E triangle is >180°. Finally since figures may be
moved about freely without distortion on the sphere the same holds in plane
E-geometry. Hence the length of all E straights is 27 R since this is the length
in E measure of a straight through O. On the sphere two points determine
uniquely a great circle unless they lie on a diameter, hence in E-geometry two
points determine but one straight unless they lie on a diameter of G. Similarly
two E-straights do not cut in one point, but in two.

To avoid this anomaly one has defined a restricted E-geometry by imposing
the conditions that to diametral points on the sphere (16) shall correspond but
one point in the x plane, viz., that one of the two points which lies within the
fundamental G circle. The two end points of a diameter of G are regarded as
identical points. There are no points outside G. In this geometry which we
may denote by E* two points determine uniquely a straight; two straights
intersect in a single point. The length of any E* straight is 7R instead of 27R
as in E-geometry.

A peculiarity of E*-geometry is illustrated by the accompanying figures:
1, 2, 3. The citcle ABCD in Fig. 1 is moved toward the right. When it meets
G in Fig. 2, the two points L, M areidentical with their diametral points L' M’ and
when the circle reaches O again the figure has been turned through 180° as
indicated in Fig. 8. This is analogous to the twisted band of Mé&bius.

We mention one other feature which is of great importance in the following.
On the sphere (16) the locus of the points whose distance from a point 4 is
wR/2 is a great circle, the polar of 4. Thus in the E-plane the locus of all points
at a distance mR/2 from A is an E-straight a, the polar of 4, also 4 is the pole
of a. In E-geometry a straight has two poles, in E*-geometry only one. The
three E-straights 2:=0, 22=0, 23=0 form a right polar triangle; each side is the
polar of the opposite vertex. We may use this as a triangle of reference. Froma
point z let us drop E-perpendiculars on the three sides of this triangle. If §;,82,83
are the lengths in E-measure of these perpendiculars we find

zk=R.sin 3k/R, (k=1, 2, 3),



NON-EUCLIDEAN GEOMETRY 121

which gives us another geometric interpretation of the 2’s, analogous to the
homogeneous coordinates of projective geometry.

Fig. 1 Fig. 2

B

w9

<

A

Fig. 3

4. We now leave these very instructive particulars and turn to hyperbolic
geometry. First a word about plane H-geometry. If we replace R by ¢R the
sphere (16) used for stereographic projection becomes imaginary. Perhaps for
this reason one has introduced new variables so that (9) becomes

ds? = Rz(dylz‘l‘dyf) ,
?

which defines the element of arc on a pseudosphere. This was first done by
Beltrami and later by v. Escherich with considerable success, but it introduces
unnecessary difficulties and one loses the close relations which exist between
E and H-geometry. We shall therefore introduce variables analogous to those
of (15), and as we propose to treat space and not the plane we need four, viz.:

Ry

’ (a=192s3)y §4= T> 0.

4R
17 = e
17) ¢ X
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The metric is that of (9). We shall find it convenient to use the abbreviations
[db] = a1b1+ ........ +ll4b4, [02] = 012—*‘ ...... +G42,
{ ab } =a;b1+ byt asbs—asbs, {02 } =a2+ta?+as? —al

We now find for all points x for which A0, 7.e., points not on the fundamental
G-sphere (10), that

(18) | {¢p=—R,

which, if we like, may be regarded as a hyperboloid in 4-way e-space, but we shall
not urge this interpretation. We find also that the element of arc (9) satisfies
(19) _ dst={d2}.

Let the straight joining O with the point P(x1, %3, x3) have the direction cosines
L, Is, 1. The length p of the segment OP is given by (13). We find that

(20) to=Rl,sinh p/R, (a=1,2,3), ¢s=R coshp/R.
Let us first consider the locus defined by

(21 [42]=0,

which we call an H-plane. Setting (17) in this equation we get

(22) A A+ AR(A 12y + Aoy + Agxs) +44 . R2=0;

or .

(23) Z (xa+ 4?;‘1“)2 i_]j; {42}, 4,50

Thus the H-plane (21) is in e-geometry a sphere cutting the fundamental
G-sphere orthogonally. Since only the ratios of the 4’s in (21) are important
we may suppose

(24) (42) =R,

In this case we say (21) is in normal form. In case A4=0, (21) reduces to
Azi+A2za+A323=0 or in x coordinates Ax;+Asxs+A3zx3=0. Hence H-planes
through O are also e-planes. To the four H-planes {1=0, ..., {4+=0 correspond
the three coordinate planes x;=0, x,=0, x3=0 and the imaginary G’ sphere.
They form a tetrahedron which we shall always denote by 7. Let us now see
what H-straights are. If we perform the variations indicated in (3), using the
ds of (19), we get four differential equations

P _ L
25 — =22 (k=1,...,4),
(25) ds? R ( )
whose integrals are

(26) ¢» = azcosh —;— +b,, sinh ZL;— .

The 8 constants of integration must be so chosen that { satisfies (18). When
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s=0, {z=ay, hence {a?} = —R?. To satisfy (18) we impose the further conditions
(27) {02} =Re, {ab}=0.

With these conditions (26) are the parameter equations of an H-straight. We
easily find that every H-straight is the intersection of two H-planes of the type
(21) and conversely, as in e-geometry. This is our reason for calling (21) a
plane. We have thus the important result: H-straights are e-circles cutting
the fundamental G-sphere orthogonally and the imaginary G’ sphere in diametral
points. Just the opposite is true in E-geometry as we should expect, since these
spheres like the two metrics (8), (9) interchange on replacing R by 4R. A pecu-
liarity of plane H-geometry is illustrated in the accompanying Fig. 4 which we
suppose, to fix our ideas, lies in the x;x; plane. G is the fundamental circle;
e-circles cutting G orthogonally are H-straights. Straights as @, b which meet on
G, i.e., at infinity, are said to be parallel. Through a point 4 we can draw two
parallels b, ¢ to a given straight . On the other hand there are an infinity of

‘

Fig. 4

straights through 4 which do not meet a given line, as for example a. Such a
line is d, we observe that the parallels b, ¢ are the limiting positions of lines
through A which do not meet a.

Returning to our main theme, let us multiply (26) by a4,. .., as; we get

a§ =1ia (:()Sh - + a/b Slllh -
or

!
(28) cosh > = lag) .
. R —R?

Similarly, multiplying (26) by b;,.. ., by gives

1
(29) sinh & = %7
R -r

The relation (28) is of utmost importance.
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We have derived (25) and (26) on the supposition that the quantities
involved are real. If we allow imaginary values we may regard (26) as defining
an imaginary straight and (28) as defining the distance between the (imaginary)
points @, {. The ambiguity of this definition is not disturbing as s is usually
real or purely imaginary. Points whose coordinates are of the form b, =13,
the B’s real, are of extreme importance in H-geometry. Such points are, e.g., the
intersections of a straight through O with the imaginary G’ sphere, 7.e., the
H-plane {4=0. We saw in (14) that the distance of any point of this plane
from O is s=miR/2, agreeing with (28).

Let us generalize and say two points a, { are associate when
(30) {at} =0,

or, by (28), when their distance apart is 7 R/2. The locus of all points { associated
with ¢ is thus an H-plane. We call this plane the polar of @ and e the pole
of the plane (30). If a is real a4 is real and (23) shows that the polar of a is
imaginary, since {a?} = —R?; on the other hand if @ is imaginary, i.e. if its
coordinates have the form Za;, the polar of a is real.

With this in mind let us return to (25). If we set s=miR/2 we get
¢r=1b,. The relations (27) therefore mean that the H-straight passes through a
and the associate point whose coordinates are 7b,. The tetrahedron » mentioned
above is a polar tetrahedron; each of its faces is the polar of the opposite vertex.

Let us now consider the angle § between two H-planes
(31) [4{]1=0, [B{]=0,

which we will suppose are in normal form. To these planes correspond e-spheres
whose equations are of the type (22). The angle under which these spheres
cut is also 6 in e-measure as we saw in § 2. Then from analytic geometry

{AB}

(32) cos = T

The two planes (31) are orthogonal when
(33) {AB} =0

and in this relation we may note it is not necessary that the H-planes (31)
should be in normal form.

Let b, ¢ be two points in the plane a= {af} =0. The plane w through a, b, ¢
has the equation

1 -8 _
W= Z; 'Z: =451+ ... FA4484=0.
Cle v oo Cy

This plane is perpendicular to « if {a4 } =0, by (33). But{ad}=a:d,+ ...+ a4,
is the development of the above determinant when we replace the ¢{’s
by the a’s; hence {ad} =0 and w is orthogonal to a. If we keep a, b fixed
and let ¢ vary in the plane a, we see that all planes through the join of @, b cut
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the a plane orthogonally. Hence the important theorem: The H-straight
joining a point with any point of its polar is perpendicular to this plane, or
all straights perpendicular to an H-plane meet in the pole of this plane. This
is illustrated by the r tetrahedron; we see now all its faces cut orthogonally.

Let a=[4¢]=0 be a plane in normal form so that {4%} =Rz, If we set
Ai=1a; As=1as, As=1a3, A4= —iay we have {a2} = — R? and hence a4, a3, a3, a4
are the coordlinates of a point a. Then [4{]=0 becomes {a{} =0, which shows
that a is the pole of . We can now find the length § of the H-perpendicular p
dropped from a point { on the plane a. For let p cut a in the point ¢, then a
is the associate of ¢ on p and (29) gives

(34) sinh 0 = legb _ 48]
R i R

Hence if §; is the length of the H-perpendicular let fall from the point ¢ on the
face ¢, =0 of the 7 tetrahedron we get at once

. 4 6; . R . 1)
(35) i’,-=RsmhK—j—-, i=1,2,3; 5‘4=—i—smhkf—.

5. As an application of these formulae let us show how easily the formulae
of H-trigonometry may be deduced.

Let ABC be a triangle in the x1x, plane whose opposite sides have the
lengths a, b, ¢ in H-measure. Let A4 coincide with the origin O and OC with
the +x axis as in Fig. 5. We shall show later that any triangle may be moved
into this position without altering any of its dimensions.

Fig. 5

Let the ¢ coordinates of the vertex B be by, by, b3 and ¢, ¢s, ¢z those of C.
Then by (20)

b,=R sinh < cos A4, b=R sinh < sin 4, b;=R coshi,
R R R

61=Rsinh-b—, ce=0, 03=Rcosh£.
R R

These in combination with' (28) give

(36) cosh — = =cosh > cosh £~ —sinh LA sinh - cos 4.
R R R R
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By cyclic permutation we obtain the corresponding formulae for
coshb/R, coshc¢/R.

To get the sine formula we drop an H-perpendicular of length p on the side
OC, or the line {3=0, or in normal form R{;=0. Then, by (34),
p _ Rb
T

sinh = sinh—c— sin 4.
R

This being true for any right triangle is true for CBP. Hence

sinh ?_ sinhg-sin C.
R R

Hence

sinh % sin C=sinh = sin 4.

R R

As these are entirely general we get as usual
. e ..b .. ¢ . . .
(37) sinh — : sinh — : sinh = =sin 4: sin B: sin C.
R R
The third fundamental formula is
(38) sinh % cos B=sinh - cosh b cosh < sinh b cos A4.
R R R R R

This is obtained from (36) in precisely the same manner as the corresponding
formulae in ordinary spherical trigonometry. From (36), (37), (38) all the
formulae of H-trigonometry may be obtained by following the steps employed
in any elementary treatise on spherical trigonometry. We observe that we
have merely to replace the sides a, b, ¢ in such formulae by a/iR, b/iR, ¢/iR, to
convert a formula of e-spherical trigonometry into one of H-trigonometry.

6. In e-geometry we assume the existence of rigid geometric figures,
z.e., figures that can be moved about freely without altering their size or shape.
This fact is characterized by the existence of continuous point transformations
which leave ds unaltered. We extend this to H-geometry. To simplify our
analysis it will be convenient to set

(39) Zj=§'j,j=1, 2,3, Z4=7:§-4.
Then the z coordinates satisfy the relation

(40) [f]= —R?,

while ds? becomes

(41) ds?=[dz#?].

Let us effect a linear transformation of the z's

42) 2 =ay z+...+tay z4=§a;aza, (a, k=1,...,4).
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If the determinant A of the a;, is 0, (42) defines a one to one transformation
of the point z to 2’ and conversely, provided the relation (40) is valid for 2’. Now

[2’2] =2 Zk’2 =2 2 Qo 20 Edkﬂ 2= Z 2, 2g Zaga Qrg-
k kEoa 8 a, B k

Hence if the a's satisfy the so-called orthogonal relations

Zap, arg=1 (a=0),
(43) k
=0 (a5£p),
the condition (40) is satisfied for the z’s, that is 2'y,. . ., 2’y are indeed the coordi-

nates of a point 2’.

By virtue of (43) we find 4 = +1; if we take 4 =+1 we find Opo=A;, the
minor of a,; also

(44)

faak age=1 (a=p),
=0 (a5%8).

We must subject the a’s to another condition. When the point ¢ is real, 2, 22, 23
are real and z,is imaginary. Thus, as we wish the transformation (42) to convert
a real point ¢ into a real point {’, we will take the a’s according to the scheme

21 ={1 2a=02 Z3={3 Z4=1{4

a'=¢ ) Cu Cu Cgs iCuy
(45) 2’ =& Cou  Cu Cug 1Cy

z' =& Cs Csa Cy 1Cs

2 =1¢4/| —iCpn—1Cu—1Cys Cua.

Here the C’s are real and the elements of this table satisfy the orthogonal relations
by rows and by columns. We take Cy > 0.

Let (45) transform the two near-by points z, z+dz whose distance apart is
ds into the points 2’, 2'4+dz’ whose distance apart is ds’.  Since the coefficients
@ in (42) are constants we see that the dz's transform the same as the z’s. Since
the orthogonal relations (43) now hold we see that ds’?=ds?. Thus the linear
orthogonal transformation (45) leaves all distances unaltered and hence also all
angles. This is further confirmed by applying (45) to (28); we find at once that

{a’¢'t = {at}.

Obviously the transformation (45) does not transform a point ¢ within the funda-
mental G sphere to one without it or on it. It is now not difficult to show that
the tetrahedron 7 can be made to coincide with any other tetrahedron 7’ of the
same character. In particular any triangle can be brought into the special
position employed in § 5.

Let us briefly mention a few special cases of (45).

Example 1. Cyq=1, the other C’s in the last row and column =0. This
defines a rotation about O in the e-sense.
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Example 2.
1 & s i$y
a1 0 0 0
(46) &G0 1 0 0
(3’10 0 cosi0 sin 8
i¢d |0 0 —sin 46 cos 18,
that is:

§1,=§'1, f2,=§'2, ¢3' = {3 cosh 60— ¢4 sinh 6, §'4l=—§'3 sinh 0-+¢a cosh 6.

The Fig. 6 represents the tetrahedron =. A plane a={;—g{>=0 through the
%3 axis is unaltered. A plane 8= {3—h{4,=0 through the edge 44, is rotated
about it as an axis. Thus points on the x; axis are shifted along it, in such
a manner, however, that points within G remain in it. The intersection of o =0,
B=0is an H-straight as QP, Fig. 7, perpendicular to the xzaxis. A point L on it
is moved to L', while P goes to P’. As distances are unaltered LP=L'P’ in

%

H-measure. The points L at a given distance from the x3 axis form an H-circle C
whose centre is Q. If we rotate the plane a about the x; axis, the locus of C is
a sort of torus. The equation of this surface is

47 A2+ +B(E2—82) =0,
for {12+ o2 is unaltered by the rotation about the x3 axis, that is, by the following:

l’ &1 $2 $3 ifa

&’ cosf sinf 0O O

(48) $' | —sind cos6 0 O
&' 0 0 1 0

ey 0 0 0o 1,

and {2 —{ 2 is unaltered for (46). If we apply both (46) and (48) a point on
the surface (47) describes a screwlike motion upon it. This surface is the
analogue of the celebrated Clifford Surface. The rectilinear generators or
Clifford parallels are here imaginary.
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1. Non &, al certo, in questa riunione in cui convengono tanti eccellenti
matematici dalle varie parti del mondo, che un vecchio e modesto lavoratore pud
recare idee nuove e feconde: il silenzio sarebbe stato pil consigliabile per me, se
I'accoglienza tanto cordiale fatta alla delegazione di cui sono il pill anziano, non
mi avesse fatto un dovere di prendere la parola. Ma la stessa Vostra cortesia,
che non mi permette di rinunziare ad intrattenervi, vorrd scusare se, dopo le
dotte conferenze che abbiamo avuto la ventura di udire, io non potrd esporvi
che una semplice causerie, e se, rassegnato fin d’ora a scorgere sulle Vostre labbra
il sorriso di compatimento che accoglie cid che pud sembrare sintomo d’in-
voluzione senile, rimetto a nuovo qui, dinanzi a voi, alcune mie vecchie idee.

2. Da molti anni—non ardisco dire quanti—ho considerato le funzioni di
un insieme lineare ben determinato, come fossero gli elementi o punti di uno
spazio, cui ho dato il nome di funzionale, ed ho considerato quelle operazioni a
carattere lineare, che eseguite su codeste funzioni, riproducono gli elementi di
quell'insieme o di un altro insieme lineare. Le denominazioni di spazio funziona-
le, di operazioni funzionali, sono state poi generalmente adottate, ed i concetti
che vi si connettono sono stati sviluppati in varie direzioni; ma, mentre io mi
occupavo del lato algoritmico o qualitativo di codesti concetti, maestri della
scienza ne sviluppavano i lati quantitativi: si ricordino la teoria delle funzioni di
linee del Volterra, cui il compianto Arzeld ha portato contributi di considerevole
importanza; il calcolo di composizione dovuto pure al Volterra, le belle sue
applicazioni alla teoria delle equazioni integrali ed integro differenziali e per
conseguenza a numerose questioni di fisica matematica; le interessanti ricerche
iniziate da Hadamard e sapientemente continuate da Fréchet; gli studi di Hilbert
e della sua scuola; il recente libro di P. Lévy, ecc.

3. Ma il punto di vista al quale mi sono posto, e che direi qualitativo,—
si potrebbe quasi dire geometrico—ha avuto minore successo: ed infatti meno
dirette e meno immediate ne sono le applicazioni. Pur tuttavia, esso non &
privo d’interesse: numerosi problemi si riattaccano pure ad esso, e fra altri, ve
n’¢ uno che, a mio parere, lo rende degno dell’attenzione dei matematici, ed & che
esso lascia intravedere un metodo atto ad avviare ad una graduale classificazione
delle trascendenti analitiche, questione quanto mai interessante, ma per la quale
mancano per ora gli instrumenti opportuni.

4. Consideriamo uno spazio S di funzioni, e !'insieme delle operazioni
lineari—cioé a dire distributive rispetto all’addizione—che, applicate a questo
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spazio, lo riproducono: codeste operazioni, alla lor volta, costituiscono un
insieme lineare avente carattere di gruppo. Si viene cosi a generalizzare, in modo
concreto, la teoria delle omografie, estendendole ad uno spazio ad infinite dimen-
sioni e la generalizzazione dei problemi classici sulle omografie si presenta spon-
tanea; ad es.: '

(a) Data un’operazione A, ammette essa radici? esistono cioé¢ elementi a
dello spazio funzionale, per i quali sia 4(a) =0?

(b) Date due operazioni A4, B, si consideri il fascio di operazioni 4 —%B:
esistono valori di k, e quali, tali che 4 — kB ammetta radici?

Come caso particolare, questo problema contiene quello della risoluzione
dell’equazione integrale di seconda specie omogenea di Fredholm, cioé la ricerca
dei numeri caratteristici e delle funzioni caratteristiche di un’operazione integrale.

(¢) Riduzione di un’omografia alla sua forma canonica, cioé ricerca della
base dello spazio S rispetto ad un’operazione data.

5. Lo studio delle omografie cosi generalizzate da luogo ad una osservazione
importante, ch’io ho publicata nel 1897 e che ¢ stata ritrovata, una dozzina
d’anni piu tardi, da Hellinger e Toeplitz: questa osservazione & la seguente.

Una omografia applicata ad uno spazio S ad un numero finito di dimensioni,
se non ammette una inversa unica, ¢ degenere; cio significa:

1° che essa ammette radici,

2° che essa trasforma lo spazio su cui essa opera in una parte dello spazio
medesimo, cioé in un sottospazio di S non coincidente con S. Or bene, quando
I’omografia opera su uno spazio ad un numero infinito di dimensioni, queste due
proprietd non sono pilt conseguenza l'una dell’altra: oltre alla degenerescenza
di cui si & ora parlato, si hanno operazioni che ammettono radici, pur riproducendo
I'intero spazio S; ¢ la degenerescenza parziale di prima specie: mentre altre
non ammettono radici, ma trasformano .S in un suo sottospazio: & questa la
degenerescenza parziale di seconda specie.

6. E’ facile dare esempi, non meno semplici che suggestivi, del fatto ora
ricordato. Sia S lo spazio funzionale delle serie di potenze, di cui

1) 1, %, %2 . . . %%
puo dirsi Ja base. Una operazione lineare P sia definita colle a, non nulle, da
P(l)=aq, PE™) =a,x"—x""1, n=1,2,3, . . .);
questa operazione, applicata alla serie
a=Nhx"
da
P(a)=hoto—M+mar—h)x+ . . F(h0y—hup)x"+ . . .,

e qui i coefficienti %1, k2, . . . sipossono determinare in modo che sia P(a)=0:
I'operazione P ammette dunque radici nello spazio S; ma d’altra parte ogni
elemento di S pud essere rappresentato da P(a): l'operazione P riproduce
dunque tutto lo spazio .S.
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Si definisca invece, nel medesimo spazio, colle @, non nulle, un'operazione

Qda
Q1) =ao—=x, Q") =ax"—2"t!, n=1,2,3, .. .)
si avra:
Qa) =2knx", kp=hyan—ay-1,

e qui si puod avere Q(a) =0 solo se o ¢ identicamente nullo; mentre d’altra parte,
sotto ovvie condizioni di convergenza, &

Dk . . . a,=0;
per modo che le serie Q(a) danno soltanto una parte dello spazio S.
7. L’operazione D di derivazione, nello spazio S ora considerata, & operazio-

ne degenere della prima specie poiché ammette come radice la costante, mentre
trasforma in sé tutto S; invece, nello spazio funzionale la cui base &

1 1 1
(2) —_—y =y — . . *y
x x% «°
& un’operazione degenere della seconda specie, poiché essa genera il sotto-spazio
g P

1 1 1

—_—y 1y — ) b b )

x? x3 x4

mentre non vi ha radici. Infine, in uno spazio avente come base
(3) edlx.’ 60236’ L. eanx,

dove a1, @2, . . . @, . . . sono numeri fra loro diversi, I'operazione D non &
degenere, e gli elementi (3) ne danno senz'altro la forma canonica.

8. Fra le operazioni lineari che si applicano ad uno spazio S determinato
e riproducono lo spazio stesso, si pu0 fissare 'attenzione su una di esse in parti-
colare, sia H, che si dird operazione principale, indi classificare le altre a seconda
dei loro rapporti con quella. In primo luogo, si possono considerare le operazioni
permutabili con H, cioé quelle per le quali ¢

4) AH—HA=0;
indi, il primo membro di (4) pud considerarsi come una nuova operazione, che
da, per cosi dire, lo scarto della permutabilitd di 4 rispetto ad H. Indicando
questo scarto con A’g, e detto questo di indice 1, si potranno considerare gli
scarti di indici 2, 3,
Ay=AyH—HAy=AH?—2HAH-+HA,
Apg=AH3—3HAH?>+3H?AH — H’A

e cosi via. E mentre Az=0 caratterizza la permutabilitd ordinaria con H, si

potra dire che le operazioni per le quali & 4§” =0 hanno, rispetto ad H, una per-
mutabilita di ordine #.
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Lo scarto ha, nel Calcolo delle operazioni, una analogia formale notevole
colla derivazione nel Calcolo delle funzioni: cosi, lo scarto di un prodotto 4B
di operazioni & dato dalla regola

(AB)y=AyB+ABy
e per gli scarti d’ordine superiore vale la legge evidente
(AB)g=ApB+24yBy+ABy,

(AB)g=AyB+3A4yBy+34yBy+ABy,
eccC.

9. Sia S uno spazio funzionale tale che il prodotto di due suoi elementi
appartenga ancora ad S. Non si pud davvero immaginare, in .S, un’operazione
pit semplice della moltiplicazione degli elementi generici di .S per un suo elemento
fisso a. In particolare, se .S & lo spazio, gia considerato, delle serie di potenze,
si pud assumere x come moltiplicatore, ed ogni altra operazione di moltiplicazione
sard permutabile con questa. Lo scarto della permutabilitd di un’operazione 4
sard allora dato da

A(xa) —xA(a),

a essendo un elemento qualsiasi in S: questo scarto verra indicato semplicemente
con A’, e con A™ lo scarto d’ordine #. Or bene, la considerazione di questi
scarti di luogo ad una formula assai notevole. Se, essendo a e 8 due elementi
di .S, si pone

A(aB) =Noa+NDa+ND?a+ . . .,

si trova che i coefficienti No, A1, N2, . . . dipendono esclusivamente da 8, e che
¢ precisamente

N=B M=4"(8), = = A"(B), . . . A= =AP(@), . . .
2! n!

talcheé vale la formula
@

(%) A(af)= X = AP (B)D"a
17

n=

e per questa serie (che nel Calcolo delle operazioni funzionali ha un ufficio analogo
alla serie di Taylor nella teoria delle funzioni), esiste in ogni caso un dominio
funzionale di convergenza.

Un’espressione differenziale lineare, i cui coefficienti siano serie di potenze,
gode, rispetto alla moltiplicazione per x, della permutabilitd di ordine m+1 se
m & il suo ordine; essendo 4 una tale espressione, si ha dunque 4™ =0. Inoltre
lo scarto, per una tale espressione, si costruisce mediante una regola che & formal-
mente quella stessa della derivazione dei polinomi, gli esponenti essendo sostituiti
dagli indici di derivazione. Se 4 & una simile espressione, la formula (5) si
riduce ad un numero finito di termini: ed il caso particolare della (5) cosi ottenuto
risale a D’Alembert.
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10. Alla moltiplicazione per x sostituiamo ora, come operazione principale
in S, la derivazione; indichiamo con Ap lo scarto della operazione 4 dalla
permutabilitd con D. La permutabilitd propriamente detta, cioé la Ap =0, si
ha per le espressioni differenziali lineari (anche d’ordine infinito, in ispecie per le
espressioni lineari alle differenze) a coefficienti costanti; la permutabilitd d’ordine
m4+1, AZ"TV =0, si ha per le espressioni differenziali lineari d’ordine finito od
infinito, aventi per coefficienti polinomi di ordine non superiore ad m.

11. Fin qui abbiamo considerato operazioni lineari che riproducono lo
spazio su cui operano, o parti di esso. Ma si possono anche studiare operazioni
lineari che trasformino uno spazio funzionale .S in un altro T": le omografie di T’
sono allora le trasformate mediante una tale operazione, sia B, delle omografie
di S. A questo punto di vista, occupiamoci di una di queste trasformazioni B
delle omografie di S; & a questo punto di vista, che ho studiato una di queste
trasformazioni B, la pill nota e la pill interessante: é la trasformazione di Laplace,
studiata pure da Abel, e di cui Borel ha fatto uso con tanta efficacia nella teoria
moderna delle funzioni. Questa operazione ha, come proprietd caratteristica,
quella di far passare dalle operazioni permutabili di un dato ordine rispetto alla
moltiplicazione, alle operazioni permutabili dello stesso ordine rispetto alla
derivazione. Mi sia permesso di trattenermi un istante sul caso pit semplice,
quello della permutabilitd propriamente detta.

12. Consideriamo come spazio S quello delle funzioni intere ds (ipo esponen-
ziale (secondo l'espressione di Polya) di una variabile ¢, come spazio T quello

.. .1 . . .
delle serie di potenze di -, senza termine costante. Indico con ¢, ¢, . . . gli
x

elementidi S,conf,g . . . glielementidi 7. L’operazione B—trasformazione
di Laplace-Abel-Borel—¢ data da:

®) j;%mwa@»

o brevemente
B(¢)=f;

¢ ¢ la funzione generatrice, f la sua determinante. La moltiplicazione per ¢,
eseguita in S, si muta, in 7T, nella derivazione cambiata di segno,—D. Sia
a(—D) un polinomio razionale intero a coefficienti costanti in—D, e sia la equa-
zione in g

) o(—D){¢} =f;
questa equazione ¢é risoluta da

=0 4.

® £to) = [ e

qui il cammino d'integrazione & formato da una linea che, partendo da 0, tende

all’infinito secondo un azimut determinato 6, tracciata perd in modo da evitare

le radici di a(¢). L’espressione (8) rappresenta un ramo ad un valore di funzione

analitica in un semipiano contenente il semiasse reale positivo e limitato da una
—9
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perpendicolare al raggio di azimut—#; variando il cammino di integrazione senza
oltrepassare le radici di a(2), si ottiene il prolungamento analitico di quel ramo;
oltrepassando le radici, si aggiungeranno termini esponenziali, integrali dell’-
equazione

9 a(—D)=0

priva di secondo membro. Di questa g(x), la teoria delle funzioni determinanti
da, in modo semplicissimo, lo sviluppo asintotico. ’

13. Al caso elementare che ho cosi considerato si puo riattaccare, a quanto
mi sembra, un avviamento ad una graduale classificazione di numerose trascen-
denti.

Sia f(x) un elemento dello spazio T, ¢(¢) la sua generatrice, p(f) una funzione
razionale qualsiasi, escludendo solo, cid che non ha nulla di essenziale, che =0
ne sia un polo. La

g(x) = J: p(Do (e Mat

da il risultato di un’operazione 4 (f), eseguita su f e trasformata mediante B
della moltiplicazione per p(f): risultato che ¢ una trascendente il cui carattere
essenziale ¢ facile a stabilirsi: esso dipende infatti esclusivamente dalla funzione
oetf ¢(t)e—xtdt
(10 M 9= [
t—z
poiché g(x) non & altro che una combinazione lineare a coefficienti costanti di
A(x, 2) ed eventualmente delle sue derivate rispetto a z, calcolate pei valori di
z che sono i poli di p(£).

Ora, quando ¢(£) varia nello spazio S, una classe di trascendenti & costituita
nello spazio T, e questa classe riconosce a capofila, per cosi dire, quella trascen-
dente che si ha per ¢(¢) =1, cioé quella in cui ¢(#) & I'’elemento pid semplice in S;
e questa trascendente capofila &

@ e™Mdt

1) I, 2) =J0 :

t—2

trascendente ben nota, poiché essa non ¢é altro che
e “li(e),

dove Iz & il logaritmo integrale. Le varie A(x, 2) hanno un comportamento
analitico che offre con quello della (11) la pili grande analogia. Le trascendenti di
questa categoria forniscono gli integrali delle equazioni lineari differenziali, a
coefficienti costanti, d’ordine finito od infinito; in particolare, si hanno soluzioni
delle equazioni alle differenze finite che sono in stretta relazione colle soluzioni,
dette principali, che Norlund ha considerato nei suoi recenti ed importanti
lavori.

14. Ho accennato cosi al caso pilt semplice della utilizzazione della tras-
formazione B nel calcolo funzionale qualitativo; ma questo caso si pud generaliz-
zare in varie direzioni, di cui voglio indicare alcune.
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Anzitutto, si pud sostituire, alle generatrici del precedente spazio .S, classi
pitl generali di funzioni: analitiche lungo una striscia comprendente il cammino
di integrazione, ed anche non analitiche. La funzione determinante & tuttavia
analitica, regolare in un semipiano determinato se la generatrice ha un anda-
mento asintotico di carattere esponenziale; essa pud ancora venire assoggettata
alle operazioni di tipo 4,: in particolare, si pud dare la soluzione di equazioni
lineari differenziali o alle differenze a coefficienti costanti il cui secondo membro
sia una tale funzione determinante, e decomporre questa soluzione in termini
della forma

)\(xy Z,‘)

M\ (x, Zi)
0z,

Oppure, si pud generalizzare 'operazione eseguita su ¢(2); considerare, ad
esempio, in luogo della moltiplicazione per p(¢), 'applicazione a ¢(¢) di una
espressione differenziale lineare normale e dedurne le soluzioni della trasformata
mediante B: una questione di questo genere risale a Poincaré.

15. Ma, rimanendo alla considerazione della moltiplicazione operata sulla
funzione generatrice, si prenda come moltiplicatore la potenza ¢*, a essendo un
esponente a parte reale> —1. La trasformata mediante B di questa semplice
moltiplicazione &, per ogni elemento f(x) di 7, una operazione che, per tutti i
motivi che guidano nell’applicazione del principio di permanenza, definisce la
derivata d’indice o di f(x), moltiplicata per e™*. La proprietd D*Df=D*#
viene da sé soddisfatta, ed una relazione che si deduce immediatamente da

(12) e “Df (x) =J:° e Mo (H)dt

permette di estendere la definizione agli indici a la cui parte reale ¢< —1. Vié
eccezione solo per i valori interi negativi di a; si vede pero che il secondo membro
d (12) definisce una funzione meromorfa di a che ha, per a=—-1, —2, —3, . . .
poli di prim’ordine. Se ci riferiamo ancora all’elemento pitt semplice di 7, ad

—1—, I'operazione (12) da come risultato
x

e™*T'(a+1)
xa.+1

Le operazioni D*(—1)® cosi definite formano un gruppo ad un parametro,
e non & senza interesse i notare la operazione infinitesima di questo gruppo,

J e~ "¢(t)log ¢ dt
0

16. Questo caso suggerisce lo studio della trasformate mediante B di
moltiplicazioni in cui il moltiplicatore abbia forma meno semplici. Un tale
studio & stato tentato solo in qualche caso speciale: se il moltiplicatore & una
irrazionale quadratica della forma (¢4+/14:2)", si ottiene una classe di operazioni
che, applicate agli elementi di 7", danno una categoria di trascendenti che ricono-
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scono come capofila le funzioni di Bessel, cioé che si riducono a queste se I'elemento

di T cui si applicano & la semplice — ; se l'irrazionale ¢ della forma
x

M+wa+mm3

n essendo intero, si ha una categoria di trascendenti che hanno proprieta analoghe
e di cui le capofila danno una notevole generalizzazione delle Besseliane.

Uno studio generale in questo ordine di idee & ancora da farsi, ma non mi

pare dubbia la sua utilitd in un tentativo per una classificazione delle trascen-
denti.

17. Concludo questa conversazione, che forse ha abusato della Vostra
cortesia, riprendendo per un istante l'operazione che, applicata allo spazio S
delle serie di potenze, era definita da

Q1) =as—x, Q@™ =ax"—x""!, (n=1,2,3, . . ),
ammettendo, per fissare le idee, che sia

lim a,=a.
n-p00
L’operazione Q, applicata ad una serie di potenze, avente un raggio di

convergenza 7> |a|, dd come risultato una serie avente il medesimo cerchio di
convergenza; ma se &

Q(E hax™) = 2kax",

si ha
(13) ka0 . . . Gy_1=0,

la serie del primo membro essendo per altro assolutamente convergente: per
modo che, come si & gid osservato, la operazione Q, nello spazio S, delle serie di
potenze convergenti in cerchi di raggio > |a|, & degenere della seconda specie.
Se ¥ & un elemento di S,, Q7! (¥) sard dunque alla sua volta elemento di S,
soltanto sotto la condizione che i coefficienti %k, di ¥ verifichino 1'uguaglianza
(13). Senza di cid, I'espressione di Q™! (¥), ciog, la soluzione dell’equazione.

(14) Qw) =¥

puo ottenersi soltanto coll’aggiunzione di un elemento non appartenente ad S,,
e precisamente coll’aggiunzione della funzione.
n
(15) bu() =% —=

Qo1 .« . . Ay

’

di cui |a| & esattamente il raggio di convergenza.

Tutte le funzioni Q‘l(q/), qualunque sia 'elemento ¥ peril qualela (13) non

sia soddisfatta, hanno sulla circonferenza di raggio |a| la stessa singolarita, nel
senso che &
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(16) Q71 (W) = kb, (x) +¥a(x)
dove ¢; (x) & un elemento di S,, e k una costante.

L’analogia della (13) colla condizione di divisibilitd di una serie di potenze
per x—a & manifesta; la condizione (13) si riduce appunto, per g¢p=a:= . . .
=a, . . . =a alla condizione Xk,a"=0 di divisibilitd; il termine k6,(x) in
(16) isola le singolaritd di Q') sulla circonferenza, come il termine (x —a) ™
isola il polo nel quoziente ¥ () , ed infine la costante & ha l'ufficio stesso del
x—a
residuo.

Non abusero pit oltre della Vostra pazienza; mi basti aggiungere che questa
analogia colla divisibilitd pud proseguirsi assai oltre, permettendo, in casi note-
voli, di separare e di isolare le singolaritad in varie classi di funzioni analitiche.






MODERN NORWEGIAN RESEARCHES ON THE AURORA
BOREALIS

By PrOFESSOR CARL ST@RMER,
University of Oslo, Oslo, Norway.

I have the honour in this lecture to give you a short report on the Norwegian
researches on the aurora borealis during the last thirty years.*

Here in Canada you ought to be well acquainted with these remarkable
phenomena whose real nature has been a great mystery until the last few years.
I think it is not too pretentious to say that most of this mystery has been eluci-
dated by the Norwegian researches. One of the reasons for the success of these
researches is the very favourable situation of Norway for the observation of the
aurora. If you look at a chart of the frequency of the aurora, you will see lines
passing through the regions where the frequency is the same and the thickest
of them, corresponding to the maximum frequency, lies over northern Norway.
Here at the Alten Fjord you have the well known observation place Bossekop
where numerous expeditions have studied the aurora and where the conditions
for studying it are also most excellent. The great extent of Norway north
and south has also been most important for studying the different types of
aurora and their occurrence and movements during magnetic storms.

The interest in these remarkable phenomena has been most lively ever
since the middle ages. Thus we find in the old saga Kongespeilet (The Kings
Mirror) of the thirteenth century a description of the aurora with an attempt
at explanation remarkable for that time.

In modern times, during the second part of the last century, Sophus Trom-
holt spent most of his life collecting all Norwegian observations regarding the
aurora from the earliest times up to 1878. This has been published since his
death by Professor Schroeter at the cost of the Videnskabsselskabet and the
Nansenfondet in Christiania.

The new epoch in the researches on the aurora began with the beautiful
experiments of my late colleague Professor Kristian Birkeland. It was just at
the time of the discovery of the Réntgen rays, and physicists all over the world
were interested in experimenting with cathode rays. Birkeland made a series
of experiments with these rays in magnetic fields. He discovered an interesting
phenomenon which he called the suction of cathode rays towards a magnetic

*See Les aurores boréales, Conférence faite & la Sorbonne le 14 décembre 1923 par Carl St@rmer.
Livre du Cinquantenaire de la Société Frangaise de Physique, Paris, 1925.
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pole. A magnetic pole has an effect on a beam of parallel cathode rays analogous
to that of a lens upon a beam of light, namely to make them converge towards
a point.

This phenomenon led him in 1896 to the idea that the aurora borealis was
due to a similar effect of the earth’s magnetism on cathode rays coming from
the sun. In order to test his hypothesis, Birkeland exposed a small spherical
electromagnet to a stream of cathode rays and the result was most promising.
In 1900 he describes his experiment in the following words:

“If the little globe was unmagnetized, only the half of it that was exposed
to cathode rays was shining with an evenly distributed light. As soon as the
globe was rendered magnetic the rays were thrown away from the surface of
the globe except at certain places near the magnetic poles (Fig. 1). Both near
the north pole and near the south pole the rays come down to the little earth-
model in inclined striated wedges of light, and these wedges can be seen outside
the globe up to 5 centimetres from its surface. These luminous wedges strike
the surface of the model and produce two luminous narrow bands, one near the
north pole and one near the south pole. Each of these bands stretches along
the latitude of 70° from a point directly opposite the cathode and along the
afternoon and night side of the earth-model, the cathode being considered as
the sun. No corresponding light is seen on the morning and afternoon side of
the globe.”

During the following years Birkeland made a long series of similar experi-
ments, which showed a striking resemblance to the aurora belts.

Birkeland has published the results of his experiments on cathode rays and
of his extended studies of magnetic storms in two large volumes,* a work which
certainly will be of great importance for future researches.

His later experiments were made with a large glass reservoir having a
volume of about 1000 liters. In Fig. 2 are shown a series of photographs of
the artificial aurora belts at the poles of the magnetic globe. When the mag-
netization is weaker, the phenomena are quite different.

At the beginning of 1903 I became extremely interested in Birkeland’s
experiments and in his theory of the aurora; knowing that the phenomenon of
the suction of cathode rays towards a magnetic pole had been mathematically
treated by Poincaré, I thought it might be worth while to find by mathematical
methods the trajectories of electric corpuscles in the magnetic field of the earth,
hoping in this way to find again not only the details of Birkeland’s experiments
but also the principal features of aurora and of magnetic storms.

When one has to solve a problem as difficult as that of the aurora borealis,
it is nearly hopeless to begin with the most general assumptions. The only
reasonable way, it seemed to me, was to start from a series of simplifying hypo-
theses and to attempt to solve the mathematical problem in this ideal case.
Afterwards, when the first simplified problem was solved, one could go on to

*See The norwegian aurora polaris expedition 1902-1903, New York, Longmans Green & Co.,
1913.
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solve the aurora problem under more general assumptions approaching more
nearly the real conditions in nature.

As a simplifying hypothesis I first consider the motions of the earth and
the sun as negligible, so that only their relative positions come into consideration.
It is furthermore assumed that the force acting on the corpuscles is only the
earth’s magnetism, and for simplicity the magnetic field is considered to be
that of a uniformly magnetized sphere,—or, what amounts to the same thing,
to be that of an elementary magnet at the earth’s centre with its magnetic axis
coinciding with that of the earth. Thus we neglect in this first approximation
the mutual action between the electric corpuscles as well as the action of the
sun’s magnetic field.

Nevertheless it is surprising how many details of the auroral phenomena
we can explain by these simplified hypotheses.

The mathematical treatment and solution of the resulting problem, viz., to
find the trajectories of electric corpuscles in the field of an elementary magnet,
is itself a very heavy task. It is impossible in this short lecture to give a more
detailed report on my mathematical researches on this problem during the years
1903-1907. Only a few of the more striking results will be mentioned. The
differential equations which determine the trajectories are herewith given:

a*x 1 [ dz dy
= 3yz — —(322—r) — |
’ ds ( )ds]

ds? 73

2.
@y _ L[ (322 —1?) dx —3xz dz )
as* L ds ds
dz 1 dy dx ]
R — 3 . — —_— .
ds? 73 [ e ds v ds

The elementary magnet (Fig. 3) is at the origin of the system of coordinates and

the unit of length C is chosen equal to the square root of ZI . M is the moment
p
of the magnet and Hp is a product characteristic of the corpuscles. The arc

of the trajectory is s, which is chosen as independent variable.

2
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If in place of ¥ and ¥ one introduces the polar coordinates R and ¢ where
x=R cos ¢, y=R sin ¢ it will be found that it is possible to integrate one of the
resulting equations. This introduces a constant of integration v, and we are
led to the transformed system:

d¢ R?
RSP —o 4 Y
ds L 78
and

PR 400 83400 (4R (6Y_,
ds? 9R’ dst oz’ \ds ds ’

2y R:r
=1—-| == +=].
Q [R +r3

where

This system not only can be interpreted in a very useful mechanical manner,
but it is also very convenient for numerical integration.

We will only give a geometrical consequence of the equation for the angle ¢.
It is easily seen that Ri—‘bis the sine of a certain angle 8 and thus we obtain the
s
formula:

. 2y R
inf=—-+4—.
° R +r3

Now sin 6 along the trajectory is confined to the interval —1 to +1. The
trajectory corresponding to a given value of v must then be limited to the
region of space where

=2y R_
To each value of v thus corresponds a region Q, to which all trajectories corre-

sponding to this value of v are confined.

In Fig. 4 is given a series of regions Q,. The upper row represents their
sections cut by a plane through the magnetic axis. The regions are described
by the white parts when rotated about the magnetic axis.

From this consequence of the differential equations which I already found
in 1904 we can make an interesting application to the aurora. In this case the
earth is very small compared with the dimensions of the regions Q. and thus we
see that these regions strike the earth only in the polar regions, this corresponding
to the fact that the aurora generally is confined to these regions.

To obtain further information about the trajectories a mechanical interpre-
tation of the system in R and 2, followed by a general discussion of the trajec-
tories directly from the differential equations themselves, was made. In this
discussion I found a most valuable aid in the methods of numerical integration
of differential equations. In fact the mathematical methods gave the qualitative
results, and the numerical methods gave quantitative results which could be
directly applied to nature.
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More than 5000 hours were spent on numerical calculations and in this
extended work I received most valuable assistance from several young students
of mathematics; the results were illustrated by wire models giving the shape in
space of the calculated trajectories.*

The trajectories in the magnetic equatorial plane can be found exactly by
elliptic functions. In space the trajectories must be found by numerical inte-
gration.

In Fig. 5 is shown a wire model of trajectories issuing from two separate
points towards the elementary magnet placed in the centre of the little sphere.
Fig. 6 shows the coincidence between this calculation and one of Birkeland’s
experiments.

For application to the awurora borealis the orbits which strike the little
sphere are of special interest. The nearer the orbits come the more they take
the spiral shape like the one resembling the geodetic lines on a narrow cone of
revolution (Fig. 7). The orbits approach the elementary magnet in a corkscrew
spiral of ever narrowing windings, reach a minimum distance from the magnet,
then recede. The more this minimum distance approaches zero, the more the
trajectory approaches an orbit of a special kind passing through the elementary
magnet, an orbit which I have termed the ‘‘trajectory through the origin’’.

In Fig. 8 we have a series of trajectories of this kind corresponding to cathode
rays coming from the sun and reaching the earth in the north polar regions. A
corresponding wire-model of the trajectories in the neighbourhood of the mag-
netic globe is given in Fig. 9. It is apparent that the points of precipitation are
located on the afternoon and night side, corresponding to Birkeland’s experi-
ments.

These points of precipitation lie about the magnetic axis in a sort of spiral the
form of which is in full agreement with experiment.

Also another series of Birkeland’s experiments can be easily explained by
the mathematical theory. For instance, the remarkable form of the luminous
wedges of light going down towards the magnetic poles of the sphere are demon-
strated (Fig. 10); this corresponds to the characteristic form of the region Q, to
which the trajectories are confined.

A further application to the aurora of the numerical results on the trajec-
tories yields a limitation towards the magnetic axis. Corpuscles coming from
the sun cannot strike the earth too near the axis. Thus we get auroral zones
in the form of belts around the magnetic axis, the northern ones of which corre-
spond to the zone of maximum frequency of the aurora borealis.

The formation of auroral rays and of auroral curtains are also easily ex-
plained, but for the details I must refer to my published papers.

Since the magnetic axis of the earth is rotating with the earth, the relative
positions of this axis to the sun are ever changing. This gives a continual varia-

*See Sur les trajectoires des corpuscules électrisés dans Uespace, etc. Archives des Sciences
Physiques et Naturelles, Genéve 1907 and Résultats des calculs numérigues, etc., 1, 11, 111, Viden-
skabsselskabets skrifter 1913, Christiania.
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tion of the initial conditions for the different orbits and corresponding fluctua-
tions in the auroral phenomena.

This is especially so in the case of auroral curtains; the special conditions
conducive to these curtains rapidly pass away and thus cause the short duration
of these beautiful displays. :

In spite of this fine harmony between theory and observation the agreement
is incomplete in one respect: that is, the dimensions of the calculated and the
observed auroral belts are not in accord, if the cathode rays are causing the
aurora. Here the fact that we have neglected the mutual action of the corpuscles
on each other is probably the cause.

For the cathode rays the angular radius of the auroral zone proves to be
about 3° instead of 23°; and during magnetic storms the angular distance of the
aurora from the magnetic axis can be even much greater, say to 30° or 40°.

To take into account this mutual action of streams of cathode rays is a very
difficult problem, especially because these streams move in the earth’s magnetic
field where the problem of finding the trajectory of a single corpuscle is already
so difficult.

I have only succeeded in obtaining one interesting result, and this is the
following: If one assumes, corresponding to Birkeland’s experiments and the
theory of the trajectories, that a temporary corpuscular ring may exist in the
earth’s magnetic equator far out in space, the magnetic action of such a ring will
draw the aurora away from the magnetic axis. A calculation I undertook in
1911 showed that a corpuscular ring can draw the auroral belt, even for cathode
rays, from its theoretical position down to the real position without exercising
greater magnetic effects on the earth than about a thousandth part of the earth’s
magnetism. If the ring is stronger, however, the aurora can be drawn even much
farther away from the magnetic axis, and then the magnetic action of the ring
on the earth will be of the order of that which we observe during magnetic
storms. This is in accordance with the fact that during such storms the aurora
is seen much farther south than usually.

It is very interesting that Carlheim Gyllensksld* and Ad. Schmidtt have
both been led to assume the existence of such a corpuscular ring through their
studies of great magnetic storms, what Birkeland had already found, and noted
in his above mentioned work: The Norwegian aurora polaris expedition 1902-1903.

You see that the theoretical researches on the aurora are still in their infancy,
and that one has a series of most difficult and attractive problems for future
researches.

Now I must pass to the other phase of my own researches, which began
in 1909 and which are still in progress. This is the study of the aurora by means
of photography, especially the exact determination of its height and position in
space. I was naturally led to these researches by my theoretical studies. It
was necessary to try to confirm the theoretical results by observations, and

*See Norrskenet och solens atmosfir, Populae astronomisk tidsskrift. Stockholm, 1920, p. 124.
tSee Encyclopiddie der Mathematischen Wissenschaften, Bd. VI, 1, 10 Ad. Schmidt: Erd-
magnetismus, p. 394. .
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the only reliable method seemed to me to be the photographic. When I began
the work in 1909, the results obtained hitherto by this method were very poor.
Only a single photograph with relatively short exposure, 7 seconds, had been
obtained in 1892 by Brendel in Bossekop. I systematically tried a series of
objectives and plates on auroras and found that a little “kinolens’’ with aperture
25 mm. and focal distance 50 mm., together with plates ‘“Lumiére, efiquette
violette”’ solved the problem. I succeeded in taking good pictures of strong
auroras with an exposure of less than one second.

In 1910 and 1913, I made expeditions to Bossekop in order to photograph
the aurora and determine its height and position by simultaneous photographs
from two stations connected by telephone. The method is very practical, but
requires much work afterwards in measuring and calculating the photograms.
Bossekop is situated in the northern part of Norway at about 70° latitude.

During the last expedition in particular I obtained a great many excellent
photograms with a base of about 27 kilometers. On each plate was photographed
at the same time as the aurora the face of a watch, and thus the exact time and
the exposure could be seen later, on the negative, a very useful arrangement.

Fig. 11 shows an arch with the constellation Cygnus in the background
The arch was faint and quiet which allowed a relatively long exposure. Height
about 120 km.

In Fig. 12, we have a series of bands with Vega as reference star. Altitude
about 105 km.

In Fig. 13 is an arch where curtains begin to develop to the right. Altitude
of inferior border about 100 km.

Other curtains are seen in Fig. 14, with Vega in the background. The
aurora descends to about 90 km.

Very beautiful draperies together with Venus are seen in Fig. 15. Altitude
of lower border about 100 km. The draperies stretch to a distance of 700 km.
from Bossekop towards the west.

In Figs. 16 and 17 are shown two stages of the development of an auroral
curtain, each with an exposure of a few seconds. The altitude of the lower
border is between 95 and 100 km. and the vertical extension between 15 and
20 km.

Lastly Fig. 18 shows a remarkable aurora which has the form of a luminous
surface; height between 90 and 100 km: great horizontal extension and a very
small vertical one.

The results of all the determinations of height are seen in Fig. 19, each alti-
tude being marked by a dot. One sees how well marked is the lower limit of
about 87 to 90 km. The maximum altitude is about 350 km.

The next year 1914, Krogness and Vegard made a great number of deter-
minations of height in the same region, and by the same method. Their results
were essentially the same. They have also made extended studies of the dis-
tribution of intensity with height for the different forms of the aurora.
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Both my own report of the expedition of 1913 and the results obtained by
Krogness and Vegard in 1914 are published in Geofysiske publikationer, Chris-
tiania (Vol. I).

After the extensive work done in Bossekop, it was of the greatest interest
to study and measure the altitude of the aurora in other places also, especially
further south. For this purpose I have since 1911 had a series of stations in
southern Norway, where several hundred photograms have been obtained.
Fig. 20 shows some of the base lines, the lengths varying between 27 and 258 km.
There follow some interesting single pictures of auroras taken from these stations.

In Fig. 21 is a corona of the night of March 7 to 8, 1918. The constellation
of the Great Bear is seen in the background.

During the night of March 22 to 23, 1920, an exceptionally great aurora
was seen over Europe, Canada and the United States. I had 7 stations in
action and more than 600 photographs were secured, among these about 40
coronas. Some pictures of coronas taken on that night are given here. Fig.
22 was taken early in the evening, the display being reddish in colour.

Another shown in Fig. 23, was yellow green. This was taken at 2 o’clock in
the morning; finally a very beautiful one of blue colour is represented in Fig. 24.
Of this blue corona, which occurred about 4 o’clock in the morning, I secured
twelve very successful pictures well adapted to determine the position of the point
of radiation.

Now we shall pass to the photograms and the determination of height.

Very fine rays observed March 4, 1920, are seen in Fig. 25. The lower
border of these rays was at a height of 106 to 111 km.; the summits reached about
300 km.

During the remarkable aurora on the night of March 22 to 23, 1920, a great
number of interesting photograms were taken both from two and from three
stations simultaneously.

Fig. 26 shows one taken from 3 stations, which gives a good idea of the
exactitude attained. A discussion of this case* has shown that the relative error
in the determination of height probably does not exceed two per cent.

On this night we obtained highly interesting records of the altitude of auroral
rays.

For instance, the rays shown in Fig. 27, photographed with a base of 66 km.,
had summits which surpassed 600 km. altitude.

A later picture of the same rays is seen in Fig. 28. (The stars are marked
by arrows).

In Fig. 29 are shown rays to the west of Scotland photographed from
Christiania, Oscarsborg and Horten simultaneously: foot 400 km., summit
600 km.

In Fig. 30 we have rays whose summits reached the enormous altitude of
750 km.

*See Notes relatives aux aurores boréales, Geofysiske publikationer, Christiania, 1922, Vol. 11,
no. 8. -
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On the same night I also measured aurora curtains down to 83 km. (Fig. 31).
The reference stars were Castor and Pollux, and the base was 64 km.

All the photographs collected during the last 11 years from my stations in
southern Norway are now measured and auroral heights and distances calculated.
They will shortly be published in an extended report.* 1 shall here give some
of the preliminary results:

As regards the distribution of the calculated heights (Fig. 32); a comparison
with those obtained from my Bossekop expedition of 1913 shows that the auroral
rays seen in southern Norway are very much higher than at Bossekop. On the
other hand the lower limit of auroral curtains is lower in southern Norway than
in Bossekop.

Fig. 33 exhibits the geographical distribution of the arches over Scandinavia.

The time is already so far advanced that I must pass rapidly over the later
work on the aurora, that is to say, the photographing of the auroral spectrum
and the possible artificial reproduction of it. As you know, my colleague, Pro-
fessor Vegard has succeeded in photographing with great dispersion the spectrum
of the aurora in northern Norway. He has obtained about 35 lines, of which
all have been identified with lines of nitrogen except five, including the well known
green aurora line. No traces of hydrogen and helium lines were found; but
Vegard has not as yet photographed auroras of a height greater than about
160 km. The facts just mentioned led Vegard to a new hypothesis regarding
the upper air, a hypothesis which he tried to verify last winter in the laboratory
of Kammerlingh Onnes at Leyden. His experiments were most interesting,
and he found that the spectrum of solid nitrogen when bombarded by cathode
rays was of the same type as the characteristic auroral spectrum.

Vegard thought that he had by these experiments confirmed his hypothesis
about the upper atmosphere, but recent experiments by Professor McLennan
on solid nitrogen have thrown some doubt on this conclusion, and judgment
must be reserved until more data are available.}

At all events Vegard has here opened up a new field of research which will
certainly give rise to many new and valuable suggestions for solving the remaining
mysteries of the aurora borealis.

I hope that the researches which have been carried on with so much ardour
by Norwegian scientists, may also stimulate interest in these remarkable auroral
phenomena here in Canada which is so admirably situated for an extended
study of these beautiful displays.

*Resultats des mesures photogrammétriques des aurores boréales observés dams la Norvége
méridionale de 1911 & 1922, Geofysiske publikationer, Oslo, 1926, Vol. IV, No. 7.

1" ‘Nature”, Vol. 115, March 14th, 1925, p. 382 and Vegard’s paper in Skrifter utgit av Det
Norske Videnskabsakademi i Oslo, Math. Naturv. Klasse No. 9, 1925.
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LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Par M. FRANCESCO SEVERI,
Recteur de I’ Université de Rome, Rome, Italze.

Je vais vous parler aujourd’hui de la géométrie algébrique, une des branches
caractéristiques de la mathématique italienne.

Je me bornerai & un apercu des progrés réalisés dans les vingt derniéres
années et des problémes les plus importants qui se rapportent & cette branche et
qui demeurent toujours en suspens.

Il faut d’abord que je rappelle la distinction des surfaces algébriques en
réguliéres et irrégulidres, qui se présente lorsqu’on étend aux surfaces la notion
de genre des courbes.

Soit une courbe algébrique plane, d’ordre #, ayant seulement des points
doubles, ce qui n'est pas restrictif au point de vue des transformations biration-
nelles. Il est alors bien connu que les courbes d’ordre #»—3, passant par les
points doubles de la courbe donnée, sont invariantes vis-a-vis des transforma-
tions birationnelles. Leur nombre est, d’aprés Clebsch, le genre p de la courbe,
que Riemann avait auparavant considéré comme un caractere de connexion de
la riemannienne correspondante.

Pour calculer p, on n’a qu’a faire la différence entre le nombre des paramétres
dont dépend une courbe d’ordre #—3 et le nombre des conditions de passage
par les d points doubles. On trouve que ce dernier nombre est exactement d,
c’est-a-dire que les conditions susdites sont indépendantes.

Eh bien, le concept de genre peut se transporter aux surfaces, d’aprés
Clebsch et Noether, de la fagon suivante:

2

Soit F une surface algébrique d’ordre #, de l'espace & trois dimensions,
douée de singularités ordinaires (ligne double et points triples); ce qui n’'est
point restrictif. Les surfaces d’ordre #—4 passant par la courbe double de F
sont invariantes vis-a-vis des transformations birationnelles et leur nombre est
le genre de la surface.

Mais une différence inattendue se présente ici, dans la comparaison avec le
genre des courbes.

Lorsqu’on va calculer le genre de la surface, il faut, en premier lieu, chercher
le nombre des conditions imposées par la ligne double aux surfaces d'un ordre
! donné, qui doivent la contenir. C’est la formule de postulation relative a
cette ligne double. Malheureusement, la formule n’est valable que pour des

10—
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valeurs suffisamment grandes de l'ordre I, et il peut se faire que la limite de
validité soit plus grande que n—4.

Lorsque cette limite ne dépasse pas n—4, le genre de la surface est donné
par la valeur purement arithmétique calculée avec la formule de postulation;
dans le cas opposé, on trouve que le genre est supérieur a cette valeur. Toute-
fois, dans chacun des deux cas, cette valeur est elle-méme invariante vis-a-vis
des transformations birationnelles. On l'appelle pourtant le genre arithmétique
p. de la surface, tandis qu’on appelle genre géométrique p, le genre défini aupara-
vant.

Les surfaces réguliéres sont celles pour lesquelles les deux genres sont égaux;
les surfaces irréguliéres les autres. La différence, non négative, p,—p, s’appelle
l'irrégularité de la surface. Cette irrégularité peut-elle méme se considérer, a
un certain point de vue, comme analogue au genre des courbes.

Rappelons-nous en effet que le genre d’'une courbe peut étre envisagé soit
comme le nombre des intégrales abéliennes de premiére espéce attachées a la
courbe, soit comme la dimension maxima d’un systéme continu de séries linéaires
complétes ayant un ordre donné. Une série linéaire compléte sur la courbe est
constituée par tous les groupes de niveau de la fonction rationnelle la plus
générale qui a un groupe donné de pbles. Si # est le nombre des pdles (compté
chacun avec son ordre) le systéme continu de tous les groupes de # points de la
courbe, se partage en plusieurs séries linéaires distinctes, dépendant d’un nombre
de paramétres qui, pour #=p, atteint le maximum p.

Or, lorsqu’on cherche a étendre aux surfaces ces propriétés des courbes, on
trouve des difficultés trés sérieuses.

L’extension, plus aisée, des intégrales abéliennes de premiére espéce, conduit
aux intégrales doubles partout finies sur la surface. C’est l'extension donnée
depuis longtemps par Clebsch. Le nombre de ces intégrales est égal au genre
géométrique p,.

Mais il y a une autre extension possible, qui est bien plus cachée: c’est
I'extension donnée par M. Picard. Il s’agit, 13, des intégrales de différentielles
totales ou intégrales simples, partout finies sur la surface.

Dés 1884, dans la théorie des fonctions algébriques de deux variables, la
question de caractériser les surfaces possédant des intégrales finies de Picard
était A 'ordre du jour. Pendant la période de 1884 & 1904, la théorie des in-
tégrales simples de premiére, deuxiéme et troisiéme espéce, s'était perfectionnée,
surtout par les travaux de MM. Picard, Poincaré et Humbert. Pendantla méme
période, les géométres italiens avaient cherché & pénétrer au fond de la distinc-
tion entre les surfaces réguliéres et les surfaces irréguliéres. On avait ainsi
trouvé, d’aprés Castelnuovo, Enriques et moi-méme, des exemples de surfaces
irréguliéres contenant des systémes continus non linéaires de courbes, c’est-a-
dire des systémes ne pouvant pas étre regardés comme des systémes de courbes
de niveau d'une fonction rationnelle, et M. Enriques avait aussi démontré que
tout systéme continu complet sur une surface réguliére est linéaire. ~ On possé-
dait enfin des exemples de surfaces irréguliéres admettant des intégrales simples
de premiére espéce.
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Tout cela amenait a la prévision que les surfaces irréguliéres, les surfaces
possédant des intégrales picardiennes de premiére espéce et celles qui possédent
des systémes continus non linéaires étaient une seule et méme classe.

C’est ce qu'on a démontré en 1904-1905. On a alors trouvé que le nombre
des intégrales simples de premiére espéce est égal & l'irrégularité de la surface
et au maximum du nombre des paramétres dont peut dépendre un systéme
linéaire variable dans un systéme continu. Mais pour dépasser les difficultés
qui avalent arrété la théorie & ce point, il y fallaient des éléments conceptuels
nouveaux.

J’ai ouvert la succession trés rapide des travaux qui ont conduit au théoréme
fondamental, en introduisant, en 1904, le concept de série caractéristique d’'un
systéme continu (série coupée sur une courbe du systéme par les courbes in-
finiment voisines) et le concept de fonction rationnelle résidue, définie par une
intégrale abélienne de seconde espéce dépendant rationnellement d’un paramétre.

En conséquence, j’ai pu démontrer, en premier lieu, que les surfaces possé-
dant des intégrales simples de premiére espéce sont irrégulieres. Tout de
suite, M. Enriques avait pu, & son tour, en déduire* que la série caractéristique
d’un systéme continu complet est compléte, d’olt découlait immédiatement la
réciproque de mon théoréme. Ensuite, en 1905, M. Castelnuovo et moi, nous
sommes arrivés, indépendamment l'un de l'autref, aux parties ultérieures du
théoréme fondamental. Un peu plus tard, M. Picard considérait les mémes
questions a l'aide d’une certaine équation différentielle & points critiques fixes
et présentait tout cela sous un jour nouveau. Et, plus tard encore, en 1910,
M. Poincaré reprenait le probléme ab imsis et il en donnait une nouvelle solution
dans de profonds travaux qui sont parmi les derniers écrits par le grand mathé-
maticien.

Du théoréme fondamental, combiné avec un ancien résultat de M. Picard,
découle que le double de lirrégularité est égal, soit au nombre des intégrales
simples de seconde espéce, soit au nombre des cycles linéaires indépendants
qu’on peut tracer sur la variété riemannienne & quatre dimensions, attachée a
la surface.

A c6té des questions se rapportant aux intégrales simples de premiére et de
seconde espéce, il y en a d’extrémement intéressantes relatives aux intégrales
simples de troisiéme espéce. Le théoréme fondamental est di ici & M. Picard
qui a démontré, en 1901, l'existence d'un certain entier p attaché A la surface F,
tel que si l'on prend sur F, p courbes irréductibles, on ne peut pas trouver une
intégrale simple de troisiéme espéce ayant ces courbes seules comme courbes
logarithmiques, tandis qu’'on peut toujours construire une intégrale de troisiéme
espéce devenant infinie logarithmiquement le long des courbes susdites et d'une
courbe ultérieure arbitrairement choisie.

*Avec une démonstration quia toujours besoin d’étre complétée. Toutefois, on peut certaine-
ment affirmer que toute surface contient des systémes continus ayant la série caractéristique
compléte, et cela suffitaubut.  Voir ma note dans les Rendicontidei Lincei, t. XXX (1921), p. 297.

tCependant M. Castelnuovo fait usage, dans un point essentiel de sa démonstration, du
théoréme que j’avais donné comme fondement de la mienne.
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En 1905, j'ai trouvé la signification géométrique de ce théoréme en intro-
duisant la notion de courbes algébriquement liées. On dit que deux courbes
de F sont algébriquement équivalentes lorsqu’elles appartiennent & un méme
systéme continu,* et que plusieurs courbes de F sont algébriquement dépendantes
lorsqu’une combinaison linéaire & coefficients entiers positifs de certaines d’entre
elles est équivalente & une combinaison semblable des courbes restantes.

Eh bien, j'ai démontré que la condition nécessaire et suffisante pour que
plusieurs courbes de F solent algébriquement dépendantes, est qu’elles puissent
étre envisagées, par ellesseules, comme des courbes logarithmiques d’une intégrale
simple de troisi¢ime espéce. Ce résultat combiné avec le théoréme de M. Picard,
améne a la résolution générale du probleme de la base pour les courbes de F,
probléme que j’avais déja posé et résolu pour des classes particuliéres de surfaces.

Sur F, on peut donc fixer p courbes algébriquement indépendantes, de sorte
que toute autre courbe de F dépende des courbes fixées. L’ensemble de ces
courbes constitue une base des courbes de F. M. Poincaré est parvenu, plus
tard, de son cOté, au méme résultat et il a appelées primitives les courbes d’une
base.

Il serait trés bon de construire cette théorie par des méthodes purement
algébrico-géométriques, qui lui sont plus propres. Il faudra démontrer tout
d’abord que les fonctions rationnelles d'un ordre donné, rationnellement déter-
minées sur une courbe renfermant un paramétre rationnel, se distribuent en un
nombre fini de systémes continus.

La considération de la base m’a permis soit de prouver que toute intégrale
simple attachée & une surface réguliére se réduit & une combinaison algébrico-
logarithmique, soit de construire une sorte d’algébre ayant pour éléments les
courbes de F. J'ai développé cette algébre dans plusieurs travaux. Avant
tout, en considérant les intersections des courbes de la base deux & deux, on forme
avec les p? entiers ainsi obtenus, un déterminant d’ordre p qui s’appelle le dis-
criminant. Pour que p courbes forment une base, il faut et il suffit que le dis-
criminant soit différent de zéro. Les discriminants des différentes bases ont
le méme signe; et les bases qui correspondent & la plus petite valeur absolue
du discriminant sont des bases intermédiaires, par lesquelles il faut passer pour
arriver 4 une base minima, c’est-a-dire & une base dont on déduit toute courbe
de F, avec les seules opérations rationnelles d’addition et de soustraction.

Une base minima contient généralement plus que p courbes. Pour 'avoir,
il faut en effet ajouter & une base intermédiaire un certain nombre ¢ — 1 de courbes,
o étant un nouveau caractére de la surface, qui est le maximum du nombre des
courbes algébriquement distinctes que l'on peut obtenir par l'opération de
division d'une courbe par un entier.

M. Lefschetz a donné dans ces derniéres années des interprétations singu-
licrement intéressantes de la théorie de la base en établissant des liens trés
étroits entre cette théorie et les résultats de Poincaré sur ’Analysis situs.

*Quelquefois, pour que la définition ne soit pas fictive, il faut d’abord ajouter aux deux courbes
une méme courbe convenable.
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A la division d’une courbe par un entier et au groupe fini abélien d’opéra-
tions qui s’y rattache, correspond la notion de torsion des cycles des différentes
dimensions tracés sur la riemannienne V attachée a Fet celle de groupe de torsion.

L’équivalence algébrique de deux courbes algébriques tracées sur F revient
a une homologie entre les cycles & deux dimensions images des deux courbes, de
sorte que l'existence d’une base sur F, découle de I'existence d'un ordre fini de
connexion & deux dimensions de la riemannienne V.

Je ne puis pas m’arréter sur les belles propriétés des intégrales doubles et
surtout des intégrales doubles de seconde espéce, introduites par M. Picard,
ainsi que sur leurs rapports avec la base. Tout cela se trouve exposé d’'une
fagcon suggestive dans le petit Traité que M. Lefschetz a fait paraitre cette
année. Je me bornerai & rappeler le remarquable théoréme de M. Lefschetz,
suivant lequel les cycles a deux dimensions de la riemannienne V, qui correspon-
dent aux courbes algébriques de la surface F, sont caractérisés par la propriété que
la période de toute intégrale double de premicre espéce le long d’un tel cycle est nulle.

Quant aux intégrales doubles de premicre espéce qui sont nulles sur tout
cycle & deux dimensions de V, je croyais avoir démontré qu'elles se réduisent a
des constantes; mais cette démonstration a besoin d’étre achevée. Dans ce
champ, on se meut trés péniblement & cause de la non maturité de la théorie
des fonctions analytiques de deux variables. Des connaissances plus profondes
d’Analysis situs sont aussi nécessaires. Peut-&tre serait-il bon de chercher a
tirer quelque parti de la considération des intégrales comme fonctions de lignes
ou de surfaces. Mais il faudrait auparavant développer la théorie des fonctions
de lignes dans le champ complexe.

J’aurais maintenant & m’arréter sur quelques autres chapitres les plus im-
portants de géométrie algébrique, mais comme je ne dois pas abuser de votre
amabilité, je me bornerai & donner trés rapidement une liste de problémes qui
attendent leur solution et que j'estime essentiels pour le progrés de cette branche
de géométrie.

Au sujet des intégrales de premiere espéce: Interprétation géométrique directe
de l'identité par laquelle M. Picard exprime la condition d’existence des différen-
tielles totales de lére espéce.

Au sujet des intégrales simples de deuxiéme espeéce: Interprétation de la condition
analytique pour qu’une intégrale de deuxiéme espéce se réduise & une fonction
rationnelle. Conséquences relatives au théoréme de Riemann-Roch sur une
surface. Il s'agit 12 du nombre des paramétres renfermés dans la fonction
rationnelle la plus générale ayant une courbe polaire donnée. Dans ce théoréme
énoncé par Noether, démontré par M. Castelnuovo et perfectionné par moi, on
considére une valeur virtuelle et une valeur effective de ce nombre. La valeur
effective n’est jamais plus petite que la valeur virtuelle, et dans le cas général,
les deux valeurs coincident.

On doit chercher une signification de leur différence, valable en tous cas.
C’est une question trés importante.

Au sujet des intégrales simples de troisieme espéce: Etant donnée sur la surface
une courbe C variable dans un systéme continu, construire toutes les intégrales
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de troisiéme espéce qui deviennent infinies logarithmiquement le long de C et
d’une autre courbe indéterminée de méme ordre. Cela revient & donner une
construction transcendante du systéme continu complet déterminé par C.

Au sujet des systemes continus de courbes algébriques dans l'espace: Donner
les conditions pour qu'une courbe réductible soit la limite d’'une courbe irré-
ductible. J’ai résolu récemment la question analogue pour les courbes planes et
pour certains cas de dégénérescence des courbes de l'espace.

J’en ai déduit aussi une démonstration algébrique trés simple du théoréme
d’existence de Riemann qu’on faisait découler du probléme de Dirichlet. Clest
une question fondamentale pour la classification des courbes.

Au sujet des conditions de rationalité des involutions d'un espace linéaire.
C’est a M. Castelnuovo qu’on doit le remarquable théoréme concernant la
rationalité des involutions planes. Il y a ici une anomalie des plus frappantes,
qui ne sont pas rares dans le domaine de l'algébre. En effet, les involutions
algébriques sont toujours rationnelles sur la droite (Liiroth) et dans le plan; non
plus dans 'espace. M. Enriques a donné le premier exemple d’une involution
irrationnelle de 'espace.

On demande les conditions de rationalité des involutions spatiales. La
question est aussi liée au probléme de la rationalité de la variété générale a
trois dimensions de l'espace a quatre dimensions. A premiére vue, on est tenté
de regarder ce probléme comme trés aisé. C’est une apparence bien trompeuse!

Au sujet des variétés a plusieurs dimensions. Démontrer 'invariance du
genre arithmétique vis-a-vis des transformations birationnelles et trouver la
relation entre ce genre et les nombres des intégrales de premiére espéce, simples,
doubles, triples ..., attachées & la variété. J'ai résolu ces questions pour les
variétés a4 trois dimensions et j'ai donné par induction, la relation générale
qu’on doit démontrer.

Tout ce que j'ai dit jusqu'ici, malheureusement, ne peut que donner une
idée assez imparfaite de l'esprit qui domine notre géométrie: esprit largement
synthétique, loin de tout exclusivisme de méthodes si dangereux dans la science.
On tient toujours en vue le but principal, qui est d’éclaircir la théorie des fonc-
tions par l'intuition géométrique et de viser les propriétés fonctionnelles au-
dessus du symbolisme qui, quoique instrument nécessaire de nos recherches, ne
doit jamais constituer leur but final.

Nous avons abandonné le purisme des géométres de la premiére moitié du
XIX® siecle et nous sommes ainsi trés loin du jour ol Steiner demandait &
Weierstrass de l'aider & écrire I'équation de sa célébre surface!

Nous devons cet esprit & nos maitres italiens Cremona, Betti, Bertini,
Veronese, Segre, aux savants allemands Riemann, Clebsch, Klein, Brill et Noether,
au danois Zeuthen, aux anglais Cayley, Sylvester et Salmon, et aux travaux,
si profondément géométriques dans leur esprit, des analystes frangais, de Galois
a Poincaré, a Picard, & Painlevé, & Humbert.

Comme le peu que j’ai pu faire dans la science est le fruit de ’enseignement
savant et passionné de mon maitre direct, Corrado Segre, que la mort nous a
prématurément ravi, le 18 mai dernier, qu’il me soit permis d’envoyer & son
souvenir les hommages du disciple affectionné et reconnaissant et ceux, bien
plus hauts, du Congrés.



SOME CHARACTERISTIC FEATURES OF TWENTIETH CENTURY
PURE MATHEMATICAL RESEARCH

By Dr. W. H. Young,
President of the London Mathematical Society, London, England

1. If T have undertaken to try and give some indications as to the nature of
the progress of mathematical science in the first quarter of the present century,
it is not because I underrate the difficulty of the task, or because I can hope, in
such a résumé, to do justice to the remarkable work accomplished in this period
by my brother mathematicians, even in the region of research with which I
shall more especially deal. A lecture on so wide a theme constitutes to a certain
extent a new departure, and, if I have ventured to attempt it, it is because my
example may be followed in succeeding Congresses. Such an attempt at ab-
straction within a science which is concerned with abstractions, and with ab-
stractions of abstractions, seems indeed peculiarly appropriate and the more
necessary that, even after more than a quarter of a century of Congresses, we
mathematicians still resemble the workers at the Tower of Babel, trying to
construct one and the same edifice, but speaking different mathematical tongues.

I can only regret that the time at my disposal on this occasion has not
permitted me to carry out the process to its proper conclusion and in a manner
worthy of the theme.

2. Among the characteristic features of 20th century research are those
bound up with the Encyclopaedic movement, inaugurated at the first Mathe-
matical Congress in 1896, a movement which has done much to remedy the state
of things just referred to. It has tempted workers to move over into neighbour-
ing fields, and, by attempting to define the frontier of existing knowledge, it
has given a tremendous impulse to mathematical research. But we have a right
to expect even more. It should be the task of Encyclopaedic workers also to
present the subject-matter in such a form as to reduce the material of knowledge
to as few simple and easily understood principles, concepts and properties as
possible, and the encouragement of efforts in this direction should be one of
the aims of each succeeding Mathematical Congress.

3. Another feature of mathematical research in our century, equally
furthered by the Encyclopaedic Movement, has been the interest shown in the
application of Pure Mathematics to the Applied Sciences and to the Industries;
an interest which has been felt in the Pure Mathematical camp itself as well
as outside it. It is unnecessary to emphasize this point, for a mere glance at
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the Programme of Sessions of Sections of the present Congress suffices to show
how tangible has been this progress in the present century.

The whole attitude of the world of intellectuals towards mathematics has
changed, and it is for the most part only within the ranks of the mathematicians
themselves that any pessimism exists as to the future of Mathematical Science.
Biologists and chemists, equally with physicists and engineers, claim the help
of the mathematician, yea, clamour for it, while training in accurate mathe-
matical thinking, as distinct from mathematical calculation, has been demanded
from their intending pupils by some of the most eminent Historians and pro-
fessors of Linguistic, not to speak of other more closely affiliated Arts subjects,
such as Philosophy and Economics.

I do not mean by this that there are no survivals of the old order of things.
For example, in England there has always been, and still is, a school of engineers,
bitterly opposed to all but the rudiments of Pure Mathematics. But against
such an isolated fact we may set the brilliant success of the French and Italian
engineers, all of whom are trained on highly advanced mathematical lines, while
at Zurich, even in the beginning of the century, Hurwitz, who was nothing if
not a Pure Mathematician, was called on successfully by his engineering col-
leagues for the solution of an engineering problem involving a question of dynami-
cal stability, a problem which he only succeeded in solving by employing well
nigh all the resources of the Analysis of the day. We may in this connection
refer to the problems which present themselves in Hydrodynamics, interesting,
as they do, not only Hydraulic engineers but workers in the theory of Ballistic
and Aeroplane theory. These problems, many of which are mainly three-
dimensional, require a mathematical apparatus which we do not yet possess,
owing to there not having yet been found a proper analogon in space for Con-
formal Representation in the plane.

And we may allude here to the difficulties, essentially of a mathematical
character, connected with the Paradox of d’Alembert, where it has been usual
to make certain assumptions with respect to the conditions satisfied at infinity,
and to the yet wider problem of reconciling theory with practice in the investiga-
tion of the motion of liquids, where what is at issue appears to be the difference
between regarding the viscosity ¢ as finite until after integration of the equations,
and then making it approach zero, or putting it equal to zero before proceeding
to integrate.

This is perhaps the place to lay stress on a circumstance which is not always
realized. The question nowhere arises in Pure Mathematics whether there is
anything in Nature corresponding even approximately to a mathematical
concept. The discoveries of the Quantum Theory, hypotheses as to the nature
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