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SUR LA STABILITE ORDINAIRE DES ELLIPSOIDES DE JACOBI

" PaR M. ELIE CARTAN,
Professeur a la Sorbonne, Paris, France.

1. Comme on sait, c’est dans son mémoire célebre: Sur ['équilibre d'une
masse fluide animée d'un mouvement de rotation* que H. Poincaré a abordé
I’étude de la stabilité ordinaire des ellipsoides de Maclaurin et de Jacobi en la
ramenant A ['étude de leurs petits mouvements fondamentaux. Il a montré que,
alors que la stabilité séculaire des ellipsoides de Maclaurin cesse a l'ellipsoide de
bifurcation de Jacobi, la stabilité ordinaire s'étend encore au-deld, c’est-A-dire
a des ellipsoides plus aplatis. Quant a la stabilité ordinaire des ellipsoides de
Jacobi, H. Poincaré s'est contenté de déclarer comme probable une propriété
analogue, & savoir que la stabilité ordinaire s’étend au-dela de l'ellipsoide de
bifurcation sur lequel s’embranchent les figures piriformes (ellipsoide piriforme).

J’ai montré récemmentt que la stabilité ordinaire s’étendait a tous les
ellipsoides de Maclaurin dont l'aplatissement est inférieur & 0.697 (ou l'ex-
centricité inférieure & 0.953): c'est la limite qui avait déja été indiquée par
B. Riemann}, mais dans 'hypothése restreinte ol la masse fluide conservait
une forme ellipsoidale§.

La question de la stabilité ordinaire des ellipsoides de Jacobi n'a pas, a
ma connaissance, été résolue jusqu’a présent. Or, il se trouve, chose curieuse,
que sa solution est trés simple. Contrairement & ce que pensait H. Poincaré,
la stabilité ordinaire cesse, pour les ellipsoides de Jacobi, en méme temps que la
stabilité séculaire, c'est-a-dire pour 'ellipsoide piriforme.

2. La propriété qui vient d’étre indiquée est un cas particulier d'un théoréme
plus général. Imaginons la masse fluide soumise & des liaisons l'obligeant & ne
subir que des déformations d’ordre donné #: cela signifie que la déformation de
sa surface libre peut s’exprimer au moyen des seuls polynomes de Lamé d’ordre #.
On sait qu’elle comporte alors 2n-+1 coefficients de stabilité, dont 2% sont
toujours positifs, le dernier seul étant susceptible de s’annuler|| (nous 'appellerons

*Acta Mathematica, t. 7 (1885), p. 259-380.

tBull. Sci. Math., t. 46 (1922), p. 332-342.

1Gottingen, Abhandlungen, t. 9 (1860), p. 3.!

§Dans un mémoire des Phil. Trans., t. 180 (1888), p. 187, M. Bryan, étudiant en détail les
petits mouvements des ellipsoides de Maclaurin, regardait déja comme trés probable la validité
générale de cette limite, mais sans pouvoir en donner une démonstration.

[|Le cas # =2 fait exception, I'un des coefficients de stabilité étant toujours négatif. Ce qui
suit ne s’applique pas i ce cas. La stabilité séculaire, et par suite ordinaire, d’ordre 2, est toujours
assurée.

2-2



10 ELIE CARTAN

le coefficient de stabilité caractéristique d’ordre #); on sait aussi qu'il v a un
seul ellipsoide de bifurcation d’ordre #. ,

Cela posé, on sait que la stabilité séculaire d’ordre » est assurée quand,
partant de l'ellipsoide de Jacobi de révolution, on suit la série de Jacobi jusqu’a
I'ellipsoide de bifurcation d’ordre #; cette stabilité cesse aussitot aprés.

Le théoréme annoncé et qui concerne la stabilité ordinaire est le suivant:

St n est impair, la stabilité ordinaive d’'ordre n cesse en méme temps que la
stabilité séculaire;

St n est pair, la stabilité ordinaire d'ordre n se maintient encore pendant un
certain temps apreés que la stabilité séculaire o disparu.

Autrement dit, I'ellipsoide de bifurcation d’ordre # est critique ou non critique
pour la stabilité ordinaire suivant que # est impair ou pair.

3. Avant de démontrer ce théoréme, il ne sera pas inutile de signaler ce
qu’il a de paradoxal, quand on le compare aux résultats classiques relatifs A la
stabilité ordinaire d'un systéme matériel n’ayant qu'un nombre fini » de degrés
de liberté, au voisinage d’'une position d’équilibre relatif. On sait que, si 'on
ne tenait compte que des forces directement appliquées au systéme (forces
supposées dérivées d’un potentiel) et des forces d'inertie d’entrainement (forces
centrifuges), la condition nécessaire et suffisante de stabilité serait que les 7
coefficients de stabilité fussent positifs. Mais si l'on tient compte, comme c’est
nécessaire, des forces centrifuges composées, la stabilité peut avoir lieu sans que
cette condition soit remplie; néanmoins, il est nécessaire que les coefficients de
stabilité négatifs soient en nombre pair.

Dans le cas d'une masse fluide au voisinage d'une position ellipsoidale
d’équilibre relatif, assujettie & n'avoir que des déformations d’ordre #, le nombre
des degrés de liberté est infini, mais il n'y a qu'un nombre fini, & savoir 2n-+1,
de coefficients de stabilité, et 'un au plus de ces coefficients de stabilité est
susceptible de devenir négatif. Il semblerait donc, par extension naturelle du
cas d’un nombre fini au cas d’'un nombre infini de degrés de liberté, que la stabilité
ordinaire d’ordre 7 des ellipsoides de Jacobi devrait toujours cesser a 1'ellipsoide
de bifurcation*; or, le théoréme énoncé plus haut montre que cette conclusion
n'est exacte que pour # impair, elle est fausse pour # pair.

4. Avant d’entrer dans le détail de la démonstration du théoréme annoncé,
résumons-en les grandes lignes. L’équation qui donne les fréquences fonda-
mentales N d’ordre # est de degré n?+44n-+1; mais comme les racines de cette
équation sont deux & deux égales et opposées, N est en facteur dans le premier
membre si 7 est pair, et la racine A =0 est simple, méme si le coefficient de stabilité
caractéristique est nul; par suite, les racines restent réelles pour des valeurs néga-
tives suffisamment petites de ce coefficient de stabilité; au contraire, pour # impair,
I'équation en XA n’admet pas de racine nulle, et le produit des racines de cette équa-
tion est, & un facteur prés qui ne s'annule jamais, égal au produit des 2n-+1

*On sait (v. par. ex. le mémoire cité plus haut de M. Bryan) qu’aucun ellipsoide de bifur-
cation de Maclaurin n’est critique pour la stabilité ordinaire ,mais cela n'est pas en contradiction
avec le théoréme relatif aux systémes & un nombre fini de degrés de liberté, parce que les coefficients
de stabilité qui s’annulent sont doubles.
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coefficients de stabilité; il en résulte que le coefficient de stabilité caractéristique

devenant négatif, le produit des wdntl valeurs de \? devient négatif, et, par

suite, les racines ne peuvent rester toutes réelles. On voit de plus que 'une des

fréquences fondamentales s’annule pour lellipsoide de bifurcation de l'ordre
considéré.

5. Arrivons & la démonstration proprement dite du théoréme annoncé.
Les petits mouvements fondamentaux d’ordre inférieur ou égal & # s’obtiennent
en intégrant les équations*:

W

=N £+ 20wy,
dx
i;ll/— =\ — 27w\ E,
| 0y )
(1) o
—_— =}\2 ,
02 J
a a a
9& +97 4 _gv_z()Y
dx 9y 9z

dans lesquelles ¢, £, 7, ¢ sont des polynomes entiers en ¥, vy, 3, le premier de
degré n, les trois derniers de degré n—1, avec les conditions aux limites

) JPk¢Zda=2wfp<Hs—Hk> JPk (i i+ La+2 ¢ ) ldo.
a b? c?

Ces intégrales sont étendues & la surface de Vellipsoide; les P, désignent les
différents polynomes de Lamé d’ordre inférieur ou égal & . En éliminant entre
(1) et (2) les coefficients des polynomes ¥, &, 7, {, on obtient I'équation algébrique
entiére en A qui donne les fréquences fondamentales d’ordre inférieur ou égal a .
Les fréquences d'ordre # s'obtiendront, on le voit facilement, en éliminant les
coefficients des termes de plus haut degré de ¢, &, n, ¢ entre les équations (1) et
les 2n+1 équations (2) qui se rapportent aux polynomes de Lamé d’ordre #.
Autrement dit, on obtient I'équation D,(A) =0 qui donne les fréquences fonda-
mentales d’ordre # en exprimant la compatibilité des équations (1) et (2) ou
¥, & 7n, ¢ sont des polynomes homogénes (le premier de degré =, les autres de
degré n—1) et ot on remplace P, par les 2n+1 polynomes de Lamé d’ordre #.

Pour faire 'élimination, voici comment on peut procéder. Posons ¢ =Aé.
Les équations deviennent:

*Je conserve les notations employées dans mon article du Bull. Sci. Math. cité plus haut.

C ReS . . . .
J'ai écrit Hy, 4 la place de 2 +k1 (notation de Poincaré); f est la constante de 'attraction univer-
n

selle, p la densité de la masse fluide.
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% \e+2ium,
dx
%i =\p—2iwé,
y
1" 5
T =g,
dz g
L 0y Ay,
\dx o0y 9z
(2" A JquSlda = nfp(Hy— Hy) ka (’L e+ g+ ie ) ldo.
. a2 b2 62

Eliminons d’abord les coefficients du polynome ¢. Les équations (1’) fourniront,
en fonction linéaire des coefficients de &, u, {, et aussi en fonction linéaire de A,
les différents coefficients de ¢. Mais, tandis que le coefficient de x” (ou de y",
ou de 2") dans ¢ ne sera fourni qu'une fois, le coefficient d'un mondme tel que

x*y?(a, B0) sera fourni deux fois, et le coefficient d’un mondme tel que x*y%z”
(a, B, ¥#0) sera fourni trois fois.

En égalant les différentes valeurs obtenues pour un méme coefficient de
¢, on aura entre les coefficients de £, 7, ¢, un nombre de relations égal A trois fois
le nombre total des coefficients d’'une forme binaire de degré n—2, augmenté du

double du nombre des coefficients d’une forme ternaire de degré n—3. Le
nombre de ces relations est

3(n~1)+2(”—_2)§_"?1_) =1,

et, dans chacune d’elles, le paramétre \ entre linéairement.

Les relations (2), quand on y remplacera les coefficients de ¢ par leurs
valeurs précédemment déterminées, contiendront évidemment \ au second degré.

En définitive, I’équation cherchée s'obtiendra en annulant le déterminant
D, (\) des relations obtenues entre les coefficients de £, 7, ¢; or, ce déterminant
posseéde 7% —1 lignes faisant intervenir N au premier degré, 2n-1 lignes le faisant

intervenir au second degré, les autres lignes ne dépendant pas de . Par suite
D, (\) est au plus de degré

nt—142(2n+1) =n2+4n+1.

6. 11 est facile de montrer que ce degré est effectivement atteint. Dire en
effet que le coefficient de N™***! dans D,(\) est nul, c'est dire que les relations
précédemment formées entre les coefficients de £, 5, ¢ sont compatibles quand,
dans chacune d’elles, on ne conserve que les termes de plus haut degré en .
Cela revient a dire qu'il existe des polynomes ¥, £, 5, { satisfaisant aux relations:
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ax
ax g’ y 7 az g"
®) . (=424 S,
ox dy
Jkalda=0

on aurait donc un polynome harmonique homogéne x de degré » orthogonal a
tous les polynomes de Lamé d’ordre #, ce qui est absurde. Le polynome D,(\)
est donc effectivement de degré n2+4n-1.

Etudions maintenant le terme constant de D,(\).

Chacune des 2n+1 derniéres lignes du déterminant D, ()\), quand on y fait
A=0, contient en facteur le coefficient de stabilité correspondant. On a donc
2n-1

D,(0)=M 11 (H;—H,);
k=1

quant au coefficient M, voyons s'il peut étre nul. 1l faut et il sufht évidemment,
pour cela, que les équations: '

99
dx

(4) 9t + 9 + 9 =0,
dx  9dy 0%

ka(.x_z £+ 3_’2_,7,{_ Z_q_§'>ldg'=0, (k=1,2, ..., 2n+1),
\ a b c? '

soient compatibles. On voit d’abord que les polynomes ¢, & 75, { ne doivent

pas dépendre de z. Les 2n+41 derniéres équations (4) expriment ensuite que
le polynome du premier degré en z

1(x 9% 3 6¢> 5
2¢'w<a2 dy  b* Ox + 0

— %, 2 = 24, 9% ),
dy 9z

.doit se réduire, sur V'ellipsoide, & une somme de polynomes de Lamé d’ordre

inférieur & #; par suite, & un multiple prés de - + . + — —1, il doit étre iden-

b

tique & un polynome de degre inférieur A n; cela rev1ent a dire qu'il doit étre

divisible par - —l— + , ce qui est impossible, & moins qu’il ne soit iden-

2 2
tiquement nul. On a donc {=0 et ¢ ne doit dépendre que olex—2 +2 et par
a

b?
suite, étre une puissance de cette expression. Cela exige que n soit pair, auquel
cas on a, a un facteur constant prés,

_ X2 y2 n
¢—<a_2+b_{>2'
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Il résulte de cette analyse que si # est impair, le coefficient M est essentielle-
ment différent de zéro, et, & ce facteur prés, D,(0) est bien égal au produit des

coefficients de stabilité d’ordre =, conformément & ce qui avait été annoncé
au N° 4,

7. Si n est pair, le coefficient M est nul, puisque les équations (4) sont com-
patibles et I’équation D,(\) =0 admet la racine A=0. Nous allons montrer que,
pour l'ellipsoide de bifurcation d’ordre %, cette racine est simple. En effet, pour
cet ellipsoide, le coefficient de stabilité caractéristique, que nous supposerons étre
H;—H,,,, s'annule; il en résulte que, dans le déterminant D,(N), la ligne qui
se rapporte & la derniére des équations (2’) contient N en facteur. Dire que

D, (N . ) . . .
—”}—E—) contient encore N en facteur, c’est dire que les équations:

9%

:2. ,
ax e
% = — 21wk,
ay
2
®) 23 i) af
g8 491 L9,
ax ay 0z
JPk<x—g+ LS —Z;§>ldo=0, (k=1,2, ..., 2n),
a? b? e

JPzn_*_l(bldO' =O

sont compatibles. Par suite, on a, sur l'ellipsoide, si l'on tient compte des
équations (5) autres que la derniére,

1 (x 396y aqs> 2
6 - N )
(©) 21w <a2 dy b0 9x +c2§ it Q

h étant une constante et Q un polynome de degré inférieur a #.

Considérons maintenant le polynome obtenu en remplagant, dans le polynome

2 2
de Legendre L;(¢) d'ordre =, {2 par 1— 3% - z—?:
: a

’ _ —xz—yz .
P(xa y)_Ln</‘/1 ; b—2>’

P’ est, sur l'ellipsoide, une combinaison linéaire de polynomes de Lamé
d’ordre #, et il satisfait identiquement a ’équation

@ dy b ox

14 4
x oP" 'y 4P —0.
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Multiplions les deux membres de 1'équation (6) par P’lds et intégrons sur toute
la surface de 'ellipsoide; l'intégrale du premier membre sera nulle, en vertu de

I'identité
J[P/ <ﬁi 9 _ ¥ Q‘l’) +¢<_’i Py ‘9_})’)];(1,,-_-0.
a® 9y b ox a* 9y b* Ax ’

on aura donc:

hJ‘P,Pgn.{_lld(T:O.

Or, les deux polynomes P’ et Py, ne sont pas orthogonaux. En effet, con-
sidérons-les sur la sphére homographique de 'ellipsoide. Ils se réduisent a des
fonctions sphériques d’ordre #, P’ devenant le polynome de Legendre de degré .
On sait que les fonctions sphériques orthogonales au polynome de Legendre
s'annulent toutes aux pdles de la sphére; par suite le polynome Py, 4, s'il était
orthogonal 4 P’, s'annulerait aux deux pdles de 1'ellipsoide (x=vy=0, 2= =c¢).
Cela n’est pas puisque, comme on sait, on a

n/2 2 2 2
P, =H< s Y ? —1), —@ << —br< —c?),
TN @t + bt i + A+ ( ).

P,,.1(0,0,¢)= 0.
2t ) o

Les polynomes P’ et Py, n'étant pas orthogonaux, la constante 7 est nulle;
. " , x 2

autrement dit, comme il a été montré au N° 6, le polynome*g £+ bzz n-+ - est
a ¢

identiquement nul, et on a
x? y2 ;j
(=0, ¢=k 2;2 + ﬁ '
k étant un coefficient constant; on peut encore dire que sur 'ellipsoide ¢ est de

la forme kP’, & un polynome prés de degré inférieur & #. La derniére équation
(5) donne alors

kJ‘PIPQ,H_lldO’:O,
et, par suite, k=0. Le systéme (5) est donc finalement incompatible, puisqu’il
n’admet que la solution ¢ =¢=n=¢=0. C’est ce que nous voulions démontrer.

8. La racine A=0 n'étant pas double lorsque le coefficient de stabilité
caractéristique s’annule, est-il possible qu'une autre racine soit double, de
maniére & donner des racines imaginaires pour des valeurs négatives trés petites
de ce coefficient de stabilité? Nous allons montrer que cette derniére possibilité
est exclue.

Considerons en effet une solution d’ordre »# des équations (1) et (2), ¥ étant
un polynome de degré #» (non nécessairement homogéne), £, 7, { des polynomes
de degré n—1, les constantes de Fourier d’ordre inférieur & » de ¢ ‘et de

2
d ¢+ 2 n+ = ¢ étant toutes nulles.
a? b? c?



16 ELIE CARTAN

Désignons par &, 70, (o les polynomes imaginaires conjugués de £, 7, { et
supposons qu'on ait sur l'ellipsoide

X y 2 2n+1
(6) _2£+”77+_§‘=chpk (xy Y, Z),
a b? c? k=1

on aura également sur 'ellipsoide

) Y =2mfpXicy(Hs—H,) Py(x, v, 2).

On a la formule

x y 2 3 £ EW) Y
(8) J"‘l’ <E £0+ﬁ770+ Ez fo>ld0—— J( oa—x ‘17()5—5J +g“0;3;>dxdydz,

I'intégrale du premier membre étant étendue a la surface de l'ellipsoide, celle
du second membre au volume de cet ellipsoide. En tenant compte des formules
(6) et (7) d’une part, (1) d’autre part, la relation (8) s’écrit

2nfp X (Hy—Hy) le\QJPildU = XzJ(EEH— nMo~+ é“i“o)dxdydz—!—?\J?iw(Eon — &no)dxdydz,

ou encore

9) AN4BN—-C=0,

les quantités A, B, C étant réelles, avec 4> 0*,

9. Cela posé, supposons que, pour des valeurs négatives suffisamment petites
du coefficient de stabilité caractéristique, I'équation D, (\) =0 admette une racine
imaginaire.  Elle peut &étre suivie par continuité, en méme temps que les
polynomes ¢, & #, ¢ correspondants, jusqu’a l'ellipsoide de bifurcation. A
chaque instant, elle peut étre considérée comme une des racines de 1'équation
du second degré a coefficients réels (9). Cela n’est possible que si l'on a

C<0, B*44A4C<0.

Or, a la limite, la quantité C, d’aprés son expression méme

C=2nfpX(Hs—H,) ek [QJPilda

est positive ou nulle; il faut donc qu'a la limite, on ait C=0 et par suite B=0;
mais alors la racine imaginaire considérée serait nulle 4 la limite, ce qui est con-
traire & I'hypothése.

I1 est donc démontré rigoureusement que les ellipsoides de bifurcation d’ ordre
pair ne sont pas critiques pour la stabilité ordinairve du méme ordre.

10. 1! reste & indiquer une interprétation physique de la racine nulle de
I’équation qui donne les fréquences fondamentales d’ordre pair. Elle corres-

*La formule (9) démontre a posteriori que toutes les racines de 1'équation D, (N\) =0 sont
réelles lorsque les coefficients de stabilité sont tous positifs.
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pond, comme il est facile de le démontrer, & un petit mouvement permanent
dans lequel chaque molécule est animée de la vitesse
dP’ P’
u=rk —, v=—k —, w=0,
dy dx

k étant une constante trés petite et P’ le polynome L, </‘/ 1 —ZC—Z — 2—)—;> Chaque
a

molécule décrit lentement une ellipse homothétique de Vellipse équatoriale.
Quant & la surface libre, elle conserve une forme invariable résultant d’'une
déformation d’ordre 7 de la surface de lellipsoide. Ces petits mouvements,
qui ne se raménent pas aux mouvements fondamentaux de H. Poincaré, ont été
depuis longtemps signalés pour n=2 par Dedekind*. Il n’existe pas, pour #
impair, de petits mouvements permanents analogues.

*Journal fiir Mathematik, t. 58 (1861), p. 621.






SUR L’ARRIVEE DANS LE SYSTEME SOLAIRE D'UN
ASTRE ETRANGER

Par M. Jean CHazy,
Professeur a I’ Université de Lille, Lille, France.

Dans un travail précédent*, j'ai étudié certaines trajectoires du probléme
des trois corps: je veux ici compléter les résultats obtenus dans ce travail.

J'ai démontréf que dans le probléme des trois corps, quand le temps croit
indéfiniment sur une trajectoire donnée dans un sens donné, chacune des trois
distances mutuelles peut présenter seulement les quatre cas qui suivent: ou bien
elle est infiniment grande d’ordre 1 par rapport au temps; ou bien elle est infini-

2 . . £
ment grande d’ordreg ; ou bien elle est bornée supérieurement: tout comme le

rayon vecteur du probléme des deux corps; a l'exception peut-étre de trajectoires,
dont l'existence reste douteuse, et sur lesquelles indéfiniment, tantdt les trois
distances mutuelles sont inférieures & une longueur fixe, tantdt 'une d’entre
elles est inférieure & une longueur fixe, et les deux autres deviennent supérieures
a toute longueur fixée a l'avance. La question de savoir si ces derniéres tra-
jectoires existent ou n’existent pas est la partie la plus célébre de la question de
la stabilité dans le probleme des trois corps.

Ces résultats comportent le complément suivant. Représentons le mouve-
ment des trois masses my, s, my dans 'espace & douze dimensions, en prenant
comme coordonnées d'un point de cet espace les trois coordonnées rectangulaires
x, v, 2, de la masse my par rapport & la masse m, les trois coordonnées £, 7, { de
la masse m; par rapport au centre de gravité des masses m; et ms, et les six dérivées
par rapport au temps &, ¥/, 2, &, v/, {!. Et posons:

*Annales de I'Ecole Normale Supérieure, 3° série, t. 39, 1922, pp. 29-130: une
proposition énoncée sans démonstration (p. 32, en note) est erronée, et rectifiée par les résultats
énoncés ici.

tNous écartons dans cette Communication les trajectoires aboutissant & un choc des trois
corps, et situées dans 1’espace & douze dimensions sur une multiplicité algébrique & neuf dimensions
(puisque sur ces trajectoires les trois constantes des aires sont nulles). Les trajectoires con-
duisant & un choc de deux corps peuvent étre continuées au-dela de ce choc par le prolongement
analytique de M. Sundman: les résultats énoncés s'étendent aux trajectoires ainsi prolongées.
Mais il est clair que les conséquences qu'on peut tirer de ces résultats ont d’autant moins de valeur
pratique que les trois corps ou deux d'entre eux deviennent plus voisins, et que la loi de Newton
et le piolongement analytique de M. Sundman représentent moins exactement les actions
mutuelles et les mouvements de la réalité.
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1 (my+mq)ms Mo, 1M3m N1Mg
h:,_._______SxQ_[_w( 1+ 2) See_ 2My Mgty T

’
2 my-+mq 2 my+ma+mi 793 731 712

723, 731, 12 désignant les trois distances mutuelles, et la constante de l'attraction
universelle étant prise égale a l'unité.

Les trajectoires du probleme des trois corps divisent l'espace & douze dimensions
en cing continua. Dans 'un, le continuum extérieur, situé dans la région 2> 0,
chaque trajectoire suivie dans les deux sens est hyperbolique: les trois distances
mutuelles y sont des infiniment grands d’ordre 1 par rapport au temps. Dans
le continuum intérieur, situé dans la région k<0, dans chacun des deux sens ou
I'on peut suivre chaque trajectoire, ou bien les trois distances mutuelles sont
bornées, ou bien cette trajectoire est de l'espéce exceptionnelle définie plus
haut. Dans les trois autres continua, traversés chacun par la multiplicité
algébrique k=0, chaque trajectoire suivie dans les deux sens est hyperbolique-
elliptique: deux distances mutuelles sont des infiniment grands d’ordre 1, et
la troisiéme, la méme dans un méme continuum, est bornée.

Les fronti¢res de ces trois derniéres continua, multiplicités analytiques a
onze dimensions, sont engendrées, dans la région #> 0 par les trajectoires hyper-
boliques-paraboliques, et dans la région <0 par les trajectoires paraboliques-
elliptiques: ces fronti¢res se rejoignent deux a deux sur la multiplicité £=0 le
long des trois multiplicités analytiques a dix dimensions engendrées par les

trajectoires paraboliques (ou les trois distances mutuelles sont des infiniment
grands d’ordre %).

Les résultats précédents appellent différentes remarques. D’abord, au
point de vue théorique, dans un probléme de Dynamique, il est toujours im-
portant de relier les valeurs négatives treés grandes et les valeurs positives trés
grandes du temps: qu'on se rappelle, par exemple, les efforts que Poincaré a

consacrés & démontrer l'existence des solutions doublement asymptotiques
dans le probléme des trois corps.

En outre, par les propositions énoncées, nous restreignons la région de l'espace
a douze dimensions ol peuvent étre situées les trajectoires dont l'existence est
I'un des objets de la question de la stabilité dans le probléme des trois corps:
nous montrons que cette région est une partie seulement de la région h<0.

Enfin, au point de vue pratique, les propositions énoncées comportent les
conséquences suivantes, dont l'application au systéme solaire est immédiate,

avec une approximation supérieure aux approximations habituellement admises
dans les hypothéses cosmogoniques.

Soit un systéme de deux corps, S et J, de masses quelconques, animés d'un
mouvement elliptique d’excentricité quelconque et soit un troisiéme corps M, de

masse quelconque, arrivant de 'infini dans une direction quelconque au voisinage
des corps S et J.

1l est impossible que le corps M devienne satellite de I'un des corps S et J
restant voisins, et plus généralement que le corps M reste indéfiniment au voisinage
des corps S et J. Clest 'extension au cas général du probléme des trois corps
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d’une proposition* démontrée par Schwarzschild dans le cas ol la masse du
corps M est nulle. Les conséquences qui suivent sont plus inattendues.

11 est impossible que le systeme des corps S et J soit disloqué par U'arrivée du
corps M, et que les trois corps s'écartent indéfiniment dans des divections divergentes.

Il est impossible enfin que le corps M devienne satellite du corps S (ou J) et que
le systeme de deux corps ainsi formé s’écarte indéfiniment du troisieme corps J
(ou S).

Aprés Parrivée du corps M au voisinage des corps S et J, il ne peut se pro-
duire d’autre circonstance que la suivante: le corps M reste au voisinage des

~corps S et J pendant un intervalle de temps plus ou moins long, mais fini, puis s'en
éloigne indéfiniment: les deux corps S et J restent voisins, les éléments osculateurs
de leur mouvement relatif peuvent étre plus ou moins profondément modifiés,
mais restent ou du moins redeviennent elliptiques.

*Astronomische Nachrichten, Band 141, 1896, p. 7. La proposition de Schwarzschild com-
portait une exception possible pour des trajectoires dont les points forment un ensemble de
mesure nulle dans tout volume fini de I'espace & six dimensions ol est représenté le mouvement de
la masse nulle; mais il y a continuité de l'allure finale des trajectoires en fonction des conditions
initiales, et l'exception indiquée par Schwarzschild ne saurait se présenter, quelle que soit la
valeur de la troisiéme masse.






LES RECHERCHES POSTHUMES DE LIAPOUNOFF SUR LES
FIGURES D’EQUILIBRE D'UN LIQUIDE HETEROGENE
EN ROTATION

Par M. WLADIMIR STEKLOFF,
Vice-Président de I' Académae des Sciences de Russie, Léningrad, Russie.

1. Dans la présente communication je me permets de soumettre A votre
attention un bref résumé de l'ceuvre pasthume de notre illustre géométre
Liapounoff, portant le titre: Sur certaines séries de figures d'équilibre d'un
liquide hétérogéne en rotation.

Ces recherches ont été commencées en 1915 et achevées quelques jours
avant la mort de 'illustre membre de notre Académie & Odessa, & la fin de 1919.
Le manuscrit presque prét pour l'impression n’a été remis entre mes mains
qu’au commencement de 1922.

Jusqu'a ces derniers temps, I’Académie des Sciences de Russie n’a pas eu
de moyens pour imprimer cette ccuvre classique et ce n'est que dans un an
que l'occasion se présentera de la faire paraitre comme édition extraordinaire
I'occasion du 200° anniversaire de notre Académie des Sciences qui sera célébré
au commencement de 1'été 1925,

Cette ceuvre contiendra plus de 50 feuilles d'impression in 4°. Elle est
rédigée d’une maniére extrémement concise, il n'y est donné que la marche
générale des opérations analytiques qui aménent a la solution du probléme; de
nombreux détails, souvent intéressants, sont omis.

Les calculs détaillés, extrémement compliqués, se rapportant a cette ceuvre
posthume, ainsi qu’aux quatre parties du travail Sur les figures d'équilibre peu
différentes des ellipsoides d'une masse liquide homogéne douée d'un mouvement de
rotation (1906-1914), publié pendant la vie de l'auteur, soigneusement écrits et
plusieurs fois vérifiés de différentes maniéres, remplissent prés de 1000 feuilles de
papier et sont gardés dans une armoire spéciale dans la Grande Salle de I’Aca-
démie. Dans les circonstances présentes il n'y a aucune possibilité de les
publier.

2. L’ceuvre posthume de Liapounoff, dont je parlerai, peut étre divisée en
trois parties.

Dans la premiére partie le probléme est posé et sa possibilité est démontrée,
sous certaines conditions. La premiére partie contient les §§ 1-23 (80 pages de
manuscrit).

Le probléme est posé comme il suit:
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Soit E un ellipsoide a demi-axes

Vo+1, Votg Vo

appartenant a la série, soit des ellipsoides de Jacobi (ot ¢ <1), soit des ellipsoides
de Maclaurin (ot ¢=1). Soit w la vitesse qui lui correspond.

Trouver la figure F d’équilibre d'un liquide hétérogene, dont les particules

s'attirent swivant la loi de Newton et qui tourne autour du méme axe avec la méme
vitesse angulaire.

Supposons que les surfaces de niveau soient les ellipsoides homothétiques
a lellipsoide E et a un paramétre définissant les surfaces de niveau.

Supposons que la densité k du liquide s’exprime comme il suit:
1) k=1+3d¢(a),
6 étant un paramétre, supposé petit, et ¢ (¢) une fonction donnée de a.

Liapounoff considére le probléme dans la supposition que les surfaces de
niveau de la figure cherchée F différent peu des ellipsoides homothétiques a
I'ellipsoide E et les définit par les équations

x=a(l4+¢)v/p+1 sin 0 cos ¢,
(2 y=a(14{)v/p+q sin 0 sin ¢,
z=a(l+ {)~/p cos 6,

¢ étant une fonction de a, 6 et ¥, dont toutes les valeurs sont petites.

Le probléme se raméne a la détermination de la fonction {(a, 6, ¢). Faisant
dans cette fonction ¢ =1, nous obtiendrons

§=¢(1,0,9)
et les équations (2) donneront, pour ¢ =1, I'équation de la surface de la figure F

Soit f la constante de Newton et

@) e J k'dr’

le potentiel de la masse liquide.

L’équation fondamentale du probléme sera

(A) U+ Q(x*+ y2) =fonc. de q,
ol
o=,
2f

Faisant 6 =0, on retrouve le cas du liquide homogéne.
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3. Pour résoudre le probléme il faut non-seulement démontrer I'existence

de la fonction ¢ satisfaisant & I’équation (A), mais encore trouver son expression
analytique valable pour a=1.

C’est un probléme qui paraissait, il y a peu de temps, presque insoluble,
méme dans le cas du liquide homogéne.

La solution approchée a l'aide de la méthode des approximations successives
a’été donnée pour la premiére fois par Poincaré; G. Darwin a poussé les calculs
plus loin, jusqu'a l'approximation du second ordre. Liapounoff a résolu le
probléme dans toute sa généralité, dans son ceuvre colossale citée plus haut.

Je dois faire remarquer qu’il a donné non-seulement le moyen de calculer
les termes successifs du développement de la fonction cherchée, mais encore
demontré la convergence des approximations successives.

Je saisis l'occasion pour remarquer encore que Liapounoff a étudié le prob-

léme de la stabilité des figures d’équilibre et a démontré rigoureusement que la
figure piriforme est instable.

Il a établi que la stabilité dépend d’une quantité 4, pour laquelle il a trouvé

non-seulement une expression approchée, mais une équation algébrique exacte, a
laquelle doit satisfaire cette quantité.

1l a trouvé les limites supérieure et inférieure de la racine A de cette équation

et de cette maniére a démontré en toute rigueur l'instabilité des figures piriformes
(pear-shaped).

Neuf ans aprés (en 1917), M. Jeans, en appliquant la formule correspondante

de Poincaré jusqu’a la troisiéme approximation, a retrouvé avec cette derniére
approximation le résultat général de Liapounoft.

4. 1l est vrai, cependant, comme le dit P. Appell, que 'appareil analytique
nécessaire a4 la démonstration rigoureuse des résultats obtenus par Liapounoff

est trés compliqué, ce qui rend la lecture de ses ouvrages trés difficile, mais cela
dépend de la nature méme du probléme.

Il est d'autant plus difficile d’exposer dans une courte communication
I’analyse encore beaucoup plus compliquée de 'ccuvre posthume de Liapounoff
concernant la théorie des figures de 'équilibre d’un liquide hétérogéne.

Je regrette de ne pouvoir soumettre & votre attention les détails de cette

analyse, aussi importante qu’ingénieuse, et je me bornerai A l'indication des
principaux résultats,

5. Pour exclure le cas d’un liquide homogéne, Liapounoff cherche la fonction
inconnue { sous la forme de la série

(@) C=¢0F 00000

Faisant

Alp) = A=Vp(p+1) (p+g), do’ =sin §d0dy, z=D(a+at, a’'+a't’) = D(¢, '),

il trouve
(142 1+a”>
U=A k’ "2da’ do'.

D(g, )
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Pour trouver la solution ¢ de l'équation fondamentale (A) il faut tout
d’abord représenter la fonction U par une série procédant suivant les termes
d’ordres différents relatifs a ¢.

Pour que pareille représentation soit possible, il faudra faire a I'égard de ¢
certaines hypotheéses que Liapounoff exprime par les inégalités

: ' 2 D(0,0)

I et g étant des nombres indépendants de «a, o/, 6, 6, Y et ¢'.

&

Il obtient le développement cherché en remplagant dans U, ¢ et {’ par
el et €', ¢ étant un paramétre, et démontre ensuite, moyennant les fonctions
majorantes construites d’une maniére convenable, que, pour e assez petit, U(e)
se développe en série uniformément et absolument convergente de la forme

(5) Ule)=Us+Us e+ Use+. ..
et que ce développement subsiste pour e=1 toutes les fois que
(41) g+ 1I<1.

Dans cette supposition au sujet des nombres g et /, il obtient le développement
cherché:

(51) U= U0+ U1+ U2+ ey
ot U, est le potentiel de 'ellipsoide K supposé hétérogene, et U; la fonction
» N N , ., 0
homogéne de degré ¢ par rapport & { etasa denveegg .
a
6. Dans ses recherches ultérieures il se borne aux hypothéses suivantes:
(1) k est une fonction décroissante de a;

(2) ¢ et, par suite, les {; sont des fonctions paires de
a sin 0 cos ¥, a sin 0 sin ¥, a cos 6.

Remplacant dans U la fonction &’ par son expression (1), il écrit

U=V+ ®s.

11 vient alors

V=V0+ V1+ V2++ Vn+,

et
Un = Vn+ q)na-
L’équation fondamentale (A) se réduit a la suivante:
(6) R?—LJ {do = W+fonc. de a, R=f)~J .it_,
4ra?J) D(a, 1) 20, tA(2)
ol

1
4rAa?

) W=4—%(p+c032¢/+g Sin%) S0+ — [V Vi . — Va(0)+ (@ — (0))3).
yig



FIGURES D'EQUILIBRE D’UN LIQUIDE EN ROTATION 27

En portant 'expression (a) de ¢ dans (6) et (7) on obtient

W=W15+ W252+ W353+ e

et ces équations pour la définition successive de {;:

1 tide’'
8 R i : ZW, f .d .
)] ¢ - JD(a, D +fonc. de a

Supposant que le volume limité par la surface de niveau de la figure cherchée
est égal a celui de l'ellipsoide & demi-axes

avp+1, av'p+g, av/p,

Liapounoff arrive 4 cette condition pour {:

) Jg“da —— J t2do — %J@dc,
qui conduit & la conclusion que

(10) Jg“,-da =N

ne dépend que des fonctions

(11) g‘l’ §-2, sy fi-l‘

Cela permet de transformer 'équation (8) en la suivante:

1 1 [* dt L .
(12) Rei— J§1<D(a 1) QaJ?' A_(t~)> =W 4 JWd+ RN,

olt 7/ est une racine positive de I’équation

o+1

T

sin? ¢’ cos? '+ —= Pq sin? 6’ sin? ¢’ —i— cos“‘ 0’ =a?.
1 7' +q

Le second membre de I'équation (12) ne dépend que des fonctions (11) et devient
connu quand ces fonctions sont connues.
7. Pour déterminer §; il ne reste qu'a trouver {;.
Faisant dans (8) a=1 Liapounoff arrive a I'équation intégrale
(13) R — L+ | Lo
4rJD(1,1)
W; désignant la valeur de W; pour a=1.

=W,~ -+const.

C’est précisément I'équation qu'il a étudiée dans son ouvrage: Sur les figures
d’équilibre, etc., bien connu, ou il a montré, moyennant la théorie des fonctions
. Zz ! 7
sphériques et celles de Lamé, que {; se présente sous la forme

Ti=0co cos 0-+u;, sig=1,

$i=0o cos O+ ¢y sin? 6 sin? Y+ u;, si ¢<1,
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ou les u; sont les fonctions bien déterminées vérifiant respectivement les con-
ditions :

ju,» Ywdo’ = 0,

J"I/t,' Ymda' = 0, J-ui Y23d0' = 0,

Y, désignant les fonctions sphériques élémentaires d’ordre #.

Il démontre ensuite que dans le cas considéré on peut poser ¢o=c¢;=0.

Les fonctions §; et (11) étant connues, on obtient {; 4 I’aide de I’équation (13).

8. Pour que ¢, défini par la série (a), représente en effet la solution du
probléme, il faut démontrer non-seulement la convergence de la série (a¢) pour
toutes les valeurs de a satisfaisant aux conditions

0<a=1,
mais encore que { reste continue méme pour a=0.

La fin de la premiére partie du manuscrit de Liapounoff (jusqu'a la page 79)
est consacrée 2 la démonstration rigoureuse des propositions signalées.

L’analyse qui lui a permis d’achever le probléme est trés délicate et trés
ingénieuse, mais en méme temps si compliquée que je ne peux pas la reproduire
dans ma communication.

Le monde scientifique aura le plaisir de connaitre celle-ci dés que 'ouvrage
de notre illustre géometre aura paru dans les éditions de I’Académie des Sciences
de Russie. '

De cette maniére Liapounoff a réussi a établir l'existence d’une
série de figures d’équilibre de la masse fluide hétérogéne, peu différentes des

ellipsoides (non singuliers) de Jacobi et de Maclaurin, dans I'hypothése que la
densité du liquide est de la forme

k=17 6¢(a)

et dans certaines hypothéses générales au sujet de la fonction ¢(a).

9. Cependant, Liapounoff n’a pas pu se borner 4 la seule démonstration de
la possibilité du probléme, d’'un théoréme sur l'existence des figures de
I'équilibre. Il s’est proposé d’aller jusqu'a la fin sans tenir compte des difficultés
énormes que présente la solution effective du probléme, c’est-a-dire le calcul
effectif des fonctions, et dans la seconde partie de son ouvrage, il trouve les
expressions analytiques de {1, {2, &3, la méthode générale du calcul successif de
toutes les fonctions {; et en déduit leur propriétés les plus importantes.

Cette partie de son ouvrage embrasse les pp. 80-320.

Dans 'hypothése la plus intéressante ol ¢(a) est un polynome de e de

degré k, il arrive, en appliquant les méthodes les plus variées de I’Analyse, 4 la
conclusion suivante:
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La fonction ¢;, quel que soit U'indice i, peut se représenter sous la forme
Si=ZotZot . .2yt Zoinot . Zoigrais

on tous les Zy,, sont des fonctions sphériques, dont lordre est indiqué par Vindice, et
des polynomes de a® de degré ik; les fonctions

Zoivay Loitar - - +» Zaitaihs

sont divisibles respectivement par a?, at, ..., a¥*.

*

Liapounoff donne les expressions des fonctions Z,,, et pour arriver au résultat
énoncé fait usage de la théorie des fonctions sphériques, celles de Lamé, des
polynomes de Jacobi, des séries hypergéométriques, des polynomes analogues
a ceux de Legendre en ajoutant & ces théories des contributions nouvelles; pour
déduire les développements en séries de certaines quantités auxiliaires, nécessaires
pour le calcul des {;, il emploie souvent une méthode particuliére en démontrant
que ces quantités cherchées peuvent étre considérées comme les racines de

certaines équations algébriques dont la solution peut &tre obtenue & l'aide de
la série de Lagrange.

L’une des difficultés principales dans la solution du probléme consistait a
trouver un développement convenable du potentiel d’une simple couche étalée
sur un ellipsoide homothétique & I'ellipsoide donné, en série de fonctions sphériques.
Cette difficulté paraissait insurmontable si nous allions comparer selon I'habitude,
la surface d’équilibre a l'ellipsoide donné.

Liapounoff a réussi a écarter cette difficulté en introduisant au lieu de
celui-ci un ellipsoide variable, passant par le point de la surface d’équilibre
cherchée, pour lequel on trouve la valeur de la fonction potentielle. Cette idée
a conduit au développement cherché et puis & la démonstration de la conver-
gence des approximations successives conduisant 4 la solution du probleme.

La démonstration de la convergence de plusieurs séries présentait de méme
de trés grandes difficultés. Liapounoff a surmonté toutes ces difficultés a 1'aide
de ce théoréme remarquable dont il a donné une démonstration dans 'article:
Sur les séries de polynomes, publié dans le Bulletin de ’Académie des Sciences
en 1915.

P, étant un polynome entier des variables xi, x2, ..., x;, de degré ne sur-
passant pas #, si I'on peut trouver un nombre fixe L assez grand pour qu'on ait

|P,|<L,
quel que soit # et quelles que soient les valeurs réelles des variables satisfaisant a
I'inégalité

Ll I +xi=1,
la série

P0+P1 a+P2 0.2+ .....
ol

o] <14+p—+/2p+p%

p étant un nombre positif donné, sera absolument et uniformément convergente
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pour toutes les valeurs complexes des variables que 'on obtient en considérant
I'inégalité '

IM—&WHw~MHm“+MV{m§J§,

et en faisant varier les nombres réels &5, &, ..., & sous la condition

E+gt. .+ 81,
de toutes les maniéres possibles.

Ces bréves remarques suffisent pour faire comprendre l'intérét et l'impor-
tance des recherches posthumes de notre savant russe.

10. Dans la derniére partie de son ouvrage Liapounoff applique les méthodes
développées dans les deux premiéres au cas particulier du liquide homogéne, ce

qui le conduit a des résultats nouveaux dans ce probléme résolu par lui plus de
dix ans auparavant.

Quelques-uns de ces résultats ont été publiés dans son Mémoire: Nouvelles
considérations relatives @ la théorie des figures d'équilibre dérivées des ellipsoides

dans le cas d'un liquide homogéne, paru en 1916 dans le Bulletin de 1’Académie
des Sciences de Saint-Pétersbourg.

11. Les considérations de Liapounoff ont un caractére purement analytique;
plusieurs pages de son manuscrit ne contiennent que des formules mathématiques
trés compliquées et son ceuvre rappelle souvent un chant sans paroles.

Il parait que pour cet éminent analyste la langue mathématique était claire
par elle-méme; elle lui suffisait pour pénétrer in naturam rerwm, mais il faut
avouer que plusieurs illustrations et interprétations géométriques et physiques
sont encore nécessaires pour donner une idée plus ou moins nette des faits mé-
caniques et physiques qui se cachent dans la foule de ces formules analytiques;
d'un autre c6té, il n'y a pas raison de douter que son analyse puisse étre simplifiée
sous certains rapports; il est hors de doute, enfin, que les recherches de Liapounoft
ne sont que le premier pas, quoique trés grand, vers la solution de cette impor-
tante question et que ses idées sont susceptibles de développement ultérieur et
apporteront avec le temps de nouveaux fruits précieux dans le trésor des Sciences.



ON THE FUNCTIONAL DEPENDENCE OF PHYSICAL VARIABLES

By ProrEssorR Grovanni GIORGT,
University of Rome (R. Scuola d'Ingegneria), Rome, Italy

Part 1. Preliminary remarks— Problems to be solved.

1. Consider an iron bridge, at any point of which a variable force V(z),
which is an arbitrary function of the time, is applied; we observe the displace-
ment of another point of the bridge from its position of rest, and let it be W(¢).
This function W(¢) is dependent on V (), but on account of the inertia of the
framework, the dependence is not a point-to-point one; that is, at any time ¢,
the value of W(#) is not a function of the simultaneous value of V() only, but it
depends generally on all values which V(¢) has reached at preceding times.
We call it a functional dependence.

In order to deal with the theory of these dependences, the following symbols
will be employed: operators of a functional dependence will be represented by
Greek capital letters, so that they will be clearly distinguished from Latin letters
and small Greek letters, to be used in their ordinary mathematical signification.
Thus we write

M W) =0V(1),

where O is the operator which changes the curve V(¢) into the curve W(¢) n
such a way that each point of W(¢) is dependent on the whole behaviour of V(¢).

As a particular case, we shall write A for the differential operator%(the symbol

D employed by Cauchy and many analysts is not suitable in the formulae of
mathematical physics, as it may give rise to confusion): Accordingly An::i‘t—”_
will represent the different’ator of nth order; A™ will represent an integration;
for instance

t

ATYV(2) =J V(t)dt.

—o0
Other examples of © operators are: Casorati’s operator, defined by
bV (@) =V(+ 1)

and similarly the transformations of hereditary physics (Volterra's transforma-
tions):
t

T V(L) =J G{, 7)V(r)dr.
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It is to be noted, on the contrary, that hysteresis phenomena in magnetic
substances do not belong to this class; they show a simplified form of dependen e.

2. We ask whether it is possible with such © operators to build up an algebra
enabling us to operate with them, and employ them for the solution of physical
problems, in the same way as it is possible, for instance, to writ: A”A" = A™1" etc.
This would be a generalization of the infinitesimal cacullus, which is particularly
concerned with the operators A, A™, A7, A™" that is with particular cases of the
© class. Very interesting instances are known of problems solved in this way:
e.g., Boole* has shown how to deal with certain expressions containing A, for
solving differential equations; other similar solutions have been employed by
Forsythf; Oltramaref has dealt with problems which are closely related to
our present ones; and many others may be quoted.

Electrodynamics is an important source of problems of this class. Suppose
we have a variable current I through a circuit containing a resistance R and an

inductance L, the impressed voltage being V=V(#), an arbitrary function of
the time. Obviously

V=RI+L -d—{ .
dt
When this formula is written
V=(RL+A)I,

we see that for variable currents the operator (R+ LA) plays the same part as
the simple ohmic resistance R would play if the current and voltage were steady;

so that we are induced to call it the functional resistance of the circuit.

Recip-
rocally, we may write:

I=(R+LA)T'V,

the symbol (R+ LA)™" meaning the inverse operation; this operator may be
called the functional conductance, the formula being ‘‘evaluated’ by

—

1
I=(R+LA)'V= S e”‘J Ve *'dt
L
where p= — —%, as it is obtained by solving the differential equation.

It will be remembered that Heaviside§ has shown how a great many very
remarkable results may be obtained in problems of electrodynamic propagation

by employing the operator A= dd—tas if it were the symbol of a numerical quantity :

he has employed it in infinite series and other transcendental expressions in the
same way as Boole did in rational fractions. The proper rules however for

*4 treatise on differential Equations, London 1877 and Supplementary Volume,
14 treatise on differential Equations, London, 1903; Ch. III.

Y Legons sur le calcul de généralisation, Paris, 1899.

§Especially in Electrical Papers and in Electromagnetic Theory, vol. I1.
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obtaining correct results, and the theory of these operational methods have
never been given.

Again, the attention of scientists has been awakened by the striking applica-
tion which Silberstein* has made of the operators cos(vtcurl) and sin(vicurl)
for solving the problem of electromagnetic waves in space. These operators
are remarkably akin to the f(A) ones, as they contain the curl which is a particular
space-differentiator, instead of A which is the differentiator with respect to time.

3. On examining these results and on thinking about those symbols which
I have called the functional resistance and conductance I was led some time ago
to consider the following problem, which seems interesting: what class of ©
operators may be suitably represented in the form of a finite or infinite expansion
containing A and its powers, or more generally in the form f(A) where f( ) stands
for the symbol of an analytical expression containing A along with constant or
variable quantities, subject to the condition that it may be possible to handle
such expressions by rules similar to those of ordinary algebra? In my memoir:
I calcolo simbolico nello studio delle corrents variabilit 1 investigated this problem
and the behaviour of functional operators when dealing with systems of circuits
subject to variable voltages and currents of any kind (of which of course the
systems subject to alternating or to periodic currents are quite particular cases,
reducible to more elementary methods). There I have shown that, provided the
physical properties of the circuits are not variable with the time, all variable-
current problems may be simply reduced to steady current problems, by the
use of operators of the f(A) type, which behave according to the rules of ordinary
algebra: all Steinmetz and other symbols of the form R+ Lj which are those
used when dealing with simple harmonic alternating currents are  elementary
forms of those f(A) operators, which in their general forms are valid for currents
of any kind whatever. I have further developed the theory of the functional
operators in the memoir Sul calcolo delle soluzioni funzionalif, and there 1 gave,
among other things, the reason for Heaviside’s results, and explained why the
series arising from the infinite expansions of f(A) are sometimes valid and some-
times not. I wish now to deal with the matter from a wider point of view, and
at the same time as I summarize the results for the use of English-speaking

readers, to show also the path which has led me to build up the present method
of operational calculus.

Part 2. Linear operators: their generating functions.

4. When dealing with functional operators of the © type, it is necessary
first to distinguish between linear (I mean linear homogeneous, that is distributive)

*Versuch einer Theorie der physikalischen Operatoren in Annalen der Physik, Oct. 1901,
p. 273 and in Annalen der Naturphilosophie 2 (1903), pp. 201-274.

tRead before the Electrotechnical Congress in Naples, October 11th, of 1903; printed in
Atti dell’” Associazione Elettrotecnica Italiana, vol. VIII (1904), pp. 65-141.

tRead June 28th of 1905 before the Rome section of A.E.I.; printed in Atti dell’ Associazione
Elettrotecnica Italiana, vol. IX, fasc. 6° (dic. 1905), pp. 651-699.
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operators, and non linear ones. We call © linear when it satisfies the con-
dition of addition:

oVt Vit ...+ V,)y=0V+oVH4 ... +ovV,

whatever the V functions are. In the present paper I shall consider linear
operators only.

This being the case, suppose 0 is operating on a physical variable V(¢). The
representative diagram™ may be considered as the limiting form of an infinity
of successive infinitesimal rectangles, having dt as a base, and V() as height.
Consider each individual rectangle as a single function, so that V(¢) is the limit
of the sum of all these elementary functions. Then, by the assumption of
linearity, the effect of © operating on V(f) is the sum of the effects obtained
when operating on these elementary functions separately.f So that we obtain
an expression of the following kind:

+ oo
oV = J‘ G(t,7) V(r)dr,
—

(2) or rather

+ o
(S) VU) =lim J. Gn(t)T) V(T)dTv
n=0 J —

which may be written in the condensed form

. 7=+
(2°) oV = 8§ G,7)V(r)
7=—00
where 8 may be a sum, or an integral or a limit of an integral. The function G,
which represents the effect of © on an elementary function of unit area located at

the time f=r1, is called the gemerating function (compare with the kernel of the
integral equations).

Part 3. The use of tmpulsive functions.

5. To avoid unnecessary repetitions, we are led to introduce the notion of
wmproper functions. The most important of them are the impulsive functions
which were several times considered by Heaviside and are familiar to all writers
on dynamics dealing with the theory of impulsions. By the symbol

Fu(t)

and by the name of impulsive unitary function I mean a function of ¢ which is
everywhere =0 for all values of ¢, except in an infinitesimal interval containing

*By the diagram of a function V() will be understood the space included between the
curve V(t) and the line V=0, and limited, if necessary, by two ordinates.

tIt may appear that by doing so we commutate O not only with a finite sum, but with an in-
finite sum, and therefore with the operation ‘““lim”’, which may be notalwayslegitimate. The intri-
cate theory of the “ vicinity " of functionsis herein involved. To avoid the difficulty, the elementary
functions may be supposed to be chosen, not precisely of the form of rectangles, but of the form
—h

- €
™

necessary degree of vicinity.

Y= , or as functions of other kinds satisfying the conditions for obtaining the
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the point ¢{=0, in which interval the function becomes infinitely great with
such values that

+ oo
(3) J Fu(f)at=1.

This Fu(t) may be considered as a limiting form of a rectangle or of a function
of a kind Ae™" | or of others, according to the degree of continuity or of vicinity

required. Following these ideas, we may, by differentiating Fu(t), define impulsive
functions of the second, third order, and so on.*

6. At first sight it may appear that the use of these impulsive functions is
strange and illegitimate, as it involves the consideration of actual infinitesimals
and infinities. But in fact it is very useful because it simplifies the formulae
very greatly and removes the exceptions; in fact not one of the most rigorous
writers on dynamics has refrained from introducing the impulsions. As regards
the theoretical standpoint, it is to be remarked that actual infinitesimals and
infinities may be introduced with perfect rigour as a class of non-archimedean
numbers, involving special postulates; or, what amounts to the same thing,
we may say that all formulae containing improper functions are formulae wherein
a sign of lim is understood, so that Fu(¢) and similar symbols may be regarded
as a kind of short-hdnd notation. For instance, we write as a fundamental
formula, or we should rather say as a definition, the following:

-+ co
4) V(@) =J‘_Z(T) Fu(t—7)dr.

This is neither more nor less than an abridged form of writing

+
V() =lim J V(r)$,(t—r)dr,

where ¢,(t—7) is a properly chosen function, for instance of the form

n - -
Bult =) = —m T,
™

it being always theoretically implied that ¢, be such that it is allowed to operate
on the above representation of V() by the 0’s which we have to deal with,
under the sign of l&m and under the sign of integration.

I cannot give here a more detailed theory about this. In my memoirs
above referred to I have shown how to employ the Fu(f) and the j(n,t) properly;
and that the definition and introduction of these symbols in that form is legiti-

mate, has been shown elsewhere by Peano, whom I have to thank for the atten-
tion given to my papers.

*See my memoir above referred to, Sul calcolo delle soluzioni funzionali, etc., 111, §9, where
I defined and represented by the symbol j(,t) the impulsive unitary function of order -1,

the # being any eal number whatever. This is the same thing as the generating function of
derivation with general index, A”.
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7. When we subject impulsive functions to an integration of a sufficient
order, the result is a proper function.* So, by integrating Fu(f) from — o to ¢,
we get a function which I have called 1() and which is thus defined:

0 for all negative values of ¢,
(5) 1)) =
1 for all positive values of ¢,

the value given to it for /=0 being immaterial. We may write 1() =A"'Fu(t);
this function 1(¢) is the typical one for the study of all telegraphic functions,
that is, functions having a zero value in certain intervals and a constant
value in other intervals. Functions of this kind or ones very closely allied to

them have been occasionally considered by Cauchy, Fourier, Dirichlet, Lebesgue
and represented by various kinds of analytical expansions.

8. It is to be noted that when improper functions are included in the defi-
nition of functions, all functions get a differential coefficient, at least from a
certain point of view. For instance, the derivative of the discontinuous function
1(#) is the impulsive function Fu(t).

It is also to be noted that when the above implications are understood, we
may operate by any © on both members of (4) as follows:
+ o0
GV(5)=J V()0 Fu(t—r)dr,
—

this also being rather a definition or a short-hand writing than a new equation:
so that we see that (2) may always be written in its simplest form
-+ oo

(6) oVt = J_g}o(t,r) V(r)dr,

provided we remember that here G({, 7) may be a generalized or improper
function, that is, a function containing improper elements (this being equivalent
to saying that a sign lim is implied), this function being given by

) G(t, 7)=0Fu(t—1).

We shall often use this formula, which is equivalent to saying that G(¢, 7)
is the result of the operation of © on the impulsive unitary function Fu(t—7),

or in other words that G(¢, 7) is the generating function of 6. This is a very
abridged form of (2).

Part 4 —The restricted functional space and its transformations.

9. Consider a domain of functions, defined as follows: let y1(¢), y2(2), . . ., ¥,(8)
be 7 linearly independent functions of f; we do not suppose them to be
analytical; they may be any arbitrary functions of the real variable ¢; let the
functional domain be composed of all functions of the form

® 30 = pua0)

*It is to be understood that by proper function I do not understand a finite function, but a
function which has no impulsive elements.
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where the p’s are quantities not dependent on ¢. In a space of # dimensions,
the ¥1(), ¥2(8), ..., ¥.(!) may be represented by unit vectors drawn from the
origin along the # Cartesian axes. Then y(¢) is represented by a general vector
having pi, ps, ..., Pn as components along the axes. In this way, each point
of the n-dimensional space is associated with a particular function y(), that is,
not with a particular value of the function, but with the shape of the function:
that is, each point corresponds to a particular form of a curve. When the domain
is so represented, it is called a functional space.

For instance,
¥(t) = p1 cos wt+ps sin wt

is a general function in a two-dimensional space having cos wt and sin wt as
fundamental functions: this is Steinmetz space of all simple-harmonic alternating
currents of angular frequency w, as usually considered in electrical engineering.

10. Let © be a linear operator, having the above functional space as an
invariant, that is, such that it transforms all functions y(f) of this space into
other functions Y(¢) belonging to the same space. For instance, this applies

d . . .
to A= = in Steinmetz space. Then © may be assimilated to a homogeneous

linear transformation of that space, that is, to what has been also called a vectorial
homographic correspondence, or a dyadic, or a matrix. =~ The theory of these
transformations has been dealt with under various forms by several analysts
and vectorialists*; and the application to a linear space of analytical functions
has been classically built up by Pincherle and Amaldit.

As long as # is finite, the theory is not difficult to construct. All 8’s operat-
ing in the same functional domain, that is, having the same invariant, build up
a group of transformations, wherein it is easy to define 6,1 0., 0,0y, etc., accord-
ing to the usual assumptions. These symbols are subject to the rules of ordinary
algebra but for two peculiarities which have to be noted. First, the exception
that products are generally not commutative, that is 0,0, may be different
from ©,0;. Second, the rule for the vanishing of products requires to be ex-
pressed in a more general form, that is, from a product being zero we cannot infer
that some factor is zero, but only that some factor is degeneratel. The latter is
a well-known fact of all multiple algebrass.

*See CAYLEY, 4 Memoir on the theory of matrices, Phil. Trans., vol. CXLVIII, 1858, pp. 17-37,
reprinted in his Coll. Math. Papers, vol. II, No. 152; GrassMANN, Ausdehnungslehre, 1861;
WHITEHEAD, 4 treatise on Universal Algebra, Cambridge, 1898, Ch. VI; Giss and WIiLsoON, Vector
Analysis, New Haven, 1913 (about dyadics); MARCOLONGO e BURALI-FORTI in all their books and
papers on Vector Algebra, about the homographic correspondences between vectors; H. LAURENT,
Exposé d'une théorie nouvelle des substitutions linéaires. Nouv. Ann. Math. III vol. 15 (1906)
pp. 345-365.

tPINCHERLE E AMALDI, Le operaziont distributive, Bologna, 1901, and the papers on the same
subject by PINCHERLE in various periodicals. During this Congress we have enjoyed very much
hearing Professor PINCHERLE'S lecture on Sulle operazioni funzionali lineari.

1A degenerate matrix is a matrix whose determinant is zero; it was called ndeterminate by
CAYLEY, and the degree of degenerescence is called vacuity by WHITEHEAD.

§See Scorza, Corpi numerici e Algebre, Messina, 1921.
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Part 6. The definition of f(©) in the restricted functional space.

11. There is no need here to go over these theories, which may be supposed
to be sufficiently known; but I want to extend them by framing an appropriate
definition of

)

where f is a general analytical expression, such as log 6, ehe, sin (¢c+0), etc.,
containing O under any form along with any constant quantities, but not with
functions of 7. By an appropriate definition I mean one which is consistent
with the laws of permanency of forms, and which enables us in practice to
employ such expressions as if © were simply the symbol of an ordinary quantity.

To obtain this result, it is to be noticed that, as a consequence of the general
theory of matrices, each © has in the functional #-dimensional space in which
it operates, generally # independent invariant axes, that is, # independent vectors,
the orientation of which is not changed by the transformation 9; that is to say,
there are generally »# independent functions

\[/1@): l102(01 sy ‘lbn(t)’

such that when © operates on any one of them it behaves like a numerical multi-
plier p, without changing the form of the function. Thus we have the following
equations:

» (e%(t) = p(2),
(9) / ed/?(t) = p2¢2(t)"

ekbn(t) = pn\[’n(t) .

The systems of the ¢’s and of the p’s are peculiar to the particular operator ©
and connected with it. We may call the ¢’s the covariants, that is, the geo-
metrical invariants, or the invariant functions of © (they have been called latent
points by Whitehead), while the p’s are the invariants, that is, the scalar
invariants (latent roots of Whitehead) of 6. When we say that the p’s are scalar,
we mean that they are not functions of £.

For instance, in a general functional space, the exponential functions ¢’ are
the invariant functions with respect to A; indeed

(10) AeP* = pe,

and this fact explains why exponential functions are so important in analysis.

Further, in the particular Steinmetz space as above referred to, the invariant
functions are &, ¢ ™,

The regular case is when the p’s are all distinct and non vanishing; in this
case the ¥’s also are all distinct. Attention is to be paid to the particular cases
arising when some p’s are equal with non-coalescent y’s or with coalescent ¢’s,
and when some p’s are vanishing, the latter case taking place when © is degene-
rate; even more complicated combinations may take place, see Pincherle’s
theories about normal roots and about the proper roots of the powers of a func-
tional transformation. In the case of a degenerate © there are functions which
reduce identically to zero when © operates on them. Thus Ay=0, when v is
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a constant, which fact exhibits the degeneration of the differential operation;
and A”y=0 when y=c", and #» is not greater than m—1; so, according to
Pincherle’s definition, we say that "' is a proper root for A™.

12. Now, in order to define f(0), first let ¥(¢) be an invariant function with
respect to O, and let p be its coefficient. So that 8y(z) =py(f). Then I define

(11) JOW (D) =f(p)¥ ().

This definition is consistent with all requirements; obviously it satisfies all rules
of ordinary algebra. For instance, let =4, and y(f) =¢”; then f(A)e” =f(p)e”,
including the elementary cases A"¢” =p"¢”, and similar ones.

Next let y(¢) be any function whatever, belonging to our domain of functions,
but generally not invariant with respect to 0; and suppose first that all the p’s
of our O are distinct: then also the corresponding invariant functions ¢(¢)
are distinct and linearly independent (a known theorem), that is they
constitute a set of fundamental vectors, in terms of which any y(¢) belonging
to our domain of functions may be represented as follows:

(12) y(t) =A () +Aaba(D) + . .+ A1),

where the A’s are constant quantities, that is, they do not contain £ In this
case, as a natural consequence of the additive law, I am led to define

(13) F©)y(#) = A1f(p)¥1() FAsf(p2)ba() 4. .. +Auf(pu)¥u(?),

and the first member will be considered as finite or infinite, single-valued or
multi-valued, determinate or indeterminate, according to whether the second
member is of the same character.

And now I recall that: the general condition for two operators enjoying the
commutative property of multiplication is that they have the same set of invar-
iant ¢'s. All f(0)’s defined by formula (13), whatever be the f( ), provided the &
is always the same, have ¢y, ¢, ..., ¢, as invariant functions, because each of
these functions is unchanged by the f(0), it is simply multiplied by a numerical
factor. It follows that all these f(0)’s, derived from the same operation 6, are
commutative with ‘each other and with 0; therefore they constitute a sub-group
of "transformations, wherein the laws of ordinary algebra are obeyed, save for

the necessity of taking proper account of the law for the vanishing of a
product.

Reciprocally it may easily be shown that if Q is any given linear trans-
formation of our domain into itself, having as invariant functions the same ¢’s
which are invariant functions for 0, it is always possible to express @ in the
form f(©), the number # of dimensions of the functional space being supposed
to be finite (compare Laurent’s theorem for matrices).

13. The next case is to suppose that some of the p’s are equal, but that they
do not give rise to so-called parabolic properties of the transformation: in this case
it is still possible to find a fundamental system of invariant s, allowing us to write
formula (13) for any ¥(¢), and the remainder follows unchanged; only the recip-
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rocal theorem requires to be so formulated, that in order that © may be reducible

to the form f(0), it is necessary that any function invariant for © be also invariant
for Q.

As regards the parabolic case, that is, the case of several ¥’s having coalesced

into one, I do not need to consider it here, as it is not of special importance
to our subject.

14. Something however must be said about the complications which arise
when the function f( ) has a singular point corresponding to some of the values
of the p’s, so that in formula (13) some one of the factors f(p) becomes infinite
or indeterminate. This case includes the very interesting one wherein some p
is zero, that is, © is degenerate, and f( ) has a pole in the zero-point of the com-
plex plane. Then the result of f(0) acting on y(¢) will contain an arbitrary
constant or a set of arbitrary constants. When, by a further particularization,
we suppose f(0) =07" or 67", we fall into the case of inverse operations, which
has been fully treated by Pincherle, and which may be a good example for
understanding what arises under more general assumptions.

The case of A operating on any functional domain containing either the
function {=constant, or any function c¢t”, belongs to this class. Accordingly,
A™! and A" give rise to the arbitrary constants which are considered in the
integral calculus, whenever it operates on any such space, but not so when
its operation is restricted to a domain like A,e™+ ... +4 ¢, where # is finite.
The limits of the present paper do not allow us to enter into more details.

Part 6.  Pincherle's functional field generalised.

15. The final extension is to consider a functional space with an infinite
number of dimensions The theory of the ©’s operating in an enumerable in-
finity of dimensions is contained in Pincherle and Amaldi’s and in Pincherle’s
books and papers above referred to; these authors have fully developed the
application to the domain of Taylor’s series, that is, to the functions

Ao-l—A 11+A2t2+ ceey

this is a functional space having 1, {, #, as fundamental components.
We are not concerned with this space because our operands are non-analytieal
functions; but from general theorems given by the said authors we can easily
deduce that for most cases our theory and definition for the f(©) operators
remain valid without any change or with obvious changes only.

A functional domain with an enumerable infinity of dimensions is that of
all alternating non-simple-harmonic currents of a given frequency. I have
sketched out the theory of that domain elsewhere.* Therein are contained all
alternating currents used in electrical engineering and most telephonic currents
also. But transient currents, telegraphic currents along cables, and others
which are not periodic, constitute a more complex domain. Therefore, before

going further, it is necessary to precisely define what is the whole field of physical
functions which we want to consider.

*Le correnti non sinusoidali, read Dec. 15th, 1902, before the Rome section of A.E.L.;
printed in Atti dell’ Associazione Elettrotecnica Italiana, Vol. VII (1903) pp. 34-37.
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16. What is a physical function? As a typical instance I take a mechanical
force which is arbitrarily applied by the hand to some material body, or a
voltage which is impressed on a circuit and is arbitrarily variable with time,
such as the voltage at the origin of a telegraphic cable, or the displacements and
currents arising therefrom; and so on. Mathematicians have not defined this
class of functions. Dirichlet’s definition of an arbitrary function of a real variable
is far too wide, and the class of continuous functions or even of analytical func-
tions is too narrow for us, and if it were accepted as an approximation, it would

not be suitable for the study of the very interesting effects caused by disconti-
nuities.

For general purposes I shall define a physical function of ¢ as one which
is arbitrarily given in the interval — o <{< - ,orina part of it, subject to the
conditions that the set of its points of discontinuity and of infinity is reducible,*
that V(¢) is of limited total fluctuation in any interval of continuity, and that
the integral of the absolute value of the function in any finite interval is con-
vergent; further I require that the function be identical with the derivative
of its integral; and I assume that in all points of discontinuity the value attributed
to the function can be disregarded, so that tw»> different functions will be
regarded a equal if they are equal in all points of continuity.

Part 7. The general definition for f(A).

17. Now, we wish to evaluate f(A), so as to obtain an appropriate definition
for f(A)V(#), where f(A) is an analytical expression, and V(¢) is a physical func-
tion. The theory given above for a general f(0) will apply, provided f( ) is
only built up with A and quantities which are constants with respect to t. We
shall suppose that the latter conditions are always fulfilled.

We want, accordingly, to get V(¢) developed linearly in terms of functions
which are invariant with respect to A; these are the exponential functions.

Whenever V(¢) is periodic, this is accomplished by a Fourier's series, written in
the following form:

+oo
(14) V()= 3 4,6™,

where for the sake of simplicity, we have supposed the period reduced to 2;
and then f(A) is evaluated by

+ o
(15) V()= Z A, f(im)e™,

this formula being sufficient for the theory of all cases where alternating currents
of any kind are involved.

18. In order to deal with the general case, Fourier's integral is necessary.
Now, the physical function as we have defined it, satisfies in any finite interval
the sufficient conditions for the expansion as a Fourier’s integral and for its

*That is, that some derivative, or finite or transfinite order, of this set is zero; for physical
purposes, a more restricted condition would be sufficient, but the theory would not be simplified.
2—4



42 GIOVANNI GIORGI

validity at all points of continuity; but it does not generally satisfy the so-called
‘““conditions at infinity "’ because we cannot put the restriction that V(f) vanishes
at infinity. In order to do away with them, we substitute V(f) with a function
V (¢) which has the same value as V(f) in an interval —7°<t< 4T, but has the
value zero everywhere outside the interval. This 7 (£) obviously satisfies all
required conditions at infinity: therefore by the theorem of Fourier’s integral
expansion, we may write:

“+i0 +4 o
o L JGL’ =
(16) V)= o z.Zw o V (r)dr,

where the integration from —Zw to 47w goes along the axis of the imaginary
quantities in the plane of the complex variable w. In my memoir above referred
to, I have shown that the function which is subject to that integration, viz.,

-+ co

ewl
(17) A(w) = J;‘:;V(T)dT

—

is always a transcendental integral function of w: therefore the path of integra-
tion with respect to w may be changed, and it may be any line in the complex

plane going from w=—iw up to w=-+iw; we must carefully remember this
point. B
Moreover, to integrate V (7) from 7= — ® to 7= o is the same thing as

to integrate V(r) from —7T to +7. Therefore the above formula may be
written

+i00 +7T

o 1 6wt
V()= ——| do | 5 V(r)dr.

2m —300 -T

Now, of course, we have identically, for any value of ¢

V() =}i320 740!

and this convergency of V (¢) towards V() is of an infinite (we should rather
say of any transfinite) order for any fixed value of ¢, because from T >¢ hence-
forward, V () is constantly equal to V(¢), and in any finite given interval this
convergence satisfies also any required condition of uniformity.

Therefore we obtain our expansion:

+i00 +:T
(18) V) = — lim J do Jew, V(r)dr
2mi T=0 ) _, JO

where the path of the integration with respect to w is any line as above explained.
This formula is valid for any physical function as defined, and satisfies any
required conditions of convergency, which may be necessary to allow it to operate
with any functional operation of the class with which we are concerned, under
the sign of lim and under the signs of integration. The field of the physical

functions V(£) is thus represented as a space having a continuous infinity of
dimensions.
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19. Until now it has been supposed that V(#), although it may have an
infinite number of points at infinity, is a proper function, that is, it does not
contain any impulsive element. If we wish to include the class of improper
functions, it is necessary to add in (18) a convergence factor. Let Q(a,w) be
a transcendental integral function of « and of w, which for a =0 and for all finite
values of w takes the value unity, and for ¢>0, w= -7 o becomes infinitesimal
of sufficiently high order; for instance Q =¢**, or Q=¢“", etc., as may be required
to remove any case of indetermination caused by the impulsive elements of V(¢).
Then the expansion may be written in the form:

+ic0 o wl
(19) V) = 1 lim de JQ(a,w)e— V(r)dr.
211 lg:go —io J — It

20. On this expansion we operate with the operator f(A) according to our
formula (13), and we are thus led to define

1 . +ico (+4co th
(20) FAYV (@) = 5 lim J dw J O(a, w)f(w) — V(r)dr,

. wT
a=0 —700 J —00 e
T'=0o

provided f(A) has a field of existence extending from —ie to 44w, and the
factor Q(e,w) be suitably chosen in order to get the necessary convergence of
the result; it being understood that the line of integration from —Zw to 47 is
arbitrarily chosen, and that Q(a,w) and both operations of /im may be dropped
out when not necessary.

This definition is a particular case of (13), and it may be shown that not-
withstanding the infinite number of dimensions it satisfies the same require-
ments; and all operators f(A) so defined are commutative with each other, and
obey the laws of ordinary algebra™*.

The formula may be written in the abridged notation of the improper
functions

400 + oo
(21) FAY V(@) =J G({t—r) V(T)dr=J- G(6) V(t—6)ae,
where the generating function G( ), that is
(22) G(@) =f(8) Fu(l),
is given by
1 +i00
(23) G(t) = —~.J'f(o))éwtde.
2w J —ico

Here, it is understood that G(f) may be an improper function, and that the
“limits” and convergence factor are to be introduced when necessary. To
avoid difficulties, the latter may for instance be written

+ico
(24) Gy = ij@(wew‘dw
271 J —ico
where a is a quantity which approaches zero.

*When speaking about the rules of ordinary algebra, it will always be understood that the
generalized form of the rule for the vanishing of a product is always duly taken into account,
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More complete details about the demonstrations and the results are given
in my memoir: Sul calcolo delle soluziont funzionali above referred to.

21. Now, compare (21) with (2). The difference is that the generating
function instead of being a general function G(¢,7) of two variables, is a function
of their difference {—7 only. What does that mean physically? Obviously it
means that the physical system which has given rise to the functional dependence
is invariable with respect to the time: its properties are not changing during the
phenomena which are being considered. To affirm this, or to affirm that the
functional dependence may be represented by an analytical expression f(A) which
contains only constant quantities, or to say that the generating function G(¢,7)
is a function of the single variable {—r, provided of course the dependence is
linear, are equivalent statements. I have called normal systems and normal
operators those satisfying this condition. In these systems, the effect and the
after-effect of any given impulsion does not undergo a change of form by shifting
the instant at which the impulsion acts, but it remains simply shifted with
respect to time. That almost all physically interesting cases enter into this
class, I take as self-evident. It may be remarked that transformations of the
form (2) are those which occur in hereditary physics, a wide branch of science
created by Professor Volterra and now extensively studied. Therein, my con-
dition of normality corresponds almost entirely with Volterra’s ‘‘condition of
the closed cycle’; but I think that the name given by me is prior in time.

22. In order to show that any normal functional dependence is really

reducible to the form f(A), we have to first write the remarkable formula which
gives the evaluation of ¢"*. This formula:

(25) AV =V(t+h)

has sometimes been called Lagrange’s form of symbolic Taylor’s expansion, and
is generally justified as an abridged form of Taylor’s series; but may be deduced
independently from any assumption about the analyticity of V(¢), by the use
of our general formula (20), or, more shortly, it may be justified as [ have shown
in my memoir Sul calcolo, etc., 1st part, §1, No. 6.

Now, when any functional dependence of the form (21), that is
-+ o
(26) ov() =j G(O) V(t—0)de,

is given, wherein G(6) may be an improper function (that is, the integral may
give rise to finite terms, etc.), we may write ¢ "2 V(¢)instead of V(¢); therefore

+oo
3 40) =JG(0)6_8A 14OLL
)
whatever V(¢) may be; and this is the same as writing
-+
(27) §] =IG(o)e‘ﬂAda,
—

and thus O is obtained in the form of a function f(A).
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Part 8. Theoretical results.

23. Now, summarizing the results obtained, we have three theorems, the
detailed proof of which was given by me in my memoir of 1905, while the theo-
retical grounds which lead to them, from the point of view of the theory of
functional transformations, have been briefly shown here.

V(¢) being a proper or improper physical function of the real variable ¢,
and f(A) being an analytical expression containing A along with constant quan-
tities only, and having in the complex plane an uninterrupted field of existence
from —iw to 47w, the three theorems are expressed as follows:

1st. To any f(A) it is possible to associate a linear functional normal trans-
formation, defined by formula (20), or by the equivalent formula (21), and
whose generating function is given by (23).

2nd. All operators so defined obey the commutative laws of multiplication
with each other, and the other laws of ordinary algebra, and therefore the
expressions f(A) may be dealt with as if A were the symbol of a numerical quantity.

3rd. Any normal functional operation, that is, any linear functional depend-
ence arising from physical systems whose properties are not changing during
the phenomena to be studied may be expressed by a form f(A) which obeys the
first and the second theorem, and which may be expressed by (27) when the
(proper or improper) generating function G is known.

In this way a general theory of the symbols f(A) is originated; and I believe
that this theory offers to the mathematical physicists a very powerful weapon.

Part 9. How to perform the evaluation practically.

24. It may at first sight appear that my formulae are rather complicated,
especially when the convergence factor is needed. But these formulae are only
necessary for establishing the theory. In order to secure a knowledge of the
result of a given f(A), the only thing to be done is to discuss its generating function
G(#), which represents the effect of f(A) acting on an impulsive unitary function
Fu(#). Now, f(A) and G(2) are related by the reciprocal formulae (23) and (27),
which are neither more nor less than an extended form of the so-called Laplace’s
transformations. We have many theories of these transformations,* and the
chief point which may be deduced from them is that: the two functions f(A)
and G(¢) are so related, that any singularity cf either of them at a finite distance
corresponds to a peculiar singularity of the other function at infinity. So, when
f(A) vanishes asymptotically in the directions 47w and —7Zw, G(f) has no
impulsive elements; when f(A) vanishes asymptotically for a given order, G(f)
is continuous and has continuous differential coefficients up to a given order;
when f(A) has no singular points in the finite part of the complex plane, that is,
when f(A) is an integral function, G(¢) does not contain any arbitrary constant;
and so on. See for further further details, my memoir of 1905, part IT, §5 and §6.

*A far reaching theory is that given by PINCHERLE, Sur les fonctions déterminantes, Annales
de I'Ecole Normale Supérieure, t. XXI. See also some very striking results given by LAURA P1saTr

in her paper Sulle operazions funzionali non analitiche originate da integrali definiti. Rend. Circ.
Mat. Palermo, Tomo XXV (1908) pp. 272-282.
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But before explaining something more about the practical use of the f(A),
a further point has to be noticed.

25. Whenever f(A) is an integral (polynomial or transcendental) function®,
the result of the integration from —iw to 417 » which occurs in the formulae
is independent of the path of integration and therefore is single-valued. In the
opposite case, several results are obtained by changing the path and by turning
over the singular points of f(A); thereby arbitrary constants and even arbitrary
functions appear in the result; this fact is an extension of the simpler facts
which occur in the case of a finite or enumerable number of dimensions of the
functional space, referred to above. So, differentiation A or A" is single-valued,
while integration A™! or A™" gives rise to arbitrary constants: when f(A) instead
of poles, has critical points or essential singularities at a finite distance, more
intricate results arise.

I have not yet worked out the complete theorv of these results, but I have
noticed that it is always possible to do something similar to what is usually
done in the integration of linear differential equations; that is, the general
result of f(A) operating on V(¢) or on Fu(t) may be split into two parts, one of
which is a specially chosen evaluation among the set of functions obtainable;
and the other is a complementary term containing all the arbitrary elements.
The latter may be represented by f(A)(0), because it is neither more nor less
than the general result of the application of f(A) to a zero function.

In the theory of sound, or of vibrating systems, we speak of general vibration,
forced vibration and free vibration, which are particular cases. Here, we cannot
employ the word ‘‘vibration”, because the functions may be non-oscillatory.

. I have introduced the word ‘“‘variation” to be employed in the general case.
So that it will be written :

General variation = fundamental variation-free variation

and this equation holds good either for f(A) V(¢) or for the generating functions,
the term of the free variation being in both cases the same f(A)(0).

26. In order to define the fundamental variation, I remark that whenever
W(t)=f(A)V(2)

and when V(¢) is really the independent or arbitrary function (for instance, an
impressed force) and W(¢) is the dependent function (the displacement due to
the force), in a physical system, any value of W({) depends on the values which
V(t) has received at the same times and at preceding times, and not on the values
which V() receives at subsequent times, because the effect follows the cause
and cannot precede it.  This condition I have called the condition of succession,
and I have shown that in order to comply with it, that is, in order to get G(¢) =0
for all negative values of ¢, it is necessary to choose the path of integration from
—%o to +7w insuch a way that it leaves at the left side (that is, the side towards
— o) all singular points of f(A). Not all f(A) operators admit of an evaluation

*Of course, I speak of f(A), as if in place of A a complex variable w were substituted.
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which is consistent with the condition of succession; but, whatever may be the
case, provided a path of this kind exists, it gives rise to a function f(A)V(#)
which is uniquely definite, and I select it as the fundamental variation. In
the special cases where this particular path does not exist, for instance for

f(A)= ——l—A , no particular variation will be chosen as fundamental.
sin

If a path satisfying the above condition is denoted by C, the fundamental
generating function will be given by

(28) G(t) = ijf(w)ew’dw,
271

c

with the convergence factor implied when necessary.

27. The general problem of evaluating a given f(A) is thus reduced to:
1st, describe the fundamental generating function which corresponds to this for-
mula; 2nd, describe the freé variation f(A)(0).

To give an example, let f(A) be A™'. Then the fundamental generating
function becomes 1(#), and the fundamental evaluation of A™'V(¢) is

JtV(t)dt,

while the free variation A7*(0) is an arbitrary constant ¢. The sum of the two
is the general or complete variation

ATV = fV(;)dtJrc.

28. 1 am now going to show that in the most important problems of practical
interest it is sufficient to find out the fundamental variation.

Whenever V(¢) is really the independent function, and whenever the physical
system satisfies the second principle of thermodynamics so that a dissipation of
energy always takes place, a free vibration or a free variation must ultimately
vanish when ¢ increases to + «; otherwise the so-called ‘‘perpetual motion”
would result. 1 call this the condition of dissipation. This condition is re-
markably related to the behaviour of the function f(A) in the complex plane.
I have shown in my former papers that all singular points of f(A) lying on the
axis of imaginary quantities give rise to permanent, nonvanishing, variations,
and that all singular points having a positive abscissa give rise to variations or
vibrations which increase indefinitely with the time. Therefore, the second
principle of thermodynamics requires that all singular points of f(A) lie in the
negative part of the plane, that is, that they have a negative abscissa.

In this case, when the values of the independent variable V(#) are known
from t= — « (that is, practically from a remote time) up to a certain instant
t=ty, they are sufficient to determine the whole result throughout the same
interval, and the result consists of a fundamental variation alone. By a
remote time we understand a time sufficient for the practical extinction of all
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free variations of ordinary amplitude; in most electric circuits this interval is
not longer than a fraction of a second.

29. Thus, the conditions of linearity, of normality, of succession and of
extinction being satisfied, the evaluation of any f(A) may be generally reduced
to the single problem of describing its fundamental generating function, as

given by (23). And then, owing to the condition of succession, the result of
f(A) operating on V(¢) is simply given by

(29) fAV(@) = J:é(@) V(t—6)as,
because G(§) vanishes for §<0.

. In order to discuss this G(8) or G(¢) without having to calculate it from
(23), the best way is to operate on f(A) by the rules of ordinary algebra and to
split it into simple expressions which may be easy to evaluate. In my former
papers I gave a set of rules for doing so, and for foreseeing the properties of the
generating function from the analytical form of f(A). 1 quote here only a few
of them, in addition to those theorems of reciprocal correspondence referred
to above:

1st: the transpdsition theorem, applied to impulsive functions:

(30) FAR) Fu(t) = e "f(A) Fu(t).
2nd: the general transposition theorem:
(31) ‘ flA+R) =e"f(A) . M.
3rd: the exponential formula, which was our starting point:
(32) F(a)e =f(h)e".
4th: the application to a power of ¢:
(33) S = & ) o

5th: the theorem of reciprocity:

o (2
(34) ) F(Dymo = F ( dx) )

7th: the theorem for infinite expansions:

Any expansion of f(A) by a series or by an integral or by another infinite
process, executed according to the rules of ordinary analysis, is allowable, pro-
vided it is valid, and satisfies the usual convergency tests (the sub-uniform

convergence of Arzela and Orlando being sufficient) along a line C as defined in
No. 26.

8th: the second theorem for infinite expansions:

Any infinite expansion of f(A) which does not satisfy the abcve con-
ditions, but which is able to represent f(A) asymptotically along the above line,
gives rise to divergent series which when used for arithmetical evaluation may
be able to represent the result asymptotically; the initial convergence of these
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series makes them sometimes more useful than the really convergent series of
the 7th theorem.

9th: the test for diffusive operators:

Whenever f(A) vanishes regularly at the infinity point of the complex
plane, or at least vanishes when it approaches to it in the directions +% 0w, —%w,
its generating function G(#) is a proper function, without impulsive elements:
in this case the f(A) operator applied to a discontinuous V(¢{) changes it into a
continuous function.

10th: the theorem of the residues:

Whenever f(A) either is regular or has a pole of any order at the infinity
point of the complex plane, or when at least it does not become exponentially
infinite when approaching this point along any direction contained in the negative
part of the complex plane (I mean, the half plane to the left of the axis of
imaginary quantities); its fundamental generating function may be obtained by
performing the integration along a circle of infinite radius; that is G(£) is equal
to Cauchy’s residue of f(w)e** around the point at infinity.

11th: if » is a negative real number = —m, the fundamental generating
function of A" is:

0 for £ <0,

A"Fu(f) = is not impulsive for t=0,

Mm—1

.t for 1> 0,
T'(m)

where T' is Gauss’ gamma-function.

12th: if # is a positive real number #=N~m, where N is integral, and m
is less than unity, the fundamental generating function of A" is:

0 for <0,

A"Fu(f) = impulsive function of (V—1)tk order, for =0,

—n—1
( for t>0.
I'(—n)

Part 10. Heaviside's and other authors’ results—T heir explanation.

30. By reason of the above theory, the very remarkable results obtained
by Heaviside may be explained and accounted for. His main problem, in our
language, consists of applying an operator f(A), arising from propagation
problems, to the function which we have called 1(¢), and describing or
developing the function H(f) obtained. As 1({)=A"'Fu(f), this H(f) is the
same thing as the generating function of f(A)A™'. So, when f(A)=A! the
corresponding H(t), as a consequence of the 11th theorem above, becomes:

0 for t=0,

H(t) =
() —L—_fort>0,

i
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a formula which is of paramount importance for all Heaviside’s expansions, and
which he said he had obtained by experimental trials’’; we should rather say
he obtained it by a genial divination.

In most cases, for obtaining the H(#) corresponding to a given f(A), Heaviside
n

expands this operator into a series of terms a,A% where % is a positive or negative
integral number. These expansions may now be viewed as particular cases
among the general expansions referred to above. Our theory then explains
why the series arising therefrom are sometimes convergent, with a rapid or slow
convergence, and sometimes divergent, with a rapid initial convergence (asymp-

totic series) and sometimes wholly divergent or even convergent toward wrong
results, as Heaviside has shown.

31. The formulae for fractional differentiation, which have been given by
Riemann and many other analysts* and which are different from each other,
have likewise a theoretical explanation. Whenever # is fractional, the operation
A” is many-valued, because the function A" then has a critical point at the origin.
What the various authors have given are particular evaluations, which are all
contained in our general formula (20). The fundamental evaluation is the one
resulting from our 11th and 12th theorems above. The finding of the complete

expression for the general evaluation in finite terms has hitherto been an unsolved
problem.

32. Boole, Forsyth, Lord Rayleigh and others have already shown how to
employ operational symbols for solving ordinary linear differential equations
with constant coefficients, or systems of these equations, and their proof of the
validity of the method consists in verifying that the result satisfies the equation.

For the sake of comparison, I am now going to obtain the same solution
and to explain how it is directly justified in the light of my theorems, without the
necessity of testing the solution obtained.

To take a simple case, suppose that we have to solve the equation

d"y
=V(t
o ©)

where the a’s are constant and V(¢) is a given function of {. We write it in the
form

d
aotas 2 4 +a,
dt

(¢ +aA+ . .. +a, ANy =V (1),
therefore

1
y= — V().
aot+ai A+ ... FaA
The operator is an expression composed of A and constant coefficients only;
therefore it is permissible to expand it by the rules of ordinary algebra. For
the sake of simplicity we suppose that all roots of the polynomial ay+a;A+. . .a,A"

*See these formulae in HAGEN'S Synopsis der Hoeheren Mathematik. See also PINCHERLE's
writings on the same subject.
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are different, then the fraction, by a known method, may be expanded into a

sum of terms like AA which we have to evaluate. By the theorem of trans-
position
._A'_ =epl£g
A—p A

—pt

Therefore the general evaluation is:
t
A .
Ay —a J_—V“) dr,
A—p e’
and a sum of terms similar to this composes the general solution of the equation.

In the application to physical problems where the conditions of succession
and of extinction are satisfied, the general evaluation is split into the fundamental
evaluation and the free variation as follows:

A

(35) A,

'
V() =Ae J—————ZE:) dr+Ce*,

— o

and p in these cases is always a quantity with a negative abscissa, the abso-
lute value of which abscissa measures one of the degrees of stability of the
system. For further details see my memoir: Il metodo simbolico, etc., Nos. 22 to 31,

and go back to the very suggestive theory given by Lord Rayleigh in the Theory
of Sound, vol. 1.

Part 11. How to deal with problems of a higher order.

33. Coming now to higher problems, suppose we want to solve a partial

differential equation relating to the propagation of heat, as for instance the
system:

der T dt’ dx’

where 4, B are constant coefficients.

(36) A2d2” 1 Bu= du e dv

. d .. . .
Putting = =A, and substituting 4 x instead of x, Av instead of v, the second
equation remains unchanged, and the first one may be written

d2
(37) " 4 (B—A)u=0.
dx?
In view of our general theorem, A may be dealt with here as if it were the
symbol of a constant quantity. Therefore the equation is now an ordinary

differential equation, and by the preceding method we get the general solution
in the form

w= exVA_BCrFe—NA_BCzy
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and therefore

(38) o= 1 exVA_—§C1+ 1 e—x\/A—B

- = CotCs,
VA-B VA_B oG

where Ci, C; and C; are arbitrary constants with respect to x, and therefore
arbitrary functions of £. Suppose the conditions of succession and extinction
(as must be) satisfied, and suppose that B is negative and x positive. Then C;
and C; must be zero, and writing — V3(¢) instead of C,, we have

1 —xVA—B
T= ———2¢ V ).
Tih 2(2)
To evaluate this, first use the transposition theorem which gives
—VA
2= P 1),
VA
where V(#) stands for e ?'V,(#). The problem is now reduced to evaluating the
—xVA
operator f(A) = e\/K . On account of the 9th theorem of No. 29, this
operator is diffusive: therefore
— VA !
(39) e V(t):J G(t—) V(r)dr,
VA .

where the generating function G(#) is a non-impulsive function whose expression
may be obtained in terms of known functions by an application of the theorem

of residues. I hope to have some opportunity to develop the full treatment of
this case elsewhere.

34. Considering the general case of electric systems, a far-reaching
theorem may be deduced from our theory. Suppose that any finite or infinite
combination of constant resistances, inductances and capacities is given; then
any problem whatéver in regard to variable currents may be reduced to a steady-
current problem, by simply imagining that for each inductance / is substituted a
resistance /A, and for each capacity k a conductance kA; the solution obtained by
the methods which are valid for steady currents will then be composed of terms

of the form f(A) V(¢), and it is only necessary to evaluate these terms by the general
rules which we have given here.

The utility of this theorem is two-fold, because it is not only equivalent to

a rule for solving the differential equations, but also it avoids the necessity of
writing them. :

35. To illustrate what has been said in the preceding paragraph, let a net-
work with a finite number of conductors be given, however connected, each con-
ductor having a resistance, an inductance, and a capacity, and suppose that
any number of arbitrarily variable electromotive forces are acting between
the several points of the network: it is required to find the current flow-
ing through a given section of the system. Consider the generalized conduct-
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ance of any conductor of the network as given by G, =k,A-- —i N If the G,
TS §
were ohmic conductances, the result would be given by a formula of this kind:

PGy, Gy, . .,G,)
40) J=p) — b 7h: Tl
( i Qi(Gli G2r .. an) '

where the P’s and the Q’'s are polynomials.* Substitute for each G its ex-

pression, and remember that the V’s are given functions of the time. Then we
get

(41) I; =;R-;(A) Vi(®)

where the R;’s are rational algebraic functions of A involving constant coefficients.

Each of these R(A) may be developed, by algebraic methods, into a poly-

nomial M(A) and a sum of terms like

or
A—p (A—p)?

or similar ones, which we

know how to evaluate.

The problem may be further complicated by the inclusion of mutual induct-
ances. See the results in my memoir: I metodo simbolico, etc., Nos. 61 to 65.

Part 12. The propagation of variable currents in cables.

36. We shall deal now with a problem of propagation along circuits composed

of a continuous infinity of elements, which is not dealt with in my previous
memoirs.

Consider a cable or a line, containing a longitudinal resistance 7, a transversal
conductance g, a longitudinal inductance I/, and a transversal capacity %, all
distributed uniformly and reckoned per unit length of the cable. Let the cable
be of infinite length, and let a voltage V,(£) be impressed at its origin. We want
to know the voltage V(x, ¢) at a point x and at the time ¢, in terms of the values
of Vo(¢) which are supposed to be given for all previous times, from — « to .

If the currents were steady, the solution would be
V=€_x gTVo,
the hypothesis that V does not become infinite for x =+ « being implied.

Here, instead of g put g+kA; and instead of r put 7r+IA; and the solution
for variable currents will be given by:

(42) V(x, t) = e—NGFEA) GHA) Vo (8).

It is only necessary to find the fundamental evaluation of this expression,
because the conditions of succession and of extinction are satisfied. The ex-
pression may be written

(43) Vix, 8) = e=osV(a=pr=aV(f),

*See full details in my memoir I} metodo simbolico, etc., Nos. 54 to 60.
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where:

(44)

37. In the particular case ¢ =0, and only in this case, the formula reduces to
(45) Vix, t)=e AP V(1),
which is immediately evaluated by our formulae (25) and (31), giving

(46) : V(x, t) =e"*Vo(t —ax),

. . . .1

that is, the function V, travels along the cable with the velocity — = /‘ﬁ, and
a kl

with a coefficient of attenuation ¢, otherwise keeping its form unchanged. It

is the distortionless case discovered by Heaviside, and our theory not only con-

firms his results, but proves at once that no other combination of g, 7, &, I permits
a distortionless transmission.

38. In the general case ¢<0, the transposition theorem gives
Vix, t) = e VB0 7 ().

In this case we have to evaluate the operator e=sx¥A*=¢_ To do it, we may
notice that in the proximity of the infinity point of the complex plane, this func-

tion behaves in the same way as the distortionless operator ¢~ **2; it is thus
useful to write

Vi, b) = ™% e P Vo(t) 4 e[e V=7 — ¢ 0 YT (6).

The first part is therefore the same as in the former case, and the second
part shows the additional term due to the distortion factor ¢. Thus we have

(47) V(x, £) =" V(i — ax) 4 e [e—oxVhi=a — g=9%0] g7/ (1),

Now it may be remarked that the operator within the square brackets satis-
fies the conditions for diffusivity, given in our 9th theorem of No. 29. The
difference of results corresponding to the first and the second terms of this formula
is easily seen if we consider the generating functions, that is, if we reduce
the Vo(f) to an impulsive function: the first term represents a wave front, the
same as obtained in the distortionless case; the second term gives the tail of the
wave, that is, it exhibits the phenomenon whereby each impulsion gives rise to
a diffused voltage which spreads along the cable. This second term, on account
of its diffusivity, may be expressed by

(48) dtJ‘»tS(t—T)«e-—pTVo(T)dT,
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where S(?) is the generating function of the operator within the brackets, and it
is a proper function, which may be obtained by the use of Cauchy’s residues
according to our 10th theorem of No. 29, or by expanding it into an infinite series,
following the 7th and 8th theorems of No. 29. When the calculation is performed
(it would take too long to develop it here), an expression S(£) is obtained, con-
taining exponential functions and Bessel's non-oscillating functions.

The result for the particular operand V(¢) =1(¢), has been foreseen by
Heaviside, and by other analysts in similar cases; but I think this is the first
attempt to prove it by a rigorous theory and to give the general formula.

The theory of the propagation of electromagnetic or light waves in the

ether or in an absorbing or in a diffusing medium may be given by the same
equations.

39. There is no difficulty in solving in the same way still more complicated
problems: suppose that instead of the voltage V(x, ¢) at a point x of a cable, we
wish to know the current I(x, ¢) flowing through the cable. In the case of

steady currents, it is known that I(x) = Vé V(x); therefore by putting g-+kA
7
and 7+IA instead of g and 7, we get

(49) I(x, 1) = _“L_k—A Vs,

7

where V(x, ) is found as above; and the action of the operator Vg—{—__ké may be

r—+1A
evaluated by the same methods.

If a system of concentrated resistances, inductances and capacities is con-
nected to the origin of the cable, this system gives rise to another factor which
is a rational function of A, and we have seen how to evaluate it. Without the

use of the f(A) method, it would scarcely be possible to solve any problem con-
cerning such a system.

40. The most fruitful results of the f(A) method are however obtained when
we learn how to foresee in each case the properties of the solutions by the analyti-
cal form of the f(A) expression; this is done mainly by considering the behaviour
of f(A) at the infinity point of the complex plane, and the position and the char-
acter of the singularities at finite distance.

It is also possible to employ the method for solving an inverse problem
which is of very special interest, <.e., how to arrange a combination of component
physical elements in order that the resulting system may possess certain properties.
For instance, in electrical engineering, we have a cable which gives rise to dis-
tortion: we want to arrange at the origin or at the end of the cable a system of
inductances, capacities and resistances, in order that the final effect is improved:
the problem is solved by finding a rational function R(A) which when attached
as a factor to the f(A) of the cable, suitably modifies its behaviour at the infinity
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point, so as to approach the f(A) of a distortionless cable; then, on the ground of
the theory already given for a network of conductors, it is found how to compose
a system which gives rise to the R(A).

I shall not dwell any further on the subject. I hope that I have sufficiently
awakened the interest of my fellow-workers in physical mathematics and in
electrical engineering to the study of functional dependences by the use of f(A)
and similar operators, and that I have shown them how a rigorous theory
may be built up which leads to rules for the safe use of operational symbols, and
how this theory opens the way to an almost untouched field of research, destined
to be very fruitful.



UEBER RELATIVE MAXIMA DES NEWTONSCHEN POTENTIALS

VoxN A. BEZIKOWITSCH,
Professor an der Universitit Leningrad, Leningrad, Russland.

Das Problem der Bestimmung der Gleichgewichtsform einer ruhenden
Flissigkeitsmasse lasst sich bekanntlich auf dasjenige der Bestimmung des
Maximums des Newtonschen Potentials einer homogenen Masse zuriickfithren.
Die erste Losung dieses Problems hat Liapounow™ gegeben, indem er gezeigt
hat, dass ein Potentialmaximum, wenn es iiberhaupt existiere, nur bei kugel-
formigen Massenverteilung stattfinden kann. Die Frage nach der Existenz
dieses Maximums blieb jedoch unaufgeklirt.

Im Jahre 1920 hat H. Rosenblattf die Existenz eines absoluten Maximums
bewiesen, welches eben der kugelfdrmigen Massenverteilung entspricht. Damit
war aber noch nichts iiber die Existenz der relativen Maxima gesagt. In der
vorliegenden Notiz wird ein Beweis der Nichtexistenz der relativen Maxima

des Newtonschen Potentials gegeben, womit das Problem zu einem gewissen
Abschluss gebracht zu sein scheint.

Wir wollen annehmen, dass der Begriff der Massenverteilung in einer
raumlichen Punktmenge nur fiir (im Lebesgueschen Sinne) messbare Mengen
definiert ist; die Gesamtmasse setzen wir dem Masse der Menge gleich (die
Dichte wird dabei gleich Eins angenommen).

Es sei V die von der gegebenen Masse erfiillte Punktmenge und 4 die Ortho-
gonalprojektion derselben auf eine Ebene P. Bekanntlich ist die Menge der
Fusspunkte derjenigen Lote zur Ebene P, auf welchen die Punkte von V eine
nicht messbare Menge bilden, eine Menge vom Masse Null. Es seien ferner:
My, M, zwei willkiirliche Punkte von V; Li, Ly die durch die beiden Punkte
auf die Ebene P gefillten Lote (es wird angenommen dass die Punkte von V
die auf L; und L, liegen messbare Mengen bilden); dl;, dl, die Differentiale des
Masses der auf den Geraden Ly, und L, liegenden Punkte von V; 71 die Entfern-
ung von dl; und dly; doy bezw. doy das den Punkte M; bzw. M, enthaltende
Flichenelement von A. Dann driickt sich das Potential von V folgendermassen

aus.:
J doy dog J J dh dly .
¥12

A(a1) Alfor) Ly L

*Liapounow. Communications de la Soc. Math. de Kharkow. 1° Série. 1886 (en russe.)
tRosenblatt. Bull. Sci. Math. 1920.

2—5
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Man beweist ohne Miihe die folgende Eigenschaft des Integrals:

JJ@?
712 ’

Ly Ly

Falls die Punkte von V auf der Geraden L, L eine einzige Strecke bilden, nimmt
dieses Integral zu, wenn man jene Strecken lings den Geraden Li, L, auf eine
solche Weise verschiebt, dass die Entfernung ihrer Mittelpunkte abnimmt.*

Wir wollen nun, auch fiir den Fall einer allgemeinen Verteilung der Punkte
von V auf den Geraden Li, L, eine Klasse von analogen Operationen definieren;
jede Operation wird dabei durch eine Zahl ¢>1 charakterisiert und mit dem
Namen ‘“‘a-Verschiebung’’ bezeichnet.

Wir nehmen an, dass die Punkte der Menge V auf den Geraden L,, L, eine
endliche Anzahl von Strecken bilden. Wir verschieben jede Strecke lings der
entsprechenden Geraden derart, dass die Entfernung von der Ebene P des Mittel-
punktes der Strecke in ihrer Endlage sich auf den as-ten Teil (a,> 1) der urspriing-
lichen Entfernung reduziert; dabei darf aber kein Streckenpaar in seiner neuen
Lage einen gemeinsamen Teil haben; dies wird bei geniigend kleinem a; immer
der Fall sein. Eine solche Lageninderung nennen wir ‘‘elementare a;-Ver-
schiebung .

Es ist leicht einzusehen, dass durch eine derartige Verschiebung der Wert

des Integrals
J J dhdl,
¥12

vergrossert wird, denn es gibt mindestens zwei Strecken, die auf den Geraden
L, resp. L, liegen und fiir welche die Entfernung ihrer Mittelpunkte dadurch
verkleinert wird.

Die grosstmogliche elementare a; — Verschiebung bringt mindestens ein Paar
von Strecken zum Zusammenstossen, und die Anzahl der Strecken wird dadurch
mindestens um eine Einheit vermindert.

Gestattet ein gegebenes Streckensystem eine elementare a-Verschiebung,
so wollen wir eben diese als ‘“a-Verschiebung’ schlechtweg bezeichnen. Wenn
dagegen a dazu zu gross ist, so bringen wir zunichst die grosstmogliche elementare
am-Verschiebung zustande; dann unterwerfen wir das soeben entstandene Streck-
ensystem einer neuen a-Verchiebung u. s. f. Fahren wir auf diese Weise fort,
so werden wir schliesslich imstande sein, eine solche a,-Verschiebung durch-
zufithren, dass das Produkt a, a,...a;, gleich der gegebenen Zahl a wird. In
der Tat wird durch jede grosstmogliche Elementarverschiebung die Anzahl der
Strecken vermindert; wenn aber auf jeder der Geraden Ly, L, eine einzige Strecke
iibrig bleibt, wird man offenbar eine beliebige Elementarverchiebung vollziehen
konnen. Die aus diesen k Elementarverschiebungen zusammengesetzte Lagen-
inderung wollen wir ebenfalls ‘‘a-Verschiebung’ nennen. Offenbar ist die

*Der oben angefithrte Ausdruck fiir das Potential bildet den Ausgangspunkt des Beweises
von H. Rosenblatt; der Beweis stiitzt sich auf die soeben zitierte Eigenschaft des Integrals.
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a-Verschiebung auf einer der beiden Geraden L, L; von der Lage der Strecken
auf der anderen Geraden unabhingig und die gleichzeitige Betrachtung der
beiden Geraden hatte allein den Zweck, die Ausdehnung der bereits ausge-
sprochenen Eigenschaft des Integrals

J’ Jdll dls

Y12

Ll LZ
auf den Fall der a-Verschiebung zu erméglichen. Unsere Betrachtungen zeigen
namlich, dass dieses Integral bei einer a-Verchiebung zunimmt. Wenn auf
einer Geraden L die Punkte von V unendlich viele Strecken bilden, so kann
man die a-Verschiebung mit Hilfe eines geeigneten Grenziiberganges definieren.
Man unterwerfe namlich der a-Verschiebung die # grossten Strecken und lasse

sodann # iiber alle Grenzen wachsen. Man iiberzeugt sich leicht, dass dieser
Vorgang alle Strecken von L wirklich in eine gewisse Grenzlage bringt.

Wenn die Punkte von V auf der Geraden L eine willkiirliche messbare
Menge E vom Masse m bilden, konstruiere man eine Folge von Streckensystemen

m+te, m+te, ..., mte, ... ;>0

deren jede alle Punkte von E bedecken mége. Auch in diesem Falle {iberzeugt
man sich ohne Miihe, dass die Punkte E im Laufe der Verschiebungen einer
Grenzverteilung E’ zustreben; dabei wird das Mass von E’ den urspriinglichen
Wert m behalten. Auch in diesem allgemeinen Falle sieht man leicht ein, dass
die a-Verschiebung den Wert des Integrals

J J‘ dldl,
ii 112

1 2
vergrossert.

Nur in dem Falle, dass die Punkte von V auf jeder der Geraden L., L,
eine einzige (abgesehen von einer Menge vom Masse Null*) Strecke bilden,

wobei die Mittelpunkte beider Strecken von der Ebene P gleich entfernt sind,
andert das Integral

( J dldl,

712

Ll 2

bei einer a-Verschiebung seinen Wert nicht.

Man sieht daraus, dass das Potential der Menge 1" seinen Wert nur in dem
Falle nicht dndert, wenn die Menge V (abgesehen von einer Menge vom Masse
Null) in Bezug auf eine der Ebene P parallele Ebene symmetrisch liegt, und
wenn iiberdies alle zu P senkrechten Geraden mit der Menge V je eine einzige
Strecke (stets von einer Menge vom Masse Null abgesehen) gemein haben

(= eine Menge vom Masse Null). Ist dies nicht der Fall, so nimmt das Poten-
tial zu.

*d. h. die Strecke=xeine Menge vom Masse Null.
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Ist a=1+¢, wo ¢ eine unendlichkleine Grisse bedeutet, so kann man noch
zeigen, dass der Zuwachs des Potentials in Bezug auf e von der ersten Ordnung ist.

Man sieht also, dass die a-Verschiebungen in allen moglichen Richtungen
nur dann zu keiner Vergrosserung des Potentials fiihren, wenn 7 Symmetrie-
ebenen von allen moglichen Lagen besitzt und wenn iiberdies eine Gerade von

beliebiger Richtung mit V eine einzige Strecke (abgesehen von einer Menge
vom Masse Null) gemein hat.

Die einzige Menge, welche diesen Bedingungen geniigt, ist offenbar (abgesehen
von einer Menge vom Masse Null) eine Kugel.

Ist die Menge V in einem begrenzten Gebiete eingeschlossen, so entspricht

einem unendlich kleinem Werte von e stets eine unendlich kleine a = (1+4¢)-Ver-
schiebung der Menge V.

Dies beweist eben die Nichtexistenz der relativen Maxima des Newtonschen
Potentials, und es ist also die Kugel die einzig mogliche Gleichgewichtsform einer
ruhenden von Ausseren Kriften nicht angegriffenen Fliissigkeit.

Ich glaube, dass der oben angefiihrte Hinweis auf die Grossenordnung des
Potentialzuwachses fiir die vollstindige Losung des Problems von Wichtigkeit
ist. Es ist tiberdies folgender Umstand hervorzuheben. Fiir das eigentliche
Problem des Gleichgewichts einer Fliissigkeitsmasse kommen vielleicht nur
diejenigen Massenverteilungen in Betracht, welche gewissen Bedingungen
analytischen Characters geniigen, wic z. B. die Stetigkeit der Massenverteilung,
das Vorhandensein der Beriihrungsebenen der Oberfliche u. s. w.

Man sieht leicht ein, dass eine Verschiebung a = 14-¢ die Stetigkeit derartiger
Massenverteilungen nicht stért. Wenn aber die Frage nach den Beriihrungs-
ebenen, nach der Kriimmung u. s. w. ausser Betracht bleibt, so kann man,
nachdem man die a-Verschiebung bereits vollzogen hat, mit Hilfe von beliebig
kleinen neuen Lageninderungen der Massenverteilung die gewiinschten analy-

tischen Ziige erteilen, ohne damit den Hauptteil des Potentialzuwachses zu
andern.

Wenn dagegen V nicht in einem begrenzten Gebiete eingeschlossen ist,

unterwirft die @ = (1+4¢)-Verschiebung, bei unendlich kleinem ¢, unendlich ferne
Punkte unendlich grossen Lagenidnderungen.

Es ist in diesem Falle nicht mehr erlaubt, die Lageninderung von V als
unendlich klein zu betrachten.

Es bietet aber keine Schwierigkeit von der zur obigen Beweisfithrung
angewandten Idee ausgehend, auch in diesem Falle eine zu einer Vergrosserung
des Potentials hinleitende unendlich kleine Verschiebung zu konstruieren.
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PAR M. R. RISSER,
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Une masse liquide, d'une profondeur finie ou infinie est au repos; on la
met en mouvement par l'action de forces impulsives appliquées & sa surface
(effet d'un coup de vent) ou par l'’émersion d'un corps solide; dans le premier

cas, il se produit des ondes dites par impulsion, dans le second cas, des ondes
par émersion.

Prenons pour étudier le mouvement des ondes, trois axes de coordonnées
rectangulaires; le plan xoy est confondu avec le plan de la surface libre au repos,
et I'axe oz dirigé vers le bas. Nous désignerons par ¢ le potentiel des vitesses,

par u, v, w les composantes de la vitesse d’une particule, et par g 'accélération
de la pesanteur.

On sait que l'on a:
d¢

(u, ?, 'ZU)Z m.

Le fluide étant incompressible, ’équation de conservation des volumes (ou
équation de continuité) donne

2 2, 2
ax?  0y* 022

Les équations d’Euler conduisent, de plus, a la relation:

d ¢ \? ¢ \? 9 \?
o () ()2
p ot ox oy 4z
qui est également vérifiée en tous les points du fluide, relation ot p représente
la pression au point (x, v, 2) et p la densité du fluide. Sil'on choisit, avec
M. Boussinesq, les unités de facon a rendre égales & 1 la densité et 'accélération

de la pesanteur, et, de plus, si 'on admet que les carrés des composantes de la
vitesse sont négligeables, ’équation précédente devient:

9¢
(1 p=z— —.
i

Comme l'action d'une pression constante s’exercant en tous les points de

la surface d'un fluide n’'a aucune action sur les mouvements, nous pouvons

donc supposer nulle la pression qui régne au-dessus du fluide. Dans ces con-
ditions, on a, a la surface libre:
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(2) z—aﬁ: .

Soit h=F(x, v, {) la dénivellation de la surface libre au temps ¢; ’équation (2)
s'écrit
p=9%,

ot

équation dans laquelle on remplace z par 0, en raison de la petitesse de & et de la
continuité de ¢.

Nous avons admis que #, v, & étaient des quantités trés petites; admettons

) . R 2 oh L. dh , .
qu'il en soit de méme poura— et a—; nous en déduisons que w= Eet I’équation
X v

().~ (&)
0t / x=0 o /s=0

Les données initiales caractéristiques des ondes d'émersion, exprimant 1'état du
fluide & I'époque t=0, consisteront & poser pour (=0, ¢p=0 et ©r=f(x, y), do

étant la valeur de ¢ A la surface, et f(x, v) désignant les petites ordonnées primi-
tives connues de la surface.

de condition a la surface

Dans le cas ol la profondeur du liquide, ainsi que les dimensions horizon-
tales, peuvent étre regardées comme infiniment grandes, on substitue a la con-

dition Z_qb =0 (dérivée normale de ¢ a la paroi du vase), la condition pour ¢ de
n

s'annuler asymptotiquement lorsque 'on s’éloigne indéfiniment de l'origine des
coordonnées. '

ap %P

Si l'on pose 7= 2 o’ on remarque que la fonction 7 est harmonique, et
2
ap 9% , PP . .
que % o =0 est une équation indéfinie. M. Boussinesq a d’ailleurs montré
2
d 2 .
que 7=0et ST o =0 sont équivalentes.
dz AP

La derniére de ces équations devient, en tenant compte de la valeur de 7:

#o | o
922 ot
qui est I'équation de Cauchy.

[Je prie le lecteur de se reporter, au sujet de cette derniére équation, a
deux trés intéressantes communications de M. Hadamard aux Comptes Rendus
de I’Académie des Sciences (7 et 21 mars 1910), ainsi qu’a sa note du 4 juin 1916
aux C.R. Reale Academia Lincei].

M A BN 1 \ 1 . . a
Il y a lieud’observer qu'a l'époque ¢t =0, ol ¢ s'annule partout, ainsi que—? )

3
9 ?

la relation +=0 se réduit a P =0 pour ¢=0.
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Ces préliminaires exposés, nous allons rappeler les formules donnant les

valeurs du potentiel ¢ et de la dénivellation o¢ dans le cas des ondes cylindriques

en supposant le canal de profondeur infinie, et dans le cas d’'un milieu indéfini.
Nous mettrons en lumiére quelques points qui nous semblent nouveaux,
se rapportant au probléme des ondes cylindriques et & celui des ondes d’émersion

dans un milieu indéfini et dans un canal de profondeur finie ou infinie, A fond
horizontal.

Cas des ondes cylindriques.

Poisson, Cauchy, et M. Boussinesq ont déterminé pour un instant donné
les points le plus élevés et les plus abaissés de la surface fluide qui sont les sommets
des ondes apparentes qui se propagent A cette surface, dans le cas ot 'on étudie
les ondes produites par 'émersion dans un canal, d’un cylindre dont les généra-
trices sont perpendiculaires & 'axe du canal et en occupent toute la largeur.

Nous nous proposons ici de rechercher les maxima et les minima de la

dénivellation, pour des particules situées dans le plan 2= 2y, en nous plagant dans
le cas des ondes cylindriques.

Rappelons, & ce propos, que M. Lamb, dans son traité d’'Hydrodynamique
(8% édition, 1906) donne une méthode fort intéressante pour la détermination
du potentiel des vitesses (voir formule 13, page 364):

gt{ 1 cos 20 1, e2cos 360 }
$=>-1cos 0—1% (3¢*) —— + —— (gt cep
. 5 (3¢ 9 1'3.5(zg)

1/3_

qui n’est autre que celle donnée par M. Rousier dans sa thése, et obtenue par
une méthode essentiellement différente, et ol # est le rayon vecteur partant de
l'origine & la particule, et § I'angle, formé par la verticale avec le rayon vecteur.

M. Rousier, partant de I'expression de 3—2—5 donnée par M. Boussinesq,

définit I'expression de la dénivellation

T cos §

@ h=_ S {Z[ 2 cos (2n4+2)0 " cos (2n+3)6 ]}
22”+1 1z2”‘+2 m 22n+2 r2n+3m

n=0

r désigne ici la distance d’'un point m de la zone d’ébranlement & la particule
fluide M (x, 2), 6 l'angle formé par mM et la verticale, S l'aire de la sec-
tion droite du cylindre immergé, et le symbole 4n4-1 représente le produit

1.3.5...(4n+1); ¢=f(§) désigne I'équation du cylindre, et I'on suppose £ négli-
geable devant «x, ou z.

' oh
Les sommets et les creux des ondes apparentes correspondent & — = 0 pour
x

2=2gp, et sont définis par 'équation

(oo}
H 2 2 1 4 2
() sinzo— )| Crt 2 sin Gnd D Gt s Grd | g gveel - £
= ¥ dn+1 v in-4-3 vy 27
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En développant le premier membre de (4) suivant les puissances successives
de z, et ensuite suivant les puissances de x, nous trouvons:

®) (272> e f2 <t2x> ot <21’2>xr2f —e =0

' v X «7 — —n
(5 <;2—>_gl+ 3!27'2g2 5!231’2.& +7§7~’2g4 ...=0;

Lo .y , 2
dans (5), les f; sont des séries enti¢res alternées en w2—2et dans (5'), les g; des
7

. , 1°3 . ., . ..
séries alternées en 9 Les f; et g; ont toutes une infinité de racines positives
7

et distinctes.

5 . N -
FEtude du phénomene dans le cas on —Z—n’a pas une grande valeur.
7

2
. \ . , . . *x
Si, aprés avoir posé, conformément aux notations de P01ss,on<——~2 =$, on

fait 2 =0 dans (5), on retrouve f1=0, ce qui donne les points les plus hauts et les
plus bas de la surface fluide, en rejetant toutefois les grandes valeurs de p.

Si la particule fluide envisagée correspond & une valeur de 2 finie, et & une
valeur de x qui, tout en étant petite, est supérieure aux valeurs des abscisses de
la zone d’ébranlement, il suffit de se reporter & (5) et 'on constate que ’équation

caractéristique des maxima et des minima est définie par g; =0.

. . .82 . . ..
Supposons maintenant x et 2 finis, mais -Q—petlt; les maxima et les minima
¥

sont donnés par f,=0; on trouve que le sommet de l'onde apparente qui se pro-
duira au bout du temps ¢ au point (x, 2,) correspond a:

/2 3/2 5/2 7/2 P—1)*
h=ze(f;_f; A ‘..> [1 i) ]
72\ 1 5 + 9 13 +Z U PG

tzz?)li 2n Pn( - 1)11]
_F% c PAT2) Ny
24 +Zl 2 Ap1 +

n=

. . N N #2x \?
ou Cj, représente le nombre des combinaisons de m objets # & n, et oll p= ( 5,3 )
7

. . R . B
est une racine de f,=0. Supposons 3, fini, x trés grand, toutengar dant & — une

r
valeur petite; dans ce cas, les maxima et les minima sont définis par f;=0

- N . B
Ltude du phénomene dans le cas o > a une grande valeur.
7
On suppose que les petites valeurs de x correspondent & des points situés
en dehors de la zone d’ébranlement initial; elles peuvent &tre telles qu’elles
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2.

rendent l’expression—;i?petite ou finie; le probléme ne présente pas de difficultés
7

spéciales.

Lorsque x est fini et inférieur & 2, on a recours & une méthode d’approxima-
tions successives en partant de

xZ
3!z2

a1+ 2=0.

Si, au contraire, 2<x on emploie le méme procédé en utilisant 1'équation
2

2 22 .
2Nfi— —fo— —=Nfs—...=0avec \= L et en prenant pour premiéres valeurs
x? x? 27

approchées de N les racines de f1=0.

Ondes par émersion en milien indéfini

L’examen du potentiel des vitesses de Poisson*, o 'on fait g=1,

14 + 0 aZ tZ aZZ t4 63Z >
T D L) F(E, n)dédy,
¢ W2JJ~w<az +3ldz2 +5!623 + (5 "7) £7l

(&, n représentant les coordonnées horizontales de la zone d’émersion, et F(£, 7)
les coordonnées primitivement connues de la surface) avec

Z _ ™
2VE+ (0 ~£)+(y—n)*
montre que la série entre parenthéses sous le signe d’intégration sera d’autant plus
t2
V24 (2 —§)*+ (y—m)*
sera en défaut, quelque petit que soit le temps ¢, si 'on considére un point de
la surface fluide pris dans 1’étendue de l'ébranlement primitif.

convergente que le rapport

sera plus petit, et que cette série

Il y a donc lieu de chercher ce qui se passe en réalité aux points de la surface
dont les coordonnées x et y sont respectivement comparables & £ et 7.

Nous guidant sur la méthode préconisée par M. Boussinesq dans le cas de
deux dimensions (cylindre immergé dont les génératrices sont perpendiculaires
a 'axe du canal), nous adopterons pour 'expression de la dénivellation

K3

2 o @ /49 3/2 )
h= _4_ d_ du | do (t cos “) W (t___cos “) F(x+7 cos 0, v+ sin 0)dr*,
w2t di 4y 4y

0 0 0

ol ¢ est définie par
V' D om\ T
v(y) = J ;in(’Y‘_NZ)dﬂ——-% /‘/é (sin v —cos ’Y)—l—j e ™7 cos mdm.
0 0

*Voir, p. 144 de son Mémoire sur la Théorie des Ondes.
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Nous remplacerons le corps par son paraboloide osculateur et substituerons
X2 y? T
alors H{ 1—{ = +7-} | & F(x, ).
a? b/

Dans l'expression de la dénivellation, qui peut s’écrire

;or2 _;L PO /19 3/2 9
h=:4f~ e du | do <t cos 'u> Y (t cos “) F(x =7 cos 0, y = sin 6)dr,
it dt |, o Jo 4y 4y

la fonction F n’a de valeur que si
—a<x=rcos 8<a, —b<yzrsin §<b.

A titre indicatif, nous n’ étudierons ici que le cas x <a, y <b, et remarquons qu’en
la circonstance:

_ 4 d 3o ’2) -
et h= rrlley Ld,ujodﬂ <ZL avec (1=1, 2, 3, 4),
= GO = GFTFG
7' =+/(a—x)*+(+9), ri =+/(a+x)*+(0+y)*

Les fonctions F entrant dans les deux premiers éléments de T sont:

F(x~+7 cos 0, y+r sin ) et F(x—7 cos 8, y-+7 sin 8),
et celles entrant dans les autres sont:

F(x+r cos 0, y—rsin 0) et F(x—r cos 0, y—7 sin 6).

Si 'on s'en tient a une premiére approximation, et si 'on prend pour valeur
approchée de F

(F) = volume du corps immergé |
wab

on voit que, dans le cas envisagé, on a

™

2 [e] 2 [e¢] [e¢] 2
h= l (F) —d—J ¥ cos “d“<ZJ ) avec af = Feosp et J-=J Y/ <9L—> da.
V2t dt J, ai 2r; . \2

a; Ja

Les o; étant des nombres positifs considérables, on peut, ainsi que l'a fait
. . 1 a2\, [® . .
M. Boussinesq, substituer— ~—1 o a et par suite, donner & % une forme
[ a
relativement simple. L’examen détaillé des divers cas sera effectué dans
un mémoire spécial.
En tous cas, ces résultats peuvent &tre résumés ainsi qu'il suit:

Suivant que la particule fluide M occupe dans 'angle yox des axes de la
section & fleur d’eau les positions:

(x>a, y>0b), (x>a, y<b) ou (x<a, y>0b), (x<a, y<b),

*Voir formule (238), p. 644. Traité des Potentiels de M. Boussinesq.
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elle peut étre considérée, suivant les cas, comme soumise & 1, 2 ou 4 trains
absolus d’ondes.

Si la particule fluide est dans 'une des positions (x>a, y<b), (x<a, y>b)
les deux trains sont distincts.

Si la particule fluide est & Vintérieur de la section, les quatre trains sont
distincts toutes les fois qu’elle n’est pas sur l'un des axes; si elle est sur 'un des
axes, les 4 trains se réduisent & deux trains distincts, et enfin, si elle est au centre,
les 4 trains d’ondes sont identiques.

Si la section a fleur d’eau est circulaire, toutes les fois que la particule est
4 I'intérieur de la section, les 4 trains se réduisent a deux trains doubles distincts.

2

Cette remarque particuliére incite donc & penser que les calculs doivent
se simplifier d’'une maniére considérable toutes les fois que le corps immergé
sera de révolution; elle a été pleinement justifiée par la suite.

Introduction de termes secondaives dans le potentiel des vitesses.

L’étude des ondes d’émersion dans un canal de profondeur infinie se trou-
vant, grace & 'emploi des images de Kelvin* ramenée & celle des ondes dans un
milieu indéfini, il est facile d’examiner pour un tel milieu l'influence pertur-
batrice motivée par l'intervention d’'une coordonnée 5 de la zone d’émersion,
non négligeable par rapport 4 la coordonnée y du point pour lequel on veut, a
un instant donné, évaluer la grandeur de la dénivellation.

En supposant § négligeable devant x, et » non négligeable devant y, on est
conduit A calculer l'intégrale

2on [[ Pentin [ pit
VEti+(y—n)?  JIVR=2yn+4

En substituant au dénominateur son développement en série, et en assimilant

la partie du corps immergé A son paraboloide osculateur, de telle fagcon que
2 2

F(¢n)=H (1 - Zi— — %) on trouve que l'intégrale ci-dessus, aprés le change-

ment de variable £=Is cos ¥, n=1I's sin ¢ devient:

1 i
[ (L—s)sds (> [ n<2y—n> }
Zy=HIl' | ~Y——— | dy| 1+ | =—+....].
' L R J R )T

Si l'on fait abstraction des termes du développement en série apparaissant dans

N \ -‘- . y .
la parenthése, on figurent R ; on trouve 'expression Z; approchée de Z;:

A1 1 e )
Zo=Hll'| — — — |=7V{—— — ], avec # V=HIJl'.
2R 6R3 2R 6R3

*Voir le Mémoire de M. Boussinesq: Sur une importanie simplification de la Théorie des
Ondes que produisent & la surface d'un liquide lémersion d'un solide ou l'impulsion d'un coup de
vent.—Annales de I'Ecole Normale Supérieure (1910).
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Le potentiel des vitesses ayant pour valeur
v [ Zy, | B 3Z, gt grhiz, ]

SR AN Fal
¢ 7 L 9z +3! 922 + +(2n-|—1)! 92"t

n

. . d 1
on voit de suite apparaitre les termes provenant de o <E> pour lesquels
on a

a" ( 1\ _ (n+1)(n+2)P,+2(n+2) cos 6P, +cos?P,” @,
" \Rs ) R G

2
avec cos 0= Eet P, étant le polynome de Legendre d’ordre 7.

L’équation Q, =0 est de degré = en cos 6 et ne renferme que des termes ayant la

parité de #; elle a, comme P, =0, toutes ses racines réelles et distinctes comprises
entre —1 et +1.

. 1 . .
L’influence du terme en T conduirait & une expression (1Q,) analogue & Q,,:

10,=AP,+BxP, + ... +L2*P,;

I'équation ;0,=0 a aussi toutes ses racines réelles et distinctes.

. . . 1
Si l'on fait abstraction des termes en —;» on retrouve le développement
classique de ¢. R

Sur les ondes d'émersion dans un canal de longueur donnée et de profondeur
infinte.
Le potentiel des vitesses peut &tre représenté par la série de MacLaurin:

£ dh, £ gt
1 =thy+ — — +..... A
W) et oy T t Gt o

ol %, qui désigne la valeur initiale au point (x, y, ) de (?—d)ou de la dénivellation
répond aux conditions: at

dh
Azho =0, 5720 = 0

sur les parois, et est telle que pour 2 =2, elle se réduise & f (x, ¥).

Si 'on se trouve dans le cas limite d'un canal de largeur ¢, on peut évaluer
la dénivellation, en introduisant le corps réel et ses 2k images, et adoptant comme
aire totale d’émersion 'ensemble de 1'aire vraie et de ses 2k images, & condition
de faire croitre k indéfiniment.

Alors que 'on ne faisait apparaitre que la fonction

Zy= JJ+®f~——~(E’"1d‘Ed" avecr=+/(x £+ (y-n)*+2,

—00
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pour un seul corps dans 'hypothése d'un canal indéfini, il faut maintenant
considérer

flE, (—1Yn+jaldtdy
Z1 ’
+Z ” V(e —§)?+y—ja—(=1)n2+2

I'expression %’ s’étendant A toutes les valeurs de j de —k Ak, sauf zéro.

En supposant tout d’abord que, dans le cas d’'un milieu indéfini, 'on s’en
tienne & un seul élément dg immergé a l'origine des coordonnées, et que £ et g
soient négligeables devant (x, v, 2), le potentiel est défini par

- nQn+1
b= 1L (=~ 1)% Pia(cos 6);
= (1 +2)(n+3). .. (2n+1)

dans le cas d'un canal de largeur @, on associera & ¢p les potentiels

¢—kr cey 45—1, ¢17 ey ¢k'

La dénivellation aura pour valeur

avec:
dg I: (__1)nt2n :I
hj=—=A P )+ A ———— P, )+ ... 1,
7 onr i(cos 6) .. + (n+2)...2nr} +(cos )+

A condition de faire croitre indéfiniment le nombre des images.

En définitive, tout se passe comme si la particule fluide située en M(x, y, 2)
subissait l'influence du corps, puis celle de chacune des images, et 'on voit que

le mouvement est uniformément accéléré sur toute droite joignant M au corps et
A ses images.

Dénivellation & la surface.

Cette dénivellation, dans le cas d’un milieu indéfini, de profondeur infinie,
est représentée par l'expression
<t2 >2m+1
2

Z -1 )3m+2 )
m=0 4...2m)(2m+3). .. (dm+1)PA"’

la dénivellation de la particule fluide (x, y) située dans un canal A parois paralléles

distantes de @, aura pour valeur une série dont le terme de rang m sera défini
par 'expression

<t2 >2m+1 +E
E_Q_ ( — 1)3m+2 2 1

2r (2.4.6...2m)(2m+3). .. (dm+1) jomy A"T0

l\')]l'Q
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En faisant un calcul simple, on voit qu'en premiére approximation, le m® terme
de & a pour valeur:

) —
raR, 2R, 1.3.5.. . (4m+1)

avec R, =~/x2+2 ; il en résulte que la formule représentative de % se raméne
A celle trouvée par Poisson, Cauchy et M. Boussinesq, dans le cas de 2 dimen-

sions, par la substitution de < S > a <—di>
TR 7TR1(1

Dénivellation au point (x, v, 2).

Cette dénivellation a pour valeur:

h= Zh, avec h; ——Z( 5+2 (n;—}) ‘P4, cos (6;).
J=—F

On trouve, en premiére approxxmatlon, que % a pour valeur:

S”,'tl

dq n+1 (=1? _!-_ (n—p)! nt1—2p
Z( b < )aR 1.3.5. (2%—{—1)2 T

- 2
avec R=+/x2422 et cos = =

Nous avons vu, précédemment, que le potentiel des vitesses peut &tre
représenté par:

[ee]
B g,

=1h —__h
¢ 0+ =1(27Z+1)' 32”

ol kg a le sens défini plus haut.

Faisant état de suggestions tirées de 1'étude d'un premier mémoire de
M. Appell (Acta Mathematica T. VIII) et d'un deuxiéme mémoire du méme auteur
Développements en séries trigonomélriques de certaines fonctions périodiques
vérifiant Uéquation AF=0, Journal de Mathématiques pures et appliquées,
T. 3, 4° série, 1887), il a été possible de donner une expression rigoureuse de
¢, et, par suite, de la dénivellation, en supposant le corps réduit & un élément dm.

En effet, dans ce cas, 'expression définie ci-dessous

1 1 1 1 1
RS SRR, SR
’ m[f'—‘_k;l Vx4 (y—ka)?  ka +k§ Vi (y+ka)?  ka

répond aux conditions exigées

Agho = 0,

()0
on

aux parois.
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Or, l'expression

[ee]

1 1 1
C » Y, Z, = —mm—— —_ y
1(36 y a) \/x2+y2_|_22 + Zl:\/(y_ka)2+(x2+z2) \/k2a2 :}

k=1

qui intervient dans l'expression de kg, est susceptible d'étre développée en série
trigonométrique ainsi qu'il suit:

@
C1=A0+ ZA,, COSs zy;ry )

y=]
N —1 . o,
ou A¢= —= log #+ By, avec u=x>+22 et B, étant une constante indépendante
a

de u,

[ee] w2 3
Av= ?_J e-m_ a% ﬁ .
aJ, t

Cas d'un canal de largeur et de longueur limitées, et de profondeur infinie.

Si l'on se trouve dans ce cas, 'on est conduit & représenter le potentiel kg
par 'expression d,,Co(x, v, 2; @, b), avec

C2(x+a1 ¥, & a, b) =C2(x7 y+ba2; a, b) =C2(x1 Y Z);

de plus, cette fonction C; doit étre telle que:

<§_C_2> =0, <_a_£2_> =0.
ax /=il 9y /et

Or, le développement

+ 0o 400
2umx 2
C2=Z ZA” cos 2% cos by )
a
r=0 v=0
avec:
2 2
46——21rz \/g—z+%;
A“,,, = ? +BM-"’
v
ab 47
a® b

répond & la question, a la condition de prendre B, , nulle pour tout systéme de
valeurs de p, v associées, non nulles 4 la fois et

273 ’
Bo,o=C5(0, 0, 2; ,b—{—-——z: de
0,0 5( a, b) ob

Si le corps est immergé dans un milieu limité par les parois,

a b
x=-, y=24—, 2=¢,
2 2
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il suffit de prendre pour expression de kg

dm[C2(x, Y, Z; a, b)+c2(x; Y, 26"'2; a, b)]
car la quantité entre crochets est une fonction harmonique dont les dérivées
__6ho_ sont nulles pour x=:l:g, Y= :}:i, Z=c.
a(x,,2) 2 2

On voit donc que 'on peut, grace a la théorie des images, trouver rigoureuse-
ment la valeur du potentiel des vitesses dans un bassin parallélipipédique, de
profondeur finie ou infinie, mads il me semble bon de rappeler que V'on peut aboutir
par une voie différente. En effet, choisissons avec Poincaré une fonction
¢ (x,v, 3, t) se mettant sous la forme ¢1(x, y, £)¢2(2), vérifiant les conditions:

A2¢=0y ¢=01
pour ¢=0,
dp
Frae

sur les parois verticales (x = 4=a, y= =+b), et sur le fond z=c¢:

) _ 99\ _ (o),
<5t—>z=!;—0f(x' y)’ <az>z=0 <at2>z=o

On trouve ainsi que ¢ est constitué par 4 séries, dont la premiére ¢; est définie
par l'expression:

© o R
k1 k1
. 2 ¢
¢'1=Z Z 14, , sin (mit) cos KT cos %—i?"’
a =
#=0 »=0 my (1 4ekr)
en ayant soin de choisir pour k; la valeur: '
gﬁ
—1 2 e —1
—————,avecm= T
/B b1+ %)
a®  b?
et:
1 +a ptb
A, == F(& ) cosp'—wg- cos —21 d&dn.
ab —aJ -0 a b

Quant aux trois autres séries, on les formerait facilement, eu égard aux con-
sidérations précédentes, et en se rappelant queles 4,,,34,,, +4,, correspondent
aux associations suivantes:

cos pré sin ———————(2“+ i sin 2——'u+ 1 T§
a 2a 2a .
sin (21’—_‘_]—\ ™ cos 272 sin +l ™ J
2b b 2b

On peut, dans la fonction ¢ ainsi formée, faire ¢ infini, ¢ et b infinis, et 'on
retrouve les formes classiques du potentiel des vitesses données par Poisson.



LES LOIS DE L’ELASTICITE EN COORDONNEES QUELCONQUES

Par M. L£oN BRILLOUIN,
College de France, Paris, France.

1. Introduction.

Il est trés important de savoir formuler les lois de la physique sous une
forme qui soit indépendante du type de coordonnées employées, c’est ce qu’a
permis de faire le calcul différentiel absolu, dont la fécondité et la facilité d’emploi
sont illustrées par le role important qu’il joue dans la Relativité genéralisée.

Celle-ci fait usage de quatre dimensions, les trois coordonnées d’espace et le
temps y étant introduits trés symétriquement. Mais, avant d’écrire les équa-
tions de la physique dans cet univers quadridimensionnel, il est indispensable
de les avoir formulées complétement dans l'espace ordinaire. Ceci a été fait
rapidement par les fondateurs de la Relativité, mais bien des chapitres sont a
reprendre et a préciser. Tel est le point de vue auquel s’était placé M. P.Langevin,
dans ses legons au Collége de France (1922-1923) et ses Conférences-Rapports.
Je suivrai les mémes méthodes, pour en faire l'application aux problémes de
'élasticité.

Ce chapitre est, d’ailleurs, un des plus délicats; c’est & ce propos que les
physiciens découvrirent ces grandeurs que l'on nomme lenseurs; et cette
appellation méme garde la trace de son origine, le premier tenseur reconnu
ayant été celui des tensions élastiques. Il est aussi curieux de remarquer que
Lamé avait déja pensé pouvoir simplifier U'écriture des lois de l'élasticité par
Pemploi de surfaces courbes de coordonnées; et cette idée est & l'origine de ses
travaux fondamentaux sur les coordonnées curvilignes. Malgré des recherches
nombreuses, nous n'avons pas, actuellement, ['énoncé des lois de 1'élasticité sous
une forme tensorielle valable en coordonnées quelconques. J’ai essayé de combler
cette lacune, en indiquant nettement les propriétés géométriques qu'il convient
d’attribuer aux diverses grandeurs physiques. Les lois de 1'élasticité ont été
exposées sous une forme excellente dans un mémoire de E. et F. Cosserat*
pour le cas des coordonnées rectilignes rectangulaires. Ces auteurs ont mis
au point et trés bien précisé les raisonnements classiques sans faire d’hypo-
théses simplificatrices qui en réduisent la portée; leur travail me servira de
guide, et j'indiquerai partout les correspondances de notations et de formules.
A la fin de ce méme article, E. et F. Cosserat ont établi les formules d’élasticité
en coordonnées quelconques, mais ils emploient une méthode trés différente de
celle des tenseurs; c’ést en se servant d’un triédre mobile de référence qu'’ils ont

*E, et F. Cosserat. Sur la théorie de l'élasticité. Annales de la Faculté des Sciences de
Toulouse, t. 10 (1896), p. Ti-Tige.

2—6
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écrit les relations valables pour des coordonnées différentes; en se reportant
a leurs formules, on sera frappé de leur complexité; I'écriture tensorielle permet,
au contraire, de garder aux équations exactement la méme forme, quel que

soit le systéme de coordonnées, et de présenter les formules sous un aspect trés
bref et ramassé.

2. Notations: Tenseurs et pseudo-tenseurs.

Soient x*(i=1, 2, 3) les coordonnées qui nous servent 2 fixer la position d’un
point, et

(1) ds? = gy da'da®, (i, k=1, 2, 3),

le carré de la distance de deux points voisins x* et x'4+dx’. La notation tensorielle*
explicite nettement, & propos de chaque grandeur, la maniére dont varie celle-ci
lors d'un changement de coordonnées. Soient %" de nouvelles coordonnées,

définies par les fonctions x* =/’ ("), nous avons entre les différentielles des x et
des %, les relations:
S .9yt
(2) dx'=a, dx", aj=-——,
ax’
d’oll nous tirons, par inversion,

(2°) : A%’ = 8' dx'.

SiI'on prend le déterminant des o, qui n’est autre que le déterminant fonctionnel

D(xt, x2,x%)
D(x\,x2, %%
le coefficient @} est égal au mineur de of, divisé par A. Un tenseur {2, donne,
aprés le changement de coordonnées, un tenseur 3, et les formules de transfor-
mation sont:

ef e f b .rs
(3) tab - arasBaBb zpq'
Ce tenseur est dit deux fois covariant (indices a et b) et deux fois contrevariant
(indices e et f).

Considérons une grandeur physique représentée par un tenseur ¢; il est
commode, suivant les cas, de prendre les composantes ayant une variance

*Suivant un usage établi, nous n'écrivons pas les signes de sommation; lorsque, dans une
formule, un méme indice j figure deux fois; une fois en haut (contrevariance) et une fois en bas
(covariance) il est convenu que 'on doit prendre la somme de tous les termes obtenus en faisant
j=1,2et 3.

Je renvoie pour de plus amples explications, aux traités classiques, ou aux exposés généraux
tels que:

Eddington, Espace, temps, gravitation.

H. Weyl; Temps, espace, matiére, trad. frangaise. Blanchard, Paris.

Galbrun; Introduction géométrique & la théorie de la relativité, Gauthier-Villars, Paris.

Cartan; Legons sur les invariants intégraux, Hermann, Paris.

G. Darmois; Eléments de géométrie des espaces; Ann. de Phys.10° série t. 1 (1924), p. 1-88.
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déterminée; on passe des unes aux autres par déplacement des indices, suivant
les formules:

f ef ef ce f
(4) tabc = gec taz ! tab =& tabc *
Les g, sont les coefficients de la forme quadratique fondamentale (1). Les g* sont

les mineurs de g, divisés par |g|, déterminant des g; on en déduit les relations
suivantes:

a_ [0sikml
) Sus *{1 sik=1

Les conditions de symétrie des tenseurs jouent un rdle important: un tenseur
qui a deux indices de méme variance est dit symétrique si 'on a

=

Cette symétrie n’a pas d’expression simple si I'on prend les composantes mixtes £ ,
mais se retrouve sur les composantes covariantes Lor =1g; les g; sont un
exemple de tenseur symétrique.
Un tenseur est dit symétrique gauche, si 'on a entre ses composantes des
relations
tab —_ tba’
ce qui implique que les composantes diagonales ** soient nulles; cette propriété
n'a pas de correspondance simple pour les composantes mixtes et se retrouve
sur les composantes covariantes. On a un exemple simple de tenseur symétrique

gauche, si 'on forme le produit extérieur (produit vectoriel)* de deux vecteurs
uetv:

190 = [u® 0% = 0% — uh”.

Ces tenseurs symétriques gauches permettent de définir de nouvelles grandeurs,
les pseudo-tenseurs, dont l'introduction systématique a permis & M. P. Langevin
de classer trés heureusement les grandeurs physiques. Cette conception me
sera trés utile, car je montrerai que le tenseur des efforts, en élasticité est en
réalité un pseudo-tenseur; aussi insisterai-je un peu sur ce point. Dans l'espace
A trois dimensions un tenseur symétrique gauche #*’ n’'a que trois composantes
distinctes; le tableau des composantes s'écrit:

0 tlﬂ tls
— 2 0 128
— 313 _ t23 0.

Si 'on choisit un certain ordre pour les indices @, b, ¢, l'ordre 1, 2, 3, par exemple,
on peut faire correspondre aux 2 indices ¢, b un unique indice ¢ et écrire :

t12=73= —"tﬂ,
() =7, AB=r=—£,
PBle=rg= —¢13,

*V. Cartan, Joc. cit.
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Les trois composantes 7, forment un pseudo-tenseur covariant du premier ordre;

on vérifie facilement qu'il jouit de propriétés analogues a celles d’un tenseur
covariant, les formules de transformation étant

(8) 7.=ABET.

On a en effet:

T£=tab =2 a?ag fij=2(a?al}—a‘;az)?k,
i 7 k

k étant le troisiéme indice qui correspond 4 ¢ et j. La parenthése représente le
mineur de a dans le déterminant A= |a}|. D’aprés la définition des g8, ce mineur
a pour valeur A, L’apparition du déterminant fonctionnel A différencie ces
formules de celles qui se rapportent & un vrai tenseur. Si l'on passe des co-
ordonnées rectilignes rectangulaires & d’autres du méme type, sans changer les
unités de longueur, A est égal a-+1, si les sens de rotations sont les mémes
pour les deux systémes d’axes,et 4 —1 dans le cas contraire; on voit donc que le

pseudo-tenseur & un indice correspond & un vecteur axial, le tenseur & un indice
étant un vecteur polaire.

D'un tenseur deux fois covariant, et symétrique gauche s,, on déduirait de
méme un pseudo-tenseur contrevariant 2°=s, pour lequel les formules de
transformation seraient:

(9) : 2= —i— o =%,

Parmi ces pseudo-tenseurs, il est important de distinguer, autrement que par
la place des indices, les deux types précédents; cette distinction est indispensable
pour les pseudo-tenseurs & plusieurs indices; ceux qui se transforment comme Z°

sont déja appelés densités tensorielles*; si 'on se rappelle la relation de transfor-
mation de g:

(10) lz|=a]g],

on voit que l'on obtient un tenseur vrai en multipliant une densité tensorielle

par—l_ .

Ve

Pour les grandeurs qui se transforment comme 7, il faudra adopter un nom
différent, tel que celui de capacité temsoriellef. On obtient un tenseur en
multipliant une capacité tensorielle par +/g. Afin de distinguer ces deux caté-
gories, nous adopterons les lettres grecques ou cursives majuscules pour les
densités tensorielles et minuscules pour les capacités tensorielles; les lettres
romaines seront réservées aux tenseurs.

Pour les tenseurs & trois indices, il est utile d'établir une correspondance

du méme genre. Soit t7* un tenseur symétrique gauche pour toutes les permu-
tations des indices; les valeurs de ses composantes se réduisent & +¢, 0 et —%;

*V. p. ex. H. Weyl; Temps, espace, matiére; trad. frangaise, p. 94, p. 100.

tCes grandeurs ne semblent pas avoir été systématiquement classées jusqu’a présent; leur
emploi est pourtant trés utile.
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il ne subsiste donc, numériquement, qu'une valeur ¢=r; pour déterminer 7, il
suffit de se donner 'ordre 4, j, k=1, 2, 3 par exemple, pour les indices de la com-

posante spéciale que 'on choisit. Les formules de changement de coordonnées
se réduisent a

(11) T=A7.

C’est un pseudo-scalaire, ou mieux une capacité scalaire. Nous aurons un élément
de ce type si nous considérons le produit extérieur de trois vecteurs [a*.b’.c"],

qui représente 1’élément de volume construit sur ces trois vecteurs.
posantes sont:

Les com-
at o a@®

(12) + |0t b? b, et zéro.
¢t 2 ¢

Choisissons 'ordre 1, 2, 3, c’est-a-dire prenons le signe + devant ce déterminant
et nous avons la capacité 7, qui correspond a ce volume.

Une densité de volume 2, au sens physique ordinaire du mot, est une densité
scalaire, ou pseudo-scalaire du second type. La densité se modifie, lors d’'un
changement d’axe, suivant la formule

(13) =

'expression /g est une densité.

1 —
-3,
A

Le produit d'une densité d'un ordre quelconque par une capacité donne un
vrai tenseur; c’est ainsi que 27 est un invariant, et représente la masse comprise

dans la capacité r; +/gr est un autre invariant, et représente le volume; en
général une expression

(14) AZZ:Tij Eém

est un vrai tenseur.

Le produit d’'une densité par un tenseur est une densité tensorielle, et de
méme pour une capacité.
Toutes ces définitions, ainsi que le mode de formation des capacités ou

densités tensorielles & partir des tenseurs symétriques gauches, se généralisent
aisément dans un espace riemannien a » dimensions.

3. Déplacement parallele, dérivée covariante.

Les notions de géométrie tensorielle, rappelées au paragraphe précédent,
suffisent, ainsi que I’a montré M. P. Langevin, pour I’étude de tous les chapitres

de la physique qui ne font pas intervenir les déformations: électro-magnétisme,
chaleur, diffusion, etc.

Pour définir les déformations d’un corps solide, il faut faire intervenir la
notion de déplacement paralléle, et celle de dérivée covariante qui s’en déduit.
L’élasticité est le premier chapitre oll ces problémes se présentent, et son étude
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prépare celle des cas plus complexes, tels que 1'électro ou la magnéto-striction,
la double réfraction par déformation, la piézo-électricité, etc.

Il est indispensable, ayant un tenseur f° en un point M(x’), de pouvoir
transporter ce tenseur sans changement en un point voisin M’(x*+dx*). Si I'on
ne préjuge rien des propriétés de I’espace, le transport du vecteur f* donnera des
résultats différents suivant le chemin suivi pour aller de M en M’. On précise
donc que 'on suivra une géodésique M M’; les composantes du tenseur transporté
seront alors:

(15) fA4-af* avec dff = — { i } frdx®.

La parenthése représente le symbole de seconde espéce de Christoffel*; ce symbole
s'écrit:

k 1 x| 0g , 02y 0gs
16 { }=, [__1_;__5_____._ .
( )‘ rs 2g 9x*  9x” o'

Il est bien entendu que la formu'e (15) représente une somme double étendue

aux valeurs r=1, 2, 3 et s=1, 2, 3; la formule (16) représente une somme en
i=1, 2, 3.

Le second symbole de Christoffel est symétrique par rapport aux deux
indices inférieurs 7 et s.

On obtient la dérivée covariante du tenseur f* si 'on compare la valeur de
f au point M A la valeur du tenseur en M’, cette derniére étant ramenée en M
par transport paralléle; ceci nous donne la formule de dérivation

Df*  of* jk}

17 —_— = %

a7) Dx* 8x3+ (7s f
k

La dérivée ordinaire—é—s ne forme pas un tenseur; on démontre que la dérivée
x

covariante est un tenseur véritable. Pour un tenseur covariant #; la formule de
dérivation s’écrit

(18) 9@=‘9_’“—5.’}h,.
On définit aussi la dérivée covariante d'un tenseur & plusieurs indices

Dy (r} ! {1’} . {m} ; {l}
19 -5 =2t — by — by + b+ £
(19) Dx*  ox° 1ks ! js k I v I

on ajoute & la dérivée ordinaire autant de termes correctifs qu'il y a d'indices;
le signe de ces termes est + sil'indice muet (7) figure comme indice contrevariant
du tenseur ¢; le signe est —, si 'indice muet est un indice covariant du tenseur .

.. . e . , |k . 7. .
*J'ai interverti les positions des indices, et écrit {rs au lieu de ]: ; ceci a I'avantage de ne

. . . . g y , . k
pas modifier les conventions relatives aux roles des indices haut et bas; Weyl écrit I'ys.
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On vérifie enfin aisément que 'on a la relation suivante:

Dagb® _ D » Db
20 E ;
(20) Dx’ D Dy T “ Dx*

I'expression a®b® sur laquelle porte la dérivation du premier membre est un

produit contracté, équivalent & un tenseur f*. La formule (20) est I'analogue de
la formule de dérivation d’'un produit.

Nous avons vu, au paragraphe précédent, comment s'introduisaient les
densités ou capacités tensorielles; il nous faut établir les formules de dérivation
pour ces pseudo-tenseurs. Nous pouvons, tout d’'abord, partir du tenseur
primitif symétrique gauche £ et appliquer les formules précédentes:

(21) D¢ (%U + {] }tir__ { 7 }tjr
¥S

Dx* o' 78

en remplagant #7 par—¢.

On voit aussitdt que cette dérivée covariante est un tenseur symétrique
gauche pour ¢ et j; 4 ¥ nous faisions correspondre la capacité tensorielle 74; de

sa dérivée nous déduirons la dérivée de 7, qui sera une nouvelle capacité ten-
sorielle:

DTk_Dlij_aTk_{f’ {1’}
2 Dx " Dr ax ks 7T e ™

le développement que nous écrivons ici se déduit de la formule (21) par un
groupement convenable des termes*. On retrouve exactement le méme dévelop-
pement en se rappelant que v/gr;, est un tenseur vrai, dont nous pouvons former
la dérivée covariante; pour retrouver une capacité tensorielle, nous écrirons:

(23) Dr _ ~LD\/‘§T}Z = Om { } .+ ka log\/g.

Dx* +/g Dx*  9x° ox’
. dlog Vg 7 , .
On connait la valeur de-——é——s— =1, et l'on voit que les deux développe-
! x

ments sont égaux.

Pour une densité tensorielle, les raisonnenients sont tout-a-fait semblables,
et donnent:

pzr 7 Ve > ozt (& r)
(24) 5—5:\/2—-7:—?'*{ }Ey“{ }2'
x Dx dx rs sr
*Prenons, par exemple {2 et formons la dérivée (21)
P_t_lf=itjf {2}t“+ {21 f2y {Z}tm_ {l}t“—- {l}l”— {l}t";
Dx*  0x° 1s 2s ) 3s 1s 2s 3s
les termes £ et £** sont nuls, puisque ¥ = —47¢

e R R RN e N L

ce qui n’est autre que le développement (22).
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On en déduit la régle suivante: pour former la dérivée covariante d'un pseudo-

tenseur par rapport a x°, on prend d’abord les termes qui correspondraient & un
. . . 7 .
vrai tenseur de méme variance et l'on ajoute +{ST}T pour une capacité ten-

. 7 . .
sorielle 7, ou — {87}2 pour une densité tensorielle 2.

4. Etude des déformations.

Nous allons pouvoir, avec les notions de géométrie introduites dans les
précédents paragraphes, aborder maintenant !’étude des déformations d’un
corps solide. Je rappellerai d’abord la méthode suivie par E. et F. Cosserat™ et
qu'il me faudra généraliser: Un corps continu étant rapporté & un systéme de
coordonnées rectangulaires x, v, 2, et u, v, w représentant les projections du
déplacement d'un point (x, v, 2), le corps posséde, aprés sa déformation par un
systeme de forces extérieures, un élément linéaire dont le carré

ds? = (dx+du)?+ (dy+dv)?+ (dz+dw)?

est de la forme:

dst=(142e)dx*+ (1 +2e)dy? + (1 +2e3)d22 4+ 2v1dydz +2vedzdx +2vsdxdy.

Les six éléments € et v sont ceux par lesquels on a ’habitude de caractériser la
déformation dans la théorie de ['élasticité.

Cette définition est tout-a-fait générale et s’applique & une déformation
finie quelconque; il est évident que 'on doit réserver le mot de déformation

pour les genres de déplacements qui modifient la forme du corps, c’est-a-dire chan-
gent la distance de deux points voisins.

Les notations de Cosserat manquent de symétrie, et nous verrons que, pour
former un tenseur, il faut prendre comme composantes 2¢;, 2e, 2¢3, v1, Y2, ¥s; On
rétablit aussitot 'homogénéité des formules; Cosserat trouve, en axes rectangu-
laires, les expressions suivantes: (loc. cit., p. 10, formules 3):

ou 0u\? AN Jw\?
2a=%~+<—>+ Z)Y+(%),
ax ax ax ox
(25)
dw , dv . dudu , dv 9y , Owow
M= =
0y 0z dydz Odydz Oy 0z

Il est indispensable de garder ces expressions au complet, sans se limiter,
comme on le fait souvent, aux premiers termes.

Ce raisonnement se transcrit sans trop de difficultés en coordonnées
quelconques, ainsi que je vais le montrer. Considérons un corps solide, rapporté
4 un systéme % de coordonnées; soient x!, x?, x% les coordonnées d’'un point M
de ce corps, dans l'état initial non déformé; considérons deux points voisins M

*E. et F. Cosserat. Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. 10 (1896), I, p. 2.
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et M'(x*+dxt, x*+dx?, x*+dx®). Le carré de leur distance est donné par la
forme quadratique

(26) ds? = gdx‘ds’.

Supposons maintenant le corps soumis & une déformation; les points M et M’
du solide viennent occuper des positions différentes, M; et M,’; prenons les
coordonnées X* du point M, et X*4dX* de M/, par rapport au systéme d’axes &,

dont je suppose essentiellement qu’il est resté invariable pendant la déformation.
Le carré de la distance M;M,’ est maintenant:

(27) dS?=gpred XRd X5,

la notation ggs indiquant qu'il s’agit des valeurs des g prises au point My (X%) et
non pas en M (x").

Pour définir la déformation en tout point, je dois me donner X!, X? X3
comme fonctions des x!, x?, x*; je puis alors développer la formule (27) et écrire:

(28) dS*= ggs afaidxidx? = hydxtdx’,
en posant
. R .
(28P%) af = ‘-’ai dX®=aldx'.
o

Pour éviter toute confusion, il faut se rappeler que les formules (28") ne
représentent pas un changement de coordonnées, mais un déplacement du
corps solide par rapport & un systéme de coordonnées rigides.

Par la maniére méme dont je les ai formés, je vois que les coefficients k;;
forment un tenseur deux fois covariant; j’aurai le tenseur de la déformation en
prenant la différence

(29) € = hij — &ij-

Pour le cas des coordonnées rectilignes rectangulaires, la correspondance entre
mes notations et celles de Cosserat, est la.suivante:

2612611,. cey Y1693y ..

Je dois maintenant chercher & expliciter les expressions générales (29) qui définis-
sent la déformation; pour cela j’introduirai le déplacement #' d'un point du

corps solide, en posant:
(30) Xi=o 4ot

Je noterai aussitdét que #’ n’est un tenseur covariant que si la déformation est in-

finiment petite; les af ne forment pas un tenseur. J'aurai, pour ces derniers
coefficients, les valeurs suivantes:

g
14+ 25 (=i,

Jx*

a;= s
o (r#1).

dx*
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Dans l'expression des ¢;;, il faut donc distinguer les termes particuliers pour
lesquels les deux indices d’'un coefficient a deviennent égaux; ceci permet d’écrire:

v s du w du’ ou’

(31) €j=0;0;grs— & = &1 — &t — pyei g13+ grr+ i 9. SRS

les termes exceptionnels écrits en premier lieu proviennent des cas =4 et s=].
Nous allons développer cette expression, en gardant les termes du premier et
du second ordre; nous aurons, par un développement en série de Taylor:

lé] 92
grs = gn+ g” ”+2 t,g” whu?,
9x?
d’otl nous tirons:
ag; u
311 g; p+__ 1S+
ox
ou’ du’ u’ 0 08 ou’ 080 1 g 5 iy
o T o T e i gmen

Les termes du premier degré, groupés sur la premiere ligne se transcrivent sans
peine sous la forme:

DuJ
D' | Dy

Nous pouvons ainsi, aprés quelques calculs simples, arriver & la forme suivante:

Du,+Duj . D Dw’
Dy’ Dx' Dy’ Dy’

oot Leris o g roe [ -
T {PS}[g" +gﬂ6xi o zéx”axq &rs 1) (jq te

La seconde ligne, et tous les termes d’ordre supérieur (que nous n'avons pas
écrits) disparaissent si 'espace est euclidien et si 'on prend des axes rectilignes,
car toutes les dérivées des g sont alors nulles. Ces formules (32), réduites a la
premiére ligne, sont identiques 4 celles de Cosserat®, si 'on se place dans le

cas particulier des axes orthogonaux; la symétrie ¢;;=e; est évidente sur la
formule.

(32)

€=

5. Formules complémentaires sur les déformations.

Considérons un corps qui a subi une premiére déformation; deux points,
voisins, de coordonnées initiales x* et x’+dx’ sont venus occuper de nouvelles
positions X’ et X*4+dX’. Le carré de leur distance a pour valeur, aprés cette
déformation:

dsSt= gRdeR dx¥,

*loc. cit., éq. 3, p. 10, transcrites ici sous le N° 25, paragraphe 4.
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suivant notre formule (27); supposons que nous effectuions une trés petite varia-

tion de la déformation: les coordonnées X* sont augmentées de §X" =6u’; celles

du point X'+dX* deviennent X'+dX’+doéu’; le dS? subit alors une variation:
8dS? = grpd X dou* + g g gd X*dow +dgpxd X d X"

ou, en changeant la dénomination des indices muets des deux derniers termes
(r—>1l, K—>s au 2° terme; K—>s au 3° terme):

aou” adu’ ag
5dS2={ — gy —— + S5yl dXTdX°;
SR xs TESL T T axe
ceci s'écrit encore, moyennant quelques transformations simples:
(33) 6d.S* = {_Dfi' + 2 5“5} AXTdX°.
DX° DX’

Mais nous pouvons aussi exprimer le d.S? au moyen des dx’ en utilisant la formule

(28); lors d’une variation de la déformation, les dx’ restent inchangés, et nous
obtenons:

(34) 8d.S? = 5hjdx‘dy’ = Sedx'dx’.

Comparons les expressions (33) et (34), et nous en tirons aussitdt:

Déu, Déug)l , o
(85) beij = {BBFJ“ DX’s}

. , L., 90X
les coefficients a; sont, comme précédemment, les dérivées

ox’
sera trés utile par la suite; nous allons voir comment elle peut s’interpréter.

Cette formule

Nous avons, jusqu'a présent, toujours envisagé les coordonnées X* d'un
point du corps déformé, rapportées aux axes k invariables. Nous pouvons
procéder autrement et définir un point du corps déformé par les trois nombres
x!, x2, x3, qui donnaient sa position & 1'état initial; nous pouvons choisir, dans le
corps déformé, de nouvelles surfaces coordonnées, formant un systéme d’axes
K, et par rapport auxquelles les coordonnées d'un point sont numériquement
égales & x1, x?, x%; ce systéme d’axes K est celui qui se déduit des axes initiaux k

Y —
en les supposant entrainés par le corps et déformés avec lui. Pour ces axes K,
nous aurons donc ;
(36) X'=x', dS*=h;dx' dx’=h; dX' dX°.
Le changement de coordonnées se fait alors suivant les formules:
(37) dX"=al dx'=d} dX',
et un tenseur #;, se transforme ainsi:
(38) j=ara; .

Comparons les formules (37) et (35) et nous arrivons a la relation:

(39) 68;j= D——-—ﬁu; D%] .
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Ce résultat peut s'énoncer ainsi: les petits déplacements supplémentaires
du étant mesurés, chaque fois, par rapport au systéme d’axes K entrainés et
déformés par toute la déformation précédente, les variations des composantes
du tenseur ¢;; de la déformation sont données par la formule trés simple (39).

6. Corps isotrope initialement, invariants de la déformation.

Lorsqu’on considére un corps initialement homogéne et isotrope, il est
important de chercher quelles sont les combinaisons invariantes que l'on peut
former au moyen des composantes du tenseur de déformation; ces invariants
s'écrivent au moyen des composantes mixtes e/ =gkjeij.

Ce sont:

l'invariant du premier degré, I, =¢;=¢,+¢.+e,,
(40) I'invariant du second degré, I,=e ¢},

et celui du troisitme degré, Iz=eféiel.

Comparons ces résultats aux formules élémentaires: nous nous reporterons aux
notations de Cosserat, relatives aux axes rectilignes orthogonaux; dans un tel
systéme d’axes, on sait que les composantes mixtes sont numériquement égales
aux composantes covariantes, et l'on a:

(4Obis) j11=2(€1+€2+€3)y
(Ta=2(v 2+ v+ 75 —derea—deses —deger) + 112

les deux parenthéses sont les combinaisons invariantes choisies par Cosserat*.

On peut rapporter la déformation, pour le voisinage immédiat d'un point
M, A ses axes principaux, c’est-a-dire & un systéme d’axes orthogonaux pour
lequel les glissements v s’annulent; soient alors ai, as, as les trois dilatations
principales, on a:

{Il =2(al+ ag+ aa),
Iy=4(a?+ a?+ ag?).

Il ne faut pas oublier que I, n'est pas égal a la dilatation cubique; ces deux
expressions n’ont que leurs termes du premier ordre qui soient semblables, et
les termes du 2° au 3° ordre, par rapport aux dérivées de la déformation sont
différentsf. Un élément de volume, défini par trois déplacements dx!, d«?, dx?
avait pour volume, avant la déformation, +/gdx et aprés la déformation
\/hdx, en désignant par dx le produit dx'dx?dx?; la dilatation cubique est donc:

(41) o= YA _1oja]-1.
vy
Dans ces formules, g représente le déterminant des grg pris au point X’, b celui

des B, et A le déterminant des aX, dérivées partielles des nouvelles coordonnées
X" par rapport aux coordonnées initiales x".

*loc. cit., p. 26.
tE. F. Cosserat, loc. cit., p. 23.
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7. Les efforts dans un corps déformé.

Apres I'étude des déformations, il nous faut maintenant considérer la nature
des efforts dans un corps solide. Nous chercherons quelles sont les forces ré-
ciproques qu’exercent l'une sur l'autre deux parties du solide, & travers une

surface infiniment petite ds qui les sépare, et nous nous limiterons d’abord au
solide au repos.

Il faut définir un élément de surface ds, ce qui se fait de la maniére suivante:
en un point M (coordonnées X*) nous considérerons deux déplacements infini-
ments petits b! (composantes b*) et b? (composantes 5%). Le produit extérieur
de ces deux vecteurs b! et 62 nous donne l'expression de 1'élément de surface
constitué par la parallélogramme construit sur b! et b2:

ds =[b1. 5.
Les composantes de 1'élément de surface sont:
(42) ds” =[b" b%] =b 0¥ —bYb*;

nous obtenons ainsi un tenseur deux fois covariant et symétrique gauche.
Les forces exercées par les portions du corps solide & travers la surface ds
seront proportionnelles & cette surface; nous écrirons donc*:

(43) fi=T.;ds".

Les coefficients T ainsi introduits forment un tenseur trois fois covariant.
Mais ds” ‘étant symétrique gauche, nous ne diminuons en rien la généralitéf
si nous supposons que 7, est symétrique gauche par rapport aux deux indices
ietj. _

Nous avons vu, au paragraphe 2, que nous pouvions représenter 1'élément
de surface ds” au moyen de trois composantes doy, formant une capacité tensorielle.
Ceci nous oblige & choisir un sens de rotation favorisé ¢, j, k sur les axes de
coordonnées; il revient au méme de dire que, les vecteurs 0! et 5 étant donnés,
nous pouvons définir un sens positif sur la normale & 1'élément de surface [b*.0?].

Le tenseur T}, se représente alors par une densité tensorielle:
(44) OF =27=—2T, 3,

le facteur 2 est nécessaire si nous voulons garder pour les efforts f; 'expression
simple:

(45) fi=0ldo,

oll figurent moitié moins de termes que dans la formule (43) (3 termes au lieu
de 6). Cette force, avec les définitions usuelles, représente l'effort exercé, sur
la partie solide située du coté de la normale négative, par la portion du solide

*Une force est définie ordinairement par ses composantes covariantes de telle sorte que le
travail flﬁxl soit un invariant.

tSupposons que nous ayons pris un tenseur f1;; quelconque; la somme (43) porte sur les
indices ¢ et j; groupons les termes 4/ et jz; nous pouvons écrire fl—':%(tl.ij—ll,ji)d.?ij ce qui nous
donne le tenseur symétrique gauche 7j.;;=3(l1.55—4.5i) la partie symétrique de ce tenseur ne
joue donc aucun role et peut &tre supprimée.
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située vers la normale positive. La somme (45), représente le produit contracté

d'une capacité tensorielle do, par une densité tensorielle &%, ce qui donne bien
un vrai tenseur covariant f;.

Les formules (44) ou (45) nous donnent les forces exercées A travers un
élément de surface quelconque; c’est le résultat que 'on obtient ordinairement
au moyen d'un raisonnement basé sur l'équilibre d’un tétraédre.

8. Symétrie du tenseur des efforts.

On introduit toujours, en élasticité*, une hypothése particuliére qui donne
une condition de symétrie pour les tensions; on suppose que les efforts élastiques
n'ont pas pour résultat de créer un moment de rotation sur un petit volume

élémentaire. Nous allons voir que cette condition nous permet d’écrire les
relations:

(46) ‘ ' 0% ="

qui indiquent la symétrie du pseudo-tenseur &%, lorsqu’on prend ses composantes
deux fois contrevariantes. Nous pouvons chercher quelle est la condition
correspondante pour le tenseur 7" A trois indices, dont nous prendrons les com-
posantes mixtes 7%; nous savons que ce tenseur étant symétrique gauche, les
composantes, pour lesquelles les deux indices 7 et j sont égaux, sont nulles.
Prenons, par exemple, le cas @%=0?%; cette condition se transcrit ainsi:

1 _ 2 1, 2
Ty=Tyou I'y+T15=0,

. 3 .

ou encore, puisque 173, est nul:
1 2 3
T:n + T32 T3a =0,
ce qui s’écrit:
i
Tgl = 0.

Le tenseur mixte satisfait donc aux 3 relations suivantes:

(47) - Tau=

11 nous reste maintenant & donner, sous une forme trés générale, la démonstration
de la relation (46). .
Considérons trois déplacements infiniment petits b b% et b* autour d’un
point M. Ces trois déplacements définissent un parallélogramme élémentaire:
(6. % . 6% =,
et différentes surfaces:
dsaﬂ.ij — bai bﬁj __baj bﬂi .

Prenons un sens de rotation 1, 2, 3 pour les indices a, 8, v et 4, j, k. Nous pourrons
écrire (Fig. 1):

B.j _
ds* = dcr%k.

*Une telle hypothése serait inadmissible dans d'autres problémes physiques (questions de
magnéto ou électro-élasticité).
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45— —
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Fig. 1

L’¢lément de volume 7 est égal au déterminant des b* et 'on vérifie facilement
les relations suivantes:

; 0 siizk
48 b e (= .
(48) % TORT A sii=k.
Je considére la force qui s’exerce A travers une face of; je prends ses compo-
santes contrevariantes f(7):

Fo=%dory .

Le point d’application de cette force est & I'extrémité du vecteur b°; je puis
prendre le moment de cette force par rapport a lorigine (M); ce moment s’écrit:

(49) By =y b =f b —f b = O g — OFD T da 4.

J’ai mis les indices v entre parenthéses, car jusqu’a présent je supposais a, 8 et
v fixés et n'envisageais que les grandeurs relatives & une face v donnée. Si je
veux chercher le moment résultant pour les différentes faces, il me suffit, dans
la formule (48), de convenir de faire la somme par rapport a l'indice 7.

En tenant compte des relations (48) ceci se réduit a:

(50) M* =[O -0

En annulant le moment résultant, on trouve donc bien la condition de symétrie
du pseudo-tenseur &,

Ces divers raisonnements nous ont donné l'occasion de nous servir des
simplifications d’écriture qu’entraine l'emploi des pseudo-tenseurs; il serait
trés mal commode de garder constamment le tenseur 7';; a4 3 indices, et ses
27 composantes; les conditions de symétrie gauche réduisent & 9 le nombre des
composantes indépendantes; les 3 conditions @7 =0 raménent ce nombre 4 6;
il eut été trés peu pratique de garder des notations qui ne laissent pas apparaitre
ces simplifications.

9. Forces résultantes sur un élément de volume.

Considérons, de nouveau, le parallélépipéde bati sur trois déplacements
infinitésimaux b, %, b*; nous supposerons que l'ordre de ces trois vecteurs
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correspond au sens de rotation des axes, de telle sorte que le vecteur 5%, par
exemple, se trouve par rapport a I'élément de surface [5, 6?] du coté de la normale
positive; dans ces conditions, cherchons les forces qui s’exercent & travers deux
faces opposées du parallélépipéde; nous prendrons, par exemple la face [6*, b°] qui

passe au sommet M, et la face opposée, qui se déduit de celle-ci par une trans-
lation paralléle le long du vecteur b.

Considérons d’abord la face [6% b°]; la partie du solide située & I'extérieur
de cette face se trouve du coté de la normale négative; les forces exercées sur le
solideintérieur au parallépipéde s'écrivent donc, avec nos conventions antérieures:

(51) Iéy=—0"do (.

Nous avons écrit les composantes contrevariantes de la force, mais le calcul se
ferait exactement de la méme maniére au moyen des composantes covariantes.
Pour la face opposée, le sens sera inversé le solide intérieur au parallélipipéde se

trouvant du cdté de la normale négative; quant 4 la grandeur de la force,
elle sera:

for 4 Pl g,
” DX’
la notation D correspond & la dérivée covariante, qu’il est indispensable d’intro-
duire pour obtenir la valeur de la force en un point distant de 5 de 'origine M;
I'indice (v)es mis entre parenthéses afin de rappeler qu’iln’y a paslieu, tout d’abord,

de sommer par rapport & v. La force résultante des efforts sur les deux faces
v opposées s’écrit donc:

7 Df(r) ()i
52 F = Y. p\Y y

et 'on aura la force totale, due aux efforts sur les trois groupes de faces, en faisant
maintenant la somme par rapport & l'indice 7.

Nous savons d’autre part, d’aprés les régles de dérivation covariante, que
nous pouvons écrire [cf. formule (20), §3)]:

53) pf, _ DO™.de, _DO™

Ddovk
Dx* DX DXx*

DX

dO’,yk+ @712

1

le dernier terme est nul; les deux faces opposées v se déduisent en effet 1'une

N iy . Ddo, .
de 'autre par transport parallele; la dérivée covariante Da’k est donc nulle; il

3
nous reste alors:
G

F -
DX*

v
0" dop.

Si nous nous reportons aux formules (48) nous voyons que, dans cette somme,
les termes non nuls sont donnés par le cas 7=Fk et s’écrivent:
D@rk

(54) F’ I T
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Il existe donc, dans le corps solide déformé, une densité de forces, dont les com-
posantes contrevariantes sont:

,_D@'k _ 9@ * r K
) v =T = €

les composantes covariantes s'écrivent:

k k
(55°%) _ DB} 40 {Tzk} .

Les formules (55) représentent 'opération bien connue de la divergence appliquée
A une densité tensorielle.

10. Le milieun solide en mouvement.

Nous avons supposé, dans les paragraphes précédents, que nous étudions
les efforts dans un solide déformé, mais au repos. Nous avons utilisé un systéme
de coordonnées rigides, en définissant chaque point M du corps solide par les

nombres X’ qui fixent la position actuelle de ce point par rapport i des axes
indéformables.

Il nous est facile de passer maintenant au cas d'un solide en mouvement,
rapporté aux axes fixes que nous venons de définir; les actions qui se transmettent
A travers un élément de surface ds immobile sont alors dedeux sortes: 1° lesefforts
élastiques statiques représentées par la densité tensorielle ©f introduite plus
haut; 2°le flux de quantité de mouvement, qui correspond & l'écoulement matériel
au travers de la surface ds. La densité de quantité de mouvement s’écrit p*1, en
appelant »; les composantes covariantes de la vitesse*; le flux de quantité de
mouvement n'est autre que la densité tensorielle

k
pyiv .

Dans toutes les formules précédentes, la densité tensorielle ®F sera donc a
remplacer par OFf+pyp®; la symétrie des composantes contrevariantes est con-

servée, puisque pr'v'=pr's' et les forces résultantes sur 1'élément de volume
représentent une densité tensorielle:

EIC LA I 1
(56) P, = Sxk T "(‘g‘(’:* - {rk} (OF+ pr®).

"Ces formules sont utiles pour 'étude des mouvements vibratoires d’un corps
solide comme pour la propagation des ondes élastiques.
ment s'écrivent:

(56biS) & — dpv,

Les équations du mouve-

14 b

at

*I1 faut prendre les composantes covariantes pour garder sa forme simple 4 "équation:

_ Mo
==
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la dérivée étant prise au point considéré. Ces formules correspondent aux
transformations classiques entre coordonnées de Lagrange et d'Euler.

I1. Relation entre les forces et les déformations.

Lorsqu’on produit une petite variation de la déformation, le travail corres-
pondant doit pouvoir s'exprimer en fonctions des variations du tenseur de
déformation e;. Le travail prendra la forme de l'intégrale de volume d'une
densité:

dx représentant 'élément de volume initial, et 'intégrale étant étendue a tout
le solide considéré dans son éiat primitif avant déformation.

Il nous faut établir les relations qui existent entre les coefficients @” (densité
tensorielle deux fois contrevariante) et le tenseur des efforts, que nous avons
introduit aux paragraphes précédents.

Admettons que les forces extérieures se traduisent par: 1° une densité de
forces ¥,, que 'on pourra écrire, suivant une habitude courante, sous la forme
oF,, en mettant en évidence la densité matérielle p. Ces forces s'exercent dans
tout le volume du solide; si le corps est en mouvement, les forces d’accélération
gg:—’ rentreront dans ce terme général; 2° une densité superficielle de forces
E* agissant sur la surface limite du solide; la force extérieure sur un élément
de surface doy, s'écrira =F doj,. La résultante des forces agissant sur un élément
de volume dr s’écrira alors, (formule 55’”3):

(¥, +®,)dr,

tandis qu’avec nos conventions de signe, la résultante des forces sur un élément
do de la surface sera (51):

=k k

iy @y )da’k.
Le volume dr et la surface do sont pris dans les coordonnées finales X, qui repré-
sentent le corps déformé.

Supposons maintenant que 1’équilibre soit réalisé, les deux termes ci-dessus
étant nuls, je puis écrire qu'un déplacement arbitraire infiniment petit &u
produit un travail nul:

(58) J (T, + ®,) ou'dr +J mF—OF 6w doy =0,
14 s
ce qui me donne:

v k r D®f r ke, 7
Vo' dr+ | B ou doy+ | —_rouw'dr— | Ofowde, =0.
v S v DX S

Les deux derniers termes se laissent aisément transformer au moyen d’une
intégration par parties; j'ai en effet:

ke, 7
J OFswdoy, = J Zl@Lz: dr,
S v DX



LES LOIS DE L’ELASTICITE EN COORDONNEES QUELCONQUES 91
de sorte que je puis écrire:

(59) 5T, = J U, 80 dr+ J
Vv

y

Déu’
ke, ¥ . k
‘,.-4767/5 dO’k —JV®Y E{EdT
8@, représentant le travail des forces extérieures ¥ et = pour les déplacements

arbitraires 6% que nous avons imposés*. La derniére intégrale peut aussi
bien s'écrire au moyen des composantes mixtes %, car j’ai:

@kD&/ =@lk 1_2_5_%: :®lkD5u,
"DX* & Dx* DX*’
Ps
puisque les dérivées covariantes sont de vrais tenseurs.

En vertu de la symétrie du pseudo-tenseur & je puis alors grouper les termes Ik
et kI et prendre:

(60) o= [ D0 4,y e (D D i
v DX* v DXk DX

L’expression entre parenthéses s’exprime au moyen des variations du tenseur
de déformation. Nous avons, en effet, établi la relation suivante (§5, formule 35):

D&Zél D5Mk> E 1
58,“= —_— T a; a;,
’ (DXk ' DX !

qui se résout aussitdt ainsi:

Déu; Dé%k i oF
- -—}— —_— Y = J B iy
Dxt oy PRPibes

AB:, étant le mineur de af dans le déterminant A= [aﬂ. D’autre part, pour
comparer nos formules (60) et (57), il nous faut encore passer d’'une intégrale
portant sur les coordonnées X (aprés déformation) & une intégrale relative aux
coordonnées initiales x; ceci se fait aisément gréce a la relation:

1 3
dr,=A. dx, A= DXL X2 X5
D(x!, x%,x%)

Nous aboutissons donc au résultat suivant:
(61) a@,:%JA.sf’k BIO™ de,; dx.

Nous trouvons alors, par comparaison des formules (61) et (57), les relations:

A7 =14.6:610",

ou inversement:

(62) "= _i_afa;gﬁ.

*Pour un déplacement réel 6 et un mouvement A vitesse fini, on obtiendrait ici d@z —dE in1

dE . in représentant |'énergie cinétique totale du corps solide; ceci est évident, puisque nous avons
fait rentrer les forces d’inertie dans le terme W, .
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Ce résultat correspond exactement aux formules établies par Cosserat pour le
cas des axes orthogonaux (loc. cit., p. 44 éq. 31); on ne peut manquer d’étre
frappé de la simplification d’écriture apportée par les notations tensorielles; les for-
mulesdéveloppées de Cosserat tiennent une page entiére! Le facteur 2 manque chez
Cosserat; cela tient & ce qu'il a pris des définitions différentes pour les déforma-
tions; notre e correspond a 2¢, de Cosserat; notre ey correspond & v, chez
Cosserat, mais dans la formule qui remplace notre développement 57, Cosserat
compte une fois seulement un terme tel que §y; tandis que nous le comptons
deux fois en considérant séparément degs et dess; ces deux différences de notation
expliquent 'absence du facteur 2 dans les formules de Cosserat.

Le résultat que nous venons d’obtenir est susceptible d’une interprétation
simple; reportons-nous & la remarque faite a la fin du paragraphe 5, et con-
sidérons, dans le corps déformé, les surfaces coordonnées K(X) qui se déduisent
par déformation & partir des surfaces initiales; c’est le systéme de coordonnées
entrainé par le corps pendant sa déformation; dans ce systéme, la densité ten-
sorielle ©@% des efforts s’exprime en fonction des coefficients &7 par les relations
trés simples:

(63) O = 2@,

La formule (62) se réduit en effet 4 la formule de transformation de la densité
tensorielle ®% lorsqu’on passe des axes rigides X aux axes entrainés X.

12. Définition d’une densité d’énergie.

Les principes de la thermodynamique permettent de définir ’énergie d’'un
corps donné, comme fonction des variables mécaniques (déformations) et de
la température; appelons, en effet, d@, le travail des forces extérieures, dQ la
chaleur fournie, dE,;, la variation de l'énergie cinétique totale du corps lors

d’une transformation infiniment petite.
Nous avons:

dQ+d®W,=dE,;,+dU,
U étant 'énergie interne du solide considéré.

D’autre part, le second principe nous donne, pour une transformation
réversible:

dQ—TdS=0,
S étant l'entropie du corps étudié; nous en déduisons les relations suivantes:
(64) dU~TdS=dT,—dE,;,,
(65) A(U—~TS)+SdT =dT,—dE,;,.

Nous voyons que nous pouvons éliminer la variable température dans les deux
cas suivants:

1° Transformations adiabatiques.

Le corps est supposé isolé thermiquement, de telle sorte qu’il ne puisse
échanger d’énergie avec l'extérieur. Ce cas se réalise pratiquement si l'on
étudie des mouvements vibratoires rapides, tels que les échanges de chaleur
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n’aient pas le temps de produire et d’égaliser les températures. On emploiera
la relation (64), avec dS=0; on voit alors que la fonction U joue le rble d'une
énergie potentielle pour le corps solide; en décomposant le corps en petits

éléments de volume, on pourra définir la densité d'énergie ¢ qui satisfera & la
condition

(66) U=J' € dx,
v

les coordonnées utilisées ici sont naturellement les coordonnées entraimées par
le corps solide dans ses mouvements de telle sorte que les limites d'intégration,
dans la formule (66) soient fixes et ne dépendent pas des déformations.

2° Transformations isothermes.

Le corps est supposé plongé dans une enceinte & température constante;
les mouvements doivent &tre assez lents pour que les échanges de chaleur entre
le corps et le thermostat aient toujours le temps d’intervenir pour uniformiser
la température. On utilise alors la relation (65) avec d7°=0, et l'on voit que la
fonction U~—T'S (potentiel thermodynamique) joue le role d’'énergie potentielle;
on définira, une densité d'énergie n par la condition:

(67) U-— TS=J n dx,
74

en coordonnées entrainées.

On voit que, dans 1'un et 'autre de ces deux cas, il est possible de définir
une densité d’énergie € ou 7; ces deux grandeurs jouant, pour la suite des calculs,
exactement de méme rble, nous ne les distinguerons pas plus loin, et nous parlerons

d'une densité d'énergie e.

La formule (57) du paragraphe précédent nous avait permis de définir une
densité tensorielle @7; en comparant les formules (57) et (66) on voit aussitot
que, s'il existe une densité d’énergie ¢, la densité tensorielle @7 a pour expression:

(68) @i = 9
66,']'

Les formules (62) ou (63) nous donnent alors 'expression de la densité tensorielle
O qui représente les efforts internes, en fonction des dérivées de la densité
d’énergie; par rapport aux axes entrainés, on a:

<63bi5) @ij=2.6€ — de + de )
86,']‘ 86,']' Gej,»

En axes fixes X'X2X? on obtient les efforts par les formules:

(62°") 04~ - df a§< Oc | 2 ) .

66,’]‘ aeﬁ
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13. Expression de la densité d'énergie en fonction de la déformation; lot de Hooke. -

Pour obtenir les lois de 'élasticité, il nous reste une derniére étape 4 franchir,
en indiquant la maniére dont la densité d’énergie s’exprime en fonction des
déformations. Nous ne pourrons, sur ce point, que procéder par approximations,
et former un développement en série, valable pour de petites déformations a
partir d'un état initial donné.

Le choix de cet état initial est souvent trop complétement précisé, et on
fait I'hypothése que I'état initial est ’état naturel du corps solide, lorsqu’il n’est
soumis & aucun effort extérieur.

Cette restriction n’est pas heureuse, car elle limite beaucoup les applications
des formules que l'on établit ainsi. Nous préférons supposer, comme 'a fait
H. Poincaré*, que l'état initial est un état quelconque, naturel ou déformé;
nous obtiendrons alors pour la densité d'énergie un développement de la forme

suivante:
(69) €= Eo+ Slijeij+Aij";keijehk+ ce

le terme constant e ne joue aucun role; voyons ce que signifient les autres termes.

Les termes linéaires, qui sont groupés sous la forme Q"jeij n'existent que si,
dans 'état initial, le corps est déja soumis & des efforts extérieurs; ce groupe
de termes disparait si 'on part de 'état naturel, sous efforts extérieurs nuls.
Les formules (63"%) nous montrent qu'au point M(x!, x?, «%), ol la densité

d’énergie est représentée par le développement (69) les efforts sont, dans I'état
initial, donnés par la densité tensorielle:

(70) 07 =0"40%

les formules (63"%) ou (62") sont alors identiques, puisque, dans I’état pris
comme état initial, les axes rigides ou les axes entrainés sont en coincidence.

Les coefficients Q7 forment une densité tensorielle, et jouissent de la propriété
de syméirie; ceci ressort aussitdt de leur mode de définition.

Si les efforts extérieurs se réduisent & une pression uniforme w on obtient
pour les QY les valeurs suivantes:

ij

07== ¢

ol g

Wgim = Zogii g e i
€ij = 2g € = 26;'»

w
I’ensemble des termes linéaires se réduit au produit de — 75 par I'invariantlinéaire

e (voir § 6). Ce point se vérifie immédiatement, si 'on se rappelle que, en axes
rectangulaires, le tableau des composantes du pseudo-tenseur des efforts doit se

réduire, dans le cas d’'une pression uniforme, a
-z 0 0

0 —w 0
0 0 —w,

*H. Poincaré: Legons sur la théorie de I'élasticité; G. Carré, Paris (1892) et Cosserat, loc. cit.



LES LOIS DE L'ELASTICITE EN COORDONNEES QUELCONQUES 95

Il importe de compter combien de coefficients distincts s’introduisent dans le
cas le plus général; leur nombre est celui des composantes d'un tenseur double
symétrique, ce qui nous donne 6 composantes distinctes. Nous devons faire
ici une remarque importante, qui justifie le mode de définition que nous avons
choisi (§4) pour les déformations; nous insistions sur la nécessité de garder dans
le développement du tenseur de déformation [formule (32)] tous les termes néces-
saires, d’ordre supérieur au premier; il est facile de voir que, si nous développons
la densité d’énergie jusqu'aux termes d’ordre # par rapport aux déformations
[n=2 dans la formule (69)] il nous faudra, dans les termes linéaires, par rapport
aux déformations, écrire les déformations en les développant jusqu’aux termes
d’ordre » par rapport aux déplacements % ou A leurs dérivées. En particulier,
si nous ne voulons pas négliger des termes du méme ordre que ceux gardés autre
part, il est indispensable, dans la formule (69) de prendre les expressions des
déformations jusqu'aux termes du 2° degré.

Les termes du second degré, par rapport aux déformations, groupés sous la
forme A" ** e enr, correspondent a des efforts proportionnels aux déformations,
ces derniéres étant comptées & partir de 1'état initial; c’est le cas des petites
déformations et de la loi de Hooke. Pour des corps cristallisés, ou pour des
corps soumis initialement & des efforts quelconques, il y aura un nombre élevé
de coefficients distincts; la densité tensorielle A** ne se trouve alors soumise
qu'aux conditions de syméirie pour les deux groupes d'indices, 7j d'une part et
hk de I'autre; ces conditions sont

(71) Aij. hk _ Aji. hk _ Aij. kh =Aji' kh.

Nous pouvons compter aisément le nombre des composantes indépendantes: il
y a 6 grandeurs ¢;, indépendantes; 'ensemble des termes que nous étudions
forme un polynome homogéne du 2° degré par rapport & ces 6 déformations;
le nombre des coefficients de ce polynome est:

6(6-+1) _ o
; :

Il est important de considérer les simplifications qui se produisent, si 1'état
initial est isotrope; ceci suppose un corps isotrope soumis, dans l'état initial,
a une pression uniforme. Dans ces conditions, on ne doit voir apparaitre, dans
les termes du second degré, que les combinaisons invariantes. Nous avons vu
(§ 6) que les combinaisons invariantes du 2° degré sont :

(ei)’ et elej;

le développement (69) se réduira alors a:

N Py
72 —e— e ()4 Lelett ..
(72) eeoz+8()+4 i+

Dans l'invariant e} on aura soin, comme nous le rappelons plus haut, de garder
les expressions des déformations développées jusqu’aux termes du 2° ordre;
les coefficients \ et u ont leur sens habituel et représentent deux densités scalaires;
comparons la formule ci-dessus aux formules de Cosserat, nous constatons les
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correspondances suilvantes®:

L. Brillouin: —g A M
E. F. Cosserat: 2y 4N 4u

le coefficient numérique 4 tient aux différences de définitions sur lesquelles nous
avons déja insisté [§4, formules (29); §6, formule (40°); § 11, formule (62)].
Il n’est peut-étre pas inutile de montrer quelle est, dans le cas de l'isotropie,

la forme de la densité tensorielle A”"*.  Pour comparer les formules (69) et (72),
il nous faut passer aux composantes mixtes:

ih o __ ij, hk
Ar,s,_gjr gksA .

Nous voyons alors que ces composantes mixtes ne peuvent prendre que les
valeurs distinctes suivantes:

A I .
— 4 =, our t=r=h=s,
8 ' 4 P
A .
ry dans le cas 1=rx#h=s,
%, pour i=s#r=»,

et O pour lesautrescas. Ceci correspond évidemment a un cas de dégénérescence
assez curieux; le tenseur 2 4 indices a, en général, 81 composantes; les conditioris

de symétrie (71) avaient réduit ce nombre 4 21, et l'isotropie nous raméne a 2
seulement.

14. Conclusions.

J’ai tenu, dans cette étude, a écrire complétement les équations de 1'élasti-
cité, sans faire aucune hypothése simplificatrice dans le choix des axes de coordon-
nées; j’ai dfi, tout d’abord (§ 2) préciser nettement la nature des grandeurs qui
s'introduisent, et j'ai distingué, a coté des tenseurs, deux types de pseudo-tenseurs,
qui sont les densités tensorielles, déja connues, et les capacités tensorielles; ces
derniéres grandeurs n’avaient pas été, semble-t-il, nettement distinguées jusqu’a
présent. Les densités ou capacités tensorielles se déduisent de tenseurs ordi-
naires symétriques gauches, si I'on choisit un ordre de succession des indices,
c’est-a-dire un sens de rotation des axes; cette méthode de formation, indiquée
par M. P. Langevin dans ses conférences, joue un rble important dans les défi-
nitions de nombreuses grandeurs physiques. Pour I'étude de V'élasticité, et de
tous les phénoménes ol interviennent les déformations, on est obligé d’introduire
la notion de dérivation covariante, appliquée aux tenseurs, aux densités et aux
capacités tensorielles; j’ai rappelé (§ 3) et établi les diverses formules nécessaires.

L’étude des déformations (§ 4, 5 et 6) peut alors &tre abordée, suivant la
méthode de Cosserat; le tenseur des déformations se définit par la variation
du tenseur fondamental des g;;; cette méthode permet d’obtenir les déformations
méme grandes, en gardant tous les termes nécessaires dans le développement;

*E. F. Cosserat, loc. cit., p. 71, formules 69 et 70.
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j'insiste, a propos des développements classiques de l'énergie (§ 13) sur la
nécessité de se reporter a ces définitions tout a fait générales, faute de quoi le
développement de la théorie n’est pas cohérent.

Apreés T'étude des déformations vient celle des efforts (§7 et 8); ceux-ci
forment un tenseur symétrique gauche a 3 indices qui se laisse ramener, suivant
la méthode de réduction rappelée plus haut, a une densité tensorielle; cette
derniére jouit en outre de la propriété de symétrie, si I'on suppose que les forces
extérieures n’exercent pas de couple sur un élément de volume infiniment petit;
cette hypothése est classique en élasticité, mais peut ne pas étre valable pour
d’autres problémes de physique (actions magnétiques, par exemple).

Les forces sur un élément de volume (densité de forces, § 9) s'obtiennent en
prenant la divergence du pseudo-tenseur des efforts, défini ci-dessus; si le solide
déformé est, non pas en équilibre statique, mais en mouvement, ce qui se produit
dans les phénomeénes vibratoires, il faut ajouter au pseudo-tenseur des efforts
celui du flux de quantité de mouvement (§ 10); ceci ne modifie pas la mise en
équation générale.

Quelques formules permettent alors (§ 11) d’établir une relation entre les
- pseudo-tenseurs des efforts et le travail nécessaire pour une petite variation
de la déformation; ces relations présentent une certaine complexité, inhérente
au probléme lui-méme; l'écriture tensorielle a d’ailleurs le trés grand avantage
de permettre de grouper les résultats sous une forme trés compacte, et d’en
faire immédiatement ressortir le sens physique; la nature des relations trouvées
correspond bien aux genres de définitions adoptées, et au classement des gran-
deurs en tenseurs, densités ou capacités tensorielles.

Ces formules trés générales trouvent leur application, si 'on introduit la
notion de densité d’énergie (§ 12); elles donnent l'expression du tenseur des
efforts en fonction des dérivées partielles de la densité d’énergie; il faut seulement

bien définir le probléme a étudier, et distinguer le cas adiabatique de celui des
transformations isothermes.

Pour compléter la théorie, il est d'usage d'écrire le développement de la
densité d’énergie en fonction des déformations (§ 13); j'insiste, & ce sujet, sur
la possibilité de partir d'un état initial qui ne soit pas I'état naturel sous efforts
nuls; les développements s’écrivent aussi bien & partir d’'un état initial déja
déformé; le cas d'un corps isotrope sous pression uniforme introduit, d’ailleurs,
d’'importantes simplifications.

Il n’était pas inutile, je crois, d'écrire en tenseurs les formules d’élasticité;
ce travail a nécessité un classement précis* des diverses grandeurs physiques,
et a résolu le probléme que se posait déja Lamé, d’appliquer a I'élasticité les
coordonnées curvilignes les plus générales, de maniére & pouvoir choisir, pour
chaque corps cristallisé ou chaque nature de conditions aux limites les coordon-
nées les mieux adaptées et les plus favorables.

*Cette distinction n’est pas faite, par exemple, dans le mémento de Madelung (Die mathe-
matischen Hilfsmittel des Physikers, J. Springer, Berlin, 1922).

L’auteur (p. 184) y introduit seulement des tenseurs, et ne s’apergoit pas des différences qui
caractérisent les pseudo-tenseurs; les formules écrites n'y sont d’ailleurs valables qu’en coordon-
nées rectilignes, et les définitions de la déformation s’arrétent aux termes du 1¢¥ ordre.






SUR LA PROPAGATION DES ONDES PLANES DANS LES MILIEUX
ELASTIQUES ANISOTROPES

Par M. LE COMMANDANT BARRE,
Ministere de la Guerre, Paris, France.

I.
POSITION DE LA QUESTION.

Le présent travail a pour but d’étendre aux milieux homogénes anisotropes
généraux, régis par la loi de Hooke, les résultats obtenus par de nombreux savants
pour les mouvements de 'éther lumineux. Les principes fondamentaux de la
présente étude ont été examinés, a notre connaissance par Blanchet et par Green*.

Rappelons que, dans les milieux de Green, tout mouvement par ondes
planes peut étre considéré comme le mouvement résultant de trois mouvements
élémentaires régis par 1’équation du son. Nous étudierons, ici, plus spéciale-
ment, ceux de ces mouvements qui se propagent dans le méme sens pour chaque
direction.

Les conclusions de Green s'étendent d’ailleurs & tous les milieux régis par la
loi de Hooke, 2 cela prés que les mouvements composants ne sont plus rectangu-
laires (et a l'exception de milieux spéciaux que nous laisserons de coté). Ces
résultats sont résumés par les théorémes I et II ci-aprés, que nous avons énoncés
dans cette étude, bien que déja connus, afin d’obtenir un ensemble cohérent.

I1.
EQUATION GENERALE DU MOUVEMENT INTERIEUR D'UNE ONDE PLANE SIMPLE

DANS UN MILIEU HOMOGENE ANISOTROPE QUELCONQUE. (Pas de force appliquée
a I'élément de volume).

Nous sommes donc conduits, par application des considérations précédentes,
a examiner la propagation des mouvements définis en coordonnées cartésiennes
quelconques par les formules:

U =¢i(ax+By+yz—pt),
ey v =¢(ax+By+vz—pt),
w = ¢s(ax+By+vz—pt).

*On peut rapprocher de ces études celles qu'a faites M. Boussinesq sur les éguations des

petits mouvements des milieux isotropes comprimés (C. R. de I"’Académie des Sciences de Paris,
22 Juillet 1867—Journal de Mathématiques de 1868. T. XIII, p. 209 a 241).
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Afin d’éviter des redites, nous supposerons uniformément les axes rectangu-
laires, ce qui ne restreint en rien la généralité, un changement de coordonnées
cartésiennes conservant & #, v, w leur forme du type

Fax+By+vz—pt).

Cette remarque est utile pour éviter des confusions dans I’étude des ques-
tions métriques que nous aurons a4 examiner.

Les équations générales du mouvement, en 'absence de forces de volume,
sont, avec les notations de Lamé, et en désignant par p la densité du milieu:
(1bi5) 6211 aNl + ‘ZT_" + a_:r.z

6t2 Jdx ay dz

et deux analogues. Les N et les T sont déterminés par les formules suivantes
que nous donnons pour fixer les notations:

@ % N;=Ale+ A+ Aley+ Biyy+ B+ Biyy,  (i=1, 2, 3),
_a1€1+a2e2+a353+b171+b;72+b;731 (7'=11 2: 3)r
avec :
ou v Jw
€= —, €= —, €= —),
0x oy dz
a i) a d a i
o v w  dw o du &

— 7 m—
dy 0z ' a2 ox dy Ox

Dans le cas des milieux de Green les 36 constantes des formules (2) se

réduisent a 21, eu égard A la symétrie du déterminant des ¢,v. Nous les désignons.
par les notations:

Ay, B;
en prenant:
A=Ay, Ai=Ay, Ai=Ay, b=4y, bB=4y b=4gy,
A?=A;=B(15)’ A2=A3=-B(10)r B—a3 B, —ax = Ba),
(2bis) A:13=A?=B(14)r B"az Bw, B _as B, B=‘7' =B,
Bi=a;=Buw), Bi=a,=By, Bi=d;=By, By=a{=Bw,

bf=b;=B(3), b3=b1=B(2)r b3=b2=B(l)-

L’application des équations (1) et (2) aux déplacements (1) conduit aux
relations:

pp2ey =i+ Algy' +Adps”,
(3) pp?s = g;dh” +g§¢2” +gg¢3”,
by =B + Qe + A’

avec :
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A= Alar+ b+ 4 (Byhad) ay + (By-Had) aB+ (3-+ 8B,
@ A} = Byo2+aaB2 + by + (b +ap)vB+ (Bi+ b5 ay -+ (A3 b)) B,
1= By’ +0i8*+ aly’ + (a4 b)) By + (A3 +b5) ay + (Bi+05) aB,

Si on laisse de c6té les solutions ¢,/ =0, ¢’ =0, ¢3”' =0, qui donnent pour
4, v, w des expressions linéaires, donc susceptibles de s’accroitre indéfiniment et

rendant, par suite, illusoire 'application de la loi de Hooke, on est conduit 3
écrire la relation: '

(5) | el @ & Ai|=0

dans le premier membre de laquelle figure un déterminant A représenté par sa
premiére ligne et ot 'on a posé:
©) =it

avec

B = a2y

La quantité o ainsi introduite n’est autre que la vitesse de propagation de
ces ondes.
Il résulte immédiatement de I"équation (5) la proposition suivante:

Théoréeme I. Dans un wmiliew anisotrope homogéne quelconque, il existe en
général, pour une dirvection de plan donnée, trois vitesses de propagation w, distinctes,
a chacune desquelles correspond une vibration polarisée se propageant suwivant un
mouvement ondulatoire plan parallele au plan donné.

Cas pEs MILIEUX DE GREEN.—Un cas particuliérement intéressant est
celui des milieux de Green. Le déterminant (5) est alors symétrique et si 'on pose

S=ph?w? S n’est autre que l'une des racines de l'équation en .S d'une quadrique
a centre (Z) d’équation:

) Ax*+ A"y 4+ A2 +2Byz+ 2B 2x+28"xy=1

que nous désignerons sous le nom de quadrique de polarisation.
Dans le cas ol le corps admet en chaque point trois plans de symétrie
rectangulaires, les expressions des A et des B sont:

A =A1a2+0332+(12’¥2, B =(—Bl+¢ll)ﬁ%
(8> A’ =aza’+ A8+ arv?, B’ =(Bg+az)'ya,
A" =ay’ +a,8°+ A5y B = (By+as)aB,

équations dans lesquelles les A4; et les a; sont les constantes de définition du
milieu liées aux N et aux T par les relations:

Ny=A4,6+Bser+ Bees, Tri=a1v,
(9) Ny=Bsey-+Ases+Bies, Ta=as,,
N3 =Bse;+Biea+Azes, T3=asys.
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I11.
REDUCTION CANONIQUE DES EXPRESSIONS DE %, ¥, W.

Lorsque la racine S annule le déterminant (5) mais non tous ses mineurs, on
peut écrire, grace & une double intégration:

o= l.f(ax-I-By-’rvz—pt) -+6y,
¢o=m.f(ax+By—+vz—pt) +bs,
$3= n.flax+By+vz— pt)+0s,

en désignant par 6y, s, 63 trois fonctions arbitraires de ¢ du premier degré en ¢,
par f une fonction quelconque et par [/, m, # trois constantes, proportionnelles
aux mineurs de A.

Mais en remarquant que ¢, ¢z, ¢3 doivent rester assez faibles pour l'applica-
tion de la loi de Hooke, on est conduit & ne retenir que les solutions ot 6y, 6, 6
sont des constantes, que 'on peut supposer nulles, leur intervention correspon-
dant A une translation d’ensemble indépendante du temps. En définitive, dans
ce cas, on peut, sans restreindre la généralité du probléme traité, prendre:

# = 1. flax+By+vz—2p1),
) v =m flax+By-+ys—pt),
\w = n.f(ax+By+vz—p1).

Cette réduction n'est plus possible pour une racine de (5) annulant les
mineurs. Si elle n’annule pas les coefficients, tout ce que permettent de dire les
considérations précédentes, c’est que l'on peut toujours considérer u, v, w, et non
pas seulement leurs dérivées secondes, comme liées par la relation linéaire unique
qui lie ces dérivées. Si la racine considérée annule tous les éléments
les ¢, comme les ¢’ d’ailleurs, conservent toute liberté. Il va de soi
que, méme dans ces cas. les solutions du type (1) sont particuliérement intéres-
santes. Dans le cas général, I, m, n sont proportionnels & trois quantités
données; dans le cas de I'annulation des mineurs, ces paramétres sont simplement
liés par une relation linéaire et homogéne et, dans le dernier cas, indépendants;
dans tous les cas f est arbitraire.

Iv.
D1sCcUSSION DE LA NATURE DES ONDES DANS LES MILIEUX DE GREEN.

1° La quadrique Z est un ellipsoide imaginaire. Les racines S sont négatives
et w est une imaginaire pure. Lorsque les ondes sont pendulaires, ce sont les ondes
évanescentes élémentaires. C'est le cas ol I'énergie de déformation est une forme
définie négative.

2° La quadrique X est un ellipsoide réel. 1l y a trois vitesses réelles; &
chacune desquelles correspond une direction de vibration: celle de l'axe de Z
correspondant A la valeur condsiérée de w. C’est le cas ot I'énergie de défor-
mation est définie positive.
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3° La quadrique X est un hyperboloide @ une nappe: deux systémes d’ondes
polarisées rectangulaires. La troisiéme est & vitesse imaginaire.

4° La quadrique Z est un hypreboloide & deux nappes: une seule direction
d’ondes polarisées & vitesse réelle deux sont & vitesse imaginaire.

5° Dans le cas ol la surface T est de révolution, sans étre une sphére, il y
a une direction de vibration polarisée parallelement a4 'axe. Les deux autres
vibrations sont de direction indéterminée mais néanmoins perpendiculaires a
I'axe. Si la quadrique est une sphére, il n'y a plus aucune polarisation.

6° La surface = est un cylindre. Une des vitesses w est nulle; la direction
qui serait polarisée parallélement a 'axe du cylindre ne peut se transmettre.
Les autres se comportent comme dans les cas précédents. Si toutefois le cylindre

se réduit A deux plans paralléles, seule se propage une vibration polarisée per-
pendiculairement a leur direction.

CAS OU LA QUADRIQUE DE POLARISATION EST INDEPENDANTE DE LA DIRECTION
DE L'ONDE

En général la quadrique de polarisation dépend de la direction du plan
d’onde. Supposons-la indépendante de cette direction; en rapportant le milieu
a des axes paralléles A trois directions principales de la quadrique de polari-
sation, ’équation de (Z) doit étre de la forme

(10) ' Ax?+ By 4 C2=1,

ou A4, B, C sont des constantes indépendantes de a, 8, y. Mais, en fait, les

coefficients de cette quadrique sont donnés, dans le cas d'un milieu de Green,
par les relations:

A=A g2+ 4B+ A4 6v:+2BwmBy+2Buyya+2Bayab,
A=A =Buya+BaB+Bey'+ Byt Bylsy+[Bw+Baylva
+[Busy+4 @)aB,

1=A;=Buya*+ 3(2)62+B(5>72+ [(Bw+BelBy+[Buy+4plva
(11) +[Basy+Bwles,
A=A+ A B+ 4wy +2BgBy+2Bgvat+2Bra,
A=A = B>+ BB+ Bev*+[Bay+A @By +[Bu+Bmlay

+[Bw+Bwlab,
A=A ga>+ A 8+ A 5v*+2B)By+2B s vat2Bmab,
oudyy, ..., A, Bay - +» Bay sont les 21 constantes du milieu de Green.

Pour que I'équation de la quadrique (Z) puisse &tre ramenée a la forme (10)
il faut que les 4%(¢5j) soient nuls et que les 4} soient indépendants de a, 8, v,
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ce qui exige 'annulation des coefficients rectangles et 1'égalité™® des autres co-

M 1 2 . A .
efficients dans A;, A et AL, On déduit de 18 que la surface = se réduit alors
nécessairement @ une spheéref, car:

=8 == A (> £+,

formule dans laquelle nous désignons par 4 la valeur commune des &;. Si on

tient compte de la nullité des B qui figurent dans &, & et &, on voit que les
autres coefficients se réduisent a:

(B =, = BBy +Bausyya+[Bas+A4]ab,
(12) A= =DBuwBy+[Buy+Alay+Bab,
A=A =[Buy+AlvB+Byya+Beab.
En les annulant, on trouve:
(13) Boy=Bay=Buy=—41

et tous les autres nuls. Ces coefficients correspondent au milieu isotrope trés
spécial pour lequel les coefficients \ et u de Lamé sont liés par la relation:

N+u=0,

et pour lequel, comme on sait, I'onde longitudinale a méme vitesse de propaga-
tion que l'onde transversale.

Donc:

Sauf pour les milieux isotropes spéciaux tels gue N-+u=0, la quadrique de la
polarisation varie towjours avec la direction du plan d’onde.

V.

ENVELOPPE DU PLAN D'ONDE A UN INSTANT DONNE 4.
Si 'on pose:
hwto=pt0= -7,

on obtient, en partant de (5) I’équation tangentielle
(14) |—pr2+3its A Ai|=0

qui represénte une surface de sixiéme classe.

VI.
ANGLE DE LA VIBRATION ET DU PLAN D'ONDE.

Cet angle est égal A celui que fait le plan (a, 8, v) avec 'axe de (Z) corres-
pondant & la vibration considérée.

Donc:

*Ce dernier point devient évident si on remarque que, lorsque a, 3,y sont les cosinus directeur:
eux-mémes, a?+(324y2=1.
tCe qui est & peu prés évident a priori.
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Théoreme II.—Sauf le cas on le plan «, B, v est parallele & 'un des axes de la
quadrigue qui lui correspond, la vibration n’est ni transversale® ni longitudinale.

VII.

RECHERCHE DES DIRECTIONS DE PLANS D'ONDE DONNANT DES VIBRATIONS
TRANSVERSALES.

La condition de transvergalité est:

au+Brv+yw=0
d’ou 'on déduit:

(15) ady’ 4B’ +v¢s’ =0,

relation qui, pour les solutions du type (1’), peut remplacer la précédente.

Cela posé, si on multiplie les équations (3) respectivement par a, 8, v et qu'on
les ajoute, on trouve, compte tenu de (15),

(16) A, + ey + Loy =0

en posant:
(@ =a@+8E;+1F;,
17) S = B+ A+ E,
€ = B+ A+

D’ailleurs une combinaison évidente des premiéres équations (3) donne:
(18)  E(e/)" —Fi(e:")+ (B —2) (9:") (") +F(d1") (¢5") —Hi(@2") (¢5"") =0

et des équations (15) et (16) on peut tirer, sauf cas exceptionnels, que nous
n’examinerons pas pour ne pas allonger cette étude,

(19) ¢1 ¢2 ¢’3

BE—vIB  +A—ol odB—pA

En introduisant dans la relation (18) les dénominateurs des rapports (19) &

la place des ¢'* correspondants, on trouve une équation homogéne et du dixiéme
degré en a, B, v.

Donc:

Théoréme III.—En général, les plans menés par I'origine parallelement aux
directions des plans d'onde pour lesquels il existe une vibration transversale, envelop-
pent un cone de dixieme classe.

*Nous considérons ici comme transversale une onde dont la vibration est dans le plan d’onde,
comme longitudinale une onde dont la vibration est normale a 1'onde.

Il y a identité avec la définition fondée sur la nullité de la dilatation cubique pour les vibra-
tions transversales, ou du rotationnel pour les vibrations longitudinales, lorsque %, v et w sont
du type (1), ce qui est le cas le plus intéressant, mais non dans les autres cas.

2-8
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VIII.

RECHERCHES DES DIRECTIONS DE PLANS D'ONDE DONNANT DES VIBRATIONS
LONGITUDINALES.

Pour qu’il y ait une vibration longitudinale, il faut et il suffit évidemment
que les équations (3) soient satisfaites quand on y remplace ¢1"”’, ¢’ et ¢s”
respectivement par a, 8 et 7.

1° aBy#0. En éliminant pp? entre les équations (3) on trouve deux
équations homogénes du quatriéme degré, donnant seize directions de plans
d’onde satisfaisant a la question. Dans le cas des milieux de Green, les deux
autres vibrations trouvées sont transversales.

2° By =0, soit, par exemple, a=0.

La premiére équation (3) se réduit & la suivante, homogéne et du troisiéme
degré en B et y:

(20) A+ Hly =0.

Si U'on suppose Bvy#0 on peut éliminer p p? entre les deux autres et l'on
trouve la relation homogéne et du quatriéme degré en 8 et v:

(21) (BE8-+ )y = (Fp+H) .

Les relations (20) et (21) qui défininissent toutes deux le rapport L] seront
en général incompatibles. Nous n’étudierons pas, dans le cas général, les conditions
de compatibilité. Méme conclusions si deux des coefficients a, § ou v sont nuls.

De la discussion qui précéde on déduit la proposition suivante:

Théoréme IV.—Dans un miliew anisotrope quelconque, il v a, en général, seize
divections de plans d'onde pour lesquelles il existe une vibration longitudinale.
Dans le cas des milieux de Green les autres sont alors transversales.

IX.

CAS DES MILIEUX DE GREEN PRESENTANT TROIS PLANS DE SYMETRIE DE
CONTEXTURE.

Dans le cas des milieux de Green & trois plans de symétrie de contexture et

sil’on rapporte le milieu & ses plans de symétrie (cf. n® IT), les équations générales
(3) deviennent:

(—pp?+A102+as+azy?) ¢ + (Bs+as) ey’ + (Ba+az)aygs’”’ =0,
(22) + (Bs+as)aBey” 4 (— pp?+asa+ 4582+ ary?) ¢’ -+ (Bi+a1) Byes” =0,
(Betag)aydy”' + (Bi4a1)Byde’ + (— pp?+az0+ 0,182+ A5v¥) s’ = 0.

A. Directions de plans auxquels correspondent une vibration longitudinale et

par suite des vibrations transversales. (Cf. N° VIII—Cas des milieux de Green).
1° Une premiére série de solutions est donnée par les équations:
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(23) 41024 (Bs+2a3)B82+ (Ba+2a:)v? = (Bs+2as) a? + A48+ (B142a)v?
= (.B’g “]‘ 2a2> CL2+ (Bl+2a1)ﬂ2+A 3')’2.

Ces équations fournissent seulement quatre directions de plans d’ailleurs
symétriques par rapport aux éléments de symétrie du systéme.

Ces équations du premier degré en o2, 82, 4% sont donc immédiatement
résolubles et d'une discussion facile. Sauf le cas d’indétermination étudié ci-
aprés (Rem. 2) il y aura toujours une solution et une seule en a?, 2, v2. Elle
donnera quatre. directions, réelles si les déterminants auxquels o?, 8% et 42 sont
proportionnels sont de méme signe (un ou deux pouvant étre nuls)*, imaginaires
dans le cas contraire, Si tous ces mineurs sont nuls c’est l'indétermination
signalée.

2° Une deuxiéme série de solutions s'obtient en supposant afy nul, soit,
par exemple, a=0

(@) Si on suppose Bvy#0, tandis que la premiére équation (22) se réduit a
une identité (¢’'=a=0) les deux autres donnent, par élimination de pp? et
aprés remplacement de ¢y’ et de ¢s”" par les quantités proportionnelles 8 et v,
la relation suivante, homogeéne et du second degré en § et v:

(24) (Bi4-2a1) (82 —72) = Ao — Ay,

qui, jointe & « =0 ,définit deux directions du plan y oz qui sont les directions de
deux normales & deux ondes, solutions de la question.

En tenant compte des trois plans de symétrie, on trouve ainsi six directions
nouvelles

(b) Si a=8=0, avec ¢’ =¢y"" =0 les équations (22) sont satisfaites. Les
trois directions d’axes sont donc encore trois solutions.

En résumé, on trouve donc en tout treize solutions dont trois, celles des
axes, toujours réelles et distinctes. Une discussion assez longue montre que les
autres, en général distinctes, peuvent étre réelles ou imaginaires:

Les directions situées dans les plans coordonnés sont réelles lorsque le binome
B;42a; correspondant est extérieur & U'intervalle 4;, 4, (j, k#1%); les conditions
de réalité pour les autres ont été données ci-dessus, mais non développées; elles
sont d'une écriture un peu longuet.

On est ainsi conduit au théoréme suivant:

Théoréeme V.—Dans les milieux de Green @ trois plans ae syméirie de contexture,
il existe, en géméral, ireize directions de plans pour lesquels les trois ondes planes
correspondantes sont, Vune longitudinale, les autres transversales. Les directions
des normales a ces plans se répartissent awnsi qu'il suit:

*Auquel cas un (ou deux) des paramétres a, 8, v est nul et les quatre solutions déduites du

systéme unique de valeurs de a?, 3% 2 ne sont plus toutes distinctes. Ces solutions rentrent
alors dans la deuxiéme série.

1Ces conditions sont les suivantes: les trois fonctions
(Bj+2a))[4j— (Bi+2a;))+ (Br +202)[Ar — (Bi +2a;)| — Aj4r + (B +2a, 2,

G j, B=1,2,3; ixj+k),
doivent avoir le méme signe.
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1° Quatre dirvections non situées dans les plans de symétrie mais symétriques
par rapport & ceux-ci;

2° Dans chaque plan de syméirie, deux divections syméiriques par rapport aux
autres plans de symétrie;

3° Les trois directions des axes de syméirie.

REMARQUES.—1. Trois de ces directions, celles des axes, sont toujours
réelles et distinctes; les autres sont en général distinctes mais peuvent étre réelles
ou imaginaires de telle sorte qu’on ait en tout 3, 5, 7, 9, 11 ou 13 directions réelles.

2. Exceptionnellement, il peut y avoir une infinité de directions répondant
a la question; ce fait se produira dans les deux cas suivants:

1° Si les équations (23) ne sont pas distinctes, ou tout au moins si, en
désignant pas R, S, T, leurs 3 membres, les polynomes R—S et T—S ont un
facteur commun du premier degré.

2° Si I'équation (24) est une identité.

1% Cas.—(a) Les équations (23) ne sont pas distinctes. On trouve sans
aucune difficulté que les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il en soit
ainsi peuvent s’écrire*:

(25) B2+2112—.B3—2(13 . .Bl+?«d1—A2 _ A3—‘Bl—2(11

A1~B3—2a3 B3+2a3——A2 Bz—.Bl+2a2~2al
Les milieux doués d'isotropie transversale autour d'un axe doivent évidemment
répondre & la question.

Ces milieux sont, au point de vue des réactions élastiques, caractérisés par
les équations 4 cing constantes ¢élastiques: &, M, N, B (I'axe d’isotropie est pris

pour oz et deux directions rectangulaires quelconques du plan d'isotropie pour
ox et oy)

N1=89+29ﬁ61+2%€3, T1=a71,
(26) N2=89+29ﬁ€2+2m€3, T2=G’Yg,
| M= (@4+20)0+-2Bes,  To= DMy,
On vérifierait que, pour ces milieux, les équations (25) sont satisfaites

mais, bien plus simplement, on voit directement que les équations (23) se rédui-
sent & une seule,

(27) (a2+46%) (e —M+N) = (¢ —P)v2
Si a=P=IPWM—N, cette équation s'évanouit.

Pour ces milieux spéciaux, & tout plan d'onde correspond une vibration longi-
tudinale et deux transversales.

Les milieux isotropes, en particulier, rentrent dans ce cas.
1

*Sous réserve des modifications faciles 3 introduire si I'un des dénominateurs est nul.
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(b) Les binomes R—S et T—S ont un facteur commun du premier degré.
Etant donné leur forme ils en ont nécessairement un second et cette solution ne
différe pas de la précédente.

2¢ Cas.—L’équation (24) se réduit & une identité. Ceci exige:
(28) A2=A3=Bl+2(l}.

On trouverait évidemment, par permutation circulaire, deux autres séries
de solutions. Il est & remarquer que, si deux de ces conditions sont vérifiées
a la fois, les trois coefficients 4;, sont égaux. Si, en outre, les trois conditions
déduites de (28) par permutation circulaire sont vérifiées, les trois binomes
B;+2a; sont égaux entre eux et a la valeur commune 4 des 4;.

Mais nous verrons ci-aprés (N° X) que, dans ce cas, la propriété recherchée
ici est réalisée pour toute direction du plan d’onde.

La double condition (28) est vérifiée, comme 1l fallait s’y attendre, pour le plan
d'isotropie d'un miliew @ isotropie transversale.

Voyons pour quels milieux a isotropie transversale cette condition sera
vérifiée pour les plans méridiens: il suffira évidemment qu’elle le soit pour 'un
d'eux. On trouve sans peine que les relations (28) correspondant & l'un des
plans x0z ou xoy conduisent aux conditions:

(29) B=a, MW=N+a.

1l est évident que, pour un tel milieu, d tout plan d’'onde correspondent une
vibration longitudinale et deux iramsversales. Ces conditions sont réalisées par
les milieux isotropes. Mais ce ne sont pas les seuls. On se trouve en présence
d’un cas particulier du probléme suivant. (Voir N° X).

Dans ces milieux les N et les T sont liés aux déformations par les relations:

N1=80+29ﬁ61+2m€3, T1=(9:)E—'m)71,
(30) N2=539+2m€2+2m€3, T2=(§D?—§)?)72,
N3=(8+2m)9+2(9:n—9})63, T3=§Dt'}’s.

X.

MILIEUX DE GREEN POUR LESQUELS DEUX VIBRATIONS SONT TRANSVERSALES
ET LA TROISIEME LONGITUDINALE,

Les conditions & remplir par les coefficients d’élasticité ont été trouvées en
1839 par Green lui-méme. Il a montré, en outre, que, dans ce cas, la surface
d’onde se décomposait en deux nappes: une sphére correspondant & la vibration

longitudinale et la surface d’onde de Fresnel, correspondant aux vibrations
transversales.

Ces milieux sont, au point de vue élastique, définis par les relations:
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[Ni=A0*2(bi%+aj€k+ak€j),
(31) 1 1= —2be;+a;v;+0pve+bpy;,
l (i=1,2,3; ixj=k).

Ces milieux, comme on le voit, ne dépendent que de sept coefficients élas-
tiques, 4, a1, @, @s, by, bs, bs.

Si, en outre, le milieu admet trois plans de symétrie de constitution, les b
sont nuls et l'on a:

(31'013) j N1 =4 0— 2(1362 - 2(1263, ]Vg =40— 2&361 - 2(1163, N3 =A460— 2(1261 _ 2(1162,

{

Ti=ayyy, Ta=ayye, Ts=asvs.

Si l'on se reporte aux notations du N° 11 (in fine) relatives aux milieu en
question, on voit qu'ici on aura:

.Bl+2a«1=.E.2+20/2=.83+2a/3=/11=A2=A3',

ce qui justifie une remarque faite ci-dessus (N° 9, 2° cas 3° alinéa).

XI.

Nous avons vu que, d’une facon générale, un milieu anisotrope n'était
susceptible de propager, pour une direction d’onde donnée, que des vibrations
polarisées suivant certaines directions. Il y a exception, en se limitant au
milieux de Green, si la quadrique de polarisation est de révolution. Nous nous
proposons, dans ce paragraphe, de rechercher toutes les directions de plans pour
lesquelles la quadrique de polarisation est de révolution ou, au point de vue
physique, de rechercher toutes les directions de plans d'onde pour lesquelles, dans un
miliew de Green, I'une aw moins des vibrations ne soit pas polarisée. 11 résulte

d’ailleurs de ce qui suit que dans ce cas, une seule des trois vibrations composantes
reste polarisée®.

DErFINITION.—Nous appellerons axe de polarisation la parallele menée par le
centre de la quadrique de polarisation & la normale & une divection de plan d onde telle
que l'une au plus des vibrations correspondantes soit polarisée.

Dans le cas d'un miliew de Green quelcongie, on trouve en général trente-six
axes de polarisation; mais nous étudierons d’une maniére plus compléte le cas du

A

milieu & trois plans rectangulaires de symétrie de constitution. Ceux-ci étant
pris comme plans de référence, la quadrique de polarisation a pour équation:

(32) (Ar02+asB+ay?) x>+ (asa?+ A2+ ai1v?) ¥+ (202 + 182+ A 3v2) 2
+2(B3+as)aBxy+2(Es+as)yaxz+2(B1+a1)Byyz=1.

*I1 peut méme arriver que cette derniére, elle méme ne le soit pas (Voir N° XIV).
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Premier cas—Milieux pour lesquels aucun des binomes 5;+a; n’est nul.
1° Directions non contenues dans 1'un des plans de symétrie (a8v0).
Les conditions de révolution sont alors:

Ey-
(33) (Ara+as+any?) — 5 :Zel)iii;ras) o

= (aza?+ A8 +a:v?) — (Bs““Cia) (By4ay) g
b2+ag

= (aga®+ a2+ A5y?) — (.Br‘—aj)(.&-}az) .2
(Bs+as)

qui définissent quatre directions, en général distinctes et symétriques par rapport
aux plans de coordonnées. Elles peuvent étre réelles ou imaginaires. Ces
solutions donnent lieu & des remarques analogues A celles qui ont été faites a
propos du systéme (25); nous ne nous y arréterons pas*.

’

2° Directions situées dans les plans de symétrie: afy=0. Soit, par exemple,
v=0. Supposons d’abord o87#0. Les coefficients de deux des termes rec-

tangles de la quadrique T sont alors nuls et les conditions complémentaires de
révolution sont, compte tenu de v=0:

(34) [(Ai1—as)a®+(as—a1)B*}[(as—ar) a4 (A2 —a1)B?] — (Bs+as)?a?8? =0, v =0.

On trouve ainsi quatre directions réelles ou imaginaires, symétriques deux
A deux par rapport aux plans coordonnées et qui peuvent étre confondues soit
hors de ces plans, soit dans ces plans; dans ce dernier cas elles coincident avec
un axe de symétrie et rentrent dans le cas examiné ci-aprés. Revenant au cas

général et appliquant aux trois plans de coordonnées on trouve ainsi douze
directions d’axes de polarisation.

Examinons si un axe peut répondre & la question; soit par exemple ox
(B=v=0). Les trois termes rectangles de Z sont alors nuls. Il faut une con-

dition supplémentaire, savoir que deux des coefficients des termes carrés soient
égaux.

On trouve ainsi, a? étant alors nécessairement différent de zéro, 'une des
trois conditions suivantes:

(35) A1=a3, A1=a2, a9 =Aag.

(Sil'on a a la fois 4 =as=as, T se réduit & une sphére pour le plan de symétrie
x=0, et aucune des 3 vibrations n’est polarisée).

*Toutefols, en cas de solution double (aBy =0) le mode méme d’établissement des équations
(33) est en défaut et il convient de voir ce qui se passe dans le cas ot la résolution du systéme (33)
conduirait & une valeur nulle pour 'une des inconnues a2, 32 ouy? Ces solutions ne peuvent
convenir que si elles rentrent dans la 2¢ série. On congoit, comme cas limite qu'il doit bien en

étre ainsi. C'est ce que montre d’ailleure la vérification directe. La condition A réaliser est
(avec y=0):

[ az—Al+(_Bia_2)_(.‘.B_a:l_~i:’_)_:'[ (11—A2+ (‘Bl+al)(33+‘13)

Bl—l-a, Bz+(12 ] =(a’~"_al) (a«a'—az).
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On voit donc que, hors le cas des milieux spéciaux définis par l'une des
conditions (35) (ou de celles qui s’en déduisent par permutation) aucun axe de
symétrie n’est axe de polarisation. Dans le cas de ces milieux spéciaux, et alors

seulement, les solutions dérivées de l'équation (34) peuvent donc étre une
direction d’axe de symétrie.

En définitive, seize axes de polarisation pour les milieux généraux A trois
plans rectangulaires de symétrie de constitution.

Deuxiéme cas—Milieux pour lesquels I'un des binomes B;4a; est nul.

1° Un seul des binomes est nul; soit Bs4a;=0. Le terme en xy de 'équa-
tion (32) est nul; on doit écrire que 'un des autres rectangles est nul; si on laisse
de cdté le cas des axes étudié ci-dessus (les calculs faits sont, dans ce cas, in-
dépendants de la nullité ou de la non-nullité de I'un des B;+a¢;) on est conduit &
I'une des deux hypothéses suivantes:

(a¢) v=0; () aouB=0.

(a) Si vy=0, les trois termes rectangles sont nuls; on est donc conduit &
écrire l'égalité de deux des coefficients des termes carrés de l'équation (32),
c’est-a-dire, compte tenu de y=0, de deux des binomes:

Ara?+asf?,  asa’+A4982,  asa?tap

Chacune des équations ainsi obtenues donne deux directions du plan xoy
symétriques deux A deux par rapport aux plans coordonnés. On trouve de la
sorte six solutions réelles ou imaginaires, en général distinctes. Il est facile
de former les conditions de réalité et celles pour lesquelles il y a des solutions
confondues. Celles-ci se répartissent en deux groupes: solutions confondues avec
ox ou 0y, ou solution triple, en général formée de droites distinctes de ox et de oy.

(b) a=0. Le terme en yz n'est pas nul, les autres rectangles le sont. On

est conduit & écrire la derniére condition de révolution qui, compte tenu de
a=0, est:

(36) [((4s—a3)82+ (a1 —a2)v?] [(a1 — as) B2+ (A5 — as)v?] — (Bi+a:)y*82 =0,

ce qui donne guatre solutions, en général différentes des précédentes (lorsqu’elles

ne se réduisent pas & un axe, restriction que nous sous-entendrons désormais dans
cette question).

L’hypothése =0 conduit & quatre solutions nouvelles.

En définitive, lorsque Vun des B;+a; est nul sans qu'un second le soit,
le milieu admel en général quatorze axes de polarisation.

2° Deux binomes sont nuls; soit:

Bita,= Bz‘l“az:o’

le troisiéme
Bs + agF# 0.
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(a) Si on ne suppose pas nul le produit o8, le terme rectangle en xy et lui
seul est différent de zéro, d’oul la condition

BT [(Ai—ar)a®+(as—a1) B+ (aa—A3)¥*] [(as—az)a®+ (A —a1)B*+ (a1 — A3)v?]
= (Bg-l—a3)2a262.

On trouve ainsi un cbne de directions d'axes du quatriéme degré*.

(b) Sion suppose nul le produit «f, les trois termes rectangles de I’équation
(32) sont nuls. On serait, comme ci-dessus (1° @), conduit a six nouvelles
directions pour chacune des hypothéses f=0 ou a =0, mais quatre d’entre elles
seraient sur le cone (37) et par suite ne seraient pas a retenir. En définitive,
outre le cone d’équation (37) on trouve quatre nouvelles directions définies par
les relations

a=0 ou 3=0,
(38) { et

{ (Al—d3)a2—(Az—a3)62+((12‘°[11)’y2=0.

3° Les trois binomes B;-+a; sont nuls; les trois termes rectangles sont alors
nuls et il existe un lieu de directions d’axes formé de trois cdnes du second
degré dont on obtient les équations en égalant deux & deux les coefficients des
termes en x?, y? ou z? de 1'équation (37).

Ces résultats et ceux qui seront établis ci-aprés (paragraphes XII et XIII)
peuvent étre résumés dans le théoréme suivant:

*I1 serait aisé d'en discuter les variétés en observant que la substitution: u =a2, v=8%, w=2?,
en raméne |'étude A celle d’un cone du second ordre. '

Dans le cas des milieux doués d’isotropie transversale, ce cone doit se décomposer en deux
cones de révolution.

Pour ces milieux, la condition B;+a; =By4a.=0 se réduit & L+2N +e¢=0. On vérifie que
ce cOne se décompose, en effet, en deux cobnes de révolution:

(@70i%) h(a;fgz - —(@+2M—a),
et

_— 2
(37ter) %g%g— =a—IN.

Ces cones sont distincts, sauf lorsque ¥+9¢ =0, condition qui, jointe & L+29 +a =0 définit
des milieux trés particuliers sur lesquels nous reviendrons [Note du 1 renvoi de la Remarque
de la Section XII (2¢ cas § 6) et alinéa relatif & I"équation (48)].

Ils sont d’ailleurs, en général, distincts du céne d’équation (43). L’équation de ce dernier,
pour les milieux dont il est question ici, se réduit a:

(43Vis) N —a) @+B)=2v* (B—a).

Si on laisse de coté le cas ot P —a =0, pour lequel la seule direction réelle de ces trois cénes,
réduits & des plans imaginaires (lorsque leur équation ne se réduit pas a une identité—voir
Section XIII) est a =3=0, on est conduit,
pour la coincidence de 37P et de 43Pis 3 la condition: 2843 =a,

“ ¢ Jrter o ggter “ : M=a
(Dans ce dernier cas, d’ailleurs, le cone se réduit au plan d'isotropie v =0.)
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Théoreme VI.—Les milieux de Green les plus généraux ont trente-six axes de
polarisation.

Dans les milieux possédant trois plans rectangulaives de symétrie, ce nombre
tombe & seize dans le cas le plus général. Il peut s'abaisser mais non s'élever
moins d'étre remplacé par une infinité simple. Il peut méme arriver, dans certains
milieux trés spéciaux, que toute dirvection de l'espace soit un axe de polarisation.
Dans le cas des milieux généraux a trois plans de symétrie, les divections d’axe de
polarisation se répartissent comme il suit: quatre dirvections non paralleles & ces

plans mais deux & deux symétriques par rapport & eux; douze directions paralléles
aux plans de symétrie. '

XII.

RECHERCHE DES MILIEUX DE GREEN A TROIS PLANS DE SYMETRIE POSSEDANT
UNE INFINITE D'AXES DE POLARISATION.

Nous avons vu ci-dessus, deux exemples de milieux possédant une infinité
d’axes de polarisation. Nous nous proposons, maintenant, de rechercher tous.
les cas dans lesquels ce fait se produira.

Premier cas.—Aucun des binomes B;+4a; n’est nul. On est alors conduit a
écrire soit:

1° que les deux ¢équations (33) se réduisent a une seule, ou tout au moins
que, si 'on désigne par R, S, T, leurs trois membres, les différences R—Set T—S
ont un facteur du premier degré commun. Cette derniére solution, eu égard a
la forme des, polynomes R, S et T, rentre d’ailleurs dans la précédente. Cela
étant, on exprimera la proportionalité des coefficients des polynomes R—S et
T —S et 'on trouvera des conditions analogues aux conditions (25)%*.

2° que la premitre équation (34) soit une identité. Ceci donne les trois
conditions:
(39) {(az—Al) (az—a5) =0, (a1—as)(a1—As) =0,

20102 — as(a1+as) + A1As— a1 Ay — agd o = (B3)?+2a3Bs.

Les premiéres équations (39) montrent qu'il y a lieu de considérer trois séries
de solutions:

1° série 1= Qs =4as,
2° série az=a;, a1 =A,; (ou a;=as a;=4,),
3¢ série as=4,, a=A4,.

Enfin, il faudrait, aux solutions trouvées, ajouter celles qui correspondent
aux équations déduites de (34) par permutation circulaire.

(Bj+a;) (Br +ax) y
B;+a;
di=Ci—a;  a—4:4+C  a—a

A—Ci—a, as—ar  ay—Ag+Cy

*Ces conditions sont, en posant C;= (@ 7, k=1,2,3; ixj*k),
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1° série.—a,=ay=ua3. Désignons par u leur valeur commune. Introduisant
ces valeurs dans la troisiéme équation (39), celle-ci donne deux solutions définies
par les conditions™:

(40) ai=ay=as=py, By=—p+/ut—u(d+4.)+4.4.,
ou
(40°'%) a=ay=a3=p, By=—p—~/u?—p(di+4.)+4,4, .

2° série.—Elle conduit & écrire Bs+as=0 et rentre dans un cas actuelle-
ment écarté.

3¢ série—Deux types, comme pour la premiére série:

(41) ay=A;, ay=4A,, Bs= —a3-++/(as— A1) (as—42) ,
ou
(41°') ag=A4;, ay=As, By= —a3—+/(as—A41)(as—A4s) .

Deuxieme cas.—L’un des binomes B;+a;, au moins est nul.
(a) Un seul binome est nul.—Soit Bs+as.
On a vu (N° XI) qu'il y avait & examiner soit y =0, soit a ou 8=0.

1° y=0; Yune des trois relations & joindre & cette condition doit &tre une
identité. Les coefficients d’élasticité des milieux cherchés devront donc satis-
faire a 'un des couples de relation:

az=A1=As; =41, az=a1; a1 =4,, az=0

(ces deux derniers ne différent pas au fond) en méme temps qu'a la relation:
Bs+a;=0.

2° a=0 doit étre jointe & la relation (36). Celle-ci doit donc se réduire a
une identité; d’ou:

(@1 —as) (As*az) =0,
(42) (a1—as) (A2—a3) =0,
(a1—a3) (a1 —ag)+(Ae—as) (As—as) = (Bita)

*Un type particuliérement intéressant est défini par:

A1=A2 =A3,
Bi=B;=DB;.
Désignons par —\ la valeur des 4, celle des B sera:
c’est-a-dire
—(2u-+N) ou .

Le premier de ces milieux se confond avec les milieux isotropes; le second est défini, au point
de vue élastique, par les formules:

N; =N0—2Ne;, T;=pvy;.

On pourrait évidemment trouver ainsi de nombreux milieux particuliers intéressants satis-
faisant & la condition

Ay=Ay=A4s.
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La considération des deux premiéres équations conduit aux quatre séries de
solutions:

1° am=a=a3(=a); (Bit+a)=As—a)(d;—a),
et par suite, By= —a.

Ces milieux dépendent donc des 5 paramétres A,, 4y, A3, Bs, a.

2° ay=a,, Apy=a3. Cette solution conduit & Bi+a,=0. Elle rentre donc
parmi les solutions correspondant a la nullité de deux binomes B;-a;, solution
étudiée ci-aprés.

3° ay=uas, As=a,; identique au fond a la précédente.

4° As=as, As=as, (Bi+a:)?= (a1 —as)(a1—as), Bs= —as.

Ces milieux sont a cing parametres.

REMARQUE.—L’hypothése =0 conduit & des résultats évidemment de
méme nature.

(b) Deux ou trois binomes B;~+a; sont nuls.

On a vu plus haut (N° XI) que, dans ce cas, il existait un céned’axesde polari-

sation, ou méme trois cones algébriquement distincts dans le cas ou les trois
binomes sont nuls.

REMARQUE.—II est évident a priori que les milieux a isotropie transversale
doivent admettre un cbne d'axes de polarisation dés qu'ils en admettent un
différent de l'axe d’isotropie. Ce cdne doit étre formé d’'un ou de plusieurs
cOnes de révolution autour de 'axe d’isotropie. Considérons d’abord ceux de
ces milieux qui rentrent dans la premiére série. [Aucun B;+a; n'est nul;
c'est-a-dire ici: R+M#0 et L+2N+a7%0, voir pour le cas contraire ci-aprés
note* ci-dessous, éq. 48 et renvoi de la Section XI (2° cas).

I1 est facile de voir que, dans ce cas, R—.S est identiquement nul. Le lieu
est formé du céne d’équation 7"—.S=0.

Le calcul direct vérifie ces prévisions et donne 1'équation du cdne:

(43) (M~ a) (a2+32>=“/2[8+2§ﬁ+2$—a— Q%L‘)_?;_e?f}
Sil'on a:

(44) M=a,

ce cdne se réduit au plan d’isotropie, & moins que les coefficients vérifient en
outre la relation:

2912
(45) P-—M-N=——,

LM

auquel cas I'équation (43) devient une identité et toute direction est un axe de
polarisation.

*Cette formule suppose ¥+ 5% 0; si L+IM =0, on se trouve dans le cas ot Bs+az;=0. Si
on laisse de coté le cas de a3y =0, complétement étudié plus loin dans le texte, on est conduit
3 écrire que I'un des binomes B;+a; ou Ba+a est nul.  Ils sont d’ailleurs égaux tous deux ici &
Q420N +a. On obtient donc la condition complémentaire ¢ 42N ~+ae=0. On trouve une solu-
tion qui sera examinée ci-aprés et qui répond d’ailleurs, comme on le verra, & la question.
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Ce fait se présente pour les corps isotropes, caractérisés par L=, N=0;
il fallait s’y attendre car on sait que, dans les corps isotropes, la vibration longi-
tudinale seule est polarisée. Pour n’omettre aucune solution, il faut examiner
ce que donnerait le cas efy=0. Il y a alors un nombre fini (cas général) ou un
plan de divections d’axes de polarisation; ce dernier cas se présente quand la
premicre équation (34) (ou celles qui s’en déduisent par permutation) est
identiquement satisfaite.

S’il existe une infinité de telles directions dans le plan =0, ou 8=0, comme
tout 'ensemble est de révolution autour de oz, toutes les directions de l'espace
doivent répondre & la question. L’ensemble des équations (44) et (45) définit un cas
ol il en est ainsi. Mais comme son établissement est fondé sur les équations
(33) qui supposent aB8y#<0 on peut avoir un doute sur la validité du résultat,
au moins en ce qui concerne le plan d'isotropie. Il est évident que rien ne dis-
tinguant les plans e =0, 8=0 d'un plan quelconque passant par 'axe d’isotropie,
le résultat général leur reste applicable, au moins autant que l'équation (43)
n’est pas en défaut (Voir note du 3° alinéa de la présente remarque). Si l'on
veut examiner ce cas, on est conduit a étudier séparément ’hypothése ol le
produit aBy est nul. Par raison de symétrie, il suffira d’étudier les seules
hypothéses a=0 ou v=0.

A la condition a=0 doit étre associée la suivante, qui n'est autre chose que

ce que devient ’équation (34) pour les milieux 2 isotropie transversale et lorsqu’on
permute v avec a:

46)  B{(R+I) (a— MB+[(R+I) (R+2N+2P —a) — (R+2N+a) Py} =0.

Cette équation doit se réduire A une identité, d’ol les deux conditions:

{(Q—HUE) (a—=M) =0,

(47)
(R+M) @+2N+2P—0a) — (¥+2N+a)*=0.

On trouve d’'abord la solution, déja signalée:
(48) L+M=0, L+2N+a=0.

Cette solution annule les trois binomes B;-¢; relatifs & ce milieu et I'équa-
tion de la quadrique de polarisation correspondante est:

(49) [=2ar+6Y) +av] (45 Hola +6) + @B —a)72 =1,

équation d’une quadrique de révolution autour de 0z quels que soient a, 8 et v.

Le milieu défini par les équations (48) admet donc toutes les directions de 'espace
pour axes de polarisation®.

*Sil'on a:
~ (@B +ar: =a(@+)+ @B —a)y?

cette quadrique est une sphére et aucune des vibrations n’est polarisée. Ceci atrive, sans con-
dition nouvelle pour les directions du coéne de révolution représenté par 'équation ci-dessus ou

pour toutes les directions de l'espace, si = — =%, mais ce dernier milieu n'est autre que le
milieu isotrope trés spécial pour lequel N+u=0.
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Une seconde solution s’obtient en écrivant:
M=a,

et portant cette valeur dans la seconde équation (47). On retrouve les milieux
définis par les conditions (44) et (45).

Reste A voir ce que donne y=0. 1l est visible que, s'il existe dans ce plan
une seule direction d’axe de polarisation ne passant pas en un point cyclique
toutes ses directions répondent & la question.

Un calcul direct montre que dans les milieux a isotropie transversale, la
premiére équation (34) devient:

(50 (R+2M —a)(M —a) (a®+47)* =0,

ce qui vérifie les prévisions. On voit, en outre, que les conditions pour que
toutes les directions du plan d'isotropie soient des axes de polarisation sont:

M=a,
résultat déja rencontré, ou
(51) L+2M—a=0.
XIII1.

RECHERCHE DES MILIEUX DE GREEN A TROIS PLANS RECTANGULAIRES DE
SYMETRIE DE CONTEXTURE POUR LESQUELS TOUTE DIRECTION DE L’ESPACE
EST UN AXE DE POLARISATION.

Nous avons rencontré ci-dessus deux milieux & isotropie transversale pour
lesquels toute direction de l'espace était celle d’'un axe de polarisation. Pour
les avoir toutes il faut encore rechercher si I'équation de l'un des deux cdnes
(37°%) ou (37'°") ne peut se réduire A une identité. Pour le cone (37'*) on trouve
la condition:

(52) M=P=q,
et pour le cone (37°)
(53) L+2M=P=aq,

conditions auxquelles il faut joindre la suivante:
(54) L+2N+a=0.

Les milieux ainsi définis constituent deux solutions différentes des précé-
dentes.

Nous nous proposons, dans ce paragraphe, d’étendre cette recherche aux
milieux de Green généraux a trois plans rectangulaires de symétrie de constitution.
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On peut -éliminer de suite toute recherche supposant afy=0, une telle
spécification imposant aux directions le parallélisme & des plans bien déterminés*.

Cela posé, nous distinguerons toujours deux cas suivant qu’aucun des 5;+¢;
n'est nul ou que 'un d’eux au moins est nul.

Premier cas. Aucun des B;-+ta; n’est nul.
1 1

11 faut alors écrire 'identité des trois membres des équations (33). Cela ne
présente aucune difficulté et conduit & imposer aux ¢; une méme valeur que
nous désignerons par u et, remplacant, par analogie avec les notations de Lamé,
B; par \;, nous trouverons:

N+ (A
(55) Y =(_j+/-‘) ( k+:u)

i L ———— -, (2,7, k=1, 2, 3; 15#j5%k).
i N M 7 J )

Le milieu correspondant, trés intéressant, est défini, au point de vue élastique
par les relations:

[x,= [Q.M N

Lol e+Ne+Nej,
Nt ] T

(56)
T = pvi.

Si Mi=Xy=N3(=N) on retrouve les milieux isotropes et les formules bien
connues de Lamé.

Deuxieme cas. L'un des B;+a; est nul.

Aucun des «, 8, v ne ’étant, il faut alors que l'un au moins des deux autres
binomes B-+a le soit.

1° Deux binomes sont nuls; le troisiéme ne l'est pas.
SOit: B1+a1=.82+a2=0.

Il v a alors, en général, un cone du 4° ordre, d’aprés l'équation (87), de
directions d’axes de polarisation. Il faut donc et il suffit que son équation se

*Cecl, toutefois, peut préter a objection, au moins dans le cas ol les conditions de révolution
utilisées supposent les termes rectangles différents de zéro. Si I'un, et par suite deux d’entre
eux sont nuls, les conditions obtenues sont suffisantes, que le troisiéme soit nul ou non, et par
suite, pas de difficulté. Nous pouvons donc nous demander si les conditions générales de révolu-
tion obtenues dans le premier cas étant en défaut pour a8y =0, les directions des droites des trois
plans de symétrie ne feraient pas exception au résultat général, c’est-a-dire n’échapperaient pas
A la propriété de toutes les directions de l'espace d’étre des axes de polarisation. Le moyen le
plus simple de lever la difficulté est de voir ce que devient, pour ces directions spéciales et pour les
milieux en question, la quadrique de polarisation.

11 suffit, d’aprés ce qu'on vient de dire, d’examiner ce qui se passe pour les milieux définis.
par les formules (55) ou (56) et pour I'un, au choix, des plans de symétrie, par exemple y =0,
les trois jouant le méme rdle dans les formules. L’équation de la quadrique de polarisation
correspondante est:

Matp) Patp) |02 xz—}—jl.mz—’r— QM.O\S_-H‘)._*_,U‘ B2 Lyt p(a2 D)z
Nit-p ( )\2—’_“
+2(N\st+pafxy =1,

et on vérifie sans peine que 'unique condition de révolution est une identité, ce qui léve toute
difficulté.
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réduise 4 une identité pour que toute direction de 1'espace soit un axe de polarisa-
tion. On remarquera que si, dans cette équation, on fait y=0, 1'équation
résiduelle doit étre une identité. Les conditions pour lesquelles il en est ainsi
ont été trouvées. Ce sont les conditions (39). C'est donc parmi les milieux

correspondant que doivent &tre cherchés les solutions du probléme que nous
avons en vue.

1€ série: ay=as=as. Désignons par u leur valeur commune:
Bs=—ux+/(u—A45)(u—4s) .
L’équation (37) devient:
(57) Y —A)[(Ar—p)a?+ (A2 —u)B* — (43— 1)y} =0.

La condition A4;=p est nécessaire et suffisante pour que 1'équation (57) se
réduise & une identité. On obtient ainsi les deux types de solutions:

(581) As=a,=ay=a;=p, Bi=By=—pu, Bs=—put/(u—A4A)u—4s) ,
et
(58,) Ay=ar=ay=a3=p, Bi=By=—p, Bs=—p—+/(p—41)(as—4s).

2° série: as=as=a, a;=A,. On est conduit a écrire Bs+as=0. La
solution rentre dans celles qui seront examinées ci-aprés (les trois B;-+a; nuls).

3¢ série: ax=A1, a1 =4, Bs= —ast~/(az—A4,)(a;s—As) .

En poursuivant les calculs, on trouve d’une part les milieux & isotropie
transversale dont les coefficients sont liés par les relations: 42 =a, N+a =N,
P=gqg et, d'autre part, des milieux définis, au point de vue élastique, par les
formules & deux coefficients:

(59) N;=—ab+2a¢;(i1=1,2,3), Ti=ay:, Te=avys,, Ts=pys (a, u constantes).

2° Les trois binomes B;+4a; sont nuls. On trouve les milieux A isotropie
transversale spéciaux caractérisés par les relations: {4-3=0, L+2N+a=0,
déja rencontrées (Eq. 48).

XIV.

RECHERCHE DES MILIEUX DE GREEN A TROIS PLANS DE SYMETRIE REC-

TANGULAIRES POUR LESQUELS IL EXISTE DES ONDES DONT AUCUNE VIBRA-
TION N'EST POLARISEE.

Dans les recherches précédentes, on s’est posé le probléme de trouver les
conditions pour que les vibrations se comportent, au point de vue de la polarisa-
tion, comme dans les milieux isotropes généraux, c'est-a-dire, tels qu'une seule
des trois vibrations soit polarisée. D’ol la notion des axes de polarisation et
les études qui s’y sont rattachées. Mais, de méme qu'’il existe un milieu isotrope
(défini par A+u=0) dans lequel aucune vibration n’est polarisée, nous allons
chercher tous les milieux de Green 2 trois plans de symétrie tels qu'il existe des
ondes dont aucune vibration ne soit polarisée. Il faut et il suffit pour cela que
la quadrique de polarisation se réduise & une sphére. Nous dirons que les axes

de polarisation correspondants sont des axes spéciaux de polarisation. Les
résultats sont les suivants:
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Si aucun des binomes B;+a; n'est nul, les seuls axes spéciaux possibles sont

les axes de symétrie. Pour que la propriété soit réalisée, il faut et il suffit que
les constantes du milieu satisfassent aux conditions:

(60) ai=aj=Ak (i#j;ék),
I'indice k correspondant au plan de symétrie intéressé.

Si I'un des binomes B;+a; est nul, mais non deux, on trouve que, outre les
solutions précédentes, il y aura, dans le cas le plus général, sous réserve d’une
seule condition complémentaire entre les coefficients, quatre directions d'axes

spéciaux. Pour B;+a3;=0, par exemple, ces directions sont définies par les
relations:
(61) (Adi—ag)e?= (a1 —an)f?, (Ade—a))f=(az—ay)e?, v=0,

avec la relation de compatibilité:
(62) (A1—a2)(Ao—a1) =(as—a1) (@2 —a1), (et Bs+a;=0).

Mais toutes les directions du plan xoy sont des directions d’axes spéciaux
pour les milieux plus particuliers dont les coefficients satisfont aux conditions:
(63) m=ay=a3=A4A,=4,, (avec Bi+a3=0).

Designons par a les valeurs communes des 4 et des ¢; ces milieux sont donc
4 quatre paramétres (B, By, A et ).

A ces solutions il faut ajouter, bien entendu, celles qui s’en déduisent par
permutation circulaire.

L’hypothése ol deux binomes .B;+a,; mais non les trois, sont nuls, ne conduit
3 aucune solution nouvelle.

Enfin, si les trois binomes B;+a; sont nuls, il y aura, en général, sans autre
condition, quatre axes spéciaux de polarisation définis par les relations:
(64) Ao Fasf?+axy® = aza® -+ Ao+ ary? = asa + 082+ A gy,

Il y en aura une infinité, sur un cbne du second degré si les coefficients
satisfont aux conditions:
A1~a3 _ as""AZ Gy

(65) 1 Qa3 a—A, —A3—t11’

\Bita;=0, G=1,2,3),

les premiéres relations (65) pouvant facilement &tre remplacées par les relations
convenables lorsque 1'un des dénominateurs est nul.

Enfin, il n'existe, en dehors du milieu isotrope spécial pour lequel N+u =0,
aucun milieu tel que, pour toute direction d'onde, aucune des trois vibrations ne
soit polarisée.

XV.

On a recherché, ci-dessus, surtout pour les milieux de Green et, plus par-

ticuliérement, pour ceux d’'entre eux qui possédent trois plans rectangulaires de
symétrie de contexture, les directions d’ondes telles que:

1° L’une des ondes soit longitudinale,
2° Une seule des trois ondes soit polarisée.

2—9
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Ces deux propriétés sont possédées par toute onde se propageant en milieu
isotrope. Nous donnons ci-dessous un tableau récapitulatif des conditions
définissant un milieu pour lequel il existe au moins une infinité simple de direc-
tions jouissant de 'une de ces propriétés. Aux milieux définis par les relations

données dans ce tableau, il faut ajouter ceux qui s’en déduisent par permutation
circulaire.

Tablewu des condilions définissant les milieux de Greem spéciaux & trois plans
rectangulaires de symétrie de comstitution.

I. MILIEUX POSSEDANT UNE INFINITE DE DIRECTIONS D’ONDES A UNE VIBRATION
LONGITUDINALE.

1° Milieux pour lesquels 1l existe une infinité simple de ces directions.
Ces milieux sont definis par 'un des groupes de conditions suivants:

(I) .Bg+2(12—.83—2(13 _ .B]—I—QG/‘—Ag — Ag——Bl~2a1
A1—33—2a3 Bg—|—2a3—A2 .BQ—B1+2(L2—ZG,1 ’

Equation du cone des normales aux plans d’ondes 2 vibration longitudinale:
[.B2+2(12 —_ Bs — 2(13](12+ [.B1+2(11 —Ag]ﬁQ—’— [Az— .B1 - 2&1]’72 = 0

REMARQUE*: Si l'un des dénominateurs des rapports (I) était nul, il
conviendrait de changer la forme des conditions.

Si I'un des dénominateurs est nul les équations a4 prendre sont les suivantes
que nous écrirons pour le cas ot By— Bi+2a,—2a;=0:

J(.Bz ——.Bl—l—2a2— 201 = 0,

(IbiS) (Aa_Bl'—Q(h:O,
,Bz+2(1/2—'B3—2(13 — .Bl+201—A2
A1-.Bs—2t13 B3+2a3-—A2'
Le edne des normales se réduit aux deux plans:

(Bl+2a1~B3—2a3)a2+(.B1+2al —A2>62 =O.

Si deux dénominateurs et non trois sont nuls, on écrira que les numérateurs
correspondants le sont. Le cbne se réduit & un plan double.
Si les trois dénominateurs sont nuls il n’y a pas d’autre condition; l'équation

du cbne a la méme forme que dans le cas géneral et c'est, sauf exception, un
cOne véritable.

(I1) By+2a;=A5,=A;. Equation du céne des normales: a=0.

2° Milieux pour lesquels toutes les directions de I'espace jouissent de cette
propriété.
(A) A1=A2=A3=B1+201=Bz+2(12=Bs+203.

*Cette remarque s'applique au cas analogue rencontré ci-aprés; on ne la présentera plus.
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II. MILIEUX POSSEDANT UNE INFINITE DE DIRECTIONS D'AXES DE POLARISATION.

1° Milieux possédant une infinité simple d’'axes de polarisation.
Posons:

Ci= ('Bj+aj)(Bk+ak) , (1/’ J-, k=1, 2, 3' 'L#j#k).
B;+a;

Ces milieux sont définis par 'un des groupes de relations suivants:

, Al——C1~ag _ a3—As+Cy _ Qe—a1
() = ;
Al—cl—az az3—a aZ_A3+C3

équation du cobne des axes de polarisation:
(41— Ci—ag)a*+(az— A2+ Cy) B+ (a2 —a1)y* =0.
(I1") m=a=0a3(=p), Bs=—ptv(u—A)(u—42) ;
équation du cone des axes de polarisation: y=0.
(I11") ay=As, a=A;, Bs=—ast(a;—A1) (a3~ A ;
équation du cone des axes de polarisation: y=0.
(v Bstas=0, as=A4,=A4,;
équation du cdne des axes de polarisation: v=0.
') Bstas;=0, a=4,, ai=a;
équation du codne des axes de polarisation: v=0.
(V1) am=w=ay(=a), Bi=—a, Bi=—a++/(a—4,)(a—4);
équation du cone des axes de polarisation: a=0.
(VII") As=as, Ay=as, Bi=—a1++/(a1—as)(a1—as) , Bs+a;=0;
équation du cbne des axes de polarisation: a=0.
(VIIT) Bi+a;=0, By+a,=0;
équation du cbne des axes de polarisation:

[(A1—ay)a?+ (a3 —a1) B2+ (as — A3)y*][(as—as) a? + (A2 —a1) 2+ (a1 — A3) Y]

= (Bs+as)*a’s.
2° Milieux pour lesquels toute direction de I'espace est un axe de polarisation.
(4" 4= NHOOER) g GG k=1, 2, 3 i),
Ntn
(B") As=a=as=as(=p), Bs=—pt/(u—A41)(u—4s), Bi=Bs=—p.

(C") Milieux a isotropie transversale dont les coefficients satisfont aux relations
Lt2M=a, M—N=qa, P=a.

(D) Ai=As=As=a,=a,=—By=—B;=—Bs=a, az=u (valeur quelconque).
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XVI.

Aprés avoir recherché les directions d’ondes possédant avec les ondes en
milieu isotrope l'une des deux propriétés communes suivantes: avoir l'une des
trois vibrations longitudinales ou avoir une seule vibration polarisée, nous allons
indiquer comment on peut chercher les ondes possédant ces deux propriétés et
auxquelles, pour abréger, nous donnerons le nom d'ondes isotropoides. Les
milieux se classent, & ce point de vue, comme il suit:

1° D’une fagon générale, dans un milieuw quelconque, il n'y a pas d’onde
isotropoide.

En écrivant que 'une des directions, en nombre fini, d’axes de polarisation
coincide avec 'une des directions & vibration longitudinales, on aura la condition
la plus générale d’existence d’une telle onde. Cela correspond en général A
deux conditions entre les coefficients du milieu.

2° Malis, si le maliew posséde un céne d’axes de polarisation ou, au contraire,
un cone de normales d'ondes a vibration longitudinale, il suffira d’'une seule con-
dition pour écrire que ce cone contient au moins une direction de 'autre systéme
et, par suite, que le milieu posséde une direction isotropoide. Cela fait, en tout,
trois conditions, en général, deux assurant dans le cas général, 'existence du

codne et la troisiéme étant la condition, pour ce cdne, de contenir une direction de
l'autre systeme.

Ces conditions sont longues et pénibles & expliciter et nous ne le ferons pas.

Il est & noter que le cas 1° est plus général que le 2°; il le contient comme cas
particulier. Une observation analogue s’appliquerait a ce qui suit.

3° Le milieu posséde un cone de divections d'axes de polarisation et un cone

de normales a4 des ondes longitudinales. Cela correspond, en général, & quatre
conditions.

Il y a alors quatre directions isotropoides en général.

Un cas intéressant est celui ol les cdnes coincident en tout ou en partie. Il
y a alors une infinité de directions isotropoides. Ce cas n'est pas le seul comme
nous le verrons. La recherche systématique des conditions nécessaires et
suffisantes pour la coincidence de deux nappes des cdnes définis ci-dessus est
encore assez longue et nous nous bornerons a citer les exemples suivants:

(a) Milieux définis par les formules
{Nl = Ner+-vsext-vaes,
(66) { No=wse+Nea+ N +20)e,  Ti=pyi
(N3=V2el_l' NV +2et+Ne.
Toutes les directions du plan « =0 sont isotropoides.

(b) Milieux 2 isotropie transversale dont les coefficients satisfont a I'une des
relations ou groupes de relations suivants:
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(I) Les coefficients du milieu sont liés par la relation:

(67) (933—0—9?)[8—]—2%-{—‘3—(1- E%%QX]= (M —a)(P—a).

Le cbne des directions isotropoides est de révolution et a pour équation:
(68) (a—M+N) (*+6°) = (e —P)rv™

(IT) Les coefficients du milieu sont liés par le groupe des deux relations:
(69) 204+-3M=qa, L+2N+a=0.

On trouve, comme ci-dessus, un cdne de révolution; son équation est:

(70) 2y _M—a
a*+p2 P—a

(IIT) Les coefficients du milieu sont liés par les deux relations:
(71) M=a, L+2N+ac=0;

le cdne se réduit au plan d’isotropie v=0.

XVII.

Enfin, st un miliew de Green a4 trois plans rectangulairves de symétrie est tel
que toutes les directions soient des directions d’axes de polarisaiton ou des directions
des normales d’ondes & vibration longitudinale, il jouit en outre de la propriété d’avoir
un come* de directions de I'auire lype.

Ce cone est un cone de directions isotropoides.

Cette propriété se démontre en vérifiant que les coefficients des milieux qui
satisfont aux relations (4'), (B’), (C") ou (D’) satisfont, de ce fait, aux relations
(I) (ou ses variantes) ou (IT) et inversement, que les coefficients des milieux qui
satisfont aux relations (4) vérifient aussi I'un des groupes (I’) a (VIII).

Il est d’ailleurs bien évident que tout miliew possédant un céne de divections

isotropoides devra étre obteny comme il est dit ci-dessus (N° XVI-3° ou N° XVII, les
six premiéres lignes).

XVIII.

On est alors tout naturellement amené a se poser la question suivante:

Existe-t-il, en dehors des milieux isotropes, des . milieux tels que toutes les
directions de I'espace soient isotropoides?

*Le mot cOne étant pris dans son sens général, il faut comprendre soit un cdne indécomposable
soit un cdne dégénéré en plusieurs cdnes distincts pouvant d'ailleurs eux-mémes se réduire par-
tiellement ou totalement & des plans.
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En se bornant aux milieux & trois plans rectangulaires de symétrie, on est
conduit a la seule solution constituée par le milieu a isotropie transversale dont
les coefficients satisfont aux relations:

H2M=a, M—-N=P=a.

XIX.

On a surtout examiné, dans ce qui précéde, les milieux de Green & trois
plans de symétrie rectangulaires. Ce sont de beaucoup les plus intéressants.

Outre qu'ils comprennent plusieurs systémes cristallins, il est assez vraisem-
blable que leur étude peut s’'appliquer méme & des systémes qui ne rentrent pas
dans cette catégorie par la seule nature de leur symétrie cristalline mais dont
les propriétés élastiques possédent cette symétrie.

C’est un fait analogue qui se produit, par exemple, pour les indices de
réfraction qui, méme dans le systéme anorthique, peuvent étre représentés par
ellipsoide des indices.

D’ailleurs, dans le cas général, outre qu'on se heurte & une extréme com-
plication des calculs, il ne faut pas se dissimuler ce que les résultats ont de physi-
quement illusoire, vu le nombre trop élevé des coefficients. Déja les neuf

coefficients des milieux A trois plans de symétrie sont un nombre bien con-
sidérable pour la technique actuelle.

Les recherches physiques qui pourraient &tre poursuivies dans la voie
indiquée par la présente étude semblent devoir étre aiguillées avec intérét vers
les milieux doués, non seulement de la symétrie trirectangulaire, mais encore de

quelque autre propriété diminuant le nombre des coefficients élastiques offerts
aux recherches du physicien.



QUANTUM THEORY OF PHOTOGRAPHIC EXPOSURE

By Dr. LupwiIK SILBERSTEIN,
Research Laboratory of the Eastman Kodak Company,* Rochester, New York, U.S.A.

The photographic emulsion, though in appearance continuous and uniform,
consists of a large number of minute grains of a silver halide, say Ag Br, crystals
of the simple cubic system, shaped as flat thin plates, mostly triangular or
round, ranging in size from a fraction of a micron to several microns. In practical
photography the emulsion spread over the base, plate or film, contains many
“layers’ of grains, i.e., a three-dimensional distribution of Ag Br crystals of a
considerable depth. For experimental purposes, however, a single-layer coating
is used, so as to simplify the conditions of exposure and to facilitate the counting
and planimetrizing of the individual grains. A typical sample of such a single-
layer plate, prepared and photographed under a magnification of 2500 by
Mr. Trivelli, is shown in Fig. 1. The Ag Br grains are distributed irregularly
over the area of the plate as flat targets of different sizes.

Fig. 1

When such a plate is exposed to light of sufficiently high frequency, and
plunged into a developer, some of the grains are blackened, while others lying
near around them, remain unchanged. A prolonged exposure would affect

*Communication No. 217.
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these also, until one by one all the available grains will have succumbed to the
incident light. Such a behaviour naturally reminded one of a rain or shower
rather than a flood action, and suggested the treatment of the photographic
exposure or formation of the latent image by means of Einstein’s light quanta
or, as I prefer to call them, light darts, as contrasted with the classical assump-
tion of a continuous distribution of energy in the incident light beam.

The purpose of this paper is to give a review of the theoretical and experi-
mental results obtained in the Eastman Research Laboratory during the last
three years and described more fully in a number of papers on the Quantum
theory of Photographic Exposure* and to indicate briefly some further yet un-
published results which seem to strengthen the evidence in favour of that theory.

It is true that Einstein’s concept of light quanta, first proposed in 1905,
has since found a stout support in several types of experiments, more especially
those which gave, mainly in the hands of Millikan, a most excellent verification
of Einstein’s photo-electric law based on that concept. Yet these experiments
prove in ultimate analysis only that for the liberation of each single electron
a full quantum #%» of light energy is required and is actually taken up by the
photo-electric plate, say a potassium cell, and that this process takes but an
light immeasurably short time; but they do not actually show that the impinging
is in itself a discrete assemblage of parcels of light (each containing a quantum)
haphazardly distributed and rushing through space independently of each
other. For, even if we knew beforehand such to be the case, the photo-electric
plate or cell, being to all purposes a unique target, could not reveal the discrete
nature of the onrushing shower of light darts. Again, the very nature of the
photo-electric effect, as actually observed (viz., number of electrons ejected
proportional to the impinging light energy) is such that the subdividing of the
cell into many disconnected, independent little targets would in no way influ-
ence the total amount of the effect. Caeteris paribus, the total number of electrons

liberated from all these minute targets would be the same as from the original
unique large target.

The conditions in the case of a photographic emulsion (a plate exposed to
light and ‘“developed’) are essentially different, and precisely such as to
enable us to distinguish between, so to speak, a flood- and a rain-action.
This difference between photography (which very likely is also a photo-electric
phenomenon) and photo-electric experiments proper is mainly due to the well-
established fact that a grain of an emulsion exposed to light is either not affected
at all or is made developable entirely, as a whole, no matter how large it is.
This holds even in the case of certain types of clumps, assemblages of grains
in intimate contact with one another, each of these clumps, as ascertained by
special experiments, playing the role of a single target for exposure purposes.
In our earlier experiments (Paper 1), aiming at a possibly wide range of target
areas, an emulsion rich in clumps, containing from two up to thirty-three grains,
was used. In most of the later experiments, however, the emulsions were practi-
cally composed of single grains, each acting as a single independent target.

*Phil. Mag., Vol. XLIV, p. 257-273; 956-968; Vol. XLV, p. 1062-1070. These will be
shortly referred to as Papers I, 11, II1.
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The sizes a (areas) of these targets which lie “flat”, 1.c., almost parallel to
the base, range from sub-microscopic ones up to 20 square microns, grains larger
than this being rather sporadic. It will be well to mention here that all, even
the most uniform emulsions practically obtainable and used in microphoto-
graphic experiments, consist of grains of perceptibly different sizes, the dis-
tribution of sizes ¢ among them being in each case characterized by what is
called the size-frequency curve of an emulsion. If f(a)da be the number (per unit
area of the photographic plate) of grains whose areas range from a to a+da,
the emulsion may be briefly referred to as one of type f(a), as e.g., of exponential
or of Gaussian (error-function) type. But the knowledge of the type is required
only in order to derive the integral law, concerning the photographic “‘ density”
as a whole, from the elementary law of exposure concerning each size-class of
grains separately. To begin with the latter, let there be, per unit area of the
plate, N grains or targets each of size (area) @, which can be measured, and let
n be the number of light-darts, again per unit area, impinging upon the plate.
Let ¢ be the fraction® of the area of each target vulnerable to light, 7.e., such
that on being hit by at least one light-dart of sufficiently small wave-length, it
becomes itself and therefore also makes the whole target or grain developable.
Then the total number £ of grains affected or made developable by this shower
of n darts will be, statistically (cf. Paper I),

(1) b= N(l —pTean )
If we put for brevity

2 v=lo ,
(2) v

this, the fundamental microphotographic formula can be written
(3) V= €an.

If the IV grains are not rigorously equal in size but form a class of average size
a and of a comparatively small breadth 2a, 7.e., ranging in size from ¢ —a to
a-a, the last formula is to be replaced by the following one (Paper 11)

v=ean — log ,

earn

which follows by integrating (1) over the whole breadth 2« under the assumption
that the distribution of sizes within this narrow range is uniform, i.e., f(a) con-

stant. Up to terms of the fourth order in ean the last formula can be written, to
all practical purposes,

(3a) v=ean — g(ean)?.
If, in a somewhat broader treatment, the sensitive part ez of a grain, instead
of being all in a lump, consists of a number « of sensitive “spots’’, each of area

w, if k¥ be the average number of spots per grain (of a given size a), and if the

*Its numerical value to be determined presently from the experimental findings.
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spots are assumed to be distributed haphazardly over the grains, then (Paper I1I)
formula (3) is replaced by
v=%(1—e"") =knw(l—inw)
or, the average specific sensitivity e being now given by e=kw/a,
(4) v=ean(l—Lean/%).

Thus far, however, our experiments were not accurate enough to distinguish
conclusively between (3) and (4), though in a few cases we had indications of
the refinement embodied in the second term of the latter formula, enabling us

to obtain a rough estimate of the number & as given by v, or log forn= o,

and amounting to something like 4 to 6 spots per square micron in the case ot
the Seed Lantern emulsion.

For the present the simpler formula (3) or, for a finite class breadth 2,
the formula (3a) is sufficient to cover adequately all our findings.

Passing to the experimental verification of the fundamental formula (1) or
(3), with the class-breadth correction as in (3a), it may in the first place be
mentioned that a considerable number of grain counts and measurements made
by my colleagues during 1921-23 gave results in very satisfactory agreement
with this formula with e constant, 7.e., for a given emulsion independent of a
and of #n. Part of these results will be found in the papers quoted above. [Some
of these were also shown on a slide in reading the paper.] Without re-discussing
these older experiments [ shall now pass to a brief description of some results
not yet published, obtained more recently from microphotographic counts and
absolute energy measurements made by my colleagues Mr. A. P. H. Trivelli
and Mr. A. L. Schoen, and tending not only to confirm the constancy of the
sensitivity fraction ¢, but also to measure its absolute value under the explicit
assumption that each impinging dart contains an actual quantum, /v, of energy.

The following table contains the values of the product en; obtained by
means of (3a) from the observed values of N, k,* and thence v, for ten successive
“steps’’ or exposures, proceeding after the powers of /2, and for six size-
classes of grains of a single-layer Seed Lantern emulsion exposed to light. The
number of impinging light-quanta per square micron of the plate in the first

m—1

step being denoted by 7y, that in the mth step was 2 2 ;. The second (correction)
term in (3a) amounted only to 0.060. Thus the quotients of the observed

m—1
24-0.060 into 2 2 and into the average class-size, as indicated in the first column,
should represent the product en;. There are in all thirty valuest. It will be
seen that apart from oscillations, which are on the whole irregular and well
within the limits of experimental error, the product en;, and therefore also the
specific sensitivity e is fairly constant, 4.c., independent of the size of the grains

*For the technique of these measurements and counts see a paper by L. Righter and
A. P. H. Trivelli in Phil. Mag., vol. XLIV, p. 252.

1The blanks are due to the technical difficulties of securing for the present reliable data for
very small grains and weak exposures as for very large ones and strong exposures.
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Step n/m i 11 II1 v \% VI VII | VIII X X i€
Qe 1 ) 2 1221 4 42| 8 8v2| 16 |164/2 |over steps
0.115 1.1711.40 1 1.34 | 1.20 | 1.21 1.264
0.30 0.9211.2511.2911.15]0.95|0.82]0.96 1.049
0.50 0.9511.23 | 1.3911.39|1.22}1.15}0.96 ] 0.91 1.150
0.70 1.133/ 1.41 { 1.40 [ 1.51 | 1.42 | 1.13 1.334
0.90 1.130] 1.68 | 1.50 1.437
1.10 1.36 1.360
- € 1.132] 1.345| 1.373| 1.273| 1.353| 1.203] 1.233| 1.083| 0.977| 1.085 ﬁ}l
over sizes 1.217,

and of the exposure. The arithmetical means over the sizes and the exposures
are given in the last line and the last column respectively. The general mean
of the 30 items is eny=1.218. In order to find the value of € belonging to the
grains of this emulsion, it remained to find the number of quanta of (blue) light
to which the plate was exposed in the first step. Now, from Mr. Schoen’s
absolute energy measurements and with the wave-length N=430uu as a com-
promise value for the standardized blue filter used in these experiments, it was
found that #;=31,000 per square micron. Whence, the specific sensitivity of
the Seed Lantern emulsion, e=0.39.107°, showing that only a very small fraction
of the area of each grain is actually sensitive to light. This result was by no
means unexpected. For our previous experiments (Paper III) with another
emulsion, W12C, and A=470, gave e=1.2.107°, a fraction of the same order.
Again, from a recent set of experimental data for a Graflex emulsion obtained
by my colleague Dr. E. P. Wightman (A\=460), I find, for four different ex-
posures, and in each case as an average over six size-classes of grains,

e=3.26, 3.28, 3.38, 3.25.107°,
with a general mean of 3.3.107°.

In view of the probable photo-electric nature of the exposure or the produc-
tion of the latent image, as already suggested by Joly, it is interesting to com-
pare these photographic results with some properly photo-electric ones. Now,
in Elster and Geitel's photo-electric experiments with what these eminent
specialists considered a very sensitive potassium cell only one in 2300 blue
light-quanta hitting the cell knocked out an electron®, and most of their cells
were even several times less efficient. The simplest interpretation of this
result is that only 1/2300 of the total area of the potassium cell was sensitive,
i.e., ready to part yvith an electron on being hit by a light-dart. Such behaviour

*This efficiency was only occasionally exceeded, about forty times, in certain experiments of
Pohl and Pringsheim. Cf. A. L. Hughes, Photo-Electricity, 1914.
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can reasonably be ascribed to some local irregularities® of the otherwise perfect
surface of potassium and similarly, in our photographic case, some local crippling
of the otherwise perfect cubic space-lattice structure of the silver bromide
grains. Thus 1/2300 would simply be the value of e to be ascribed to the said
potassium cell, and gathering the results, we have the following little table of
e-values:

Seed Lantern  0.4.107°,

wi2c 1.2.107°,

Graflex 3.3.107°%

Potassium cell ~ 43.107°,

Thus one of the best potassium cells is only about 13 times as efficient as the
grains of the most sensitive of these photographic emulsions, while this is over
eight times as sensitive as our first emulsion. In fine, the sensitive fraction e
of the total area of these heterogeneous targets is very much of the same order,
and its value, which at first might seem surprisingly small, receives thus a certain
degree of plausibility. The actual sinallness of ¢, especially in the case of
photography, may also have some practical interest. For it makes it reasonable
to try to increase it considerably, pushing its value towards unity as its ideal
limit. It may turn out that, as in the case of photo-electricity proper, the
occlusion of foreign atoms within the lattice of the silver halide grains will help
to solve this practical problem. But considerations of such a nature are entirely
beyond the scope of the present paper.

Thus far the microscopic aspect of the theory relating, that is, ta the indi-
vidual grains of an emulsion. Passing to the macroscopic part of the subject,
it will be enough to consider here only that integrated or density formula which
holds for commercial (many-layered) emulsion coatings of the exponential
type, in the sense explained at the beginning of the paper. In fact, it appears
that the effectivef frequency curve for most of the emulsions dealt with in
experimental and in practical work is, to all purposes, adequately covered by
the exponential function

J(@)=Ce™,

where C,u are constants. Such a distribution, moreover, can safely be assumed
to hold from ¢=¢;=0 to a= . (The more general case of any finite a, as,
given in Paper II, is of purely academic interest.) Under these circumstances,

and integrating the fundamental formula (1), the total area affected by a shower
of » light-darts is found to be

(14-en/p)?’
(oo}
where A =J fla)da=1-0, say, is the total available area of silver halide (always
0

*Due perhaps to the presence of some foreign atoms, such as the occlusion of minute amounts
of argon in Pohl and Pringsheim’s experiments.

tThus to call the frequency curve when account has been taken of the mutual shielding of
targets occurring in a many-layered coating. Cf. Paper I, p. 265.
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per unit area of the plate or film). In all practical cases 8 is but a small fraction,
107% and less, namely the fraction of the plate area uncovered by silver halide.

Now the so-called photographic density D is defined as the common loga-
rithm of the opacity of the plate, which is the reciprocal of the transparency,
and the latter can roughly be taken to be 1—o. Thus

(5) D= —Log (1—a),
where Log stands for log base 10. If E be the exposure in any conventional units,
we can put

€1

—_— =aE’
M

where o will be a plate-constant to be determined empirically. Thus the density
as a function of exposure becomes

1-9
6 D=-Lo [9—{— _—_——}
© # (I+ak)?
If D,, is the extreme density obtainable on the given plate, the directly ascer-
tainable meaning of 6 is given by D,,= —Log 6, which follows from (5) for =4 =

1-0 or also from the final formula for £E= «. In most practical cases D,,
certainly exceeds 2, so that §<0.01.

This new type of formula turned out to represent very closely a large number
of densitometric observations made on a variety of plates, exposed to either
X-rays or ordinary light, by my colleagues Mr. R. B. Wilsey and Mr. Emery
Huse.

To begin with the former, I tested first an important sub-case of (6), to
wit, for negligibly small  or rather for a2 not large enough to reveal § and thus
to reach what is known as ‘‘the shoulder” of the characteristic curve® of a
plate or film. This sub-case of the complete formula,with §==0, is

(6a) D=2 Log (14+ak),

a formula of remarkable simplicity, yet one that turned out to cover accurately
the densities observed in a very wide range of exposures. In the following table
the third line contains the densities observed by Mr. Wilsey on a film exposed
to X-rays in the range of E=1 to 644/ 2, the development conditions being
the same for all fourteen exposures. The second line consists of the D-values
calculated by (6a) with «=0.151. The agreement is very close indeed, the
deviations 6D being well within the limits of experimental error. An equally

E | 1 |V2] 2 27v2] 4 |42 ] 8 [8V/2] 16 [16V/7] 32 [32v/2] 64 |64v/2

Deale.| 0.12] .17} .23| .30; .41| .54 .69 .86 | 1.07] 1.29] 1.53| 1.79| 2.06| 2.33

Dobs. | 0.08] .15 .20{ .29/ .40| .54 .72 .90 | 1.10]{ 1.3

]

1.56( 1.80| 2.12| 2.48

0D |4 .04|4 .02{4 .03+ .01{+ .01 .00|—.03|—.03s'—.03|—.03|—.03(—.01| —.06| —.15

*D plotted against Log £
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good agreement with (6a¢) and in a yet wider range, was obtained for a set of
X-ray experiments made more recently by Mr. Wilsey's temporary collaborator
Mr. A. R. Riddle. An important point in connection with these, and all the
following experimental verifications is the selection, with a given developer,
of the proper development time. Several copies of each sensitometric strip
should be prepared, or one cut up into several narrower strips, each extending
over the whole range of exposures, and the different strips developed for various
times so distributed as to give a sufficiently complete information about the
progress of development. Of these strips one, corresponding to a certain de-
velopment time, will be picked out and found to agree with the formula, with
a constant coefficient a. For either a shorter or a longer development time the
values of a determined from pairs of observed D and E will be found to vary
systematically all along the range of exposures. Thus, for instance, 6 minutes
was the development time for Mr. Wilsey's data, just quoted, giving an almost
perfect agreement, whereas strips developed 5 minutes and 7 minutes led to a
series of a-values decreasing and increasing, respectively, with increasing ex-
posure. Manifestly, such a selection of development time is unavoidable, for,
since our formula gives only the area of the silver halide ‘‘affected” by light or
made developable, but not yet actually developed, certain development
times will be too short to blacken entirely all the grains thus affected, while
others will be long enough to blacken not only these but also a number of other
grains not hit by light-darts at all (fog). A formula taking account explicitly
of the development-time as well as of exposure has recently been constructed
and will be given in a forthcoming paper. Meanwhile we shall be content

with this representation of density as function of exposure alone. Thus far the
sub-case (6a).

Next, to cover the experimental characteristic curves stretching over
E-values high enough to show the ‘shoulder,” we have to use the complete
formula (6), with the two plate-constants 8 and «, of which the former is readily
determined from the highest steps by means of D,,= —Log 6, and the latter from
a few of the lower steps, where 6 plays no perceptible role. The close agreement
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of the formula with characteristic curves observed on several types of emulsions
(plates and films) exposed to either light or X-rays will be seen from the Figs. 2,
3, 4, 5, in which the circlets represent data observed by Mr. Huse, and (in the
case of Fig. 3) by Mr. Wilsey, and the full curves are drawn according to formula

28l

eor

o2
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Fig. 3

35

301
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Fig. 4

(6) with the following values of the constants: For Fig. 2, relating to Seed 26,
exposed to light, §=0.0035, a=0.150; for Fig. 3, Eastman X-ray Film, single
coating, exposed to X-rays, §=0.00140, a =0.0487; for Fig. 4, relating to Eastman
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Positive Film, exposed to light, §=0.00025, a=0.416, and finally, for Fig. 5,
concerning a Seed sample (reference No. 6429), exposed to light, §=0.00140,
a=0.244. The differences between the observed and the calculated densities
scarcely exceed the limits of experimental error. A good number of other
results of much the same kind, obtained in the course of the last two years,

28r
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might be shown, but these few, of which some cover a very wide range of ex-
posures, will suffice to support the proposed densitometric formula and through
it, also, to a certain extent, the fundamental formula (1), from which it followed
by integration over all grain sizes under a reasonable assumption as to the
type of the frequency curves of the emulsions.

Note added in reading the proof, October 31, 1927. In the course of the three years which
have elapsed since this paper, as read at the Congress, was written, a further scrutiny of the
microphotographic data has necessitated a complete modification of the proposed exposure
theory, transferring the element of chance from the impinging light to some peculiarities
(nuclei) of the silver halide grains themselves, haphazardly distributed among them. For
details of criticism see the writer’s recent paper, Criticism to the Theory of Photographic

Exposure (now in the press of the Phil. Mag.), where also the alternative, nuclear, theory is
fully developed.



A SHORT CONTRIBUTION TO THE KINETIC THEORY OF GASES

By DRr. CrisTéBAL DE L0osADA Y Puca,
Lima, Peru.

I intend to deal in this paper with the question of the probability of a free
path taken at random reaching the length 7, and with that of the probability that
its length lies between 7 and 7-dr. As soon as a molecule 4 has collided with
another, which we will call B, molecule 4 is projected in a certain direction,
along which it continues moving until it collides with another molecule C: the
path described by molecule A between these two collisions is what we call the
free path.

We may define the probability P of a free path reaching the length 7 as
ey P=f(r).

The probability Q that the length of the free path will lie between 7 and r-+dr
is obtained on taking the first differential of P, that is to say

(2) Q=-— __d_f_(r_)_ dr.
dr

According to its physical meaning, function (1) must be continuously
decreasing; because in order to reach a given value, the length of the free path
under consideration has to take in succession all the lower values.

In the Kinetic Theory of Gases, an expression for formula (1) is given, viz.,

r

(3) P=¢i

where j is the mean free path. (Cf., e.g., Jeans, Dynamical Theory of Gases,
3d ed., p. 257).

The plan of this paper is as follows:
I. Analysis of formula (3).

II. Deduction of a new form of equation (1), instead of (3).

I. ANaLvsis oF ForMuLAa (3)

Equation (3) defines P as a continuously decreasing function of 7, and its
first derivative is also monotonic. Now, in accordance with its physical mean-
ing, function Q must not be monotonic, but first increasing and then decreasing.

In effect, let s be a length exceedingly small compared with the mean value
of the distance from any molecule to the nearest one. Then, it seems thata
2-10



138 CRISTOBAL DE LOSADA Y PUGA

free path of length 25 must be more probable than a path of length s, because
for the path to have the length s it would be necessary that molecule C be at a
distance s from the point where 4 and B would collide. Now, if the mean
value of the distance from any molecule to the nearest one is very large compared
with s, it will be more probable for molecule C to be at a distance 2.s than at a
distance s: function Q, therefore, must be increasing for small values of . On
the other hand, the free paths of great length will have very few chances of
occurring; and the greater the length, the less the probability. Consequently,

for large enough values of 7, Q must be a decreasing function, and it cannot be
monotonic.

The reason why function (3) presents this inadequacy, is perhaps the
method employed in deducing it, which involves the misstatement of assuming
the decreasing probability even for small values of 7.

But if the number of molecules tends to prevent the paths being too long,
the distances between the molecules tend to prevent the paths being too short.

II. DeEpUCTION OF A NEW ForM For EqQuaTion (1) INSTEAD oF (3)

To find a new form of equation (1) which is free from the objections raised
against (3), let us consider molecule A at the instant at which, owing to its
collision with B, it is projected and begins to travel over the free path whose
length is the variable 7 of our equations. ILet us imagine the molecule 4 sur-
rounded by its ‘“protecting sphere’ (sphére de protection, Abstandssphire)
whose radius o is equal to the diameter of the molecule. As the molecule travels
along the path 7, the protecting sphere will generate a cylinder of volume wa?r.
The free path will end as soon as the centre of any molecule C lies within this
cylinder. Let us imagine now a sphere of radius 7, whose centre lies at the
point where the centre of molecule 4 was at the instant of its collision with B:

the volume of this sphere will be §7r7'3. Now, if we suppose that within this

sphere there is a single molecule, the probability that the centre of this molecule
lies within the cylinder will be

wo’r _ 3a?

4 . 472
Zay

and the probability that it lies outside of the cylinder (i.e., the probability that
the free path of molecule 4 be uninterrupted within the sphere of radius 7, or
the probability that the free path reaches at least the length ) will be

_ 3a?

1 .
472

Now, if instead of there being a single molecule in the sphere of radius 7,
there should be N, the probability of the free path reaching the length 7, would be

® r=(-55)
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The number N of molecules contained in the sphere of radius 7 is evidently

% w71, n being the number of molecules contained in the unit of volume (this

depends only on temperature and pressure). Replacing this value of N in (5),
we have:

4
302 \zn
6 P= (1— _>3 :
(6) y”

The probability Q that a free path lies within » and r-dr, is obtained by

taking the first differential of (6), # being the independent variable; this gives
the expression

4 3o? ém-l[ ( 302> ( 302> 302]
7 =— gl 1——— )3 31— 1 1— dr.
O Q==3r ( 4r2> 4 ) % ) o

Finally, let us compare our fundamental equation (6) with the classical
equation (3). To do this, equation (6) may be written:

PJ :—1_; %—I.—WW
)|

2
A4 =m, Toin = L (Clausius’ value),

Bl j

Calling

we have

[T L) e 2 TH

and developing by the binomial theorem,

m m—1 ~r/j
T
m m m m m

As 7/0 increases indefinitely, m becomes very great; and then the first term
of the series becomes ¢ in the limit and all the others zero: therefore, for great
values of 7/¢ equations (3) and (6) tend to equality.

There are, as is known, several expressions for j: one deduced by Clausius
on the hypothesis that the molecule under consideration moves among a cloud
of molecules at rest; a second value deduced by the same author, on the suppo-
sition that all the molecules are moving in every direction but with the same

velocity ¢; and yet another due to Maxwell, obtained by applying the principle
of distribution of velocities.

Equation (6), proposed in this paper, coincides at the limit with the classical
one, upon the condition that we take for j the first of the expressions just men-
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tioned. This was to be expected, because in deriving the formula (6), I have
supposed all the molecules except 4, at rest. We might improve our equation
(6) by taking account of the chaotic motion of the molecules.

Fig. 1

Fig. 2

Figs. 1 and 2 show approximately (they have not been computed) the values
of P and Q according to equations (3) and (4), and to equations (6) and (7),
respectively.



SUR UN GROUPE DE TRANSFORMATIONS QUI SE PRESENTENT
EN ELECTRODYNAMIQUE

PAR M. S. ZAREMBA,
Professeur @ I’ Université de Cracovie, Cracovie, Pologne.

Les équations qui existent entre des éléments qui ont une signification
physique jouissent ordinairement de certaines propriétés d’invariance faciles a
apercevoir avec sireté & priori. D’autre part, des propriétés de ce genre limitent
a elles seules, d'une fagon considérable, la variété des hypothéses admissibles,
en ce qui concerne la forme des équations correspondantes.

Par conséquent, dans la recherche des équations de la Physique, il serait
peut-€tre avantageux de commencer par tirer parti des propriétés d’invariance
des équations demandées d’une fagon plus systématique que cela ne se fait d’ordi-

naire. C’est ce que je me propose de montrer sur un exemple qui présente
peut-étre quelque intérét.

Dans ce qui va suivre, j'adopterai la conception traditionnelle de 1l'espace-
temps parce que, jusqu’a présent, on ne sait pas, comme je ’ai fait voir ailleurs,*
établir, d’'une fagon satisfaisante, une correspondance entre les valeurs numériques

des grandeurs considérées dans la théorie de la relativité et des opérations de
mesure.

1. Pour définir un champ électromagnétique (C), dans le vide, il suffit de
choisir un systéme de coordonnées déterminé et de faire connaitre deux vecteurs
comme fonctions du temps ¢ et des coordonnées x1, xs, x3 de l'origine de chacun
d’eux; l'un de ces vecteurs, soit e, représentera alors la force électrique au point
(x1 x9, x3) & I'époque ¢, c’est-a-dire la force qui solliciterait a I'époque ¢ un point
matériel' M chargé de 'unité d’électricité et situé au point (xi, xs, X3); quant au
second vecteur, soit m, il représentera la force magnétique au point et a 1'époque
considérés, c’'est-a-dire la force qui solliciterait & 'époque ¢ un pdle magnétique
P, d’intensité égale A 'unité, situé au point (xi, xe, x3). Les définitions pré-
cédentes impliquent que, par rapport au systéme de coordonnées (que nous
allons nous représenter comme un systéme de coordonnées cartésiennes rectan-
gulaires), les vitesses du point M et du pdle P sont nulles. Nous avons formulé
les définitions considérées de sorte que la circonstance précédente se présente
parce que la force dérivant du champ et sollicitant un point électrisé dépend en
général non-seulement de sa position & l'époque considérée, mais aussi de sa
vitesse par rapport au systéme de coordonnées (S) et qu'il en est peut-&tre de

*S. Zaremba. La théorie de la Relativité et les faits observés. Jour. de Math., 1922, p. 105.
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méme pour un pdle magnétique. Cela posé, il est tout indiqué de donner aux
vecteurs e et m les noms de force électrique et de force magnétique du champ

(C) relatives au systéme de coordonnées (.S); c’est ce que nous allons faire doré-
navant.

Voici maintenant un probléme qui se présente de lui-méme: Connaissant les
forces électrique e et magnétique m d'un champ électromagnétique (C) relatives 4
un systéme de coordonnées déterminé (S), déterminer les éléments analogues e’ et
m/, relatifs & un systeme de coordonnées (S’) qui se déplace d'une fagon donnée par
rapport au systeme (S).

Je me propose d’étudier ce probléme dans le cas particulier ou le systéme

(S') est animé d'un mouvement de translation rectiligne et uniforme par rapport
au systéme (S).

2. Les notations précédentes étant conservées, désignons par # la vitesse
constante du systéme (S’) par rapport au systéme (S). Nous admettrons ce
qu’admettent d'une fagon plus ou moins explicite tous les physiciens, & savoir
que la solution de notre probléme peut &tre représentée par 'ensemble de deux
équations vectorielles de la forme suivante:

-
) e d>(e,.m, u),

ml = ‘p(e’ m1 u)Y

ou ¢ et ¢ représentent des caractéristiques qu’il s’agit de déterminer.
Désignons d’'une fagon générale par

’ ’ .
€y My, €, My, Uy, (’L= 1,2, 3)7

les projections orthogonales respectives des vecteurs ¢’, m/, ¢, m et u sur 'axe de
numéro i dans le systéme de coordonnées (S). Chacune des équations vec-
torielles (1) se décomposera en trois équations scalaires de sorte qu’en définitive
nous aurons le systéme suivant de six équations scalaires:

a3
ei=¢i<ely €2, €3, M1, Ma, N3, U1, Uy, ua)v .
(2) i (i=1, 2, 3),

’
m;=y;(ey, eo, €s, My, Mg, Mz, U1, Us, Us).

Voici d’abord une proposition qui résulte immédiatement de la nature
vectorielle des égalités (1):

(A) Silon désigne par &1, &, & les projections orthogonales d'un vecteur quel-
conque sur les axes du systeme (S), chacune des expressions:

3

(3) glé,-d);(el, oy My, o, Uy, L .),
3

(4) glsi\bi(elr cey My, Ly Uy, ~)r

représentera un invariant du groupe des rotations.

Pour aller plus loin, considérons un troisiéme systéme de coordonnées (S'’)
animé, par rapport au systéme (S’), d’'un mouvement de translation rectiligne
et uniforme avec une vitesse #’. Désignons par

” ’” ’

€, My, Uy
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les projections orthogonales respectives sur 'axe de numéro ¢ dans le systéme
(S) des forces électrique ¢’/ et magnétique m’’ du champ (C), relatives au systéme
(58", ainsi que celle du vecteur #’. Pour obtenir les expressions des ¢; et m; en
fonction des quantités

€y My, Up, (k‘_‘ly 2, 3):
il suffit évidemment de substituer dans les équations (2) aux symboles:

6;, m;'v €y My, Ugy

respectivement les symboles:

e ” ’ ’ ’
€, mil eiv my, ui'
Nous aurons donc:

" ’ ’ ’
€; =¢1’(61» ~~'1m11 ~‘-1u’11 )v

(5)

m; =yiler, .., My, ..o, ).
Cherchons maintenant les expressions des ¢; et m; au moyen des quantités
e, m;, (1=1, 2, 3).
Il y a deux maniéres d’obtenir les formules demandées:

1° On peut porter les valeurs (2) des e; et des m; dans les formules (5).
2° Le systéme (S”) se déplagant par rapport au systéme (S) avec une
vitesse qui, en projection sur les axes de ce systéme, a pour expressions
wHu, (i=1,2,3),
on obtiendra encore les formules demandées en substituant, dans les formules (2)
aux symboles
e, m;, u;, (i=1,2, 3),
les symboles
e, my, wi+u, (i=1,2, 3),
ce qui donne:

” ’
6,‘:(]5,-(81, ey My, ...,M1+M1, ),
” ’
mi=¢i(ely cey My, ~--1u1+u17 )

Evidemment, les deux procédés doivent conduire aux mémes expressions

” ” » . . .
des ¢; et m;. Cela posé, on reconnait sans peine que l'on a la proposition
suivante.

(B) L’ensemble des formules (2) définit un groupe G de transformations ponctuelles
a trois parametres uy, g, s de l'espace arithmétique @ 6 dimensions; dans ce groupe,
les parametres du produit de deux transformations sont toujours égaux aux sommes
des parametres homologues des facteurs.

Le groupe désigné par G dans 'énoncé précédent jouit encore évidemment de
la propriété que voici:

(C) Le groupe G contient la transformation identique et cette transformation
correspond aux valeurs nulles des parametres.

3. Pour appliquer la méthode de Sophus Lie & la détermination des trans-
formations du groupe G, il suffirait de connaitre les fonctions
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(6) $siv Msi

définies par les formules:
i}
£ =(_‘P3>
aui Ur=uy=u3=0,

S,
aui ur=ug=u3=0.

En effet, dans ce cas, les fonctions chercheés seraient définies sans ambiguité
par les conditions suivantes:

Q0

1° Chacune de ces fonctions devra étre une intégrale commune du systéme
jacobien:

3 3
(®) ¥ _se, v ma, 2L G=1273).
ou;  s=1 de;  s=1 d

R
2° Pour
u1=u2=u3=0,
et en vertu de la proposition (C), les fonctions ¢, et ¢, devront se réduire respec-
tivement 2 e, et m;.

Cherchons donc les expressions des £ et des n,; . A cet effet posons:

3
(9) T=2£S¢S(81“, ey My, L., Uy, ).
s=1
Les formules (7) nous donneront alors:
T ) :
10 5i = | —— (s,4=1,2,3),
( ) 2’ ( 6556141- wm=ur=u3=0, )

Pour aller plus loin, adoptons la convention suivante: un symbole de la
forme F; étant défini seulement pour les valeurs 1, 2 et 3 de l'indice 7, nous

considérerons le symbole Fj, ol k représente un entier quelconque, comme
défini par la formule:

Fr=F;
ol ¢ représente l'entier déterminé par 'ensemble des relations:

i=k (mod. 3), (1=1=3).
Posons maintenant
N =ity Migg — Citg Mity.

La fonction T, définie par la formule (9), étant, en vertu de la proposition
(A), un invariant du groupe des rotations, il résulte des formules (10) que les
£;; sont les composantes d’un tenseur du second degré. Cela posé, on trouve:

(12) £ =ef1(3) +mfa() +n,fs(5)
en posant
(13) fk(i)=pk,1ei+Pk,2mi+Pk,3niv ('Lv k=1v 29 3)v

ou les p,, sont des invariants du groupe des rotations, fonctions des seules
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variables ¢; et m; (1=1, 2, 3).

Cela posé, j'observe que les fonctions a1, az, as,
définies par les formules:

3 3 3
ar= 2 ey}, ag= E mg?, ag= E e My,
k=1 k=1 k=1

-constituent un systéme complet d’'invariants indépendants des variables e; et m;
par rapport au groupe des rotations. Il résulte de 1a que les pp,; pourront
&tre regardés comme fonctions des seules variables a1, az, as.

D’une fagon tout-a-fait analogue on trouve:

(14) Ns,i = esqbl(i) +ms¢2(i) +ns¢3(i) y
en posant
(15) D1(1) = Q1 €+ Gr2 M+ Qp s My

ol les gy, représentent des fonctions des seules variables ai, as, as.

Pour résoudre notre probléme dans toute sa généralité, il faudrait déterminer
d’abord, de la fagon la plus générale, les p et les ¢ par la condition que le systéme
(8) soit un systéme jacobien, ce qui exigerait l'intégration d’'un systéme com-
pliqué d’equations aux dérivées partielles du premier ordre, et passer ensuite a
I'intégration du systéme (8) lui-méme. Toutefois, le probléme se simplifie beau-

coup quand on veut se borner au degré de généralité qui semble suffisant au
point de vue de la physique.

En effet, d'aprés les hypothéses généralement admises, la différence
e’ —e,

ou ¢’ est défini par la premiére des formules (1), représente un vecteur perpen-

diculaire a la vitesse . D’autre part, il semble naturel d’admettre qu'il en est
de méme du vecteur:

m' —m.
Or, les hypothéses précédentes étant adoptées, on trouve que 'on a

(16) Eip+ i =0, mip +mu =0, (4, k=1,2,3).
Posons

3 3
NN =2 &y i + 2 o
s=1 aex s=1 ams

En vertu des équations (16) les conditions nécessaires et suffisantes pour que le
systéme (8) soit un systéme jacobien prendront la forme suivante:

(17) )‘i(gs,k) =)‘i(7h,k>=0’ (%, ky S=1, 2y 3)

11 résulte immédiatement de 14 que les formules (2) s’écriront comme il suit:

3
g e =e¢;+ 2 £y,
(18) J k=1
| 3
( m;' =m;+ 2 nip U
k=1
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En effet, & cause des équations (17) les valeurs (18) des ¢;" et des m,” seront des
intégrales communes des équations (8). D’autre part, pour

y=uy=1u3=0
les formules (18) donnent
e’ =e;, mi' =m;,

et cela achéve de prouver que les formules (18) sont bien les formules cherchées.

4. D’aprés ce qui précéde, le probléme se raméne & la détermination des
E,’k et des Nike

Les conditions (16) donnent:
0i=q:;=0,
biit1 Tbin,i =0, (2=1,2,3),
%1 TGitr,i =0,

et, en définitive, on trouve que les formules (12) et (14) peuvent étre ramenées a
la forme suivante:

&i=m,i=0,
(19) *l —&ig,i = & i =Pr€iret Do ot Paniype,
= Mid,i =M, = Q182 QM+ qan, g,

ol les pr et les gp(k=1, 2, 3) représentent des fonctions des seules variables ai, as, a3.
Les équations qui déterminent ces fonctions s’obtiennent en développant
les conditions (17). Pour écrire les équations précédentes, posons

v A=a,0,—aj,
(20) M =qi01— paas+(g2— p1) as,
A=p(prtaq), B=pi+pgy, A'=q:(p1+a), B' =g +paqy,
et définissons trois opérateurs différentiels w1, us et uz par les formules:

a d a
M= ——2p3a3 — —2qmz — (P3a2+93a3) —
6a1 6a2 6a3

) IS} 0
pe=2psa; — +2qsa3 — + (psas+gsar) —,
day Jdag Jdag

)
dag
les équations demandées pourront alors se mettre sous la forme suivante:

A{ui(pyr) —psq1} +aaps M =0,

A { pe(p1) +2P3P1+Q3P2} —azpsM =0,
Apg(p1) — agd — 4B =0,

A{pi(pa) — psp1— Psqa—qspe} — aspaM =0,
A pa(po) +papa} +arps M =0,

’

[¢] I¢]
pus=—2py — +2q1 — + (p1—¢»)
day dag
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Aps(pa) +asAd +a B=0,

A{pa(ps) = psgs} +a2d 4-a;,B =0,
A{us(ps) + 85} —asd —aB=0,
Aps(ps) +ps M =0,

A{wi(g1) —gsqs} +aga M =0,

A pa(g1) +03g1+gap1+sgs | — aags M =0,
Apz(q1) —asA’ —ayB'=0,

A{pa(ge) — psg1 —2qsGe} —asgs M =0,
A { pa(ge) +qspa} +ongs M =0,
Apa(qs) + 014’ +a3B =0,

A{pr(gs) — G} +asd’+asB' =0,

A ua(gs) +93P3} —a1A'—a3B' =0,
Aps(gs) +gsM =0.

Sans insister, pour le moment, sur la discussion un peu laborieuse du systéme
précédent et en réservant pour un autre travail quelques applications des ré-
sultats obtenus, je me bornerai actuellement & faire remarquer que, si 'on
adopte 'une des hypothéses sur lesquelles M. Lorenz* a fondé la théorie des
électrons, hypothése qui revient & admettre que

P1=P3=07 P2=0y

on trouve
q1=q2=qg3= 0,

ce qui exprime que, par rapport au groupe défini par les équations (18), la force
magnétique est un invariant.

*H. A. Lorenz. The Theory of Electrons. Leipzig, B. G. Teubner, 1909, p. 14, formule 23.






SUR LA NATURE DES GRANDEURS ELECTRIQUES CONSIDEREES
EN ELECTROSTATIQUE

Par M. J. B. PoMEY,
Directeur de I Ecole Supérieure de Télégraphie, Paris, France.

1. On dit d’ordinaire que le calcul vectoriel est le langage naturel de la
Physique, mais il a l'inconvénient de supposer que 'on connait les propriétés
métriques de 'espace. Or, on peut définir le champ électrique et le déplacement

électrique sans faire appel & la métrique; il parait donc préférable d’employer
les notations du calcul tensoriel.

2. Un vecteur est défini si on se donne son origine (ai, @z, @3) et son extrémité
(b1, ba, b3); si 'on considére comme données seulement les différences (b;—ay,
bs—as, bs3—as) on arrive A la notion de vecteur libre. Le vecteur libre déterminé

par ses composantes suivant un systéme fondamental de vecteurs unités est
un vecteur contrevariant.

De méme, un plan peut étre défini par 'équation

(1) 1%+ aeXe +asxs =d.
Mais si nous associons a ce plan un plan paralléle
(2) o+ axye+asys=d—+h,

nous formons, avec leur ensemble, un doublet. Par différence, nous obtenons:

a1(y1—x1) +aa(ye — x2) +as(ys — x3) = h.

Les différences (y,— %1, ¥v2— %2, ¥3—3) sont les composantes d'un vecteur libre
qui a son origine dans le plan (1) et son extrémité dans le plan (2), et l'on peut
faire abstraction de la valeur particuliére donnée a d. Le doublet peut alors

&tre transporté A volonté, parallélement A lui-méme: il est caractérisé par le

nombre . L'équation
012 t a2t a3t =h,

ou l'on se donne & et ou 2, 22, 2% sont les composantes d'un vecteur libre con-
trevariant quelconque, allant d’un point quelconque du premier plan a un
point quelconque du second, définit un tenseur du premier degré dont les com-

posantes covariantes sont (as, as, @3). La quantité & est supposée indépendante
du choix du systéme de référence.

3. La notion de vecteur contrevariant se rattache a la notion de translations

équipollentes, celle de tenseur covariant a une répartition de surfaces de niveau
planes.
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4. On peut définir le champ électrique par le travail nécessaire au déplace-
ment élémentaire d'une charge donnée.

Trois expériences le long des chemins dx!, dx?, dx® suivant trois vecteurs
unités fondamentaux donnent les travaux d7T4, dT,, dT5 et 'on a:

dT1=E1dx1, de =E2dx2, dT3=E3dx3.

Si 'on déplace la charge suivant le chemin élémentaire ds qui a pour com-
posantes contrevariantes dx', dx?, dx?® on a un travail 7 et 'experience montre que
l'on a:

dT=dT1+dT2+dT3,
ou
AT =3ZEdx".

L’ensemble des expériences montre qu’en opérant avec une autre charge
d’épreuve, les travaux seraient proportionnels. Ce rapport caractérise donc la
charge d’épreuve, et, si on la suppose égale a I'unité, les coefficients E;, E,, E;
caractériseront le champ en chaque point; d7 joue le rdle de la quantité % et
dxt, dx?, dx?, celui des composantes 2, 22, 2%

Donc, Ei, E,, E; sont les composantes d'un tenseur covariant du premier
degré, puisque d7 est évidemment indépendant du systéme fondamental
d’unités choisi au point considéré.

On voit que tant que la métrique n'est pas précisée, le champ électrique
se présente comme un tenseur covariant.

5. On peut, de méme, définir le déplacement de Maxwell par le phénoméne
de I’électrisation par influence. Exposons au champ un petit disque conducteur;
il prendra, sur I'une de ses faces, une quantité d’électricité+gq et sur la face
opposée la quantité d’électricité—¢g. Cette quantité est evidemment un in-
variant; elle ne dépend pas du choix du systéme fondamental de vecteurs unités.
Pour la déterminer, il suffit de faire trois expériences en plagant chaque fois le
petit disque dans une des faces du triedre de référence au point considéré. En
opérant avec d’autres disques, on met en évidence par l'expérience ce fait que
la charge induite par influence électrostatique est proportionnelle & la surface
(Cf. N° 6, notion de volume).

Si le petit plan d’épreuve est un parallélogramme (S) construit sur les trans-
lations élémentaires dx!, dx?, dx?; 6x!, 6x2%, 6x° on peut considérer successivement
les parallélogrammes élémentaires situés dans les faces du triedre de référence:

dx?6x3 — dx?ox?, dxddxt —dx'éx®, dxléx? — dx?dx?,
et 'on aura les quantités induites:
q1= Da3(dx?5x® — dx®x?),
qa= D31 (dx?6x' — dx'6x%),
g3 = D12(dact6x% — da?6x?).

Dés lors, 'expérience montre que pour le parallélogramme (S) on aura une
charge ¢ égale & g1-+¢2+¢s soit
g=q+g2+qs
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et, par suite,

Dys Dyt Dy
g=|dx* dx? du?
oxt ox? 6t

De 1a résulte que le déplacement électrique, qui caractérise cette électricité
induite, est entiérement défini par les trois coefficients D, D3, Dy, et comme
Pexpression générale d'un tenseur du second degré est

g=2 z D,'jdxiﬁxj,
ij

expression qui comporte six coefficients dans le cas général, on en conclut qu’on

a affaire 4 un tenseur dégénéré du second ordre.

6. Remarquons maintenant que si 'on considére le volume du paralléli-
pipéde construit sur trois vecteurs comme c6tés, on peut, indépendamment de
toute métrique, définir ce volume comme égal, & un coefficient pres, a la fonction
trilinéaire alternée

g2 g
o 9|,
S G

ou (&, £, &), (04, »%, 7, (¢, % ), sont respectivement les composantes con-
trevariantes des trois arétes.

Le coefficient par lequel il convient de multiplier ce déterminant est d’ailleurs
le volume construit sur les vecteurs unités du systéme fondamental choisi. Soit
v ce ccefficient. Le volume sera donc

gog g
vigt gt pd
[ G

Il deviendra égal & ¢ si je remplace

7Y, 9% 9% pardx!, da?, dxd,
L2, ¢ par dxl, 8xf, 8«3,

vEl, vé, vf par Dgs, Da, Dia.
Comme le volume est un invariant et que g est aussi un invariant, les quantités
vsl’ 1)22, ‘2}53'
d'une part, et
-D23s D31) D121

d’autre part, seront soumises aux mémes transformations.

On peut donc poser Dyy=9D1, D3y =vD?, Dyp=vD? (D!, D? D?) étant mis a
la place de (&, £, £) pour représenter les composantes contrevariantes d’un
vecteur.

La présence du facteur v indique que 'on doit considérer (D3, D31, Dis) comme
équivalent A une densité tensorielle.
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7. Il résulte de 12 que 'intensité de champ est un tenseur covariant et que
le déplacement est une densité vectorielle. Ce sont donc des grandeurs d’espéces
différentes. Pour cette raison, il y a lieu de donner des noms différents aux
unités avec lesquelles on les mesure.

8. La relation vectorielle
D=E

qui est vraie en dehors de la matiére ou des électrons, ne peut étre exprimée
qu'autant que 'on a fixé la métrique, car on peut alors passer des composantes

covariantes aux composantes contrevariantes, et, par suite, mettre cette relation
sous une forme invariante.



SUR QUELQUES APPLICATIONS DES EQUATIONS INTEGRALES
AU PROBLEME DE L'HYSTERESIS MAGNETIQUE

Par M. V. A. KosTITZIN,
Professeur & I Université de Moscou, Moscou, Russie.

1. Pour expliquer le phénomeéne de l'induction magnétique, nous avons des
théories moléculaires en vertu desquelles chaque particule de matiére est con-
sidérée comme un aimant élémentaire assujetti aux forces de liaison et sur la
nature desquelles on peut former des hypothéses trés variées. En désignant par
x(f) I'intensité du champ magnétisant, par y(f) 'intensité d'aimantation induite,
et par ¢ le temps, on trouve une relation de la forme

1) y=MF(x)

ol F(x) est une fonction impaire avec les propriétés suivantes:
! 11 -

@) {F (x)}O, F'(x)=0,

\F0)=0, F(w)=1.

Si 'on applique la théorie bien connue de Weber, on trouve

2 x
Fx)y="— x=D),
[ @W=2% =D
®) : .
1F<x>=1— L2 @=D),
. 3 «?
tandis que, d’aprés M. Langevin, on a:
eax e—ax 1
(4) Pw= e 1
e —e ax

Les points de départ des théories de Weber et de M. Langevin sont tout a
fait différents, mais 'allure générale des courbes définies par les équations (3)
et (4) est la méme, et les conditions (2) sont vérifiées dans les deux cas. Donc,
il nous est permis de supposer que la fonction F(x), dans tous les cas, vérifie les
conditions (2). Or tous les faits observés ne sont expliqués, ni par la for-
mule (3) ni par la formule (4). Sil'on suppose, par exemple, que x(f) croisse
indéfiniment avec le temps, la courbe expérimentale représentant y en fonction
de x, a un point d'inflexion, et, tandis que y'’(x) est positive pour les valeurs
trés petites de x, au contraire, elle est négative pour les valeurs assez grandes
de x, ce que les théories de Weber et de M. Langevin ne permettent pas de pré-
voir; et le phénoméne d’hystérésis reste inexpliqué.

2—11



154 V. A. KOSTITZIN

2. On peut obtenir une formule plus souple et plus proche de la réalité en
introduisant dans la formule (1) un terme complémentaire. En effet, il est trés
probable que le magnétisme induit ne disparait pas en méme temps que le

champ magnétisant. On peut alors remplacer 'équation (1) par 1’équation
suivante:

t
(5) 0 =MF[x(t>]+xJk(t—u)y(u)du,
to
en désignant par Mk le coefficient d’hérédité. La fonction k est une fonction

positive et décroissante; £(0) =1, et la constante \, étant positive, ne dépasse
pas I'unité. En résolvant ’¢équation (5) on a:

6) (1) = MF()]+\M rK(x  f—00) Pl () Jda.

Jbo

Le noyau résolvant K (\; #) est aussi une fonction positive et décroissante de
u, égale & un pour u=0.

3. L’équation (6) nous permet de faire I’étude d'un cas important. Sup-
posons que:

x(t) =B(t—to).
On a:

10 = MFa(— -2 KO 0) FIBG—ta— )1,

V() = MBF'[8(t — o))+ N MB [ K(\; ) F'[B(t—to— ) }du,

V() = MB*F" [B(t—t0)]

+NMB? J K(\; u)F'[B(t—to—u))du-+NMBK(N; t —to) F/(0).
0
Si l'on suppose que l'intégrale
t—1o
J K(\; u)du
0

a une limite finie quand —» =, il est facile de faire voir que y(t) a aussi une limite
finie et que ¥"/(¢) est négative pour les valeurs de ¢ suffisamment grandes. Mais
si 'on pose t=t,, on a:

3" (o) = MB*F'(0) +NMBF'(0).

Or, dans les deux hypothéses que nous avons envisagées, I'hypothése de
Weber et celle de M. Langevin, on a toujours:
F"(0)=0, F'(0)>0.
Nous voyons donc que:
. yll(to) > 0

et que par conséquent,{l’existence du point d’inflexion découle bien de notre
hypothése.
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4. Il y a encore un fait expérimental dont notre hypothése nous permet de
rendre compte. Si le champ magnétisant disparait d’'une maniére brusque,
I'aimantation induite résiduelle est beaucoup plus petite que dans le cas ot le
champ magnétique tend vers zéro d'une maniére continue.

En effet, posons, dans le premier cas:

®) {x(t) =B(t—ty), pour to<t<T,
x(t) =0 pour T <¢,
et dans le deuxiéme cas:
Jx(t) =B(t—to) pour t,<t<T,
9) x(f) = B(T—Ttlo)_(?—t) pour T'<t< Ty,
x(t)=0 pour Ty <¢t.

Dans le premier cas, on a pour ¢> T75:
T
yl(t)=XMJ K(\; t—s)F[B(s —t0)]ds,
to
et dans le second cas:
T

o B(T —to)(T1~5)
¥a(t) =)\MJ' K(\; l—-s)F[B(s—to)]ds—l—)\MJé{()\; t—s)F[T:Ids.

La comparaison est facile, et il est évident que la différence

B(T —10)(T)—5) ] ds

‘ Tl
ya(t) = y1(8) =AM JTK(x; t—s)F[ T

est positive.

5. Il nous est possible maintenant de passer a I’étude du cas beaucoup plus

important ol x(¢) est une fonction périodique du temps. Supposons que £, =0,
et que

dhn=t=4h(n+1),

4h étant la valeur de la période. En désignant par # la différence t—4nh et
par Z,(u) la valeur de la fonction y(4nh-+u), on trouve:

4h u
Z,(u)= MF[x(u)]—i—)\MJ S.(\; u—s)F[x(s)]ds—!—)\Mj' K(\; u—s)Flx(s))ds,

\

ou

S,(\; u—s)= 2 K(\; 4hn+u—s).
k=1
Quand n—> « la limite de S,,(\; # —s) existe bien, et en la désignant par

SO\; u—s)= 2 K(\; 4hn+u—s),
k=1
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nous obtenons pour le cycle limite:

4h

(10) Z(u) =l—i>m Z (1) =MF[x(u)]+kMJS()\; u—s)Flx(s)lds

+XMJ K(\; u—s)Flx(s))ds.

La fonction S(\; u—s) vérifie la relation suivante:
(11) SO\, u—s+4h) =SO\; u—s) —K(\; u—s+4h).
Si l'on suppose pour faciliter les calculs que le noyau K est une fonction ex-
ponentielle
K(u—s)=e "9,
on a
K\ u—s)=¢ W N@=

e~ (BN =) =N u—N)

SO\ u—s) = 1— o BN

Il faut ensuite faire des hypothéses complémentaires sur la fonction x(%) qui
dépend de la technique expérimentale. Si l'on suppose, par exemple, que
uw—h

h

s(w) =4 3}‘;”, h=u=4h,

x(u)y=A

, 0=u=2h,

I’équation (10) prend une forme particulierement simple, et il est facile de faire
voir que la courbe représentant y en fonction de x reproduit trés bien la courbe
expérimentale d’hystérésis. Pour expliquer par cette théorie toutes les particu-
larités des courbes d’hystérésis, il y a toujours & notre disposition le coup de
pouce classique. Malheureusement, la place me manque ici pour développer
tous les calculs et pour plus de détails, je renvoie & mon mémoire qui va paraitre
au fascicule 3 -4 du t. XXXI du Recueil Mathématique de la Société Mathé-
matique de Moscou.



ALTERNATING CURRENT DISTRIBUTION IN CYLINDRICAL
CONDUCTORS

By Dr. CHESTER SNOW,
Physicist, Bureau of Standards, Washington, D.C., U.S.A.

The fundamental equations of Maxwell for the scalar and vector potentials ¢
and A4 are simplified by an approximation which is valid from the lowest to
the highest (radio) frequencies. This approximation is due to the difference in
the order of magnitude of the electrical conductivity of dielectrics and con-
ductors. The case of N conducting cylindrical groups surrounded by any
number of dielectrics is discussed and forms of solution obtained for ¢ and A
which are proportional to e'?"~7* representing a simple possible type of propaga-
tion along the cylinders. These lead to general formulae for the coefficients of
leakage, capacity, resistance, and inductance (all of which are functions of the
frequency in the general case) as well as expressions for the attenuation and
phase velocity. The mean energy relations are also expressed in terms of these
coefficients. Application is made to the case of two circular cylinders of different
conductivity, permeability, and radius, surrounded by a homogeneous, slightly
conductive, dielectric. Asymptotic formulae for the alternating current re-
sistance R and inductance L of the line at high frequencies are obtained, which
together with the exact expressions for the coefficients of leakage and capacity
lead to high frequency expressions for the attentuation and phase velocity.

These are all functions of the frequency due to the fact that the current distri-
bution is not uniform in the conductors.

I. INTRODUCTION—STATEMENT OF PROBLEM

A knowledge of the mode of propagation and distribution of alternating
current in a cylindrical system is important, for such currents are used in prac-
tice, and, moreover, the propagation of an arbitrary type of wave, or “‘transient”’,
may theoretically be found in terms of the periodic solution by the use of Fourier’s
integral or by complex integration*. In working out such distinct problems as
that of propagation along parallel wires where the dielectric extends to infinity,
and along a cable system where a conductor extends to infinity, a number of
formal similarities become evident. It may be difficult to see just how general
are these similarities if the initial formulation of the problem is not sufficiently
general. Some of the approximations to be made are common to all problems
of this type. Moreover, the connections between the field vectors and such
physical concepts as resistance, inductance, and capacity may be made in a

*Thornton C. Fry., Phys. Rev. Aug. 1919., p. 115.
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manner which is quite inclusive. In this paper a discussion of the general
problem is undertaken in the hope that it may prove useful in outlining the
procedure or forecasting the results in particular problems of this type.

II. FUNDAMENTAL EQUATIONS

1. Type of Waves. T he Propagation Constant ~.

If all the conductors and dielectrics have their generating lines parallel to
the z axis, the electric vector may be represented by the real part of E¢'?*"** and
the magnetic induction by the real part of Be'**~"* where p is 27 times the fre-
quency, and v is the complex propagation constant which may be written

1p
(1 y=b+=.
v

The real quantities b and V represent the attenuation constant and phage
velocity, respectively, of this type of wave. There will be a finite number of
types of waves or values of vy possible for a given system, and we shall first
consider the case where only one type is present. It will be more convenient

to deal with the complex scalar and vector potentials ¢ and 4 respectively,
and to derive E and B from them by the relations

@ {E=—V¢>—¢pA,
B=curl A=uH.

The electromagnetic c.g.s. system of units will be used throughout with
the exception of the dielectric constant £ which will be taken in electrostatic
c.g.s. units. The electrical conductivity being N, and the ratio of the units
being ¢=3X10%, the Maxwell equations

[ curl B = 4mp <>\+ 13]3) E, Div B=0,
3) 4mct)
curl E= —ipB, Div E=0,
require that
9x
V2A 4 WA = ==, \ 5
9x where V= s e ,
ax?  9y?

vid, +ha, = 9% -
) oy =y —dmipu (4 22,
] ax 47t
ViA, + R4, = PR
P

x= e 0 gy
dx

3
Vi+hi¢=— %’f = —ipx, g

TR,
ip

\

Conversely any pair ¢ and A which satisfy these equations (4) and give con-

tinuity to the tangential components of E and H will give the correct field
vectors.
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2. General Approximations.

It will be assumed that v is a small quantity of the order of 1 (first order).
In all materials k is of the order of unity, and hence the complex cconductivity a
defined by
(5) a=\+ ik

)
47c?

will be very approximately equal to N in conductors, that is, a finite magnitude
(for copper A=.0006).

e’

. . . bk
In dielectrics N is of the same order, or even smaller than the term U

Thus for gutta-percha A\=10-* and k=4 so that—j)—le- A .
4rc® 10%
evident that for a range of frequency from one cycle up to the highest, N will not

It is therefore

k . . ..
be greater than the second order term ——f - even if the dielectric is ten thousand
T
times a better conductor than gutta percha, and consequently the complex
conductivity will be a second order infinitesimal in all dielectrics. For the sake

of the most general results we shall assume that N may be of the same order as

pk

= or 72, The magnetic permeability u will have the value 1 in all dielectrics

and in non-magnetic metals.

The cause of the wave is assumed to be in certain electromotive forces
applied to the terminals of the conductor at say 2=0 and z=I where the cylin-
drical conductors are connected by networks of known impedances. We shall
assume that there is nothing analogous to these applied electromotive forces
in a magnetic sense; no applied ‘‘magnetomotive forces’ tending to magnetize
the cylinders in the g direction. Hence the component of magnetic field in
this direction H, will be everywhere infinitesimal since it could only be produced
by the x,y components of current which will be infinitesimal in the dielectrics
and also in the conductors since the normal component of current in conductors
must be continuous with its value outside. Hence 4, and 4, will be negligible.
We may therefore understand 4 to mean the z component 4, in all that follows
since the others are negligible.

The first approximation to the solution will therefore lead to

__% g 94
x axy x ay,
do 04
6 = B =T
6) i E, 5 ==
E,=FE=— %"3 —ipA, =yp—ipA, B,=0,
. b4

which hold at all points in the xy plane.
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3. Differential Equations and Boundary Conditions for ¢ and A.

The electric component E, (which will be designated by E from now on)
is of finite order of magnitude everywhere and is continuous at all boundaries.
Since E=vy¢—1ipA, it follows that ‘4 and v¢ are also finite. If ¢ and A are
continuous at all boundaries, the continuity of E will be assured. Since E, and
E, are negligible in conductors, ¢ must have a constant value at all points in each
conducting section. Let ¢ =c¢, at all points in the plane section .S, (2= constant)
of the nth conductor or group of conductors in contact. Suppose there are N
such groups. The tangential component of the electric field in the xy plane
will be zero (and hence continuous) at all boundaries between a dielectric
and conductor or between two conductors. It will also be continuous at bound-
aries between two different dielectrics if ¢ is continuous there. At such surfaces
the conservation of electricity, or solenoidal property of the total electric
current, requires that ag? be continuous. Since e is a second order quantity,

n
the last of the equations (4) reduces to V2¢=0. Similarly at the boundary
between two materials of different magnetic permeability, the continuity of
H, demands that

Lol _y

u on

S

be continuous. The continuity of ‘B, is assured by the continuity of A since
34
B,=

go
Therefore the differential equations which ¢ and 4 must satisfy are:
(@) V¢ =0 everywhere,

(b) ¢ =c, on the section S, of the nth conducting group,
I(c) ¢ is continuous everywhere,

()

< d¢ . . . . . .
(@) a 6_¢ is continuous at the boundaries between two different dielectrics,
n

(e) limit <72 %’é) exists for all directibns of 7;
r

r=00

(a) V24 =0 in dielectrics,
=4mipul (A — ‘y—;) in conductors,
7
(b) A4 is continuous at all boundaries,
®)

a4 . . .
(¢) —— is continuous at all boundaries,
u On

(d) limit <72 g-é> exists for all directions of 7.
r

r=00

The relation (8a) follows from (4). The conditions at infinity (7e) and
(8d) are derived as iollows:
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Let I, denote the total z component of current through the section S, of
the nth conductor (or nth group of conductors in contact).

The set of closed contours or artificial boundaries, shown by dotted lines in
Fig. 1 (see p. 202), are drawn so that each artificial boundary encloses a homo-
geneous material. In the case of materials extending to infinity in the xv plane,,
the artificial boundary is closed by arcs of a circle with centre at some finite
point, and indefinitely large radius. The natural boundaries are shown by full
lines. The normal to the boundary is taken in each medium pointing toward
the boundary, and the positive direction of an element ds of an artificial boundary
curve is such that in going around this contour in the positive direction the homo-
geneous medium encircled is on the left hand. Thus the directions of # and ds
are related like those of the x and y axes respectively. With this understanding,
the statement of the conservation of electricity applied to the nth conductor is

(9) I, = [aa—(ﬁ ds,, (n=1,2,3, ..... , N),
J on

where the integral is taken around any closed curve in the dielectric which
encircles this conductor only, the normal # pointing toward the conductor.

. i} . . . ..
Since ¢ and «a 5? are continuous and V2¢=0 in every dielectric, it follows
n

that Jag—? ds=0 taken over any closed curve which does not encircle a con-
n
ductor. Consequently, by (9),

N N
2
'yZI,,:ZJa 9 ds,= —limit 7 J a ajjd(),
. n ar

y=00 0
n=1

where 7 is the radius of a circle with some finite point taken as centre.

Since the terminal apparatus located in finite portions of the planes z=0,
and z=1 are assumed to have no mutual capacity or coupling with any of these
cylinders, it follows that the sum of the currents entering either end must be
zero at every instant, so that

(10) X I,=0.

. .0 . .
Hence the limit :92 must be zero. But if we assume that the density of surface
r=00 4

change on the natural boundaries is finite and falls off so rapidly as the point
on the boundary moves off to infinity that the integral which defines its logarith-

. . . 9 C
mic potential is convergent, then it follows that 5(? must vanish in such a manner
7

that limit rzg—? exists which is the condition (7¢).
r=0o 7

Similarly, it is assumed that the density of current (surface densities of
molecular currents on boundaries, or magnetic surface changes) are so dis-
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. . e . . .. 04 . .
tributed that their logarithmic potential exists, and if » — vanishes it must

ar
vanish canonically. The definition of current takes the form
1 [a04
11 I,=— J ~~ds,,
(1) dr)on "

the integral being taken in the dielectric as in (9). A similar reasoning leads to
the condition (84).

In the next two sections it will appear that the conditions (7) and (8) are
necessary and sufficient to uniquely determine ¢ and 4 in terms of the potentials
N

€1, Ca,- - ., €p These solutions of (7) and (8) will make X} I, =0, which is reciprocal
1

d¢ 94

with the requirement that » P and r(—)—shall vanish at infinity and in such a
7 7
99

manner that 725; and ?23—4 shall exist. If no conductor extends to infinity
7

then ¢ and A are harmonic and the values of ¢( =) and 4 (=) will be determinate

since one cannot arbitrarily assign either the value of the harmonic function

or of its normal derivative at infinity (if the ¢’s are all arbitrary). In the case

where a conductor, say the Nth, extends to infinity then A and E will not be

harmonic in this conductor but will satisfy

V2A —4ripad =0=V2E —4ripaF,

since

ey, ynv) —¢p(@)=1-1=0

. . . o 94
if %y, ¥y is on this conductor. Consequently the vanishing of r —

7
(and hence 1’%@) brings with it the fact that both A and E must vanish at
7

infinity.

Whether either of the finite constants ¢(®) or 4( =) have a value zero is a
question without physical significance since the x and y components of electric
and magnetic field will vanish properly at infinity. But the linear combination
v¢( ) —ipA (o) has the physical significance E(») [=E,(«)]. Consequently
we must conclude that for the type of wave assumed, the first approximations
here attempted will give a definite value to E(») which cannot be arbitrarily
assigned the value zero. As a matter of fact, it will be found that E(«) will
not have the value zero in the case where one conductor of finite section surrounds
all the others. Even in this case the formal solution we shall obtain will give
the first approximation (z.e., the finite terms) to the current distribution in con-
ductors. A further approximation would not appreciably affect the value of E
in conductors, but would give a function E, which is not strictly harmonic in

the dielectric and hence which vanishes at infinity smce—a— must do so.
7
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In case more than one conductor extends to infinity we shall assume that
they are at the same potential and may be treated as one group of conductors
in contact. This avoids the case where two conductors have infinite coefficients
of capacity or leakage per unit length.

III. THE COMPLEX SCALAR POTENTIAL ¢

1. Uniqueness of a Solution.

If the complex values ¢i, ¢3, . .., ¢y which ¢ must assume on the conductors
are arbitrarily assigned, there cannot be more than one function ¢ satisfying
the conditions (7) of Section III. If there were another, their difference ¢’'+i¢’’
would satisfy all these conditions and vanish on each conductor, where ¢’ and
¢'" are real. The boundary conditions (7d) imply the two real relations

LT i( i +k23"’)

om ong  4wct om ongy
a " 14

NELAEV LA 1’( 00" | 1, 2% >
ony 072 4c? any e

Also ¢’ and ¢’ are harmonic within each dielectric section .S; and

limit T de v — 11m1t 2"8_¢7d0=0
r=<1, or =® ar

90", a¢>’>
— —¢'"— )ds;=0
J'<¢ on ¢ on ’

taken around the artificial boundary of S; or only around that part of it which
is adjacent to another dielectric, since ¢” and ¢’ vanish at conducting boundaries
and the integral vanishes for arcs of the circle at infinity.

By the use of Green's theorem it is easy to show that

r 7\ 2 7\ 2 11\ 2 17\ 2 "
PG+ G = ) + G Jos= o5 oy J o
J 0x dy ox ady on

Summing all such equations for the entire dielectric region of the xy plane gives
r 7\ 2 "\ 2 1\ 2 17\ 2 "
PG+ G+ G )+ (5 Jae I o B+ ] oo

J dx dy dx 9y .

J

where the double integral on the left extends over the entire dielectric region,

the line integrals on the right being taken around all the closed artificial boundaries

of all the dielectrics. The terms corresponding to the conducting part of these
boundaries vanish because ¢’ and ¢’’ are zero there. The terms corresponding

to the boundaries between two dielectrics may be written by virtue of the above
boundary conditions in the form

s e
4rc? 3 an —¢ o

and
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over both sides of all the artificial boundaries between two dielectrics, and this
has been shown to be zero.  Hence ¢’ and ¢’ must be constant over the entire
dielectric region since they are continuous there. They vanish on conductors
and hence ¢’ =¢'' =0, which shows that there cannot be more than one funcion
¢ which satisfies the conditions (7) of Section IT.

2. Existence and Uniqueness of a Generalized Green's Function G.

To find whether it is possible for any function ¢ to exist which satisfies
the condition (7), and if so to obtain an integral representation of ¢, we may
make use of a generalization of Green'’s function G(xy, n) which may be regarded
as the potential at any point x, y in the dielectric region, when there is a line source
of unit strength (per unit length along 2) which is parallel to z, at some fixed
point £, g in the dielectric region, and when all the conductors are kept at zero
potential and all together receive the unit current from the line source.

The properties of this function are

62 a‘l
— ) G(xy, =0
@ ( 2+ 2) 6

where x, y is a point within any dielectric section.
i}
(b G(xy, &n) and a(xy) ™ G(xy, &n)
change continuously when the point x, y moves across the boundary line between

two dielectrics.

(¢) G(xy, £n) vanishes when the point x, y moves up to a conducting boundary
of the dielectric region.

(d) When the point x,y approaches the fixed point £, 7, G(xy, £9) becomes

infinite in such a manner that it differs from — Mxy_fn)by a finite quantity.
4ma(&n)
The strength of the source isja (&?}ﬂ) ds taken around an infinitesimal circle
n

with centre at £,7, and is thus equal to 1, if # is drawn toward the circle, on the
outside. This represents the efflux of electricity from the line source per second
per unit length along z (leakage and displacement current together).

() When the dielectric region extends to infinity, if x,y moves off to infinity

in any direction in the x,y plane (£,4 being a fixed finite point), then%—G vanishes
7

(so that the limit #? égg;y’—gn) exists). Hence G takes on the asymptotic form
7

G(xy, En) =G( =, En)+terms in 1 and higher. Theconstant G(»,&y) is calculable,
7

not assignable. From these properties it is easily shown by applying Green’s
theorem to the two functions G(xy,x’y") and G(&9,x'y"), where x,y and £,9 are any
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two distinct points whatever in the dielectric region, that this function is a
symmetrical one of the two points, .e.,

(12) G(xy,&n) =G(Enxy).

This means that the potential at x,y due to a line charge at &7 will have the same
value as the potential at &4 due to a line charge at x,y. From this interpretation
.. . 02 2 . . . .

it is evident that( ggé—l— %) G =0and thatif x,yisa fixed point and £, the variable,

n
G . .
then G and aé— will be continuous.
n

If we apply the integral transformation

J'J.U/V“’Gde = -J‘a (?—q (iSj
on

to each homogeneous dielectric section S; and sum for all of them, excluding
the point &9 by an infinitesimal circle, we find that

N

(13) Z J“ 0G(ayebn) 4o _ g

o) a?’lk
where the kth integral is taken around any closed curve in the dielectric which
encircles the kth conducting group only. This merely states the fact that the

total flow from the line source goes into the conductors and there is no flow to
infinity.

To prove the existence and uniqueness of such a function G having the
desired properties, we may begin by assuming that a Green's function g(xy, &n)
has been constructed for the entire dielectric region as if it were homogeneous.
In the case of a closed finite region, this is usually effected by writing

g(x%én) = é}”; ]Og 7’(3631,?37]) ‘H’(x%fﬂ)

2 2
and choosing v(xy, £9) as a function which satisfies z—% + g—z =0 in the region, and
X y

assumes the value ~2—1— log 7(x'y’,£n) when x,y approaches the point x’,y" on the
s

boundary, thus making g(xy,£9) vanish when x,y approaches the boundary
point x’,y’. The existence and uniqueness of v is therefore a special case of the
more general problem of Dirichlet of finding a harmonic function which assumes
any assigned boundary values. Since the development of the theory of
Fredholm's integral equation it may be taken as satisfactorily proven that a
harmonic function exists and is unique if either

(@) its value is assigned on all points of the boundary,
or
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(b) its value is assigned on some parts of the boundary, and the values of
its normal derivative on all remaining parts*.

In the case of an unbounded region, the value of g(xy,£n) when x,y goes to

infinity is not prescribed, but the condition is imposed that limit 7,23_05 shall exist.
=00 4

This together with the facts that g shall be harmonic in x,y and vanish on all
the internal boundaries of the region and become logarithmically infinite when
x,y approaches £,7 serves to uniquely determine g and hence determines the value
which it will assume at infinity.

If we apply Green's theorem to the two functions a(xy)G(xy,%m) and
a(xy)g(xy, £n), the point x,y being the variable of integration, we find, if &,n is
within the homogeneous dielectric section .S; and £,7 in S;:

— g(bmy ) = —J o [G(xy, ton) P2CLE) gt >M] is,

a(En)G(En,bm) = —J a [G(xy,glm) ag_(;%@ ¢ (xy, En )M]

the integrals being taken around the artificial contours of the corresponding
dielectric section. The contour integral on the right has the value zero if taken
around any other artificial boundary of a dielectric. Hence, adding all such
terms to cover the entire dielectric region we get

(14) a(En)G(En i) + J- [a:(s) —ax(s)] %ﬁzﬁ}G(&&m)d3=g(&myfﬂ)
1

where the line integral is taken once over all the boundaries between different
dielectrics, the point s(xy) being the point of integration on this curve. The
values a;(s) and as(s) correspond to the medium on the left and right of the
curve respectively at the point s. The positive direction of ds may be arbitrary
but the direction of the normal # must be such that n; and ds, are related to
each other like the directions of the x and Y axes respectively.

The continuity of G, agg, gand p £ have been used in obtaining this
" n

equation. (The point s(xy) on the boundary s is an ordinary point for Green’s
function g).

If the point £,5 now approaches a point s’(x’y’) on the path of the line
integral from the left side, the equation becomes

ai(s’) G(s', Eim) — [_Mf(s')] G(s' &)
+J [a1(s) —aq(s)] % (5,5") G(s,Eim)ds = g(E1m,x'y") = g(b1m,s”),

*Cf Volterra, Legons sur les Equations Intégrales, page 126. Max. Mason, Boundary Value
Problems, New Haven Math. Colloquium.
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or
— dg(s,s") 2g(&m,s’)

15)  G(s, +2J a(s) —aa(s) G5, erm)ds = —=8L8MS)

(15) (&' rm) a:(s")4as(s")  om (5:6m) ai(s") +as(s")

The same result is obtained when £,7 approaches s'(x'y’) from the right, since

the contribution of the infinitesimal element of the line integral at s’ is now
[ ay(s") —as(s")

2

]G(S',Elm)-

This is found from the fact that the principal part of M becomes
6m1
90 (s, £n)
631

If the characteristic determinant of the integral equation (15) does not
vanish, it suffices to uniquely determine G(s,&n.) at all points s on the boundary
curve, and hence by (3) at all points in the dielectric region. To prove that
this determinant cannot vanish we make use of the fact that if it does there must
be at least one solution Go(s, £1m1) not identically zero of the homogeneous integral
equation obtained by replacing the second member of (15) by zero; .e.,

, a(s)—as(s) 9g(ss) . _
(16) GO(S ,51711)+2J al(sl)+a2(s') Py Go(S,E]nl)dS—O.

But if this were the case we could construct a scalar potential function ¢o(£9) for
any point £,7 within the dielectric region by the formula

1 ag(s,
(17) e = = = | [0:) = aa(9) 22550 G5 pumy s
a(£n) anm
which could not be identically zero in all parts of the plane. From the property
of Green's function g, it is evident that ¢o(#9) will vanish when £, moves up to
any conducting boundary, will be harmonic in &9 at all ordinary points. Also it is
Ao

evident that aa- will be continuous at the boundaries between dielectrics,
n

and limit <72 a—d)> will exist. Finally if &7 approaches a point on the boundary
r=00 v

between two dielectrics, then the homogeneous integral equation (6), which G,

is assumed to satisfy, will show that ¢, also is continuous there. Thus ¢y pos-

sesses all the properties which have been shown sufficient to assure its non-

existence. Therefore it may be concluded that a function G(xy,&n) and one
only may be found.

3. The Existence of ¢ and its Integral Representation.

Assuming that the function G has been constructed, we may apply Green’s
theorem to the two functions ¢(xy) and G(xy,#n), and obtain

— o] 0 2FELED ey 2D T )
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if £y 1s a point within the homogeneous dielectric section S;, the integration

being taken around the artificial boundary of S;.  Applied to any other dielectric
section .S, the theorem gives

- Ja [¢(xy) 9G—“§i—ﬁﬂ—6(xy,gn> ﬁg:y—)]ds:o.

Adding the first expression to all the others of the second type so as to
include the entire dielectric region, it will be found that all the integrals over
the boundaries between two dielectrics cancel, because of the continuity of ¢

and aZ—d) on the one hand and of G and o g—Gon the other. Also the integrals
n n

G(xy,zfn)g—{P over the conducting boundaries of the region vanish because G
"

vanishes there. The integrals over the infinite circle vanish because rgis— and
7

7 3—G vanish at infinity.
7

Hence we obtain the integral representation

N N
(18) aten) == Lo [ate) 22280 g5, F e
k=1 k=1
where
(19) oulEm) = — ja(x ) ICErEn) 4o
6nk

this integral being taken around any closed contour in the dielectric region
which surrounds the kth group of conductors only.

The N equations of type (9), Section II, for the conservation of electricity
give N equations of the type

N N
_ 1 o¢ _ Ay, _
(20) vI,= Ja 5;1—” ds, —chJa o, ds, —-Zankck
k=1 k=1
where the complex coefficient a,; is defined by
21) = Ja 99 g5,
an, :

where this integral is taken over any closed curve in the dielectric region which
encircles the nth group of conductors only. From this definition and the defi-
nition (8) of ¢, it follows that the coefficients a,, constitute a symmetrical
array, that is,

(22)

Onk = Okp-

This is seen by inserting the definition (8) of ¢, in (21), letting x,y denote a point
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on or near the boundary of the conducting section S, and £,7 a point on or near
the boundary of the conducting section S,

A H dsdspaley)a(gn) LCE0ED.

annank

Since G(xy, £n) = G(£n,xy) this is easily seen to be identical with the definition
of Qp e

The unique solution or integral representation (19) for ¢($5) has been
obtained by assuming a function ¢ to exist which satisfies all the conditions in
(7) of Section II. It remains to be shown that the function ¢(£4) which is
given by the right side of (19) does indeed satisfy all these conditions, and
that if each of the N currents Ils,. .., Iy satisfies the equation of conservation
of electricity (20), the sum of these currents will be identically zero, whatever
the value of the NV constant potentials ¢ics, . . ., ¢y or of ~.

To do this and to obtain an idea of their physical meaning we may examine
the N partial potentials of type ¢,(&n) defined by (19).

4. Properties and Physical Interpretation of the Partial Potentials ¢,.

From the properties of G(xy,%n) it follows that ¢,(£n) has the following
properties

0? 92 _
(@) <é—£—2+£§) (&) =0

if £,m is any point not on a boundary. This is evident by differentiating under

the integral sign twice with respect to ¢ and to 5, which is allowable since £,9 is
not a point on the line of integration. Since

( ¢ 4 a—) Gy, £n) =0

08 an?
it follows that
¢ | ¢
& o7’

() When &, moves across any boundary between two dielectrics ¢y, (£9)

changes continuously because G(xy,én) is also a continuous function of £,7 for
any fixed values of x,y.

(¢) At such boundaries a ki i

5 s also continuous because of the similar con-
n
0G (xy, £n)

on

tinuity of a when x,y is any fixed point.

(d) The limit (72 9%
r=00

5 )exists when £,7 goes to infinity in any direction in
¥ i

the x,y plane, because of the similar property of G(xy, £4) when x,y is a finite point.

(¢) When £, moves off to infinity in any direction in the x,y plane ¢,(&7)

will become constant, say ¢;( ), which will not necessarily be zero. From the
2—12
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definition (8) it is evident that ¢,(#1) is equal to the total conduction and dis-
placement current (per unit length along ) which flows into the E”* conductor,
from the unit line source at £,7, when all the conductors are at zero potential
and all together receive the total current unity, from the line source. It is thus
evident that if these conditions are satisfied, that ¢,(&n) will not in general
vanish when £,7 goes to infinity. If there is one conductor extending to infinity,
the N™ say, then ¢y( =) will be unity and ¢,( =) =0, if #> N, since the infinite
conductor will in this case receive all of the current from the line source at £,9

when the latter moves to infinity. The same statements are true if ¢y surrounds
all the others.

(f) When the point £, approaches any conducting section S, then ¢,(£7)
approaches zero if nsk and ¢,(£9) approaches unity at the boundary of con-
ducting section S;. This is evident from the above interpretation of ¢,(&9) as
the current into S; when there is a unit line source at £,9. When £,9 comes
infinitely close to the boundary of any conductor, the unit current will all flow
from the line source into the conductor in its immediate neighbourhood and

hence the flow into any other conductor will be zero.

Thus ¢ possesses all the properties which we have shown are necessary to
make it unique and it may be determined by the methods of harmonic analysis.

From these properties of each ¢ it is evident that the function ¢(%5) given

by (18) does satisfy all the conditions (7) Section II. It is the only one which
exists.

The N functions ¢, ¢s,. . ., ¢y are not all independentfor there exists a linear
relation between them:
N
(23) 3 n(en) =1,

This also follows from the interpretation of ¢,(%n) as current into the section Sy,
since altogether the N conducting sections receive the current unity from the
line source at £, 7, equations (19) and (13). From (23) it follows that there are
N homogeneous linear relations existing between the coefficients a,;. Thus
operating on (23) by Ja éi ds, gives

N
(24) Nap=0, (k=1,2,3, ..., N).
n=1

From this it is evident that I1+I,+ ... +Iy=0 identically whatever the
values of ¢1, ¢s, . .., ¢y and y. The last of the N equations (20) is not independent
of the first N—1 equations but may be derived from them by simply adding
them together. The determinant of this array of coefficients vanishes and it is
not possible to solve this set of equations for all the ¢’s in terms of the I's.

Hence when each ¢, has been found, then if each of the N currents satisfies
the equation of conservation of electricity (20) the necessary relation (10), that
the sum of all the currents shall vanish, will be automatically satisfied.

The physical meaning of ¢,(%n) follows from its properties. It represents
the potential at any point &7 when the k' conductor is at unit potential and
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all the others at zero potential in the presence of the various conducting dielec-
trics, subject to the additional condition that the whole flow out from the &
conductor goes into the remaining ones, as there is no flow to infinity in the x,y
plane. This is the meaning of the relations (23) and (24).

It is evident that ¢ is in general complex on account of the surface charges
at the boundaries between two dielectrics. These charges are eliminated from
appearance by the use of G(xy,&n) through which function their influence is
exerted, so to speak. If the dielectric were entirely homogeneous both as to
its conductivity N and its dielectric constant k, then the function ¢, would be a
real electrostatic function, which would not involve \, k or p, but would depend

only upon the geometric configuration of the conducting sections which bound
the dielectric region.

More generally, if the ratio

ipk

Mt 22

)\2 k2 Ay lpk2
Nt P2

? 47c?

is real, for every pair of dielectrics in contact, then each ¢, is real, and involves
the values of these real ratios but not the frequency. In particular if all the

dielectrics are non-conducting, this ratio is real and ¢, will not involve the
frequency.

In general the surface charges and their phases, at the boundaries between
different dielectrics, although they are eliminated from consideration, are the
cause of ¢ being complex and involving the frequency.

It is evident that if a real formula for ¢, can be obtained for the case of
steady flow through the given dielectrics, with given conductivities A\, . . ., etc.
then the complex solution ¢, may be obtained by substituting in this expression
the corresponding complex conductivities a;,a, ..., in place of their real values.

It is to be noted that ¢, does not involve v.

5. The Complex Coefficients of Leakage and Capacity.

The complex charge of free electricity Q, upon, and the leakage current G,,
from, the #" conducting group per unit length along z are given by:

N
G,,=J)\ 9 ds,= Z Ch Jk 9%k ds,,
an, o,
k=1
N

Q”= .__1.._ ka_¢dsn= chJ—Jk%dsn.

4rc?) on, 4mc?) onm,

(25)

Consequently if we resolve the complex coefficient a,; into its real and imaginary
components
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N
Gnk = Gkn and Z Gnk = 0,
k=1
(26) =ty =Gy +1ipC,r where o
{c,,k =Chpand 3 Cpp =0,
k=1

the equation of conservation of electricity (20) takes the form
N
(27) VIn = Gn+7’]_an = kgl (Gnk +iPan)Ck-

On adding to this equation the identically zero quantity
N

N N
- anz Aple = — kgl Aypkln = kzl (Gnk +iPan)Cn

=1

it takes the form
N-1

(28) v1,=G, +¢P0n = kgl(Gnk ‘I"”)an) (cn— Ck)r
which shows that the real coefficients G, and C,;, where ns£k are coefficients of
leakage and capacitance respectively. The coefficients G, and C,, do not occur
in the form (28) and may be regarded simply as the negative of the sum of all
the other coefficients G,;, and C,; respectively.

If the frequency is very low, or if the entire dielectric region is homogeneous,
or more generally whenever the functions ¢, are real, G,;, and C,; will not be

functions of the frequency and will have their ordinary electrostatic significance
since they are then defined by

(29) Gu= N, Cum L [ 2003,

n T an

It is evident that in general the formula (29) may be put in a form similar to
(28), namely,

N-1
(29’) ’YIn:: Zank(ck_cN)y (’l’L:l, 2) 3y RN N)'

k=1
IV. Tue ComPLEX VECTOR POTENTIAL A

1. Existence and Properties of a Magnetic Flux Function M.

Let s(xy) be any point on the boundary between materials of different
permeability. Let &7 and &,m be two other points not on this curve. Consider
the vector potential function whose ¥ and vy components are zero, but whose z
component has at the point £, the value given by the logarithmic potential

B1)  M(&n,bm) =u(En) l: —2log 7 (&, E1m) —2 JJ ) ‘?_Eg_;(_;cy_’fj) ds]

where the direction of ds along the curve may be taken at pleasure, but that of
dn is that of the normal drawn toward the curve in the medium on the left side.
The integral represents the value at £ of the logarithmic potential of a double
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distribution of strength ¢(s) upon the boundary curves where u is discontinuous.
This is harmonic and has continuous normal derivatives [£,7 being the variable

point] at all points. It also vanishes when &, moves off to infinity. It may also
be written in the form '

—zjg ()2 108 Ty, n). ;(’“y 1) g —2 Ja s) ____‘”(’“3’;5”) ds

n

where 0(xy, £1) is the angle between the positive direction of the x axis and the
line drawn from s(xy) to £,1.

Regarding £&,7; as the fixed point and §,, variable, it is evident that (whatever
the function ¢(s) so long as the integral is convergent), the function M (&n,&m)

2 2
satisfies (g—y + g—2> M(&n,£,m) =0and takes the form —2u(&n)log #(&n, &1m1) when
n
£,m goes to infinity, and that 1 —Q-M (&, £1m) is continuous everywhere. The
w(En) on

integral, however, is discontinuous at the boundary curves, but if ¢(s) can be so
chosen as to keep M (&n,&m) continuous there, then it is evident that M (&9, &im)
will represent a (z-component of) vector potential function at £, due to a steady
unit current filament at &, parallel to 2, in the presence of all magnetic materials.

This is evident since the normal components of the magnetic induction
derived from it is just 9 and this is continuous if M is so. The tangential com-
s

ponent of B divided by u, that is of H, is — 1 oM and this will also be con-

u on
tinuous. If we compute the line integral

;
[mae L [ - 2¥intm)
K an

around an infinitesimal circle with centre at &, the result is 4x.

To determine the density o(s) we must express the fact that M(&n,&m)
approaches the same value when the point £,7 approaches a point s'(x’y") on the
boundary curve first from the left and then from the right. In the first case,

the equation gives, if ui(s’) is the value on the left, us(s’) on the right of the
curve at s’,

M &) =logr(s’,&im) +mo(s") + Ja (s)_____af)(s,s’) ds.
2p1(s") as
In the second case
_ MELEM) o0 (s bim) —mo () + Ja (s) 2065 4
2ua(s") ds

Eliminating M(s’,&m) gives the integral equation -

@) o)+ L](E) 20D s - (B2 og o gin)

md \ptpe/s’ 9s T \p1+pe
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to determine the density of the double distribution o(s). The nucleus of this
equation becomes infinite when s=s’ but is integrable, and the equation may be
reduced to one with a finite and continuous nucleus by multiplying by this
nucleus and integrating over the range. This equation uniquely determines
the function ¢ provided the Fredholm determinant is not zero.

That this cannot be the case may be proven from the known fact that when
this determinant vanishes there is at least one solution oy(s), not identically
zero, of the homogeneous equation obtained by placing the right side of the
above equation equal to zero. With this function ¢y(s) we could then form the
potential vy(£n) for every point §,m by the formula

@) nten) = —2uten) o) LEELED. o gy (g3 [() HOLAD g

2 2
This function v, would satisfy <(?—- 4 6_> 7,=0 at all points, and 1o would
g & u on

be continuous everywhere and would vanish at infinity. In addition, v, itself
would be continuous because of the assumed property of the function ao(s).
Moreover v, could not be identically zero in all sections of the plane. It is
easy to show that in this case by transformations similar to those previously

used that
1§ [ 0v\? Vo \?
JRLGE)+ G Jasan=o
mL\3¢& on/ .
the integral being taken over the entire plane, and since u is a real positive value
everywhere, and v, is real, it is evident that v, must be a constant everywhere,

and hence zero since it vanishes at infinity. Therefore the Fredholm determinant

does not vanish and there is a unique solution ¢(s)and the function M( &y, &n1) may
be uniquely determined.

By applying Green's theorem to the two functions M (xy, &) and M (xy, &1m1)
we find that M is a symmetrical function of the two points %,y and &,9in whatever
magnetic media the two points may be. That is

(34) M (xy, 1) = M(§n.xy).

In the special case where all the materials in space have the same magnetic
permeability M (xy, &) reduces to —2u log 7(xy,&n).

2. Imtegral Equations for A and E.

By means of the function M we may formulate the conditions (8), Section II,

for A as an integral equation involving surface integrals over the conducting
sections but free from boundary terms.

To do this apply Green’s theorem to the two functions 4 (xy) and M (xy, &)
where £,7 is some point within the section S; which may be either a dielec-

tric or conducting section. This point £,4 being excluded by an infinitesimal circle,
the theorem gives
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_ 1 ”M“lds + _1_J 1—[M(xy,gn) a4 "‘AM]ds
4 " i) . >

=A(£77)v if 2,7] iS Within Sj,
=0 for all other sections.

Adding together all such expressions corresponding to the entire x,y plane,
the line integrals over both sides of all boundaries between different magnetic

media cancel, because of the continuity of 4, N, —1—% and L a—]‘é The integral

M on u On
over the infinite circle gives the term A(«). (However, it is important to
notice at this point that the same result would have been obtained if A were

assumed to take the asymptotic form 4 =A4(» )+ A4’ log r at infinity). Replacing
2

- Z—é by its value —A(@EpA4A —v¢) from (8a) of Section II, gives, after inter-
Th

changing the notation of the points x,y and £, 5:

(35) Alxy) +ip”M(xy,sn>x(sn)[A<sn> - Y%(fﬂ dtdn=A (=),
Or since E=vy¢—1pA, by (6) Section II,
@0 EGo)-+ip| Ml N B dsin=o() —ipd (=)

=F(xy)=v[¢(xy) —¢()]+E(=), [since E(x)=y¢(=)—ipd(=)],

where the integration extends over all conducting sections. The equation must
hold whether %,y is a point in a conductor or in a dielectric. Hence after the
value of E has been determined for all points in conducting sections, this equa-
tion becomes an explicit formula giving the value of E at any other point. As
a matter of fact the value of E at outside points is seldom of practical interest,
and the value of E in conductors may be found without reference to its value
in dielectrics. All of the conditions (8) of Section II, except the last, have been
assumed in the derivation of (35) and (36), and it is easy to show from the
properties of M that if this equation is satisfied all of these conditions will be

fulfilled with the exception of the last one, which requires that # %—11: (or 7 a(;: ) shall
7
vanish canonically at infinity, a condition which is reciprocal with the relation

N
21,=0. This condition will therefore determine the value of A(®) or E(®).
1

The integral equation (36) has a unique solution given in the form of a definite
integral when the second member F(xy) is any function given in all conducting
sections which makes this integral convergent, so that the undetermined con-
stant E( ) which made its appearance in (36) must be so chosen as a linear

N

function of the N constants ¢y, ¢y, . .., cy that X I, (where I, is defined by (11)
n=1

Section II) shall be zero whatever the valuesofc;,cs,. . .,cy. These constants may
then all be considered as arbitrarily assignable. It.may be noted that in case
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the N™ conductor extends to infinity the value of E(®) must be zero since Iy
is assumed to be finite. Also, in this case ¢x(©) =1 and ¢,( =) =0 when #n<N.
Consequently, the second member of (36), namely F(xy), which has different

constant values on each conducting group, will have the value zero when x,y
is on the N conductor, since

Nb(xnyn) —dn(@)+E(w) =+[1-1]40=0.

On any other conducting section S, it has the value ¢, if n N.

3. Existence and Uniqueness of a Solution of (36).

Multiplying the expression (36)

[E(x'y'>+ipj J M(x'y', enN(En)E(E,m)dEdn— F(x'y)] =0

by 2p M (xy,x'y" )\ (x'y")dx'dy’ and integrating with respect to x’,y’ over the entire
range shows that if E satisfies (36) it must also satisfy the equation

37) ipﬂx<x'y'>M(xy,x'y'>dx'dy'
><lE<x'y')+z‘pHM<x'y',snmsn)E(zn)dsdn—F(x'y')1=o.

Conversely, if this equation is satisfied, we may show that the bracket must
be identically zero and therefore (36) will also be satisfied. To prove this let

the bracket be represented by A’(xy)+<h’/(xy). Then A'(xy) must be a real
function such that

JJM(xy,x'y’)h’(x'y’)dx'dy' =0

identically for all values of x,y, and similarly for »”’. Denoting this integral by
V(xy), it is evident that if V(xy) =0 identically then V2V (xy)=0 everywhere in
the range. But V2V(xy) =4wu(xy)k(xy) as is seen by differentiation of the in-
tegral, and from the properties of M. Consequently k(xy) must be zero every-

where if % is such thatﬂ”h%ix dy exists. Therefore the equations (36) and (37)
are reciprocal.

By making use of (36) the equation (37) may be written
(38%)  E(xy) +152”dx’dy'M (xy»x'y')k(x'y')HM (x"y", En)N(En) E(En)dEdn

= Fla) —ip] [ MCey.gnh (o) Fien)asan
The second member of this equation will be finite even if the N* con-
ducting section extends to infinity since F(xy) will vanish on this section.

We may for the present limit the discussion to the case where all conducting
sections are finite. The form thus obtaimed for the solution then suggests



ALTERNATING CURRENT IN CYLINDRICAL CONDUCTORS 177

methods of dealing with the equation with open sections. With finite range,

the order of integration in preceding integral may be interchanged and the
equation takes the form

(39) E(xy) +P2HN ey, EMN(En) E(En)dEdn =f(xy)

= F(xy) —i;bHM (xy, 2"y )N(x"y") F(x"y")dx'dy’
where the new nucleus

(40) N(xy,&n) = N(&nxy) = ”M (xy,x"y") M(&n,x"y" )N (x'y")dx'dy’

is not only symmetrical in the two points but is everywhere finite—a property
not possessed by M which becomes logarithmically infinite when the two points
approach each other. The theorems of Fredholm are applicable to this equation
and show that if p is not a root of the characteristic determinant, there is one and

only one solution.
(41) E(xy) = F(xy) —iP”N (xy, &n, 1p) F(En)d Edn
where
&V(xyv £, @P)
Dy (2p)

is the resolving nucleus of the primitive equation and is given by Fredholm’s
formula. It satisfies the two integral equations

N(xy, &n,ip) =

M(xyx'y )\ x'y") — N(xy,x'y', ip)

(42) =i;b”M (3, EMNCEN) N (Enx"y’, ip)ddn

=iPHM(EnYx'y’)%(x'y')N(xy, En, ip)d Edy.
It is evident that N(xy, xy) is finite since
NGy, 23)= || My, e Ay

and the surface element when «’,y’ is near the point £ % may be written in the form

2w (¢ 2 €
Jd() err [ —2u log r:l =8 u2( En)Jr (log r)¥dr=4wu?(En)e [log2 e—log e+ %]
0 0 0 .

and this vanishes with ¢ showing that the element of the surface integral near
the point £,7 contributes an infinitesimal amount to the integral.

If p were a root of Dy(3p) =0 then N would become infinite and the solution
- impossible in general. But it is known that in this case there must be at least
one solution Ey(xy), which is not identically zero, of the homogeneous equation
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obtained by placing the second member of (9) equal to zero. This solution
Ey(xy) would also satisfy

(43) Eo<xy>+z'pHM<xy,znmsn)Eo(sn)dsdn=o.

If we write Ey (xy) =Eo(xy)+iE"'(xy) where Ey’ and E,’ are real functions,
and multiply this equation by

[Eo (xy) —1Eo"" (xy) IN(xy)dxdy

and integrate over the entire range, we obtain
| [Nt + B iy
(44) +P” dxdy ”d Edn M (xy, En)Ny)N(En) [Eo' (£n) Eo” (xy) — Eo’ (£n) Eo' (xy)]

= —iP” dxdy Hdian(xy, EMNy)N(EnIED (£n)Eo’ (xy) +Eo'' (£1) Eo” (x3)]-

The second member of this equation is a pure imaginary, the first member real,
hence each side must vanish. The second integral on the left vanishes because
of the symmetrical property M(xy, £7) = M (£9,xy). Hence we must have

JJX(EO’2+E0"2)dS =0, or Ef/=E,'=E,(x)=0,

and therefore no real value of p can be a characteristic constant for the primitive
integral equation. A unique solution exists for all real values of p.

4. Other Methods of Solving the Integral Equation (36).

(a) By Normal Functions.

It is worth while to examine the equation from the point of view of normal
functions. The nucleus N(xy,x’y’) is not only symmetrical and finite but it is
definite, by which it is meant that there is no real function %(xy) whose square is

integrable (7.e., such that J'JhZ(xy)dxdy exists and is not zero), which will make
the integral | |dxdy| | dx'dy’ N (xy,x'y"Yh(xy)h(x'y") vanish. This may be proven

by noting that
-J‘dxdyJde’dy’N(xy,x’y’)h(xy)h(x'y')
'Jmn)dgd,,) Jsz.r(xy,snm(xy)dxdy”M(x'y',@)h(x'y')dx'dy’
- | [Menmasan | [ar6er.enpiodsase

J
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which is always positive unless there is a function % for which

”M (xy, &) h(xy)dxdy =0,

identically for all points &4 in the range. We have just shown that no such
function exists.

From this ‘“‘definiteness’’ of N it is known that its characteristic constants
are infinite in number, real, and positive, and form a denumerable ensemble of
isolated points. To each such constant 75, there corresponds a normal function
u,(xy) which is a fundamental solution of the equation

(45) U (xy) — TiHN (xy, &n)u,(En)d dn =0.

The functions ui(xy), #s(xy),...are infinite in number and constitute a closed
set of normal functions such that

Jrjun(xy)un(xy)dxdy=0 if n=m,
=1 if n=m,

and the nucleus N(xy,£7) is equal to the uniformly convergent series

(46) N(xy, &n) = Z zi”(—-x%?ﬁ(g—")

n=1

An arbitrary function f(xy) may be developed in a uniformly convergent series
of these functions in the form

(47) Jy) = Y, Futtaly)

n=1

where the Fourier coefficient f, is given by

(48) fn=HF<xy>un<xy>dxdy

[ee]
provided the series 3 f% is convergent. Since the set of normal functions is
1

“closed” there is no function which is normal to all of them, i.e., orthogonal to
N(xy,£9). The equation (39) may then be written

[oe}

@) B+ LD [ L eonenBlendsin=fie) = R,

n
n= n=1

In the simplest case where N\ has the same value in all materials, assume
[ee]
E(xy)= Y E,u,(xy) and substitute in (49). This gives
1
[ee]

Z u,,(xy) I:En+ P_?\ E, _fn:‘ =0,
T

n=1 »
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giving
En= ___fﬂ—2’
122
and the solution is "
(50) E(xy) = Z I_Fﬁu_“(_x_j;_) =JJ F( En)dédn Z un(xy)uniffl)
n=1 1-}-7\% n=1 1+>‘%
Tn Ty
=”d5d~qF(5n) Z M@ .
w1 1L

n

In the general case where N has different constant values in different con-
ductors, if we write

N E9) = 2 bya(e)
and

E(xy) = §1 Enun(xy)

and substitute in the equation, we find

<)

2: P’
u, (xy) I:E,,-f— =~ b fn] =0
T

n=1 i

which will be satisfied if we may make

TZ T2f
2E,+b,=-2" (n=1,28,. .. »).

I p*
Now .
b= [uaCaIN ) Eer)andy = [ [ o) 5 B ey
or -
b,= ElgnkEk
where

P ” NGey) it (9) 10 (9)ddy.

Hence the constants E, will be the solution of an infinite set of linear equations

2 oo} 2
™4 SenEr= % (n=1,2,3, ..., N).
p* k=1

p2
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or

: 2
(% +gu> EitgubrtguBst ... = nh ’

P2
73 . T'“;fz
g21E1=<;2 +g22> EotgoBs+ ... = -;2— ,
72; T§f3
g31E1+g32E2+<;2 +g33> Es+...= .P_Z_ .

This set may be solved because its determinant cannot vanish for any real
value of p.

In case \ has the same constant value on all conductors,

gnn:)\a gﬂk=0, if n#k,

and we obtain the previous formula.

In the case where a conductor extends to infinity, the range of integration
is no longer finite and the characteristic values of a finite symmetrical nucleus
would no longer constitute a set of isolated points but would become uniformly
distributed along the real axis everywhere equally dense. The representation
of an arbitrary function in an infinite series of normal functions, over a definite
range, would then give place to its representation over the infinite range by a
definite integral of which Fourier’s integral is an example. Instead of a solution

in an infinite series of normal functions, one may expect a solution in the form
of a definite integral.

(b) Method of Successive Integration at Low Frequencies.

It may be noted that the method of iterated integrations which is always
applicable to Volterra’s type of equation, may be successfully applied to the
present problem if the frequency is small. This gives the solution in ascending
powers of ¢p and is only applicable for values of p less than the modulus of the
first characteristic constant of the primitive equation. The solution will be
identical with that obtained from the Maclaurin development of

. D ) ) )
N(xy, tniip) = ——N%y (Z——)W )
N

in ascending powers of . Although no real value of p can be a root of Dy (ip) =0,
nevertheless the Maclaurin development is limited to the circle in the complex
p-plan whose radius is less than the modulus of the smallest complex root.

(¢) Method of Harmonic Analysis.

It seems probable that in the majority of cases, there will be less labour
involved in solving the differential equation with its boundary conditions by
some sort of series of harmonic functions, such as Fourier-Bessel expansions,
than in solving the integral equation for 4 (or E).
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The differential equation for 4 suggests a certain type of expansions for 4
as a series of appropriate functions in each conductor or group of conductors
which will be normal functions for that section. If there are groups of con-
ductors in contact for which N or u have different values, the continuity of 4

194 . . . . .
and of - o at such internal boundaries will lead to certain relations between
u on
the coefficients. The mutual influence which the conducting groups exert upon
each other across the intervening dielectrics may then be found by assuming

certain forms of expansion for 4 in the dielectric and by then making 4 and
194

- continuous at every boundary between conductors and dielectric. This
u on

step may, however, be replaced by the following process which avoids any
reference to the dielectric.

(@) Mixed Method.

Let x, y be a point within any conducting section, and with £, as the variable
of integration apply Green’s theorem to the two functions 4 (£7) and log 7(xy, £7)
for the entire dielectric region. This gives

A(e)+ lJ[A(@) 8 log rlay.bm) 0 7(xy,£n)w]d8=0,
2 on In

where the integration is taken in the dielectric just outside the conductors, and

around the complete boundary of all conductors. Since 4 and ! 6—4 are con-

u on
tinuous at such boundaries, this necessary condition which A must .satisfy
becomes

(51) A=) = L [[ 40 HELLED _rog oy, L 24 g

am i i

where the integration is taken around the complete boundary of all conducting
groups as before but just inside the conductors. The internal normal #; points
toward the boundary. If the series for the internal values of A at each con-
ducting group be introduced into this integral, the result must be identically
true in whatever conducting section the point x,y may be. =~ By expressing thjs
fact when x,yis in each group in succession, the required number of equations
between the coefficients are obtained. This method is illustrated in the case
of two circular cylinders at the end of this paper.

5. Form and Properties of the Solution.

The N functions w;(xy), wa(xy), ..., wy(xy), which are defined as the solutions
of integral equations of type

(52) wk<xy>+¢pHM<xy, EnN(En)eae (En)ddn = o (x9)
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N
are all linearly independent, for if there were a relation of the form ) A0, (xy) =0
k=1

the above equation, on being multiplied by /%, and the sum taken for all values
of k leads to

1% N N
kglhkwk (xy) +’LY{JM (e, EmN( E"?)}glhkwk( En)d&dn =kZh¢>k (xy).

=1

N
The hypothesis leads to the conclusion that X ¢, (xy) =0 for all values of x,y
E=1

in the range. But since <pk(xy)=1 when x,y is on conducting section .S, and
equals 0 when x,y is on S, where n=k, it follows that hy=hy= ... =h,=0.

It is also evident that the only solution of

w(xy) +iPJJM(xy, EMN(Enw(En)dedn=1
is
N
w(xy) = 2 o (xy).

k=1
The solution for E is therefore

N
(59) E(xy) = 3 brex =i (=)o)
and
N
(54) In=k2=1[’YCk_iPA<°°)bnk]
where
(55) bnk = JJ)‘wkdsn

the integration being taken over the section .S, of the nth conducting group.
The array of complex constants b, is symmetrical, that is,

(56) bt =bpn-
To show this, multiply the equation for w; by AM(xy)w,(xy)dxdy and integrate over
the entire range. This gives

[ [Masronemrontendsay-ip] [ady | [asanities, emniemyontemenponten

= | [Maaneanterasay= | [rondsi=tu

If we multiply the equation for w, by Aw, dxdy and integrate, the right hand side
is b, and the left side is easily seen to be identical with the above on account of
the symmetrical property M (xy,&n) =M (&nxy). The constant A(~) must be
so chosen that the sum of all the currents I,, will vanish. If the expression for



184 CHESTER SNOW

E be multiplied by Axy)dxdy and the integration taken over all conductors,
this gives '

N
”xdedy =31,=0
n=1

N , N
.S cka<xy>wk<xy>dxdy—ipA< oo>ﬂx 3! oy (ey)ddy =0,
E=1 k=1

Or
N N
v2 2 bt N
(57) ipA(@)=—E(e)+yd(w)= —E =y T (o)g,
| X b
n=1 k=1
where
N
2 bnk
(58) V()= 55—,
21 Zlbns

which shows that

N
2V (w)=1.
k=1

In order that it shall always be possible to thus choose the constant 4 ()

as in (57) so as to make 21, =0, the denominator in the above formula for ¥,( =),
namely,

N N
3 3 by or szwk<xy>dxdy

n=1

must never be zero. To prove that this can never vanish let

N
w(xy) = 2 wp(xy) =u (xy)+iv(xy)

k=1

where # and v are real functions satisfying

u(xy) —PHM(W, EnN(En)v(En)didn=1

v(xy)+1>”M(xy, EmN(En)u(En)dtdn =0.
Multiply the first of these by N xy)u(xy)dxdy, the second by A(xy)v(xy)dxdy,

add the results, and integrate over the range. This gives, on account of the
symmetry of M,

Hx(xw[u?(xy)+v2<xy>1dxdy=Hx<xy>u<xy>dxdy.

Now if the sum in question were zero, then

JJXudxdy = JJ)\vdxdy =0,


file:///udxdy
file:///vdxdy
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and in this case the above relation would require that # and » and hence
N
w= 2 w(xy)
k=1

be identically zero at all points of the range, which is never the case since the
functions wy(xy) are not linearly dependent. This shows not only that the
double sum in the denominator of (58) never vanishes, but that its real part is
always positive. Consequently it will always be possible to choose A(®=) by
(57) and (58) so that the sum of the currents will vanish. A similar treatment

of wy(xy) shows that the real part of b, is positive and less than AOR
R
Inserting the value of 4pA( =) in the expression (53) for E(xy) gives

N N N
E(xy) = 'Ykgalckwk(xy) - Ele(xy) k{] 1‘I'k( @)y

N N
= ’YEle[wk(xy) R ACY Szglws(x)’)]-

If we define the new set of functions @y, @, ..., @, by
N

(59) Qe (xy) = (xy) =¥ (@) Xas(xy), (k=1,2, ..., N),
s$=1

then ‘

N
(60) E(xy) = Y;E‘ e (xy).

From this definition it follows that
(61) ”')\(xy)ﬂk(xy)dxdy=0, (k=1,2,3, ..., N).
Substituting

N
1 (£9) = % 3) (@) T 04(y)

in the integral equation (52) for w, gives
ﬂk(xy)-l-iPHM(x% EMN(En) Qe (En)d Edy

N
() El[ws(xy)+iPJJM(xy,En))\(in)ws(‘én)dédn]=¢k(xy)-

N
The bracket in this equation is just ¢,(xy) and X é,(xy)=1. Hence Q(xy)
§s=1

the solution of the integral equation

(62) szk<xy>+¢'p”M<xy, EnN(En) 2 (En)ddn = by (9) —Ta( ).

This equation suffices to uniquely determine each function Q,(xy) at all points

2—13
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conductors. However, the N functions thus determined will not all be inde-
pendent, for since

N
2V (0)=1
k=1
it follows from the definition of {, that
N
(63) kZ Q (xy) =0.
=1
If we define the coefficient 8, by
(64) ﬁnk = JJ')‘deSm
then the array of coefficients 8,,, is symmetrical:

(65) Bk = Brn-

This is proven in a manner precisely similar to that used in proving b,;=b,.
The constants 8, also possess the property corresponding to equation (31):

N
(66) gﬁnk=0) (k=1y 2: 3y '--;N)-

n=1

The equation of definition of current for each conducting group takes the form
N N

(67) In=7k2 ﬁnkck=7k2 Bnk(ck'—CN>r (’ﬂ=1, 2) 3, e ey N)-
=1 =1

From some points of view it is more simple to introduce in place of the function
Q, the functions ¥ (xy),. .., ¥x(xy) defined by

(68) W () = g () — Qe ().

Each must be the solution of an integral equation of the type

(69) Wy, (xy) +iPJ-JM(xyy EMNCENYR(En) — b (En)]dEdn =T ().
This equation suffices to uniquely determine ¥,(xy) at all points in conductors,

and serves as a definition of ¥,(xy) when the point x,y is in a dielectric. The
vector potential 4 (xy) is given at any point x,y by

N
(70) A@wy) =L 3 6l (xy),
1P k=1
which presents a certain formal analogy to the expression for the scalar potential:
N
$(63) = Z cru(xy).
=1

The set of functions ¥, (xy) and ¢,(xy) present a close analogy, for the sym-
metrical set of complex coefficients 3, are analogous to the set a,;. In fact the
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previous definition of 8,, may be reduced to a form precisely similar to that of
ay, namely,

(71) Bnk = ! J a\llk dsn:
on

where the integration is taken around any closed curve in the dielectric region
which encircles the nth conducting group only, and where the normal points

towards this conduction. This is evident since ¥, is harmonic in the dielectric,
from its definition. Also since

n=1

N N
JJXSdexdy = X JJXdeSn = JJR\I’kdxdy = 2 Bu.=0,
n=1

it follows that ¥,(xy) approaches the finite constant value ¥,(«), when the

point x,y moves off to infinity. The limitfajﬁe—=0. By differentiating the

r=00 ar
integral, it is seen that

V2, (xy) =0 if %,y is in a dielectric,
(72) =47ipuNT,(xy), if %,y is in conductor section S, and # =k,
=47ipuN; (xy) — 1), if n="F.

N
The analogy to X ¢,(xy) =1 is the relation
E=1

N
(73) ’El T, (xy) =1.

It is also evident from the properties of M that ¥,(xy) and L g& are everywhere
u on

continuous. The integral equation for ¥, will determine its value in conductors
without reference to the dielectric. However, it may be more convenient in
practice to determine these functions by the methods of harmonic analysis.
The foregoing differential equations and boundary conditions suffice to uniquely
determine them at all points. Only N—1 of them need be computed, the re-
maining one being given by (73), which holds at all points. The condition that
limit (r ';\I’—k) =0 will (together with the other conditions) determine the value
r=00 e

of \I/k( © ) .

It is evident from this point of view that the case where a conductor extends
to infinity presents no exception to the general form of solution, or the properties
of these functions. The foregoing method of determining the N functions of
¥, only N—1 of which are independent, amounts to a determination of gle con-

stant of integration A(«) at the outset so as to satisfy the condition X I,,=0

n=1

for all values of v,¢, ¢, ..., cy.
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The following alternative procedure amounts to an elimination of this
constant A(«), and leads immediately to a value of v and the reactance of the
system, in fact to all information of practical value. ~While not as symmetrical
as the first method, it is essentially the same and possesses the advantage of
leading naturally to a notation which reduces to a familiar one when the con-
ductors are linear or the frequency low. It consists in finding the NV independent
functions w;(xy), wa(xy),. .., wy(xy),or what is the same thing, the N independent
functions which will be denoted by the small letters ¥1(xy), ¥2(xy),. . ., ¥n(xy) and
defined by

(74) Vi (xy) = dr(xy) — op(xy).

The integral equation for w,(xy) shows that y,(xy) is the solution of the integral
equation

»,bk(xy)+ipHM<xy,snmsn)wk(sn)dsdn

(75) =z‘p”M<xy,sn»(sm(sn)dsdn.

This serves to uniquely determine ¥, (xy) at all points in conductors and thence
to define its value at all dielectric points. For the practical evaluation of
Yi(xy) by harmonic analysis, as the solution of a differential equation with
certain boundary conditions, we may derive the following equations and con-
ditions which ¢, (xy) must satisfy from a consideration of this integral equation.

By differentiation under the integral sign one finds from the properties of
M that

(a) V2 (xy) =0 if %,y is in a dielectric, .

=4ripuN[Yr(xy) — ¢ (xy)]if x,y isin a conductor,

(76) '< () Y and L o are continuous,
u on

(¢) Y(xy)=D,log 7(00,xy) at infinity, where D, is a
determinate constant not assignable.

These conditions are easily seen to be reciprocal with the integral equation,
which may in fact be derived from them just as the equation for 4 and E was
derived. Since

N
E(xy) =vo(xy) —ipA (xy) =~ gl et (xy) — ipA (xy)
the vector potential A (xy) at any point in the plane will be given by

N
(T7) ipA (xy) =ipA(=)+ k2=71 [yer—1pA ()W (xy)

and

N
(78) I= 2 lyer—ipA()]bu.

k=

—



ALTERNATING CURRENT IN CYLINDRICAL CONDUCTORS 189

The definition of b,; already given is easily seen to be equivalent to

1 W
79 b= =24
9 * 4rip Jan ’

n

taken around any closed curve in the dielectric which encircles the nth group of
conductors only.
6. Coefficients of Resistance and Inductance.

If it can be shown that the determinant |b,,| formed with the array of con-
stants b,; is never zero, then the equation (78) may be solved, giving the forms

N
(80) 'ch_@PA(“’): Zzskay (S=1,2, 3y~-':N),
k=1
where
(81) zsk=Rsk+ipLsk

and the real constants R, and L are coefficients of resistance and inductance
respectively. Since they are derived from a system of equations with a sym-
metrical determinant, the coefficients z,; are symmetrical:

Rnk = ka
(82)

Zpk =8y, or
Lnk = Lkn-

The determinant |b,,| cannot vanish for any finite value of p with finite con-
ductivities. For we have shown that it is always possible to so choose the con-
stant A (), without making each current I, vanish, that the sum of the currents
N

> I, shall be zero for every possible assignment of values to the N constants
n=1

1, €2y - - ., Cx,y and a direct contradiction to this fact may be obtained by assuming

the determinant |b,;| to vanish. For in that event, it would be possible to
choose the constants ¢, ¢s, ..., cy not all zero, such that

N
2 bnkck=01 (72=1, 2) 3v- . '1N>1
k=1

in which case each current I, would be given by

N
In= —1/PA(OO) Z bnky
k=1

and if
N N N
2 I,=0=—ipA(e) X X by

n=1 n=1 k=1
this will require that A(w=)=0 since it has been shown that double the

sum can never vanish. Consequently this would require that each current
I1=Iz'= “e =IN=0
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Therefore the equations (78) may always be solved and the coefficients R,;
and L,; found. This being done, it will appear that the value of v and the re-

actance of the line may be found without the necessity of computing the
value of 4(x).

In case the frequency is very small, the function wy(xy) is almost identical
with ¢,(xy) so that b,, approaches zero with vanishing frequency if n>k, and

by approaches where R,(0) is the direct current resistance per unit

k
length of the kth conducting group. The determinant | b,, | approaches

1 0 0
R:(0)
1 0
Ry(0) '
(83) 1
0 Ral0)
0 1
Ry(0)

The current distribution is practically uniform over the section of each con-

ductor and R,, approaches R,(0) while R,, becomes negligible if #ns£k with
vanishing frequency.

This approximation neglects ¥, because of the smallness of p, but the next
approximation gives :

Yp(xy) = iPJJM(xy» Exme)N(Eeme)d Sk,

which gives

b= —z‘pHdsn HdskMxnyn)Mmy,.,sknm(sknk)

Lnk

T TP R OR0)

if nk.
And when n==k
1

. _ 1 2 Lmt
= Rn(O) JJdSnJJdSkx(xnyn) M(xnymgn’?n))\(gnnn) = R,(0) 1 R”(O)z '

nn

The equations of definition of current (78) become

(84:) I. = _'LPA( ) Z)\Ck ipA( )Lnk

"= (n=1,2,3,...,N).
R0 R(0)R,(0)

The first approximation to a SOlthlOIl is

Rk(O)
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and placing this value in the above summation gives
(85) veu—1pA () =R, (0)I, +il>é1 Ll
which shows that for low frequencies R,,=R,(0) and R,,=0 (n>k) while

Lu=Lyn=R,(0)Rs <0>”x<x,,y,,)dsn ”x( bu )4, My Exe)

[ [Mrnzas, | [ncmras, drsneunn
| [Mwaas,] [namas,

If N\ is constant over .S, and .S, then

’

JJM(xnynv Ennn)dxndynd Exvdme
L= .
* 5.5k

If further there are no ferromagnetic materials in the system, L, reduces to
twice the negative of the geometric mean distance of the sections S, and Sg.
The approximations have been carried far enough to show. therefore that the

functions of frequency R, and L,; reduce (for low frequencies) to their ordinary
values which are familiar in the discussion of linear circuits.

V. THE PROPAGATION CONSTANT v. ATTENUATION AND PHASE VELOCITY

1. Determinantal Equation for .

The attenuation b and phase velocity V are determined by the equation
(1) when the complex propagation constant v is known. This must be so
chosen as to render compatible the two systems of equations (29’) and (67).

N-1 N-1
vl = 2 an(‘:k'—cN)rIn:'Y EIﬁnk(Ck_(:N)’ (ﬂ=1, 2,3,. ..,N),

where

N N
Ouk = Qky,y kzl e =0, Bu= 'Bk"’k21 Brn=0.

Eliminating I, gives N—1 linear homogeneous relations of the type

N—-1

(86) 2 (ank—'yzﬁnk)(ck_cN)—_—O: ("=17 2, 3: .. ~yN_1)-

They will be compatible if and only if 4% is a root of the algebraic equation of
degree N—1 in 4?2, obtained by placing the determinant of their coefficients equal
to zero. That is, if

(87) S =y — 'YZBnk
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then ¥? must be the root of

01,1 02 .. . 0,N—1
(88) O2,1 B2 . . . 02Nt =0
dy-11 - ON—1,N-1
N

Since X 6, =0, one may, by adding all the other rows to the first row, and all
k=1

the other columns to the first column, show that the equation is the same as if
¢1, or any other ¢, had been taken as a reference potential instead of ¢y. Another

form of this equation will be obtained if one makes all of the N equations (80),
namely,

N
Yes—ipA (=)= 2 241, (s=1,2,3,...,N),
E=1

compatible with all of the N equations (20), Section III:

N
'YZIn= Z QysYCse
Since s=1

N
2 a’nS=0! (n=1) 2! 3!"‘7N)l
s=1

this may be multiplied by ipA (=) and subtracted from the above, giving

N
(89) Y, = X aplye,—ipA(=)], (n=1,2,3,...,N).

s=1

Substituting in these equations the value of y¢,—ipA (=) from the above gives

N linear homogeneous relations that must exist between the N currents, namely,
where

N
(90) 'YZIn= zznkav (77‘:1:2, 3,...,N),
k=1
where
N N
(91) 2= 2 a,3q SO that X 2,=0, (k=1,2,3,...,N).
s=1 n=1

. These equations will be compatible if and only if v? is a root of

........... 21N

291 Zoo—Y2 ZaN

A= o
ZN1 N2 e ZNN—'72

(92)
Zii—Y: Zi2 e 2N
291 222_72 ........... ZoN
N
=~ = =7 3 4=0,

............................. k=1
ZN-1,1 2ZN-1,2---3N—1, N-1—7 2ZN-1,N

1 1 o1 1
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where A, is the minor formed from A by suppressing the kth column and last
row.

The second form of determinant is obtained by adding all the first N—1
N

rows of A to the last one and noting that Xz,,=0(k=1,2,3,..., N). The row
n=1

whose elements are unity could thus be placed in any horizontal line of A, Thus

N
A=0 is the same equation as that obtained by combining the relation > I,=0

n=1

with any N—1 of the relations (4). There will be N—1 values of 42 in addition
to the value y2=0 which are roots of this equation. The latter leads to no
possible solution, <.e., a zero field everywhere.

If 4% is a root of A=0 and any N—1 of the equations be solved for N—1
of the currents in terms of one of them, this leads to the relation

(93) L _L_  _Iv_p
Al Ag AN

or

(94) I,=DA, (n=1,2,3, . N),

where D is an arbitrary constant. The set of equations

N N
'ch"‘ipA(m): 2 2l =D X 244, (1’L=1, 2,3,.. -;N):
k=1 - k=1

gives any potential difference

211—")/2 219, ... ZIN
y Zo1 Z
(95) Y(ew—cn) =D X (zmp—awp)A=D | 7N
k=1 Zpl, 1 o cevec-nnes - BN-1N
2% Bank -7 Y U 22N — 2NN

which shows that v and the reactance of the line may be found without com-
puting A(=). Itsvalue, however, may be found in terms of ¢( «) by multiplying
each equation of type (80) by ¢,(«) and summing with respect to s, noting that

N N
2=1¢s(°°) =1,y Z=1¢s(°°)cs=7¢(°°);
this gives

N N N N
96)  E(=)=19(=)=ipd(=)= T T ou(=)tusls=D T T u(=)ausds.

Except for the fact that the terms z,;, are functions of the frequency, the equation

(92) for v is the same as in the case of linear circuits, and it reduces to the same
form with vanishing frequency.

2. Determanation of Constants to fit Terminal Conditions.

For each value of 42 which is a root of A=0, there are two values v corre-
sponding to a forward and backward wave, each containing an arbitrary con-
stant D. In general there will be 2N —2 wave types and this number of con-
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stants D. It is evident that if the circuit equations involving the currents,
potential differences and impedances of the terminal apparatus are written for
all the independent modes of connection of the cylinders at the terminal =0,
and z=/, these with (94) and (95) will afford the necessary and sufficient number
of relations to determine the 2N —2 constants of type D and hence to co-
pletely determine the field. There are N—1 independent modes of connecting
the terminals of N cylinders at each end.

3. Spectal Cases.

(¢) Case of Two Conductors:

an=oan= —a;p= —ag = Gp+ipCy,

Ri2=Ra
2192 =291 { ’

L12 = sz,
211 = — %1 = anZn+ 01s%n = (G12+i1> Cu) (Zn - 212) s
(97) Z9a = — %12 = Q112+ Qg2%09 = (G12+ i}PCm) (222 - 212) y

Y=g —215=(GraF+1pCr2) (211} 200—2212),
yor—ipA (o) =zuli+ 2l = (211 —213) [,
yea—ipA () =2zpl1+ 20]5 = (21— 200) I1,
(61— 02) = (2 + 20— 2210) [ = (R+1pL) I,
where R and L denote resistance and inductance of the line per unit length and
are defined by
{RER11+R22 — 2Ry,
L=Ly+Ly—2Ly,
(98) 2= (Gia+1pCr2) (R+ipL),

1 . . . . .
and where — and (i, are the insulation resistance and capacity respectively
12

between the two conductors per unit length.

(b) Uniform Proximity Effect.

If the sections of the conductors are all small compared to their distance
apart, the general equation (36), Section IV, breaks up into N independent
integral equations of the type:

(99) E(xnYn) +iPHM (%Y Eni)NEnnn) E(Ennn) A Endny

- —ipzk'Mmy,,,zkmﬂx(eknk>E<zknk>dskdm+m~z'pA<m)

where X' denotes that the term corresponding to k=mn is omitted from the
k

summation. These terms may be written 7pX'L,I where
k
(100) L,.=Ly,= M(x,V,, &) =a real constant

= —2 log 7(x,Y, txme) if all materials are non-magnetic.
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The integral on the left side of (99) is taken over the section of the nth con-
ductor, the effect of the proximity of other conductors being uniform over this
section and represented by the summation on the right side. The entire second
member of (99) is constant, say D,, over the section S,. This equation may be
called the “skin effect equation’’ since the proximity of other conductors does
not affect the relative distribution of current in any one. Its solution will be
of the form

(101) E(xnyn) =DnFn(xnyn1'iP)'

Multiplying by \,dx,dy, and integrating over the section .S, gives

(102) I,.=Dnﬂx<xnyn> Pt symit)d oy

Since this integral can never vanish (equation 58), the real functions of frequency
R,, and L,, may be defined by
(103) Rt ipLn= :

J’J’X”F’I (x”yﬂ Yip)dS"

If we also define R,; to be zero if =k and replace D, in (101) by its value
Yen—ipA () “iﬁg' LIy

it reduces to the general form (80) Section IV:

(104) v ipA(2) = T RutibLadli= 2 sl

The completion of the problem is the same as that outlined in general in this

section; the coefficients of leakage and capacity must be found in order to write
out the determinant for 2.

VI. ENERGY RELATIONS AND MEAN VALUES

Suppose ¢, 4, and E have been found in the forms ¢'+i¢"', A’ +i4", E' +1E"
where ¢',¢'/, etc., are real functions of x,y and p. The instantaneous value
of any of the above quantities is found by supplying the exponential factor
T =7 F2(73) and then taking the real part.

If P=P'4+4P"” and Q0=Q'+:Q" are any two typical quantities of this
kind, the time average of the product of the instantaneous (real) values of P

and Q is found to be
e—2bz< PIQI+PIIQII )
— )

=e—

The time averages which will be dealt with in this section presuppose a single
type of wave corresponding to one value of v only, and obviously do not apply
when several types of wave coexist since it is the field components that are
additive and not the energy.
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Consider the medium between two planes perpendicular to the z axis at z
and z+dz. Denote the time average of the rate of flow of energy through the
plane z=constant, in the positive z direction by e ?** F. There is no flow of
energy in this direction in conductors; it is all in the dielectric and flows laterally
into the conductors. Denote the mean rate of heating in all the conductors be-
tween these two planes by ¢~ %% dzTV,, that in the dielectric by ¢ 2** dzW,. Also
let e 2*dzJ and ¢ ***dzT denote respectively the time average of the electrical
energy in the dielectric, and of the electrokinetic energy between these two
planes. The former is localized in the dielectric only.

The definitions of these quantities lead to the forms:

- ’ ! 124 12 12 124
po L[[[oe ot yse o o a4 ou o'y
8 dx  dx ay dy dx  9Ix dy dy

7\ 2 7\ 2 7\ 2 "7\ 2
JRLGE)+ G+ Goy+ () s
21 \aox dy ox oy
’ ’ 122 n
v Ll GO+ G+ G+ Gy ) s
8rJJ 2 \dx dy dx

dy

W,

where the integration is over all dielectric sections in the plane;

me [p(5).

over all conducting sections;

7\ 2 7\ 2 "\ 2 7\ ¢
T= i JJ l[(‘?}i) + <Q—i> + <QA—) -+ <§A—) ]dS (over the entire plane)
8rJJ 2ul \ox dy ox

dy

’ ! n "
Afp ()
2 2

over all conducting sections.

The justification of these expressions of W; and U lies in the fact that
()\—}——f&>E2 is infinitesimal compared to

T ey

The formula is correct to first approximations even in those cases where the
constant E() is not zero, for a second approximation would make E vanish
at infinity without affecting the first approximation to current distribution in
conductors, or to x,y components of leakage and capacity current in dielectrics.
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The differential equations and boundary conditions which ¢ and 4 satisfy
lead, by simple transformations of the above integrals, to the following values

b
fy=b
(‘"’ +V>

D12

x|
I
o |

("I +a' 1),

x>
]
fut

ler/ Gy — Q)+ (G + 104N,

S
l\')'r—t
D=

x>
It
—

Sl

Il
ukl)_,
>
Mz

ax
L]
et

[e' (G&" + Q") — " (G’ — Q')

=

1l
0|~
D =

[b(ckllk'”{‘ck”lk”) + % (eI’ — Ck”Ik/)] )

X
[}
-

N
I
)AIH
-
D=
<>

e’ T e ") = b(ei Ty — e Iy').

x>
I
[t

Since

bjk/__ %Ik”:Gk/_ka”r
Y=g tipqr
%Ik’+b1h"=Gk"+PQk',

the above expressions for W; and U may be put in the forms

Wa

I

iD=

% [b(ck,Ik,+Ck”Ik,’) - %(Ckllk”—ck”*[kl)] y

N
Ug= ;1- Z[ (cr'Ii’ +Ck”1k//)+b<ckllk”“'5kuzk,)]
From these expressions it is evident that

Wc—Wd—zi”z T-T),

That is, the mean flow of energy ¢ ?** F through the plane z=constant is equal
to the phase velocity V, multiplied by the density per unit length along 2z of
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the total electric and magnetic energy e 2** (U+T). The last equation may
also be put in the form

- diz@-%z F)da=c~2 (7,4 T,)da,

which states that the excess of mean energy flow into the medium between the
planes z and z-+dz is equal to the mean rate of dissipation of energy between
these planes.

It may be noted that the dissipation of energy TTVL in the dielectric may be
of the same order of magnitude as that in conductors WW,. If these two should
be equal, then the mean electrical and magnetic energies would be equal as in

the case of homogeneous waves.
The relation

N
cp—ipA ()= 4231 (RuptipLup) 1,

enables us to write

=

[
i D1 =
D= T =

’ ’ 12 4

<In,Ik,+In”Ik”>
Lnk -—2— .

~|
Il
o | =
™ =

B3
I
—
B
I
-

The relation
N-1

vl =g +ipg,= 2__31 (Gur+ipCur) (cy—¢n)

leads to
N—-1N-1
w=Y Yo k[w—cN') <cN'—ck'>+<c,,"~cN")<cN"—ck">]
7, 2 ’

n=1k=1

N—-1N-1

=LY Ve k[(cn'—CN') (e’ =)+ (e —en™) <cN"—ck")]
2 n 2 .

n=1 k=1

If the new real quantities R, and L, be defined by the equation

N N
2 Zuplde 2 (RuptipLap)Ag
RytripLy="= =

’

A, A,
then

Vln— 1?‘4 ( @ ) = (Rn'{'ian)In = 2 (Rnk +'LPLnk)Ik7
and this gives the simpler forms

ol 21,
- L E5EE

n=1

1 il ’2__I_I 112
T=5§ [ ]
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Such expressions may, however, be misleading on account of their simplicity.
For example the heating in the nth conductor is not

12 19
A3
2
in general, but is

JJ)\(EQ +E"%)dS,.

VII. EXAMPLES AND APPLICATIONS

1. Case of Two Conductors With Circular Symmetry.

The only interest that can be attached here to such a well-known problem
is to show that the integral equation for say w; does uniquely determine w;
and hence ¥;=¢;—w; without reference to any boundary conditions. Hence
the simplest case is taken of a circular cylinder of radius 7; with a return con-
ductor in the shape of a concentric shell of inner and outer radii 7, and 73 re-
spectively, both conductors being non-magnetic and having the same con-
ductivity, and the dielectric being air.

In this case if h2= —4nip\ we have:
r>r=0 T > 11 73> 1> 1y r> 13

log r

2]

=1 0 0

logil

Yo

Y1=14 C1Jo(hr) Co+-Cs log 7 CyJo(hr) + CsKo(hr) Cs log 7

These forms are required by the differential equation for ¢, (76a). Writing
out the equations (760) and (76¢), the boundary conditions for ¢, and eliminating
the constants Cy, C; and Cs, which correspond to the dielectric regions, let

Px)=Jy(x) — <log z> xJy' (%),

0(x) =Ko(x) — <10g ;f> *K'(x).
1
This gives the three equations

—P(x1) Ci+P(x2) Ca4Q2) C5=1,
- leO,(xl) C1+x2f0'(x2) C4+x2K0’(x2) Cs=0,
OCH—P(x;;) C4+ Q(x3) Cs =0.

The determinant of these three equations cannot vanish for any real value of
the frequency, hence they determine Cj, Cy and Cs.
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To show that the integral equation for w; leads to the same values of these
three constants directly, express M(#7’) in the form

M@r)=—2log R(rr")= -2 [ao(rr’) — E ay(rr’) cosn(@—@’):l s
n
n=1

where
ag(r") =logr if ' <,
=log v if ¥'>7,

a,(rr") = <£> if 7' <,

4

n
= <1/> if v'>7r.
7

Since w; is a function of 7 only and not of 6 in both conductors, the integral
equation for w; reduces to

1if ,
wl(r)+k2Ja0(rr’)r’w1(7’)df’=¢1(r) = {0 ;f :;::

where the integral is taken over both conductors. This equation has one solution
and one only, and if we assume the form '

w1(1’) = — Cl.Jo(hT), r <7’1,
= — CyJo(hr) — CsKo(hr), ro<r <73,

and substitute this form in the above equation, it requires that

— P (1) Ci+[P(x0) — P(x3)]Ca+[Q(2) — Q)] C5=1,
— w1 Jo(x1) Ci2aJ o (w02) Cat 20K o' (2) C5 =0,
P(xs) C4+Q(3€3)C5=0.

By adding the third of these to the first, the same set of equations for Ci, Cy,
and Cj is obtained as was found by satisfying thedifferential equations and bound-
ary conditions. This shows that the integral equation will uniquely determine
the field without any reference to boundary conditions.

It may be noted that E( o) =y¢( ) —ipA( =) cannot vanish in this problem.

In evaluating the integrals to obtain these equations, use may be made of
the fact that

x dx I
x Tog 2Jo() = — & [ log 27y (x)]+ 202
dx dx

with similar formulas for Kyfx).
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2. Case of Two Circular, Cylindrical Conduciors of Different Conductivity,
Permeability, and Radius, Surrounded by a Homogeneous, Slightly Conduct-
ing Dielectric (See Fig. 2, p. 202). Mixed Method.

In this example the mixed method of Section IV will be employed:
h1E\/21rp,u1)\1 (1—1), x1=k1a1= /‘/%1__ (1_¢)
' R4(0)
(106)

hy=~/2rpushs (1—1), x2=hzaz=4/2p—“2—- (1—19).
Ry (0)

Assume the forms:

A= gj_? —II[COJO(hm) + X CuJ,(lur) cos n 61] if P(r6,) isin No. 1,
n=1

(107) -
4= :yf =1, I:Dofo(hm)—{— N D, J . (hars) cos n Gz]if P(rs) is in No. 2.
1 n=1

The equation which must be identically true when the point P is within
either circle is (51):

_ 2"1 n O /_1OgR(P‘PII) 04
(108) A(co) = E[_Jf)i& {A((hal ) a—all()g R(PPI) ‘*"_—'——( >(a101/)]

i day
27
[¢2) N 0 log R(P.le) <3A> ]
——dﬁ’I:Aa() —log R(PPy) ——=2—~ o = .
+ 27 Ja ? (ax64) das og R(PP:) s das (a202")

In Case 1, P is inside circle No. 1,

(o]
k A
log R(PPy) =log al—Z <7_1_> cos k(6 —6v)
k @ k
=1

[o o] % .
log R(PPY)=log ), (a_2> con Kb —ag)
P2

k=1
In Case 2, P is within circle No. 2,

(o]
k r_
log R(PPy') =log px‘z <<31_> cos k(B —ar)
PL

k
k=1
[¢o] . o
g KPP =log oy (1) 22 Let).
as k
k=1

If the expressions (107) for A be used in (108) and the terms be written out
for Case 1, the corresponding equation for Case 2 may be formed from thisby a

permutation of the subscripts 1 and 2 and of the constants C, and D,. In Case 1,
the equation (108) becomes

2—14
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Fig. 1
Place section of cylindrical media (z=constant) showing positive directions of normals
and line elements in each region.

0, 0.=53

Fig. 2

Sections of two cylindrical conductors.
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2m >
A(oo): ;Jd@ll{[ ’YCII -—COJg(xl)—ZC,,J,, (xl) COSTLG]’ ] .
n=1

mJo ’Lpl

. [1+ Z <%>k cos k(el'—ell)]
k=1

+ x_lli CoJo'(x1)+ZC,,Jn'(x1) cos 7 01':I .
M1

n=1

[rwa L) ===

[ee]

i) er0 {B_C? — Dy Jo(s) — ZD,,J (x2) cos neg] .

2
n=1

k
EILZ— k 92/“0.2
<p2> cos k( ):l

+ 96_2 [D()Jo,(i)C2)+ZD”Jnl(QC2) cosn 92,] .
. M2

n=1

o k k(62 — ag)
e e e
l: g P2 ;Zq o %

or, after integrating with respect to 6,” and 65/,

A(=)="" 16, [L(xﬁ—————————xl]" (x,) log “‘]

M1
(109) - §Zc [Jn(x1)+ e -J—(L‘)] <£> cos 6y
n=1 K " @
’ > ’ k
+12D0&7_°_(_x,22_@g_”2_ + Iy ZDk []k(xZ) _ %y (x2):] <‘.1_2_> cos Eas.
M2 2 P uzk P2

Introducing into (109) the expansions of the triangle

[ee]
a\' (71 \" cos nb,
log pe=log s— — — ,
s N n

n=1

k k > n n
as as n+k—1! <a1> <r1> }
=) cos kag= (= 1 Z — = — ) cos n 6;¢,
<p2) o e <s> { + n! B—1! \s a '

n=1

203
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we obtain, after inverting the order of summation of the double sum,

0= 1a=4(=) 1 l:.fo(?ﬁ) ~ ado(e) log o “1] +1: Dy 2L g
P ! M2
Iz [ xg.fk'(xz)] <a2 )k
2N Dy | T ) =) | (02
+ 5 L] i) = | (2
k=1
_ Z(ﬁycos o { 2 gy BTy TPl (EL)
- a 2 JUYL2 Ma?2 s

[oo}

n+1-—1! < a1>" <a2>k I: a1 (%2) :, Dk}
— T - = = J - = =t
2k§ nlk—1! \'s s () uok 2

Since this must be identically true whatever the values of 7.,6;, the coefficient of

7y must vanish for every value of #=0,1, 2, 3,... . If for brevity one writes

Q= Dy <a_2>” [#2"-7”(962) —xzjn'(xz):l ,

4,(/.2 N
(110) c .
P=-- <gl~) l:mnfn(.’)ﬁ)_xljnl(xl)] )
4u; \'s

(n=0,1,2,3,...o),

this identity gives the set of equations

—Izzg—k +21,P, [log GL—M]= —21Q log s— IC‘I‘M,

P xlfo’(ﬁﬁ) 22?
(111) )
+E—1! (s >2" T (%1) 20T, (21)
LY! r®e=2n (2 P, = —2QI,,
2Z=1n——1! k! Qe O ptd (1) 001" (1) ' ol

(n=1,2,3,...).
The corresponding set

[ee)
P, l: peJo(%2) vea—1ipA ()
—n Y2 4 1,20,] 1og a— 22 — —21,P, log s— Y2 A=)
lkz=1k i QO 8 @ xzfo/(x2) o ok ZiP
(112) o
. 2n !
I‘Z n+k 1!Pk_<i_> Mzwn(xﬁ‘}'x?-fn/(xz) On
n—1! k! penJ u(%9) — %9 w' (%2)

a2
(n=1,2,8,... o),

Iy= —2P,l,,

k=1

is obtained from this identity in Case 2 where the point P is within the 2nd

circle, by permuting the subscripts and constants. Since E=+¢,—1pA in cylinder
No. 1
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I COxIJOI(xl)

I]_=7:P.[1C027I')\1J fJo(hﬁ’)d?’: =2IlPo,
o 2#1
or
Similarly
as !
Iz = ’L'PIzpozﬂ'}\zJ f’]o(hz?’)d?’ = -—M = +122Qo
4 M2
Hence
2Py =20, = +1.

Placing these values of Py and (Qy in (111) and (112), and placing I,= —1I, gives

[ee]

ettt () smsisisatily
n—1: '

- ar) () — g, ()
(113) ~
o
Zn-i—k—l! P, +<i>2" panJ () Faals () g _ g
Hu—11 R as/  panJ (%9) — 20, (x2)

(n=1,2,3,... ).

The two equations for #=0 become

8

ay x1J 0/(361) B
(114) {

Yoo —ipA (o) = _Qipjl[logj_+ pedo(ws) Z%}
=1

as  xJ o/(xz)

wei—ipA () = Zi;bIl[logi 4 o) %]
1

It

or, by subtraction
@

(115) 'y(cl—cz)=2ile{M1]o(X1) + paJo(x2) 4 logi _ Z[PH—Q,{]}.

o Jo’ (1) xeto’ (x2) 10y k

The second member of this equation will be known when P, and @, for
k=1,2,3,... ©, have been found as solutions of the equations (113). The
equation of conservation of electricity is

(116) v = (Gi+1pCra) (c1—ca),

wherei— and Cy, are respectively the insulation resistance and capacity between
12
. . C —c
the two cylinders per unit length. The value of v found by eliminating (CLI——}—)
1

between (115) and (116) is

[e+]

. A nTo(er) | paTo(xs) s? Z [Pk+Qk]}
2 = + 1 2 Ml 0 + + 1 —_— R .
(7). 7*=(GutipC)2ip wiJo' (1) 2o’ (%) o

a1Qs Pt k
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The resistance R and inductance L per unit length of the line are then given by
equation (98),

118) R4ipL=—"
(118) +ip GripC

___2ip{/"l'-’0(xl) +M2jo(x2) +10gi—i[P"+Q”]}.

xlfo'(xl) x‘2]0l(x2) a1Q n

. . . 1 . . .
The insulation resistance c and capacity C between the two wires per unit length

are given by

(119) G=_‘%, C= ——_}i—i—' c=3(10)1°
2log — 2¢? log —
bl 2 1v2

in electromagnetic e.g.s. units, A\; being the conductivity of the dielectric in these
units and % its dielectric constant in c.g.s. electrostatic units. The pure numbers
b, and b, are both positive and less than 1 and satisfy the equations

albl(s - azbz) = a,f,
(120)

agbe(s — anby) = af,

s being the distance between the centres of the circles. The distance of the
image point in No. 1 from its centre is a;b; and asb, is the distance of the image
point in No. 2 from the centre of the second circle. The explicit formulas for

b1 and b, are
T S Y/ Cax =
2sa, 2sa,

- 2 4ap—adl _ /‘/(52+a§—a";>2_ N
2sa, 2s5a,

which are both real, positive, and less than 1 (when the circles are external to
each other), but b, and b, both approach the value 1 when the cylinders approach
contact, and both approach the value zero when they are widely separated. In
case a;=a; then b;=>5,. If the plus sign were taken in front of the radical, this
would give the reciprocal of the value of b, given above, which is the other root
of the quadratic equation to determine b;, namely,

2 2
(122) bﬁ-(ﬁﬂﬁ%) bit1=0.

Say

(121)

The equation for b, is obtained by interchange of subscripts.

In abandoning the strict method of integral equations and assuming that
the solution of the problem may be found in the form of a series (the Fourier-
Bessel expansion) one cannot be sure of the existence of a solution of this form,
or if a solution is found, there is no assurance that it is unique. Curiously
enough, the infinite set of equations (113) which have been obtained for the co-
efficients Py, Ps,. . .,01,0s,. . .admit of two solutions, and that one must be rejected
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as unphysical which does not satisfy the integral equation. This fact is brought
out in the following derivation of asymptotic or high frequency formulae for
the alternating current resistance and inductance.

In case the two cylinders have the same radius, conductivity, and perme-
ability b;=bs, and Q,=P,. This is a problem in current distribution w hich
has been treated by a number of mathematicians, the earliest being Mie*. It
has been successfully solved for low frequencies by Curtist, using a Fourier-
Maclaurin expansion. The regular method of integral equations has also
been used in a paper by Maneback}, whose results are also limited in their
application. The most thorough treatment, however, is that of Carson§, who
has made arithmetical computations from the infinite set of linear equations,
and whose results are quite unrestricted as to spacing of the wires or frequency.

The problem having circular symmetry has also been solved in a general manner
by Carson and Gilbert]||.

The remainder of this paper will be devoted to the derivation of high fre-
quency formulae for the alternating current resistance R, inductance L, and the
attenuation b and phase velocity v, which hold for any dimensions or spacing of
the two unequal cylinders.

(a) First and second approximations at high frequency. Asymptotic formulas
for R, L, and v with any spacing.
For high frequency

panJ (1) +xljnl(x1) ~ 14 L 20w n+ higher powers of 1
:uln-]n(xl) - xIJn (xl) X1 X

- {1+(1—i)n/‘/;1_§__—1p(_@}

mn],,(ﬁCz)—l—szn'(xz) ~ . MR2(0)
pz?i]n(x2>—x2jn,(x2) {1+<1 ’L)n }

and

The equations (113) become

+Z”+’:, - k—<i> 01+ 1)4/”2R2(°)}=

Qg

1+Zz+l:l 1' <ail>2npn{1+n(1—i) V@}@F

*G. Mie. Annalen der Physik II, 1900, pp. 201-249.

tH. L. Curtis. Bureau of Standards Scientific Paper No. 374.

{Charles Maneback. Journal of Math. and Phys. Massachusetts Institute of Technology.
Vol. I, No. 3, April, 1922; pp. 123-124.

§John R. Carson. Phil. Mag., vol. XLI, April, 1921.

|{J. R. Carson and ]. J. Gilbert. Transmission Characteristics of the Submarine Cable.
Journal of the Franklin Institute. December 1921; pp. 705-7385.

See also H. B. Dwight, Trans. A.L.LE.E., 1923, p. 850.

(123)
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Assume
Pn=P(0)+ 1__ pw
n ,\/2p n
(124)
—09 4
On=0x \/2 —=0%.

Substituting these forms in the above set of equations and equating like

powers of 1/ gives
V2

n+k—1‘ 0) _ N 2n 0)
1+Zn—1! nt _<_—> "

Qg
(125) (n=1,2,3,... =),
11+k 1' <S>2n 0
1 =\ -Pn ’
+ Z n— 11 kl gy
and
o 11 2n 2n
Z’iiérl-' PP — <i> oM =n <i> 0 (1—1) v/ 12Re(0),
k=1n—-1. k! Qs Qs
(126) -
11 2n 2n
YRS o <i> P =n<i> P (1~i) ViR (0).
k=1n—1! k! a a

The equations (125) can be solved exactly, and the values of P{” and 0% then
substituted in (126) and the resulting equations solved exactly as follows:

Exact solution of the first system of equations (125).

Since
n+k 1' k 1 .
1 = f <1,
+Zn ne T ama 4l

the equations (125) for P and Q¥ suggest the forms

|21‘ < 1,
IZZI < 11
and where gz, and 2 dre to be determined. Substituting in the equations (125)

gives
2n
1+Zn+k 1! 7= 1 =<_S_> 2,
{n—11 k! (1—2)"

PO =g, O =g, where

(42

| (n=1,2,3,..... ®),

1

n+k—1! o 1 <s>2" "
1 = =\ ’
l + Z’I’Z 1! A % (1_22)11 2

[¢51
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which shows that the 2 « equations will all be satisfied if 2, and 2 can be found
each numerically less than 1, satisfying the two equations

o (@) ()]

By reference to the equations (120) which determine b, and b, it is evident that

ab agbg

1= 7 - T

N

where b, and b, are roots of the corresponding quadratic equations. In order
that 2; and 3, shall be less than 1, b, and b, must both be less than 1, or both
greater than 1. Since the product of the two roots of each equation is one, it
follows that there are two solutions for the above system of equations (125)

given by
o (2, po (o)
N sby

or
@) e
" s " sbe

It will appear presently that the set corresponding to b; and b, both less than
unity leads to positive expressions for the resistance and inductance, while the
other set leads to the same numerical values but with a negative sign. Using

these values of P and Q% in (126) leads to the following equations for the
P and Q.

(128)

Exact solution of the second system of equations {126).
To find P and Qﬁtl) as solutions of

St k1! oW b2\" N —
YT pp o (1) € = () (1—i) viaR:(0),
- n! k! @ n a,
(129) o
n+k—1! s\ PP®  [sh\" N ——
Fett=ton (VTR (Y Ly e,
- n! k! a n a
Assume
PP =anz" and QP =@nz; where || <1,
lz2l<1y
and substitute in above equations (129). This gives
= 1 2n n
o YEE L g (1) = () - i) ViR (0),
k_ln! k—1! ag 5 ?

\ 1 2n ” —_—

a a
r=1 1 1
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Or, since by the binominal theorem
(o]
Z?’L—l—k 1! k—l _ 1

n‘ E—1! A= (1—21)"“”’

a2 1 s?zy sbe
1—21 (1—Z])n -B <_ah/g> (ﬁ’>(1—1)\/’qu (0)

622 1 _ ‘iZ} Sb1 " . —_—
et (3) - (o-svire.

If these equations are to hold for every positive integral value of %, this requires
that a and 8 bave certain values, and that

a 2

s

()
(130) =2 NS ,
S 1‘—21 1—22

b
y B = — =
N

where z), 2, b1, and b, must be the same as in the preceding case.

Since

23 _ a,blbg 29 _ azb1b2

1‘—21 Qo 1-—22 ay

the constants a and 8 must be so chosen as to satisfy

—a0+asb10sB = (1 —1)a/ 1 Ri(0),
(131) '

a1bibea — asf = (1 —1)azv/u2 Re(0),

which being solved give

1—1 — —_—
a0= — (i—_z%zgs (@10 urR1(0) +b1beaen/ uaRa(0) ],
2
(132)
1 N -
a2 = — (f_b;z;) [bibscs /iR (0) + s/ 5aRa(0)
1¥2
Introducing the results of the first and second stages of the approximation,
namely,
abi\" na
s g (2 (1 25).
(138) j \/2p s V/2p

=00+ — P = (“Lb“i><1 l‘i)
IQ =0 \/2p s Jr\/210

into the equation (118) for R and L leads to two infinite series which are sum-
mable. For
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feo) [0e]
s ZP,, Z‘ (a1b> a Z(alln)
log— — ) —* =1
a o a1 ‘n s \/2p
"=

by a 1
=log > +1o <1—‘11_.>——: -1
ga1 & s V2P 1_@_17_1

N

123 a a1b1b2
=log— — —— .
a1b2 ’\/2P (12
Similarly
log > — §, % —1og 1 B b
T ae ahy V2 a
and

ZP 2t On _ logl b1b, <g_ + ﬂaz>
dlaz b1b2 ’\/ZP 23}

Substituting in (118) gives

. . Jo(x1) uzJo(%s) 1
134 R+4ipL=2 [0 + +log —-
( ) Ka - K¢ w1 Jo’ (1) xSy’ (s0) o8 b1y

(1 =2)bibs [“l ViR +2 \/m&(o)+b1b2me1<o)+\/M2R2(0)>]}

1-bitp)v2pla

But to the same degree of approximation as used in obtaining P, and Q,, that is

.+.

neglecting —;- compared to \—/1: ,

i o(%1) - fl_{l - (1—7/) 4/ 1R1(O)

w1 o' (x1) X1

and
patolxs) _ (1 —’L) /‘/ [.Lsz(O)
X0 ’(xg)

Using these expressions in the preceding equation (134) gives, upon equating
reals and imaginaries,

1 -
1v2

+<1 20,5, 22 +b‘;fb§> \/QPquz(O)]

a

1-+b:1bsf 1 1 o, .
= 1+blb2<;+;> M—fr (lf M1 = M2 = M, >\1=)\2=)\)r
%% 1 2
2
(136) L= 210g__+__££+13

biby p kP
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The attenuation b and phase velocity V are given by

y=b+ipV=~/(R+ipL) (G+ipC),

or
(2= VTP GFHC) +(RG—HLO),
2
(137) | 2 %2 = VRTPLY (G T — (RG—pLC).
2
The ratiopﬁc, z.e. 42\:( , 1s generally negligible, so that (137) reduces to
(138) oL, - RV

=\/IT 2

The positive quantity b;b; which appears in these formulae may be found as
the root of the quadratic equation

2 _ 2 2
(139) (biby)? — (f—al——%) bibe+1=0

aag

which is less than 1. The other root, being the reciprocal of this will be greater
than 1, and if used in these formulae would give the same numerical values of
R and L but both negative in sign.

Special Case.

The circles have equal radii, by=25,,

Vi R(0) ++/maRa(0) 2p
(140) R=§ R ( )2 paRs( )u/____<2a>2 ,
) -2
S
1 R
141 L=4log— + =,
(141) ogb1 5
where b, is that root of
(142) - () or1=0
[25]

which is less than 1, or

The asymptotic expressions for alternating current resistance and induct-
ance of two cylinders here given are believed to be new. They have proven
useful in the Radio Section of this Bureau for investigating the precision of

measurements of short waves on wires, corresponding to a frequency of (10)7
cycles per second*.

*A. Hund. Scientific Paper No. 491.
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(b) Special Case. Circular Cylinder Parallel to Semi-infinite Conductor of
Finite Conductivity.

If we place s=d-+a; and holding d fixed let a; become infinite, this ap-
proaches the case of a cylinder of radius a; whose centre is at a distance d from
the plane boundary of a semi-infinite medium of finite conductivity. This is the

case of a single cylinder a height d above the earth, the latter being the return
conductor. In this case

d—Vd'—a}

ay

b1b2 =

Formulae (185) to (138) then simplify, and they show the manner in which the
conductivity of the ground A affects the propagation along a horizontal antenna
at radio frequencies. In case uy=pe=1, formula (135) gives for the resistance
per unit length of the circuit made of a horizontal antenna and the ground,
where d is large compared to ai,

1 1 —
3 = —_— — y
(143) R <(11\/)\1 + AVANS >\/f

where f is the frequency, @, and \; the radius and conductivity of the antenna,

and d and )\ its height above ground and the conductivity of the latter respec-
tively.

As a numerical example of the use of (135) to (139) consider a two-conductor
cable of copper wires of radii ¢;=.3 cm., as=.5 cm., with a distance s=1 cm.
between centres and surrounded by a large amount of insulating material whose
dielectric constant is k=4 electrostatic c.g.s. units. Suppose that the electrical
conductivity of this material A\; is less than about 107 electromagnetic c.g.s.
units, and the frequency f is 10° cycles per second. For this value of the fre-
quency (or higher values) the insulation leakage G has no appreciable effect, for

2 3 20 —20
G _ 4rNy _ 472°X10 ><1(5) — 4% 10"
pC 27fk 21 X4 X10

which is negligible compared to unity and this indicates the error involved by
neglecting G.

The direct current resistance of the wires per unit length in electromagnetic
c.g.s. units is

1 1

R O = = =5.9>< 10 3,
(0) N w(.3)2.0006 (10)

RO)= -~ = L o1

TaN 7(.5)2.0006
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The direct current resistance of the line per unit length is
Ri1(0)+R2(0) =8 X10?,
__ i 2
VIR) = 24/ F = Z x1.3%104,
ay N ay

VIPR0) = 2 1/!.”_ _ 2 xisxaon
22 A 22

The equation (135) for the alternating current resistance of the line per unit
length is

14-610s

R= Ltbibs (i +i> 1.3%10¢=6.93
1—bbs \3 5

(electromagnetic c.g.s. units).

X 104,

1v2

The numerical value of bb; is found as that root of the quadratic equation (139)—

1—.32—.5?
(b1b2)2 - -——3—>—<——5—"- (blbz) _I’ 1 = 0,

which is less than 1. The two roots are b:by=.24 or 4.16. The former value
must be used, and it gives

R=6.93< Li—é—) X10*=113X10?

as the alternating current resistance of the line per unit length in electromagnetic
c.g.s. units. This is 14 times the direct current resistance. After R has been

computed, the alternating current inductance L of the line per unit length
may be computed by (136):

1 113108
L=21log,— +—"27 —9285+.18=3.03
o8 .24+ 2710 +

(electromagnetic c.g.s. units per cm.).

The capacity of the line per unit length is given by (119):
.

32X 10%°X2.85

(electromagnetic c.g.s. units).

=1.56X107* ,

The phase velocity V is next found by means of (138):
1 1
VLC v/3.03X1.56 X 10~

which is about half the velocity of light in space. However, the velocity of
light in the medium which is assumed to have a di¢lectric capacity k=4 is

V0=c=3

NS

=1.45X10%

+1019=1.5010,
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which shows that V is very nearly V,. In this problem the dielectric whose
specific inductive capacity is 4 electrostatic c.g.s. units is assumed to fill the
space external to the wires.

Finally the attenuation constant b is found by (137):

. 3 = —21 =4 10
b=RC;/' _ 113 X 10 ><1.06><210 x1.45X10 —1.98%107°.

The current I is of the form

IT=Tpe™" cos 2 <If~—~z—>,
0 wf 7

and the wave-length is
1.45%10"

= 1450 meters.
10°

V_
f

VIII. SuMMARY
In a single type of wave, the field components are proportional to &'~ 7*

. . ) .
where the propagation constant v is b+ 2, the real constants b and v being the
i)

attenuation and phase velocity respectively. They are functions of the fre-
quency. There are N—1 possible values of v*> and 2N —2 values of v or types of
waves for a system of IV cylindrical conductors. The electromagnetic field is
in general the super-position of the fields corresponding to each type and these
are derivable from a complex scalar potential ¢, and a vector potential 4. On
account of the vast difference in the order of magnitude of the electrical con-
ductivities of a conductor and of a dielectric, certain approximations can be
made in general which are valid from the lowest to the highest or radio frequencies.
These lead to the conclusion that the x- and y-components of the vector potential
are negligible.

Beginning with the differential equations and boundary conditions which
¢ and 4 must satisfy, the existence of a solution ¢ has been proven, and an
integral representation of it obtained and its properties studied by constructing
a symmetrical auxiliary function of two points G(xy&n) which may be regarded
as a generalization of Green's function. By its means, the unknown charges
on the boundaries between different dielectrics are eliminated from consideration
and ¢ is determined at all points in terms of its values on the conducting sections.
Certain constants G, and C,;, are derived which in general are complex functions
of the frequency, and are coefficients of leakage and capacity respectively. The
conservation of electricity for each conductor takes the form, forn=1,2,3,...,N,

N . G ]=(h
'YIn = Z (Gnk'{”zPan) Ck Where { " "
k=1 an = Cknr
and

N N
2 Gnk = 2 an=0.
k=1 k=1
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In a similar manner an integral equation has been obtained for the vector
potential A by devising a symmetrical function of two points M (xy,£n) which
may be called a magnetic flux function. The existence and uniqueness of a
solution of this equation has been proven and methods of solving it discussed.
The form and properties of the solution are studied. Its value at all points
in conductors may be found without reference to the dielectric. The function
M thus eliminates from consideration the dielectric as well as the surface dis-
tribution of magnetism existing at the boundaries between different magnetic
materials. The real coefficients of resistance and inductance R,; and L, are
derived which have the symmetrical property R,;=Rp,, Luz=Ly,, and in terms
of these the definition of current leads to the form

N
’YCn—iPA(‘”) =k21 (Rnk-{_’LPLnk)Iky (‘ﬂ= 1,2,3,... rN>-

These equations are rendered compatible with those for the conservation of
electricity by choosing v a root of a certain determinant which leads to an
algebraic equation of degree N—1 in 4% It is shown that there is but one
arbitrary constant for each type of propagation and all these may be determined
when the terminal apparatus at both ends of the line are given. Thus the
attenuation, phase velocity, and reactance of th<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>