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Algebra und Zahlentheorie .

ON THE NUMBER OF SOLUTIONS OF SOME
CONGRUENCES IN TWO VARIABLES AND THE
RIEMANN HYPOTHESIS

By L. J. MORDELL, Manchester

Let p be a prime number and
f,(x)=ayx" 4 a7~ + .... a,,

where the a's are integers. Let /V, denote the number of solutions in z, y of the
congruence

y*=£() (mod p).

In a paper to appear in the Mathematische Zeitschrift, I prove the
Theorem. If f, (x) is not congruent to an algebraic square mod p, that is, if we
exclude the case when

flx)=0b(byzs + b2 *H ... + b))
identically, then

(1) N,=p-+0(p"), (r=3,4)
=2+ 0(2™), (r=15,6)
the constants implied in O being independent of the coefficients 2, 2, .... a,.

There are also other results for some similar congruences.
When » = 3 and a,720 (mod p), a result given by Artin in the Mathematische
Zeitschrift 19 (1924) 230 suggests that

(2) | Vs —21 <2y,
and he has actually verified this in some forty numerical cases.

The result (2) is true if and only if a certain zetafunction Z (s) studied by Artin,
has its nontrivial zeros on the line R (s) = 4. The function Z(s) is formed in the
field X (YD) derived by the adjunction to the field X of the rational functions of

¢ mod p of Y D where D is a polynomial in # of degree » and is free from square
factors. A zetafunction

Z(s)=Z(s,p,Vy D)
exists for every prime p X 3 and every such D. Though (1—p—6—1) Z(s) is a

polynomial of degree » — 1 in 1/p°, Z(s) has the usual properties associated with

3



Algebra und Zahlentheorie

the Riemann zetafunction including the famous hypothesis. The result (1) means
that when » = 3, Z(s) has no nontrivial zeros with R (s) > —;— - ¢ for arbitrary

e >o0and sufficiently large p, while (2) implies that the zeros are on R (s) = —;—

My methods can be seen from a proof of a theorem of a type well known in
connection with Fermat’s last theorem by the work of Dickson, Hurwitz and Schur.
Theorem. 1f NV is the number of solutions of the congruence in z, y,

ax” -+ by* + ¢ =0 (mod p),
where abc 24 0 mod p, and m, » are positive integers dividing p— 7, (this is no

loss of generality)
then |N—p|2Z pmn (m + 1) (n -+ 1).

IMAGINARE QUADRATISCHE ZAHLKORPER UND
DIE NULLSTELLEN DER RIEMANNSCHEN ZETA-
FUNKTION

Von MAX DEURING, Leipzig

Die Frage nach den imaginiren quadratischen Zahlkérpern mit der Klassenzahl
Eins ist bekanntlich mit der Frage nach der Nullstellenverteilung der diesen K&rpern
zugehorigen L-Reihen eng verkniipft (siehe z. B. E. Landau: Ueber die Klassenzahl
imaginir-quadratischer Zahlkorper, G6tt. Nachr. 1918, S. 285—295). Man kann
diese Frage aber auch mit den Nullstellen der Riemannschen Zctafunktion ¢(s) in
Verbindung bringen. Man kann folgendes beweisen:

Wenn es unendlich viele imaginire quadratische Korper mit der Klassenzahl Eins
gibt, so folgt daraus, dafl die nichtrecllen Nullstellen von ¢ (s) den Realieil 14 haben
und einfach sind.

Jedenfalls kann also von den beiden Vermutungen: da { (s) aufler bei s =—1,
—2,... bloB auf der Geraden ¢=—= 15 Nullstellen hat, und: daB es bloB endlich vicle
imaginire quadratische Korper mit der Klassenzahl Eins gibt, hochstens eine falsch
sei.

Der Beweis beruht auf einer asymptotischen Entwicklung der Zetafunktion der
Hauptklasse eines imaginidren quadratischen Kérpers mit der Diskriminante — 4 d:

Zo (S) — C(ZS) +d:/2— sV; 5_(23— I[)y(l;)(?— 1/2) + 0 (e_m,xlz dl/z__c)’ c>0
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fiir groBe d, deren Beweis verwandt ist mit den Entwicklungen von Mordell zum
Beweis der Kroneckerschen Grenzformel.

Diese Formel erlaubt fiir eine Nullstelle 14 4 it von {(s) den SchluB, daB fiir
einen Korper k (}/— 4d) mit der Klassenzahl Eins

N *5(23—1)11(5—1/2)
@t —Va ) I'(s)

1/1
—cd
<cie™¢

gilt. Hieraus 1aBt sich eine Ungleichung der Form

cod;

dj'+1>€s€ 2

fiir die Folge —4d,, —4d,, —4d,, ... der Diskriminantcn mit der Klassenzahl
Eins gewinnen, welche das Hauptresultat der obengenannien Arbeit von E. Landau
fiir die einklassigen Koérper in gewisser Weise verschirft.

UBER DIE LOSBARKEIT DER GLEICHUNG
x2—Dy?——1

Von TRIGVE NAGELL, Uppsala

Eine ganze positive Zahl, die als Summe von zwei teilerfremden Quadratzahlen
darstellbar ist, aber keine Quadratzahl ist, wird cine A-Zahl genannt. Fiir die Los-
barkeit der Gleichung

(1) 2 —Dy?=—1

in ganzen Zahlen x und 4y, ist dann offenbar notwendig, da D eine A4-Zahl ist. Dies
ist aber nicht hinreichend, wie man aus dem Bcispiele D = 34 ersieht; die Periode
der Kettenbruchentwicklung von }/34 hat nimlich einc gerade Anzahl von Gliedern,
und folglich ist die Gleichung (1) unlésbar fiir D= 34. Eine A-Zahl D wird eine
B-Zahl oder C-Zahl genannt, je nachdem die Gleichung (1) 16sbar ist oder nicht.
Scit Legendre weiBl man, dafl z. B. alle Primzahlen von der Form 4% -} 1 B-Zahlen
sind. Hieraus folgt speziell, dal die Anzahl der B-Zahlen unterhalb » wenigstens

ist. Ueber die C-Zahlen wuBlte man bisher nichts.

von der GroBenordnung S
2 log x
In diesem Vortrage wird u. a. bewiesen, da die Anzahl der C-Zahlen < » groBer

4_
als c}/x ist, wo ¢ eine positive Konstante ist.
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UBE"R DIE DARSTELLUNG VON ZAHLEN DURCH
BINARFORMEN HOHEREN GRADES

Von KURT MAHLER, Krefeld

Im Jahre 1908 zeigte Axel Thue durch ein hdéchst geistvolles Verfahren, das
spater von C. Siegel verallgemeinert wurde, daBl die Anzahl A(g) der Darstellungen
einer ganzen rationalen Zahl g durch eine irreduzibile Binirform F (#,y) vom
Grad # > 3 mit ganzen rationalen Koeffizienten endlich ist. Verkniipft man die
Thue-Siegelsche Methode mit der Henselschen Theorie der P-adischen Zahlen, so
laBt sich cin allgemeinerer Endlichkeitssatz gewinnen, nidmlich: ,,F (#, y) ist nur fiir
endlichviele Paare #, y ganzer rationaler Zahlen allein durch endlichviele feste Prim-
zahlen teilbar.** Schirfer gilt sogar: ,,Zu F (#, y) gibt es eine nur von dieser Form
abhingige Konstante ¢, so daB A4 (g) < T (g) c?+?! ist, unter T (g) die Anzahl der
natiirlichen Zahlen, deren #-te Potenz in g aufgeht, unter ¢ die Anzahl der Prim-
zahlen, durch die g teilbar ist, verstanden.“ Eine bemerkenswerte Folgerung aus
diesen Endlichkeitssitzen lautet: ,Besitzt eine Bindrform G (#, y) ganze rationale
Koeffizienten und mindestens drei verschiedene Linearfaktoren, so wichst die groBte
in F (x,y) enthaltene Primzahl iiber alle Grenzen, wenn x, y ganz rational teiler-
fremd sind und mindestens eine von ihnen gegen Unendlich strebt.*

Der Beweis dieser Satze gelingt durch Zuriickfiithrung auf eine Aussage {iber die
Anndherung algebraischer Zahlen: ,Bedeutet F (x, 1) ein irreduzibles Polynom mit
ganzen rationalen Koeffizienten vom Grad n >3, P,, P,, ..., /; endlichviele ver-
schiedene Primzahlen, ¢ eine reelle, ¢ fiir z =1, 2 ..., t eine P -adische Null-
stelle von f (), |al den gewohnlichen Absolutbetrag, ]a}pT den P.-adischen Wert,

£ > min (s—}—LI -+ s) eine Konstante, so besitzt die Ungleichung
s=1

1 2y ey n—1

min(],;é——g s

) i] min (I, )I—i———é'r;h) < max (||, |9|)-

=1
héchstens endlichviele Losungen in gekiirzten Briichen.*

Um diesen Hilfssatz abzuleiten, stellt man nach dem Verfahren von Thue und
Siegel Identitdten der Form

R (x,y) = (x — sy F(x,9,5) + (y—35) G(x,0,5) + F(x, 1) X (2,7,2)
auf, wo R, F, G, H Polynome mit kleinen ganzen rationalen Koeffizienten und 7 eine

groBe natiirliche Zahl ist. Identifiziert man dann » und y mit zwei Briichen % und
1

6
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2y , 2 der Reihe nach mit den Nullstellen ¢, ¢, ..., &, so zeigt sich, daB die beiden

)

Produkte

mm( 21

=—=¢
nicht gleichzeitig klein sein konnen.

V2

o2

=1

—Cqlp

) und min (

i

T=1

71

SUR LES SYSTEMES CYCLIQUES DE TRIPLES
DE STEINER DIFFERENTS POUR N PREMIER"
DE LA FORME 6n -+ 1

Par S. BAYS et G. BELHOTE, Fribourg

Dans le Chap. IV d’un mémoire récent!) sur les systémes cycliques de triples de
Steiner différents pour N premier (ou puissance de nombre premier) de la forme
6n 4- 1, j’ai montré comment on peut obtenir les systémes de caractéristiques diffé-
rents appartenant i chaque diviseur d de 3, dans les 4 cas suivants qui épuisent
toutes les possibilités :

1. d est premier 4 n (d=1 et 3);

2. d est diviseur de n, < #net>3;

3. # est diviseur de d (d=mn et 3n);

4. d et mont un pgecd. § >1,<d et n.

Les systémes de caractéristiques différents étant obtenus, il restait la question
suivante : déterminer le nombre et la nature des systémes cycliques de triples diffé-
rents déterminés par chacun de ces systémes de caractéristiques.

Soit 3 un systéme de caractéristiques, S un systéme de triples déterminé par 3.
Sil|#, 14|, |7 a® z|| est le diviseur du groupe métacyclique, d’ordre le plus élevé
que posséde S, nous dirons que S est de la classe w.

Soit ‘%Z =2% n,, n,
seurs de n,. Si 3 appartient a d, les valeurs possibles de w sontw; = 2y;d— 21! y'’;d,
i=1,2..., k, u;y=2%";. Si S est de la classe w;, 2y; systémes de triples déterminés

37
‘4

1) Commentarii Math, Helvetici, vol. 2, fasc. IV et vol. 3, fasc. I, II et IV.

impair. Soit gj = 1, w3, s, ..., up — 7, 'ensemble des divi-

par 3 sont équivalents 3 S (S inclus). Pour d=—1 = 3n=—2%mn, est a rem-
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placer par #n = 2% «',, »’, impair, et la suite des diviseurs yu'; de #n,, par cclle plus
courte des diviseurs de z,": w' =1, we', us', ... , yp=1n.". '

Soit x,; le nombre des systémes S différents de la classe w;. Grice a4 une idée heu-
reuse de I'un de mes éléves, nous sommes maintenant en état de donner aisément,
quel que soit le systéme de caractéristiques X dans chacun des 4 cas ci-dessus,
le nombre x; pour chaque classe w;.

w; est diviseur de 6% ; il peut étre diviseur de zn. M étant le nombre des systémes
S déterminés par X, d’une classe w;, wy < w; et diviseur de w; possédant donc un
diviseur métacyclique d’ordre plus élevé que celui de{|x, 1 4 xl, |z, av; x|l 57w,
est diviseur de 2n, on a :

w; w;n'
z T ;,,
2 —M
Xp= (1)
2u;

n' étant le nombre des caractéristiques principales de X ; st w; w'est pas diviseur de
2n, on a simplement :

r, = 2
T (2

Le nombre des systémes S de la classe w; st 2y;x;. Dans cette formule (1) ou
(2), M est donc a remplacer par3 2y, x;, ou ¢’ parcourt ceux des indices 1, 2,.. ., &,
;!

z
pour lesquels w; < w; est diviseur de w;. On obtient ainsi de proche en proche
chacun des x; au moyen des précédents.

ON SATURATED NUMBERS

By H. RAFAEL, Bombay

Calling saturated numbers of order k& the integers for which

po_atk Btk ALk
r— A . Eo T

is a maximum, the number being N —2%.38.5Y pl series of saturated numbers of
different orders may be constructed. The investigations of late Prof. Cesaro on
the m. c. m. of the numbers 1, 2, 3,....# are closely connected with these numbers.

8
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The main theorem for their actual construction is that any saturated number of order
k, §,(m,) is equal to a saturated number of order k41, S, ( HI) multiplied
by P (p,), where P (p,) stands for the product of the prime numbers from 2 to p,
(P (p,) =2. 3. 5....p,). The investigation of thc lower and upper limits for p,,
in order to avoid trials, is the most definite part of the present paper.

Let Sy, ) k+1(mk+1) be
its corresponding factorial index of order £ 1. If we consider the number

& s
k__'__YTIe+l(mk+l) mk_l_l) by % and dividing by % - 1,

either this number is the factorial index of order # 4 1 of a saturated number of order
k41, Sk+1 (m’k_l_l) or it lies between two consecutive factorial indices of order 2+ 1

k+ L+1( k+l):Tk+1 k+1)

then, if p’, is the prime number immediately preceeding the quotient (not neces-
— Sk+1(7”k+_1)

Sat1 (' 41)°
between p', and %, then p', is a lower limit i.e. §

k+1( k+1)'
saturated number of order £, if p, <p',.

be a saturated number of order kL1 and 7

obtained multiplying 7", 41 (

of two saturated numbers of the same order. If ——

sarily an integer) i.e. p's << 4%, but there is no prime number

P(p,) cannot be a

If the number -—— m, ) is not an exact factorial index of order %+ 1

k + k+1 (
of a saturated number of this order, then it lies between two consecutive factorial
indices of two consecutlve saturated numbers of this order. Therefore 7°

k”(m’ <

then if p', is the prime number immediately

< Ty (m/e+1) /e—f‘l < k-|—1(”l k+1)
preceeding the quotient, integer or fractional 2 — M"i i.e. p', < 4 but
Set1(m' z41)
there is no prime number between p’, and %, then p', is a lower limit, i e.
Syy1(m, ) P(2,) cannot be a saturated number of order £ if p, < p',.
f——— + T

The reasoning in order to determine the upper limit is the same. I et (4 yy)

is the exact factorial index of order #-1 of a saturated number S (' of

E41 k+l)

i
Ml—’"‘"l) ) P(#,) cannot be a saturated

Sep1(miq)’ et

number of order £ if p, > /; if /-e—:—l Loy (74 4)

index of order £2- 1 of a saturated number of the same order, but it lies between
two consecutive indices of order £--1 of two consecutive saturated numbers of the

the same order, then if 2 — (m

k41

is not exactely the factorial

9
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same order, i.e. that we have 7, , | (m",,,—1) < E-_/:—I Loy (M )< Ty (m" )

e o Sapa(m" i)
then if /2 — Seni0mens) Sk+1(mk+1) P(p,) cannot be a saturated number of
order % if p, > /%. The proof is the same as for the lower limit, i.e. by comparison.
An easy method which allows the indefinite calculation of these series without

hesitation is also explained and results are shown.

The asymptotic properties of these series, very complicated and difficult to prove
rigorously, are the subject of the analysis of the second part of the paper. The series
S, or the series of numbers with a maximum number of divisors is the most
interesting of the series of saturated numbers but its investigation and study are
laborious. Any number of this series is of the form P (p,), P (p,), P (p5) ... -- ,
where p,, when it is very large, differs very little from p,. p,. and approximately
logp, _logp, _ logps
log2 ~— logd — log4
are also shown.

. Other properties related to the frequency of these numbers

DISKRIMINANTE EINER QUADRATISCHEN
FORM

Von H. BRANDT, Halle-Saale

Es werden quadratische Formen beliebiger Ordnung mit rationalen Koeffizienten
betrachtet. Fiir die Form f= f (x, x,...x,) wird bei geradem n—2v der Ausdruck
o f o f
— (—71)V
4=(1 0x; 0% 0x; 0,
als Diskriminante bezeichnet.

und bei ungeradem # =2y 4 1 der Ausdruck 4 = (—1)V{

Sind die Koeffizienten von f ganzzahlig, so enthilt 4 alle, und nur die Prim-
zahlen, fiir welche der Rang von f kleiner als # ist, und das Vorzeichen ist so
gewidhlt, daB fiir Primzahlen p, welche nicht in 4 aufgehen, das Legendresche

Symbol (7‘:—) das Verhalten der Form in bezug auf p (und Potenzen von p) voll-

stdndig bestimmt.
Betrachtet man eine Gesamtheit von Formen, welche aus einer beliebigen von
ihnen dadurch entsteht, daB man alle rationalen umkehrbaren linearen Transforma-

10
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tionen ausiibt und die erhaltenen Formen noch mit beliebigen rationalen Faktoren
multipliziert, so lassen sich darunter diejenigen Formen auszeichnen, welche ganz-
zahlige Koeffizienten und eine, absolut genommen, moglichst kleine Diskriminante
(und nicht negative Signatur) haben. Sie heiflen Stammformen, und ihre Diskri-
minante heiBt Stammdiskriminante fiir jede Form der Gesamtheit.

Die Stammdiskriminante A4, enthilt bei ungerader Ordnung nur einfache Prim-
faktoren, bei gerader Ordnung konnen ungerade Primfaktoren héchstens im Quadrat
auftreten, wihrend die Primzahl 2 wie bei biniren Formen entweder nicht oder in
der zweiten oder dritten Potenz vorkommt.

Eine Form f heift fiir die Primzahl p vollstindig zerlegbar, wenn fiir jede Potenz
7 eine Kongruenz

=0l b+ . Floy_1 by + (Rl311), (29

moglich ist, wo die [; Linearformen sind und das eingeklammerte Glied bei geradem
n=—2v fehlt.

Bei ungerader Ordnung ist 4, bis auf das Vorzeichen das Produkt der Prim-
zahlen, fiir welche f nicht vollstindig zerlegbar ist.

Bei gerader Ordnung ist die Form vollstindig zerlegbar fiir alle und nur die Prim-

0

sahlen p, fiir die( ;

): 1, und umgekehrt ist dadurch 4, bestimmt, wenn nur

ein gemiB dieser Forderung auftretender einfacher Primfaktor 2 durch 8 ersetzt
wird.

Aehnliche Betrachtungen konnen fiir quadratische Formen in algebraischen Zahl-
korpern angestellt werden. Nur gibt es hier im allgemeinen keine Stammformen, und
die Stammdiskriminante wird ein Ideal. Ihre Bedeutung ist bei ungerader Ordnung
entsprechend, wahrend bei gerader Ordnung die Klassifikation der Primideale nicht
durch die Stammdiskriminante direkt, sondern durch irgend eine Form und ihre
Diskriminante fiir fast alle Primideale bewirkt wird, und diese Form kann so
ausgewihlt werden, daB irgendwelche vorgegebene Primideale nicht zu den Aus-
nahmen gehoren.

II
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FORDERUNG DER UNTERSUCHUNGEN DES
HERRN FUETER UBER MODULARGLEICHUNGEN
UND KOMPLEXE MULTIPLIKATION DER ELLIP-
TISCHEN FUNKTIONEN

Von L. KIEPERT, Hannover

Durch das zweibandige Werk: ,,Vorlesungen iiber die singuliren Moduln und die
komplexe Multiplikation der elliptischen Funktionen® hat sich Herr Fueter ein
groBes Verdienst erworben schon dadurch, dafl er die WeierstraBsche p-Funktion
der Vergessenheit entrissen hat. Die vielen Sitze, die er dabei herleitet, sind bahn-
brechend und von groBem wissenschaftlichem Interesse. Bei der Aufgabe, die nume-
rische Berechnung der Modulargleichungen auszufiihren, ist er auf besondere Schwie-
rigkeiten gestoBen, die ich in weitem Umfange beseitigen kann.

Unter Benutzung der W eierstrafischen Bezeichnungen kann ich hier das Folgende
mitteilen:

Bei den Modulargleichungen liegt es am nichsten, eine Beziehung zwischen der
3

absoluten Invariante [/ = 9‘:—;— der urspriinglichen Funktion und der absoluten Inva-

riante 1 der transformierten Funktion aufzusuchen. Dabei werden aber die Zahl-
koeffizienten so groB, dafl die Berechnung uniiberwindliche Schwierigkeiten bietet.
Schon bei dem einfachsten Falle # =2 treten 14stellige Zahlen auf.
Deshalb habe ich eine HilfsgroBic
1

LAY 7Y
L(n) = [A(n’ w)]
4 (v, 0"
eingeflihrt, bei deren Benutzung die Rechnungen wesentlich einfacher werden.

Ist # eine von 2 und 3 verschiedene Primzahl, so ist 1.2 die Wurzel einer Gleichung
(n -+ 1)ten Grades, deren Koeffizienten sehr einfache ganze rationale Funktionen von

s

Vi

o,
{O/-Z und ¥s —
sind. Fiir » =2 und fiir » = 3 wird
L* — 12y, L° 4 16 =0

Y=

und
L* 418 L' + 216y, L* — 27 = 0.
Fir n =5 wird
L2 4 10L® —12y,L2 4 5=0,

12
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cine Gleichung, die mich auf die Auflosung der allgemeinen Gleichungen fiinften
Grades mit Hilfe der elliptischen Funktionen fiihrte. (Crelles Journal, Bd. 87.)
Ist »=02 das Quadrat einer von 2 und 3 verschiedenen Primzahl, so geniigt
schon L selbst einer solchen Gleichung vom Grade a (a + 1).
Dadurch gelang es mir, die Modulargleichungen fiir

n—25, 25, 7,49, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 3I

vollstindig herzuleiten.

Auch in dem Falle, wo # eine beliebig zusammengesetzte Zahl ist, leistet die Hilfs-
groBie L sehr gute Dienste, so daB ich die Transformation noch fiir 18 weitere Fille
durchfiihren konnte.

Besitzt man die erforderlichen Transformationsgleichungen, so ergibt sich die
Berechnung der singuliren Invarianten, bei denen komplexe Multiplikation statt-
findet, miihelos, was ich im 39. Bande der Math. Annalen durch 42 Beispiele gezeigt
habe. Die Anzahl dieser Beispiele hitte ich noch leicht vermehren konnen, wenn
ich die vorhandenen, von mir aufgestellten Vorbereitungen voll ausgenutzt hitte.
Ja, man kann sogar mit Hilfe der singuldren Invarianten die Berechnung der Trans-
formationsgleichungen fiir groflere Werte von # wesentlich erleichtern.

(Vergl. Crelles Journal, Bd. 76, 87, 88, 95 und Math. Annalen, Bd. 26, 32, 37.)

UBER DIE SCHLAFLISCHEN MODULAR-
GLEICHUNGEN

Von G. N. WATSON, Birmingham

Die von Schlafli eingefithrten Modulargleichungen, deren Transformationsgrad
eine Primzall ist (3, 5. 7, ... bis auf 37 und auch 47), sind von Schlafli, Weber und
Berry ausgearbeitet worden. Ich habe einige Schliflische Modulargleichungen aus-
gearbeitet, deren Transformationsgrad eine zusammengesetzte Zahl (ein Quadrat)
ist, teils durch algebraische Methoden (Elimination aus zwei Modulargleichungen
fiir einen Primzahlgrad), teils mit dem Gebrauche von g-Reihen und g-Produkten.
Die Schliflische Modulargleichung fiir den 9. Transformationsgrad ist ganz einfach,
aber die Modulargleichung fiir den 25. Transformationsgrad auszuarbeiten ist ziem-
lich langwicrig, und die Modulargleichung fiir den 49. Transformationsgrad ist sehr
kompliziert. Diesc Modulargleichungen sind sehr niitzlich beim Konstruieren ge-

wisser singulirer Moduln.

13
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UBER DIE PRIMIDEALZERLEGUNG IN GEWISSEN
RELATIV-IKOSAEDRISCHEN ZAHLKORPERN

Von MAX GUT, Ziirich

Es sei % ein algebraischer Zahlkérper und K ein in bezug auf k relativ-Galois’scher
Korper. Die Relativgruppe sei die lkosaedergruppe, so daB der Relativgrad 6o ist.
Ist dann p ein Primideal von %, so fragen wir nach seiner Zerlegung in K:

p=Prpre .. f"’ Nf((pi):pF": =1, 2 ... 7

also nach der Anzahl r der voneinander verschiedenen Primteiler P, von p, nach ihren
Relativordnungen E; und nach ihren Relativgraden F; .

Enthdlt ¥ den Korper der 5. Einheitswurzeln und eventuell noch eine gewisse
Quadratwurzel, so kann man in K immer eine reélativ-bestimmende Zahl £ so finden,
daB ihre Relativgleichung in bezug auf k von der Form

(*) —[—E*®—1- 228 (5°— 5°) — 4945 + 2“33£[E(E‘° + 1158 —1))=o0
v

¢

ist, wobei ¢ und » ganze Zahlen von k sind, deren Quotient > durch £ eindeutig be-
v

stimmt ist. Unter Heranziehung geeigneter Resolventen dieser Gleichung, der Hilbert-
Dedekind’schen Sitze iber die Primidealzerlegung in den relativ-Galois’schen K&rpern
und in ihren Unterkorpern und der Ore’schen Sitze iiber die Primidealzerlegung auf
Grund einer relativ-definierenden Korpergleichung kann man die oben gestellte Frage
beantworten. Fiir den Fall, daB p zu 2, 3, 5 und zur Relativdiskriminanten von K in
bezug auf £ [aber nicht notwendigerweise zur Diskriminanten der Gleichung (*)]
teilerfremd ist, sind die Resultate angegeben in meiner Arbeit, die unter dem gleichen
Titel erschienen ist in den Commentarii Mathematici Helvetici, vol. 4, pag. 219, 1932.

14
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SUR LA FACTORISATION DES TERMES DES
PROGRESSIONS ARITHMETIQUES DU
DEUXIEME ORDRE

Par L.-GUSTAVE DU PASQUIER, Neuchitel, Suisse

Le probleme de la répartition des nombres premiers dans les progressions arith-
métiques d’ordre supérieur

(1) P() = agx” + ayx7 ... + a,

ou les @, sont fixes, tandis que x» parcourt la série des nombres entiers, a été
attaqué par trois voies bien différentes. La premiére conduit a supposer que les
termes P(n) d’une telle progression sont préalablement décomposés chacun en ses
facteurs premiers p, rangés par ordre de grandeur croissante:

(2) Pln) =pi-p-...... he - P

puis a étudier les facteurs premiers p; qui apparaissent de cette fagon. — La
deuxiéme voie conduit a établir une formule donnant sz (a,, i, ...... , @,; 5), clest
a dire donnant le nombre des nombres premiers = z contenus dans (1), quand x»
parcourt la suite naturelle des nombres entiers. — La troisiétme voie conduit a
étudier tout ce probléme en prenant comme point de départ, au lieu du corps R
des nombres rationnels, un autre corps de nombres.

Pour les progressions arithmétiques ordinaires (» — 1), on sait que

(3) 7 (a0, ar; x) ~ i x/ @ (a).

Mais quand » > I, on sait seulement: que, dans (2), lim p, = oo quand 7 —oc;
que 7 (@, @1y een.- , @,; 5) est au plus de l'ordre de grandeur de 5/1Ins; et que
dans toute progression arithmétique du second ordre (» — 2), on a s = 3 infiniment
souvent dans (2), quand #z—> oo par la suite des nombres naturels. Dans I'état
actuel de la science arithnomique, il n’est pas sans intérét de vérifier la formule

(4) ”(ao,a“ az;ﬁ)’\-’? Va -C- IZ IIVZ

que les travaux de messieurs Hardy et Littlewood m’ont suggérée*), mais qui n’est
pas encore démontrée rigoureusement. Dans cette formule, ¢ =1 si @, 4 @, est
impair, ¢ = 2 si @, + @, est pair; »' parcourt les nombres premiers impairs qui

*) Partitio numerorum, 3'¢me mémoire; Acta mathematica t. 44, p. 1—70, Djursholm 1923.
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sont diviseurs communs de @, et de @,; par hypothése, le discriminant 4= a? — 4a,a,
n'est pas carré parfait; a,, @, et @, sont premiers entre eux dans leur ensemble;
si @, et a, sont tous les deux impairs, @, I'est aussi; enfin,

)

ou p parcourt les nombres premiers impairs qui ne sont pas diviseurs de a, et le

—on

c=]7I

#23

4 . Lo foi
symbole de Legendre (?) — + 1, suivant que 4J est résidu ou nonrésidu quadra-

tique de p. Vu le réle prépondérant joué par le premier coefficient, a,, j'ai vérifié
(4) pour six progressions appropriées

(5) f(2) = aur® + ayx + a,

en poussant la factorisation jusqu'a 225 millions**), grace 4 une méthode développée
par monsieur A. Gérardin. Cette méthode consiste a ,toucher®, dans (5), tous les
termes composés; les termes non touchés sont alors automatiquement des nombres
premiers et les autres termes se trouvent décomposés en leurs facteurs premiers.
A cet effet, connaissant les nombres premiers p qui sont facteurs possibles de (5),
on adjoint & chaque facteur p deux cracines», » et s; pour x = pn -+ r et x = pn
+ s, le f(x) correspondant est alors divisible par p, quand » parcourt la suite des
nombres naturels jusqu'a la limite voulue. Il suffit d’écrire, dans un cahier a 3
colonnes, le facteur p a cbdté du f(x) correspondant.

Exemple: flx)=1012° + 200 + 1

x f(x) facteurs premiers

1485| 2227757426 2 X 17 X 6:551689
1486| 223057517
1487| 223357 810 2 X §5X 13 X 1718137

**) L.-GUSTAVE DuPASQUIER: «Sur les nombres premiers dans les progressions arithm. du deuxiéme
ordre». Associat, frangaise pour I’avancement des sciences, Compte rendu du Congrés de Lyon, 1926.
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Cette méthode est particuliérement importante par le fait suivant: les <racines» »
et s calculées pour une progression quadratique (5) sont «racines» pour une infinité
d’autres progressions quadratiques qui s’en déduisent aisément et que I'on peut ainsi
factoriser presque mécaniquement. Ayant les racines 7 et s pour tous les p < 32009,
j/ai pu factoriser de cette fagon, en peu de mois, des progressions du deuxiéme
ordre jusque bien au deld d’un milliard: a,- 10", et déterminer un grand nombre
de nombres premiers inédits de 8 a 12 chiffres. L’arithmétique, comme toutes les
sciences, résulte de 'observation et progresse par 'étude des phénoménes numériques.

ON A PROBLEM IN THE ADDITIVE THEORY OF
NUMBERS

By E. H. LINFOOT, Bristol

Let v, () be the number of representations of the positive integer # as the sum
of s quadratfrei numbers ), repetitions being allowed and order being regarded as
relevant. The problem of finding an asymptotic formula for v_(z) has been discussed
by C.J. A. Evelyn and the writer in a series of papers. They.have shown by elemen-

tary methods that the number of representations
(1) v = L Sl 4 O (et
‘ (s—1)! ¢ (2)

as n-> oo, for every ¢>0. Here

=

Pn (ﬁ‘ - I)'c
lies between two positive absolute constants. By an application of the analytic method
1 .
of Hardy and Littlewood they obtained the error term O (ns—3#+ 35— +¢). Using
Gelbcke’s refinement of the Winogradoff method, recently developed by him in
connection with Waring’s problem, they are now able to sharpen the error term to
1 - .
O (ns—3%+5;+%). This is an improvement on (1) when s = 4.

References.
T. Esterman, Journal London Math. Soc. 6 (1931) 37-40,
C.]. A. Evelyn and E. H. Linfoot, Oxford Journal of Math., June 1932,
M. Gelbcke, Math, Annalen 105 (1931) 637-52.

1) A quadratfrei number is one not divisible by a square greater than I.

2 Mathematiker-Kengre -
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STRUKTURTHEORIE DER HALBEINFACHEN AL-
GEBREN UBER ALGEBRAISCHEN ZAHLKORPERN

Von H. HASSE, Marburg-Lahn

Die Struktur der halbeinfachen Algebren (h. A.) iiber beliebigem Grundkorper
ist von Wedderburn durch zwei Sitze weitgehend aufgeklirt worden:

1. Jede h. A. ist cindeutig (bis auf die Rcihenfolge) als direkte Summe einfacher
Algebren (e. A.) darstellbar (und umgekehrt).

2. Jede e. A. ist eindeutig (bis auf innere Automorphismen) als volles Matrizen-
system iiber einer Divisionsalgebra (D. A.) darstellbar (und umgekehrt).

Durch diese Wedderburnschen Sitze wird das allg. Strukturproblem auf die
Untersuchung der D. A. reduziert.

Dies Problem gehdrt zu den wichtigsten der modernen Algebra. Fiir die Grade
2, 3, 4 wurde seine Losung durch Dickson, Wedderburn, Albert gegeben. Dickson
fithrte auch zuerst denjenigen Typ von D. A. ein, der fiir die allg. Ldsung dieses
Problems von besonderer Wichtigkeit ist, die zyklischen Algebren (z. A.).

Fir den Fall, daB der Grundkorper ein algebr. Zahlkérper ist, ist die Ldsung
des Problems im letzten Jahr gelungen. Den zwei Wedderburnschen Sitzen tritt
dann zur Seite der Satz:

3. Jede D. A. iiber einem algebr. Zahlkorper ist als z. A. (iiber ihrem Zentrum)
darstellbar.

Der Beweis ergibt sich durch Kombination der von Hensel geschaffenen arithm.
Methoden, die ich im Anschlufl an Speiser in diese Theorie hereingetragen habe, mit
gewissen algebr. Methoden, die, auf fritheren Untersuchungen von Speiser und
I. Schur fuBend, kiirzlich von R. Brauer und E. Noether entwickelt wurden.

Die Darstellung als z. A. ist zwar nicht eindeutig, aber die arithm. Theorie liefert
in Gestalt von Normenrestsymbolen ein volles Invariantensystem der z. A., so daB
also durch Satz 3 das restliche Problem fiir den Fall eines algebr. Grundkoérpers
vollig gelost wird.

Fiir den Fall eines allg. Grundkorpers sind die Untersuchungen iiber das entspr.
Strukturproblem gegenwirtig im Gange.

Aus Satz 3 ergeben sich eine Reihe von wichtigen Folgerungen, die ich hier nur
andeuten kann.

Zunichst konnte ich mit seiner Hilfe eine beriihmte Frage von I. Schur beant-
worten: Die irreduziblen Darstellungen einer endlichen Gruppe der Ordnung # sind
stets im Korper der mh-ten Einheitswurzeln mit hinreichend hohem % moglich.

18



Algebra und Zahlentheorie

Ferner erweist sich in Untersuchungen von Chevalley und mir die Theorie der z. A.
als das adiaquate Werkzeug zum Aufbau der Klassenkorpertheorie im Kleinen.
Mittels Satz 3 konnte ich dann weiter den Uebergang zur Klassenkorpertheorie im
GroBen fiir den Isomorphiesatz und das Artinsche Rez. Ges. in eleganter Weise voll-
ziehen.

SchlieBlich erweist sich in Untersuchungen von Artin, E. Noether und mir Satz 3
(und iberhaupt diese Methode) als kriftiges Hilfsmittel bei der Behandlung der
groflen im Mittelpunkt der modernen Zahlentheorie stehenden Frage nach dem Zer-
legungsgesetz in allg. galoisschen Zahlkorpern.

THEORY OF NON-COMMUTATIVE POLYNOMIALS
By OYSTEIN ORE, New Haven

The present paper contains some of the main properties of polynomials
(1) f(x) =agx*fax*='+,.... fa,

with coefficieuts a,in a non-commutative field K. The sum of two polynomials (1)
is defined as the polynomial obtained by adding corresponding coefficients. For the
definition of the product there exists various possibilities. In non-commutative
algebras one usually considers the case, where the variable » is permutable with the
coefficients; a wider domain of applications is obtained however, if one only postu-
lates that the degree of the product is always equal to the sum of the degrees of
the factors. The theory then also includes for instance the formal theory of linear
differential and difference equations and also of other functional equations.
Under this assumption one must have for a linear product

2) ra=ax - a'
where a is an arbitrary element in K; from (2) the general product of polynomials (1)

can be defined. For the two fundamental operations, the conjugation a and the
differentiation o’ one derives the rules

‘l"+‘b:‘_z+5’ L;Z:L;Z
(@-1-0) =a' -+ b, (ab) =ab' +a'b.

The first represents a homomorphismus in K, in the commutative case the second
obeys rules corresponding to ordinary differentiation.

9
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A right-hand Euclid algorithm always exists for two polvnomials; a left-hand
algorithm exists only when the conjugation satisfies a certain condition. From the
right-hand algorithm the existence of a right-hand greatest common divisor and
least common multiplum follows.

The notion of the transform gf (#) g~ of a polynomial f (x) by another g (x) is
then introduced; it contains f. inst. the notion of similarity introduced for linear
differential expressions by Poincaré. Among the various properties of the trans-
form I shall only mention the following: When a product a (x) b (#) is divisible
by ¢ (#), and b (x) relatively prime to ¢ (#) then @ (#) is divisible by bc () b—L.

The notion of transforms is particularly useful in the formulation and proof of
the various theorems on the representation of non-commutative polynomials, which
form the principal object of this paper. Four main representations are considered:
The first is the representation as a product of prime factors; the second is the
representation as a product of reducible factors, both corresponding to theorems
of Loewy in the special case of linear differential equations. The third representation
includes as a special case the representation studied by Krull for differential poly-
nomials, while the proofs are considerably simpler. The fourth representation is
new. I finally observe that this general theory has been carried further than the
special theory of representation for differential- and difference equations, so that
various new results can be derived also for these cases.

IDEAL- UND BEWERTUNGSBEGRIFF IN DER
ARITHMETIK DER KOMMUTATIVEN INTEGRI-
TATSBEREICHE

Von W. KRULL, Erlangen

Im Ring der ganzen rationalen Zahlen liefert dic Primfaktorzerlegung das Teilbar-
keitsgesetz fiir die Elemente. In den IHauptordnungen der endlichen algebraischen
Zahlkorper, in denen fiir die Elemente 7.a keine eindeutige Zcrlegung in Prim-
faktoren mehr besteht, hat das Teilbarkeitsproblem vor allem zwei klassische Lo-
sungen gefunden. Dedekind fithrt neben den Elementen die Ideale ein, und erreicht
durch geeignete Definition des Ideals und der ldealmultiplikation, daB wenigstens
jedes Ideal eindeutig in endlich viele Primidealfaktoren zerlegt werden kann. Hensel
trennt die Primstellen durch Einfiihrung der p-adischen und z-adischen Zahlen und
vermeidet so den Idealbegriff. Arbeitet man mit dem Begriff der Bewertung, und
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zwar insbesondere mit dem der Exponentenbewertung, so kann man das Henselsche
Ergebnis folgendermaBen aussprechen: Jeder Primstelle des betrachteten Zahlkérpers
entspricht eine charakteristische ganzzahlige (diskrete) Bewertung, und es ist das
Korperelement ¢ dann und nur dann durch das Element b teilbar, wenn a in allen
Bewertungen mindestens den gleichen Wert besitzt wie b. Der Tatsache, dafl bei
Dedekind jedes Ideal nur endlich viel Primidealteiler besitzt, entspricht bei Hensel
der Umstand, daBl jedes Korperelement nur in endlich vielen Bewertungen einen von
Null verschiedenen Wert hat. —

Bei der Entwicklung einer Arithmetik allgemeiner kommutativer Integritits-
bereiche kann man sich sowohl nach dem Dedekindschen als nach dem Hensel-
schen Vorbild richten. Im einen Fall wird man versuchen, die Definition der
Idcale und der Idealmultiplikation so abzuindern, dal unter moglichst schwachen
Voraussctzungen die Zerlegbarkeit der ganzen Ideale in Primfaktoren erhalten bleibt,
oder wenigstens noch der Satz gilt, daf} die Gesamtheit aller ganzen und gebrochenen
ldeale eine multiplikative Gruppe bildet. Im andcrn Fall muB man bestrebt sein,
den Bewertungsbegriff so zu verallgemeinern, daBl auf moglichst viele Integritits-
bereiche das oben angegehene Henselsche Teilbarkeitskriterium ubertragen werden
kann, eventuell unter Verzicht auf die im endlichen algebraischen Spezialfall crfiillte
Endlichkeitsbedingung. —

Beide Methoden sind hrauchbar, beide haben bereits zu manchen abschlieBenden
Resultaten gefithrt. Im cinzelnen decken sich die Ergebnissc aber keineswegs vollig,
sie erginzen sich viel mehr gegenseitig. Einc genauere Untersuchung dieser Dinge,
wie sie im Vortrag skizziert werden soll, fithrt nicht nur auf bemerkenswerte Zu-
sammenhidnge zwischen hereits bckannten Sitzen, sondern vor allem auch auf neu-
artige Ergebnisse und I'ragestellungen.

ELEMENTARE SATZE UBER DIE NULLSTELLEN
DER ABLEITUNGEN EINES POLYNOMS IN BEZUG
AUF EINEN PUNKT

Von LUDWIG BERWALD, Prag

Unter der ersten Ableitung £ (2, &) eines Polynoms f(s) vom Grade # in Bezug
auf einen Punkt o versteht man die gewShnliche Ableitung /' (s), wenn a = oo und

filera) = n/(5) — (—a) /' (3),
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wenn « endlich ist. £ (s, a) ist ein Polynom vom Grade »—1. Die (£ 1)* Ab-
leitung 7, ., (5, @) von /(s) in Bezug auf den Punkt a (£ = 1) ist als die erste Ab-
leitung der £%* Ableitung f, (s,«) erklirt, wobei beide Ableitungen in Bezug aut
den Punkt ¢ zu nehmen sind. Es werden eine Reihe von Sitzen iiber die Lage
der Nullstellen der gewdhnlichen Ableitungen eines Polynoms und linearer Kom-
binationen des Polynoms und seiner Ableitungen auf die Ableitungen eines Polynoms
in Bezug auf einen endlichen Punkt verallgemeinert.

QUELQUES POINTS DE LA THEORIE DES
EQUATIONS ALGEBRIQUES

Par P. SERGESCU, Cluj

1. M. E. van Vieck (Bull. Soc. Math. France 1923, p. 112) et M. Biernack:
(These, 1926, p. 16) ont donné des démonstrations du théoréme suivant, di a
M. P. Montel (An. Ec. Norm. 1923, p. 16): L'équation sans lacunes

(1) 1422 4 ap 22 -y 2% @, 2" =0

. . P N
a an moins p racines de modules inférieurs & \/ C?.
En voici une démonstration analogue a celle de M. wan Vieck.
Si 7z quantités y vérifient les relations:

2ypy=0 2Zypo=0... Ty ...pp1=0 2y ..y,=(—1)24
et si on en fait deux groupes quelconques #,, ... #, et v,,...7,_,, on a:
@) Zuy,=(—1) @ (@) ... Sty ..ty y=(—1)2 " @p_y(v) Zuy...uy = (—1)2[A} @,(2)]

ol @; (v) est la forme complete de degré z, aux variables v et ayant tous les
coefficients 1. On vérifie sans peine que (2) ont lieu si ¢ —=z—1. Démontrons
alors, par induction, que si (2) ont lieu pour ¢, elles subsistent pour g—1. En dési-
gnant par 3’ les sommes étendues aux quantités #,,...#, 1, on a:

(3) Doy oow;=2"u ...ou; - uy Xy oup
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Donc 2'u, = (—1)|¢, (v) + u,] = (—1) &, (v), ot @;(v) désigne la forme analogue a
@i, mais étendue a v,,...v,_,, %, . Il est évident que

(4) P;(v) = @; (v) + 2, Pi1 ().

(3) et (4) montrent que si (2) subsistent pour ¢, elles sont vraies aussi pour g—I.
Elles sont donc établies,
Considérons maintenant P’équation:

(5) B + ("f',m+ﬁ + Apiy —yu—/'—l __"__ _‘_ a, = O.

Ses racines satisfont a (2). Prenons p == ¢, en considérant comme v les racines de
(2) de modules les plus petits. Je dis que |z;| > 1. Ceci est évident si les o] ne
sont pas tous < 1. Si tous les o] sont <1, on a |¢;(@)| < A ,f_‘,,: C,f+,-_,_1 .
L’équation de degré p ayant les racines #,;, est telle que le module de son terme
libre est plus grand que la somme des modules des autres coefficients. On sait
que les modules des racines de pareilles équations sont > 1. Donc (5) a au moins
. Vet .
p racines de modules > 1. En posant y = —T"—, I’équation (5) devient (1) et le

théoreme est démontré.
En particulier, ’équation x* - pr - a =0, oit | p | >>n ct a est quelconque a au

~2

plus une vacine de module inférieur & 1. Donc f(s) = 5 -+ —— est un exemple de
”

|

fonction univalente dans le cercle | 5| = 1 et dont tous les zéros de la dérivée sont
sur le contour d’univalence; on peut méme les considérer aussi rapprochés que
l'on veut entre eux (pour » convenable).

2. Voici, a un point de vue différent, d’autres résultats. L’équation dont les
coefficients consécutifs sont des puissances —p, entiéres et négatives, des termes
consécutifs d’une progression arithmétique a au plus une racine réelle.

L’équation dont les coefficients consécutifs sont les termes consécutifs, ou les
carrés des termes consécutifs d’une progression arithmétique, a au plus deux racines
réelles.
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UBER GITTERPUNKTE
IN MEHRDIMENSIONALEN ELLIPSOIDEN

Von V. ]ARNiK, Prag

In diesem ganzen Artikel seien zwei ganze Zahlen £, £, fest gegeben;
ky= 4, ky= 4; weiter sei £ =k -+ ky, s = min (&, k). Wenn f(x), g(x) fiir alle
hinreichend groflen x definiert sind, g(x) >0, so soll die Formel f(x)—=O(g(x))
bedeuten, daf3 lim sup lf( )‘ < oo ist. Analog sollen die Formeln f(x)=o0 (g(x)),
f@)=2(g@), f&x)= Q(g(l)) f@) =o0(g(®), [(x)=2(g(x)) bedeuten, daB
bzw. lim sup@:o, lim sup[ﬂ> 0, lim infm<oo, lim infm—_—o, lim infl—f—l>o.

S g 4 g g

Es seien nun a,, ay zwei positive Zahlen; mit Q(«) bezeichnen wir dann die

A+ k,
quadratische Form QIZu R a22u
=1 Jj= k +1

Fir » >o0 sei A(x) die Anzahl der Gitterpunkte im Ellipsoid Q) =x; V(%)

sei das Volumen dieses Ellipsoids; endlich sei

PE) =A@ V@, S =L [1PG)] 4y,

o

Um die ,,maximale“ und , minimale“ Grof3enordnung von S(x) zu charakteri-
sieren, definieren wir /; = /,(Q) und £, = £, (Q) folgendermaf3en: fiir jedes e >0 ist

S(x) — 0(xf1+5)’ S(x) e .Q(xfx E), S(,']:) :Q(xf2+e), S(JL’) :B(ﬂ,’f-’_e).
Dann gelten folgende Sitze:

Satz r: Fir rationale (Q ist

fl(Q):fz(Q):f—I; genauer: S(r)= O(xf—) Sw) = (:“)_

_

Sats 2: Fiir irrationale Q ist /;(Q) = 5 —Les gibt aber irrationale Q mit f, (Q)

k
= g —1; genauer: fiir irrationale Q ist S(x) —o (xZ—l); wenn aber @ (x) > 0

=

Dagegen gilt Sazs 7: Fiir irrationales () ist stets

Q=51 (also < & 1),

k
@ (x)—» 0 (fiir x —» o), so gibt es ein irrationales @ mit S(x) =2 (xz__l (p(,r)).

S—2

1) wenn — rational bzw, irrational ist, so soll auch () rational bzw, irrational heifien.
%y
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es gibt aber ein irrationales Q mit £, (Q) = g — 11— + (also> -= —2) Der
Spielraum von f;, f; ist nach unten abgecgrenzt durch den Safs 4: Es ist £,(Q)
= HLO= ——2 schirfer: Es ist S(x) = ( f").

Wir kla551ﬁzieren nun die irrationalen Q folgendermaﬁen:

Es seien ¢/, ¢5, g5, ... die Naherungsnenner von g%; es sei » = () die obere

Grenze derjenigen Zahlen «, fiir welche (bei 7 —»o0) g,41 =2 (¢11*) gilt. Dann
gilt Sats 5 .

k I k s—2 1 2
=1 — — = —1— fiir » = ist = =0
=3 u+1’f2—2 S_ﬁ( Y T T v
zu setzen).
k

Daraus folgt sofort Sazs 6: a) Wenn (Q rational ist, so ist f; = f, = P 1;

b) Wenn »(Q) =0 istl), soist /; = f,=—— — 2; c) In allen anderen Fillen ist /] > /.

Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Ergebnisse soll in der Mathematischen Zeit-
schrift (Ueber die Mittelwertsitze der Gitterpunktlehre, 3. Abh.) erscheinen.

UBER GITTER UND QUADRATISCHE FORMEN
Von N. HOFREITER, Wien

Es sei ein n-dim. Gitter gegeben, O sei ein beliebiger Gitterpunkt. Es gibt nur
endlich viele Gitterpunkte, die O am nichsten liegen. Ich wihle ein Paar aus:

E, (#;) und E_l (~— #17. Nun wihle ich ein zweites Paar von Gitterpunkten aus:
E, (#s;) und Ez (— #2,), das O am nichsten liegt und nicht auf der Geraden (OE,)
liegt, nun das nachste (es darf nicht in der Ebenc (OE, E,) liegen) usw. bis zum
n-ten Paar. Die Strecken OE, heiflen das 1., 2., ..., n-te Minimum. Es fragt sich
nun, wann erzeugen die ersten # Minima ein Fundamentalparallelepiped. Diese Frage
ist fiir die meisten Reduktionstheorien von grofler Bedeutung. Es ist bckannt, daB
die ersten 2 Minima in der Ebenc ein Fundamentalparallelogramm erzeugen, ferner,
daB die ersten 3 Minima im R, ein Fundamentalparallelepiped bestimmen (cuklidische
MaBbestimmung). Im R, erzeugen die ersten 4 Minima stets ein Fundamentalparal-
lelepiped, ausgenommen ist nur ein einziges Gitter. In diesem Fall brauchen 4 erste

1) Bekanntlich ist v = o fiir fast alle positiven Werte von hc] (im Lebesgueschen Sinne).
oy
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Minima kein Fundamentalparallelepiped zu bilden, aber man kann 4 erste Minima
auswihlen, die ein Fundamentalparallelepiped erzeugen. Fiir hoherdimensionale
Gitter ist fast gar nichts bekannt. Ich untersuche nun solche Gitter, insbesondere
5 und 6 dim. Gitter, und zeige, wieviele und welche Gitterpunkte im Parallelepiped
liegen konnen, das aus den ersten # Minima erzeugt wird. Fiir » —= 6 z. B. hat man
die Fille: 1. Die ersten 6 Minima crzeugen ein Fundamentalparallelepiped. 2. Der
Mittelpunkt des Parallelepipeds ist Gitterpunkt. 3. Im Innern des Parallelepipeds
liegen 2 Gitterpunkte. 4. In einer 5 dim. Wand (und ihrer Gegenfliche) ist der
Mittelpunkt Gitterpunkt. 5. In einer 4 dim. Wand und ihren 3 Gegenflichen sind
die Mittelpunkte Gitterpunkte. 6. In drei 4 dim. Winden und ihren Gegenflichen
sind die Mittelpunkie Gitterpunkte. Es gibt Gitter, bei denen sich keine ersten
# Minima finden lassen, die ein Fundamentalparallelepiped bilden. Ist aber eine dein
Gitter zugeordnete quadratische Form vollkommen (Voronoi, Crelle 133), dann
lassen sich stets # erste Minima auswahlen, die ein Fundamentalparallelepiped be-
stimmen. Mit Hilfe dicser tieferen Einsicht in Gitter kann man auch die Extrem-
formen leichter bestimmen. Es sei M der Minimalwert einer Klasse positiver qua-

dratischer Formen, D sei die Determinante. Formen, fiir die 5, —— ein Maximum
D

ist, heiBen Extremformen. Den grofiten Wert bezeichne ich mit L,. Es ist

M
/D
Li=V%, L,=/2 (GauB, Dirichlet, Minkowski, ...), L, =/2,, Ly—~/8 (Kor-
kine und Zolotareff, Voronoi). Fiir n = 6 sind zahlreiche Abschitzungsformeln be-
kannt (Korkine und Zolotareff, Minkowski, Blichfeldt, Remak, . ..), der genaue Wert
aber nicht1). Ich zeige, wie man die bisher bekannten Extremformen leichter findet
und berechne alle Extremformen mit 6 Variablen. Es gibt 4 Klassen von Extrem-
formen, die durch die folgenden Formen reprisentiert werden kénnen (von Propor-
tionalitdtsfaktoren wird abgesehen):

1) Fi=22 4 ... + 22+ 22,0, -+ ... + 27, 2,

2) Fp=2xi+ ... F 22— 21,2, — 22, x, — 2%, %, + 2%, X | 27, Xe— 274, %,
+ 2% Xg,

3) Fy=2x]+ ... F2xi—2x, 2, — 2%, %, — 2% %, -+ 2%, &6 -+ 274, x5 + 22, %,
— 2%, Xy -} 223 x4 — 22, %6 + 275 %,

4) Fo=2x{ 4 ... 220 — X Xy — Xy Xy — Xy Xy — Xy X~ Xa Xy X Xy — 22, %5
s —2xx — 24, 0 — 3 a4, X — L2 Xe - X X - X X - X X

3
. . . . . 2
Fiir diese Formen ist M =2 und D=1, 4, 3 bzw. 3—28ﬁ . Esist Li=—5—.
3
1) Zusatz wihrend der Korrektur: Prof. Blichfeldt fand vor kurzem, dafl L, — Bi_, L, = _z Ly=-2.

V3 V2
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A MATRIX REPRESENTATION OF ASCENDING
AND DESCENDING CONTINUED FRACTIONS

By L. M. MILNE-THOMSON, Greenwich

The elements of a matrix, which is equal to the continued product of suitably
chosen matrices, are shown to have the properties of the convergents of a continued
fraction. The method leads at once to a generalised definition of continued fractions
in many dimensions. By turning through two right angles the plane on which an
ordinary (two dimensional) continued fraction is written, an ascending continued
fraction composed of the same elements is obtained. This again can be represented
by a product of matrices and generalised to many dimensions. Some properties and
applications of continued fractions of both types are considered. A paper dealing
with this subject will be published in the Proceedings of the Edinburgh Mathematical
Society.

LE SERIE RICORRENTI ASSOCIATE DEL 2° ORDINE

(Generalizzazione delle U e V  di Lucas)

Di GTACOMO CANDIDO, Brindisi

1. Defin. Due serze del 2° ordine
Wey, Wiy eoooy Wy oo (W)
%, ¥, ..., ¥, , ....(¥)
entrambe riferite alla stessa equasione caratteristica
& —p&+ g=o0...[1],

coi vispettivi wvalori iniziale Wo, W,; ¥,, ¥, le diremo associate se una coppra
qualungue (W;, ¥;) di termnini corvispondent: verifica la identita

U (p,q) — A WE(p,q9) = kg, ....[E]
con 4 = p* — 44q, ek costante.

Es: 1) Le V, ed U, di Lucas. 2) Le soluzioni della equazione z* — Ay* = kg’
2. L’integrale generale della (I#) & dato da (Eulero, Le Longchamps, d’Ocagne):

Wn (1’, 9) — Wl Un - P Wo Un—l
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3. Questa formola si estende nell’altra:
Wats= Wy Upr — g Wor Us
4. Mediante un teor. di Eulero si ricava la relazione
Wass —p Wa Wass + q Wa=(Wi— p W, W g W) g7,

da cui U — AW, = (T2 — AW g, ....[E]
con UVo=2W,—pW,, ¥, = pW,—2qW,.

La ¥, é la corrispondente 7V, nelle funzioni di Lucas, ed ¢ data da

U, =W V,— qWyVa_1.

5. Espression: diverse che danno W, e ¥, .
6. Forme lincari ¢ quadratiche delle ¥, ¢ W, — Queste forme provengono dalle
relazioni : v, 4+ 0w, =(¥+dW)xr, U,—0W, = (¥— W) x," .

\ ’

Fra le forme quadratiche & notevole la generalizzazione della [£] :
2

Uppims— A Wi = g™ (T — A W,).

7. Formole della sommna e della defferensa degli indici. Formole di prostaferes.
8. Le Wy, ¢ Uy, sono espresse dalle relasion:

W = Wa VE'— g (W W VE 4+ Wi VP4 ol Waey Vi - Wianya),
wzpn: 4U, [I/V(2p-l)n + Wiepsyn qn ‘Jr Wip-syn " + e VVl.nq(p'l)”] + ¥, 99"

-zp.(29+1)n — JUn [W2Pn + VI/(29-5)nqn + e _{’— W2nq(P‘1)”] + w‘l.n qpn-

9. Equasion: differenszali del 2° ordine relative alle W, e ¥, analoghe a quelle
gia note per le 'V, ed U, :

(8 — 4Q) W' 3p W' —(— 1) W, — g (21— 1) W, Upy = ©
(P —aq) U +p ¥ — W, — g (2n— 1) Wy Vp1 = o.

10. Applicazioni proposte: a) La equazione ¥, (r, @) — & (Generalizzazione della
equazione di Moivre-Fagnani). b) Il problema Newton espresso dalla equazione

JX + YA = x + y yA (Plana, Chid). c) Risoluzione della indeterminata
»— Ay = Kg*.
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MAXIMALE SYSTEME UNENDLICHER MATRIZEN

(Bericht iiber eine Arbeit von O. Toeplitz und G. Kothe)

Von GOTTFRIED KOTHE, Miinster i. W.

Die linearen Transformationen y, = X a, x,, die den Hilbertschen Raum (dies
k=1

- I . o 2 . . -
ist der Raum aller Vektoren f = (x,, %,, %, . ..), fir die 3} x . konvergiert) in sich

=1
itberfithren, bilden ein System von unendlichen Matrizen, in dem Summe und Produkt
zweier Matrizen erklirt sind, wieder im System liegen und den iiblichen Rechenregeln
geniigen. Nach Hellinger und Toepliiz 1) ist dieses System maximal, d. h. es ist nicht
echtes Teilsystem eines Matrizensystems, dessen Matrizen ebenfalls den Kalkiil ge-
statten. Weitere Beispiele maximaler Matrizensysteme sind das System aller zeilen-
finiten 2), das aller spaltenfiniten?) und das aller halbfiniten 3) Matrizen. Diese
Systeme stellen wieder jeweils die Gesamtheit der linearen Transformationen

¥, = 2> a, x,der linearen Riume dar, die von allen Spaltenvektoren aller Matrizen
k=1

(a,,) des Systems aufgespannt werden. Diese Spaltenriume baben die Eigenschaft,
X Xy
daB sie mit jeder Spalte (x;) auch alle Spalten (Z; x:.) enthalten, | ¢, |[=1,i=1,2,...

Ein solcher linarer Raum heifle absolut konvergent. Unter dem dualen Raum A* eines
linearen Raumes A verstehen wir die Gesamtheit aller Vektoren u=— (x; #,,...),

deren skalares Produkt (u, r) — 4. x. mit allen Vektoren ¢ aus A existiert (die
i— 7

unendliche Summe muB also konvergieren). A heilit vollkommen, wenn A —A**. Das
Hauptresultat unserer Theorie lautet nun:

-
Die Gesamtheit der linearen Trans{ormationen y,—= b3 a, x, eines vellkommenen,
: ¥

=1
absolutkonvergenten Raumnes in sich bildei ein maximales Matrizensystem. Umge-
kehrt hat jedes maximale Matrizensystem mit absolutkonvergentem Spaltenraum
diese Form.

Die Theorie wird dann auf die verschiedenen Spezialfille angewandt und liefert
da, z. B. im Hilbertschen Raum, erhebliche Vereinfachungen der bisher iiblichen 1)
Beweise.

1) Grundlagen fiir eine Theorie der unendlichen Matrizen, Math. Annalen 69 (1909), S. 289 ff.

2) Vgl. O. Toeplitz, Pal. Rend. 28 (1909), S. 88 ff.
3) Vgl G. Kéthe u. O. Toeplitz, Journal f. d r. u. a, Math. 165 (1931), S. 116 ff,
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Wesentlich fiir den Erfolg, anscheinend so divergente Theorien wie die des
Hilbertschen und des zeilenfiniten Systems als Spezialfille einer allgemeinen Theorie
erkennen zu kdnnen (sogar der Satz von O. Toeplitz iiber lineare Mittelbildungen 1)
findet seine Stelle in unserer Theorie), ist die Einfithrung eines linearen topologischen
Raumes statt des bisher tiblichen linearen metrischen Raumes.

Fiir beliebige, nicht mehr absolut konvergente lineare Riume gilt die Theorie in
ihrem ganzen Umfang nicht mehr, hier liegen kompliziertere Verhiltnisse vor, die
der vollen Kldrung noch bediirfen.

Die vorstehende Theorie ist gedacht als Grundlage fiir cine allgemeine Theorie
der linearen Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten.

SULLE EQUAZIONI ALGEBRICHE
Di G. BELARDINELLI, Jesi, Italia

In alcuni lavori mi sono occupato della risoluzione delle equazioni algebriche, ed
ho dimostrato che una radice di una equazione algebrica di grado # é rappresentata
da una serie di potenze avente per cocfficienti funzioni di Pochhammer di ordine #.

Se si considera une equazione algebrica di grado # in y, i cui coefficienti siano
polinomi in #, si ha che un ramo di questa funzione algebrica, che tende ad w per »
tendente a zero, € esprimibile mediante una serie di polinomi in x (polinomi che si
annullano per x = o) avente per coefficienti funzioni di Pochhammer di ordine #.

Da questa serie di polinomi si puo ottenere una serie di potenze di #, rappresentante
il ramo considerato di funzione algebrica.

Su questa serie di potenze si possono fare queste considerazioni:
1° I coefficienti sono somme di funzioni di Pochhammer di ordine #.
2° Ai coefficienti si possono associare delle funzioni di w nella stessa guisa che i

polinomi di Legendre sono legati ai coefficienti dello sviluppo in serie di una radice
di una equazione algebrica di secondo grado.

Queste funzioni di w, che possono chiamarsi funzioni di Legendre associate ad
una funzione algebrica, sono somme di funzioni di Pochhammer. Questo risultato
generalizza la classica proprietd dei polinomi di Legendre di essere esprimibili
mediante la funzione ipergeometrica di Gauss.

1) O. Toeplitz, iiber allgemeine lineare Mittelbildungen, Trac Matematyczno-Fizycznych XXII, 1911,
S. 113.
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ON LINEAR INEQUALITIES
By L. L. DINES, Saskatoon, Canada

The purpose of this communication is to describe an undertaking in which the
author has been engaged in collaboration with N. H. McCoy. Since the first attempt
at a systematic study of linear inequalities by Fourier in 1824, a number of authors
have given attention to the subject. In our bibliography we list no less than 37 titles
under which the subject is treated more or less directly. Some of these contributions
have appeared in unexpected places, and some of the contributors, including the
present author, have at times worked in ignorance of important earlier contributions.
Our present attempt has therefore been chiefly to make a somewhat comprehensive
summary of the various devclopments in this field. However we have not hesitated
to introduce new notions and new proofs where it was felt that improvement was
possible, and a number of new results appear for the first time.

The general problem is relative to a system of inequalities of the form

n
D ai;x;=0 (=1, 2, ..., m),
J=1

and to other systems obtained from this by alteration of the relation —, and by
generalization and extension to include various types of functional inequalities. The
results obtained have to do with: (1) conditions for the existence of a solution,
(2) methods of determining solutions, (3) expression of the general solution in
terms of certain fundamental solutions, and (4) relations between a given system of
inequalities and the associated system of linear equations, which for the system dis-
played above would be

”t .
2(1,-,-_1/,-:0 (=1, 2, ..., n).
=1

The last of these four types of results is intimately connected with the problem of
the positive solutions of linear equations.

NOMBRES PREMIERS ET COMPOSES

Par A. GERARDIN, Nancy
L’étude des nombres premiers et de la factorisation a attiré des milliers de mathé-
maticiens, depuis les temps connus.

J’ai étudié ces sujets pendant plus de 25 ans, et j’ai publié de nombreuses méthodes
dans la presse scientifique.
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Je donne ici un exemple d'une méthod¢ inédite pour AY2 - kZ2, lorsque les divi-
seurs ont la méme forme.

Principale 2X* 41
Dépendantes impaires 8x2 4 8x 4 (492 + 4v + 3)
Dépendante Major 812 4 8x 43
Dépendantes paires 422 + 44 4 (252 4 1)
Dépendante Minor 442 4 42 + 3
Secondaires Y2 4 272
Secondaire Major 8x% 4 1.
A, Adjointe impaire
d’ordre un 2px% 4 2ix + w
avec 22 4L 1=p-w

Il est trés intéressant d’étudier jusqu’a 1o milliards, par exemple, la factorisation
compléte de 2X2 41 qui domime le champ Z2 4~ 2¥2 Notre méthode établit
d’abord la Table des Racines (deux racines pour chaque nombre premier diviseur
de la forme), jusqu’a la limite néccssaire, ici, p < 100 000.

J'ai démontré que, grice au « protée général modulaire » facilement calculé, on
peut obtenir la Table des Racines d’'une Dépendante quelconque, par calcul mental,
ou arithmétique. (Pour une Principale quelconque, on peut faire ce calcul aussi par
notre méthode de Tableaux, ou par notre Algorithme.)

La juxtaposition de la Dépendante Major et de la Secondaire Major donne la
factorisation compléte de la série étudiée. Il est trés important de l'avoir, car la
Méthode des Adjointes permet sans calcul spécial d’obtenir de nouveaux milliers
de nombres premiers.

L’ensemble de mes méthodes, standardisées et taylorisées, avec un grand Histo-
rique spécial, et des Tables importantes donne la factorisation de séries immenses
et découvre des nombres premiers inédits de 8, 9, 10... chiffres par dizaines de
milliers, en pratique.

Bibliographie:
DICKSON, L. E., History of the Theory of Numbers (T. I et II, Carnegie 1919, 1920).
A. GERARDIN, Mémoire Congrés Intern. Math. Bologne, 1928.
— Mémoire Congrés Sociétés Savantes 1932 (121 nombres premiers inédits de 8 chiffres).
— Liste des 1001 nombres premiers de la forme 2224 2z -+ 1 pour z compris entre
15800 et 23239 (fx de 499311601 & 1080148 721). (Sphinx-Oedipe 1932).
— Liste inédite de 1035 nombres premiers de 8 et 9 chiffres extraits de diverses séries
quadratiques (Sphinx-Oedipe).
— Factorisations Quadratiques et Primalité, Nancy, 1932, in-89, 104 p. (Sphinx-Oedipe).
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UBER FUNKTIONEN MIT POSITIVEM REALTEIL
Von W. CAUER, Géttingen

In der Elektrotechnik liegt hiufig die Aufgabe vor, Schaltungen zu konstruieren,
die hinsichtlich der Abhingigkeit von der Frequenz w des Wechselstroms vorgeschrie-
bene Eigenschaften besitzen. Als Wechselstromwiderstinde treten Funktionen des
Frequenzparameters A = zw auf, die dadurch charakterisiert sind, daB sie sich in der
rechten Halbebene regulir verhalten, dort positiven Realteil besitzen und fiir reelle A
reelle Werte annehmen (,,positive Funktionen®). Der Begriff solcher positiver Funk-
tionen gestattet eine Verallgemeinerung auf positive Matrizen, welche Vierpol-
schaltungen usw. charakterisieren. Neben der Aufgabe, gegebene positive Funktionen
oder positive Matrizen durch Schaltungen zu realisieren, ergeben sich aus den tech-
nischen Fragestellungen Interpolations- und Approximationsprobleme, welche in
enger Beziehung zu den von G. Pick und Rolf Nevanlinna bei beschriankten Funk-
tionen behandelten Interpolationsproblemen stehen, die ihrerseits eine Verallgemei-
nerung des Caratheodory-Toeplitzschen Koeffizientenproblems darstellen. So 1dBt
sich z. B. das Problem, Realteil und Imaginirteil einer empirisch gegebenen Wechsel-
stromwiderstandsfunktion fiir endlich viele Frequenzen durch eine nur aus Kapa-
zititen und Ohmschen Widerstinden bestehende Zweipolschaltung exakt wiederzu-
geben und dabei zugleich die Losbarkeit der Aufgabe zu entscheiden, auf das von
G. Pick behandelte Problem zuriickfiihren, das lautet: Eine rationale Funktion w (2)
ist so zu bestimmen, daB sie in einer z-Kreisscheibe regulir ist, dort nur w-Werte
aus einer andern Kreisscheibe und dabei zu endlich vielen 2, vorgeschriebene Werte
w, annimmt.

Etwas niher erliutert werden moge das Approximationsproblein der vierpoligen
symmetrischen Siebschaltungen. Hier sind zwei rationale positive Funktionen z, ()

. ... 8 . .
und z,(X) so zu bestimmen, daB approximativ == 1 in vorgeschriebenen Intervallen

Qg
der positiv imagindren Achse (DurchlaBbereichen) und 2,2,=1 in den komplemen-
tiren Intervallen (Sperrbereichen) wird. Nur solche positive Funktionen kommen
hier als interpolierende Funktionen in Frage, die auf der imaginiren Achse rein ima-
ginir sind. Es ergeben sich fiir jede Filtertype (z. B. TiefpaB) nur ganz bestimmte

[Funktionen als mdglich fiir \/ﬁ bezw. V z,z,. Es sind positive algebraische Funk-
2

1

tionen, deren Quadrat rational und auf der imaginiren Achse reell ist. Diejenigen

Intervalle der imaginiren Achse, wo \/ﬂ bezw. | 2,2, positiv ist, sind polfrei, und
E:7)

in ihnen sollen jene idealen Forderungen approximativ erfiillt werden. Ein Beweis
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fiir die Losbarkeit des Approximationsproblems ergibt sich durch eine Poissonsche
Integraldarstellung. Wichtig ist die Durchfithrung der Approximation im Tscheby-
scheffschen Sinne. Man wird dabei u. a. auf das Problem gefiihrt: Unter den Funk-
tionen

CVe+1(R+a) (2+a) ... (24 aw)
Ve—1(@+a) (L+a) ... (2+ aey—)

soll diejenige bestimmt werden, deren Maximalabweichung von Null in den Inter-
vallen (—oo, — k) und (k,00), wo k& >1, ein Minimum wird. Dies fiihrt auf ein
Transformationsproblem der elliptischen Funktionen mit gebrochener Teilung. Die
Form der Losung

y:lnﬁ:ln

w2 (— 1) s (‘2-”__;1)_{{

Vo =\ o
— H
2 Ip=19+(_l)p+v,sn(2‘U;I)K
wo K das zum Modul £~ gehdrige vollstindige elliptische Integral erster Gattung ist,
zeigt — das ist wesentlich —, daB die Forderungen der ,,Positivheit” (physikalischen
Realisierbarkeit)
I>a>a> ... >ay-_1>aw>—1

erfiillt sind.

SUI PUNTI IRREGOLARI DI UNAFAMIGLIA NON
NORMALE DI FUNZIONI OLOMORFE

Di TULLIO VIOLA, Bologna

1. L'insieme dei punti d’irregolarita di una famiglia non normale di funzioni olo-
morfe & stato studiato da diversi autori e pud presentare delle particolaritd notevoli.
Per esempio se in un dominio (D) una famiglia non normale V' ¢ limitata in ogni
punto, allora, come ha dimostrato il Sig. Montel?), I'insieme ¢ perfetto, non denso,
continuo e connesso con la frontiera di (D).

Sia P un punto irregolare e sia (S) una successione estratta da J «eccezionale»
in P, cioé tale che nessuna successione parziale di (§) converga uniformemente
in nessun intorno di P.

1) Lecons sur les séries de polyndmes (Collection Borel, 1910), p. 118.
Legons sur les familles normales (1d. 1927), p. 39.
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Evidentemente ogni successione estratta da (§) € ancora eccézionale in P.

Anche (S), come V, non ¢ né normale né quasinormale in (D).

I punti irregolari di (§) costituiscono un aggregato perfetto 21 contenente F,
contenuto nell’ aggregato 1T dei punti irregolari di V, perfetto, continuo, non denso,
connesso con la frontiera di (D).

Sia P, un punto di 2 diverso da P. Ragionando su (§) come su V, si vede che
esiste una successione (S,) estratta da (S), eccezionale in P,.

(S,) & eccezionale in P e in P, e non ¢ normale né quasinormale in (D). I suoi
punti irregolari costituiscono un aggregato perfetto 2, contenente P e P,, contenuto
in 21, perfetto, non denso, continuo, connesso con la frontiera di (D).

Cosi proseguiamo indefinitamente,

Si pud imporre la condizione che (§,) cominci con la prima funzione f, () di (S),
che (§,) cominci con le prime due funzioni f, (2), f, (2) di (S,), che (§;) cominci
con le prime tre funzioni f, (2), f, (2), f3 (2) di (S,), ecc.

Dunque la successione (X) = f, (2), f, (2), f3 (&), .... & eccezionale in tutti i
punti P, P,, P, ....

2. Sia Py un punto interno a (D), limite di punti F, . Dico che (X) € eccezionale
anche in P. Infatti, se C; ¢ un intorno di P, comunque piccolo, esistono infiniti P,
interni a €. Dunque C & intorno anche per infiniti P e quindi nessuna successione
parziale di (X) pud convergere uniformemente in C,.

Data l'arbitrarieta della scelta dei punti P , si pu6 sempre fare in modo che questi
punti costituiscano un insieme denso in se, talché, a chiusura eseguita, si ottenga un
aggregato perfetto, ed anzi pud farsi in modo che tale aggregato perfetto sia continuo,
non denso e connesso con la frontiera di (D).

Si conclude dunque con la proposizione seguente:

Se V & una famiglia non normale di funzioni olomorfe in un dominio (D), limitata
in ciascun punto di (D), ogni punto irregolare di V fa parte di un (almeno) insieme
di punti irregolari per i quali esiste una wmedesima successione eccezionale. Tale
wmsieme, come quello totale dei punii irregolari di cui fa parte, é perfetto, non denso,
continto e connesso con la frontiera di (D).

3. Mi pare che questa proposizione potrebbe avere un significato notevole nello
studio del comportamento di una funzione intera. Infatti, se 'insieme delle rette di
Julia é non denso in tutto un angolo a di vertice l'origine, a ciascuna di quelle rette,
lungo la quale sia verificata qualche ipotesi restrittiva che si tratterebbe di precisare
(equivalente alla limitazione della famiglia corrispondente) appartiene tutto un
segmento di punti irregolari per la famiglia corrispondente. Tale segmento, che ¢
interamente con tenuto nel cerchio di raggio —1 ed ha un estremo sulla circonferenza,
ammettera in tutti i suoi punti una medesima successionc eccezionale.
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SUR UN THEOREME DE M. POLYA

Par A. ZYGMUND, Wilno

Cette communication a pour objet une démonstration nouvelle et élémentaire du
théoréme suivant, démontré en commun avec M. Paley (Proc. Cambridge Phil.

Soc., April 1932): Pour ,presque toutes® les suites {s"! de signes, ¢, = + 1,
tous les points du cercle de convergence des séries J¢, @, 2* sont singuliers.

REMARQUE SUR LES EQUATIONS DIFFEREN-
TIELLES DES FONCTIONS ELLIPTIQUES

Par M. PETROVITCH, Belgrade

1. Les remarques qui suivent se rapportent aux équations linéaires binomes

(1) Z’,;i,—l—h(x)yzo

ayant comme intégrale particuliére 'une des fonctions elliptiques
(2) ¥y = snx y=cnx ¥y = dnx.

Le coefficient ) (x) est une.fonction de x bornée pour toutes les valeurs réelles
de x, lorsque n est pair; il ne Uest jamais pour n impair.

Considérons, pour fixer les idées, le cas ot y=—=snx. Soit =a un zéro réel
de snx, c’est-a-dire 'une des valeurs

3 o, = 4mK o, — 6mK
1
ou K= f au
J Va—u*) (1 —£k2 %)

m étant un entier.
L’on sait que s (a - ) est une fonction impaire de » s’annulant pour x=o0;
on aura donc au voisinage de ¥ = o0

4) .m(oc—f—x):A,x+A,x“—1—A§x5—}-...
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et Pon s’assure, de la maniére connue, que tous les A4, sont différents de zéro. Il s’en
suit que:

19 toute dérivée d’ordre pair est une fonction impaire de x, ayant ¥ — o0 comme
zéro simple;

20 toute dérivée d’ordre impair est une fonction paire de x, ne s’annulant pas
pour x = 0.

Comme d’aprés les relations

sn (@, + x) = snx sn (o, + ) = — snx

les dérivées des smx coincident, au signe prés, avec celles de la fonction (4), le
rapport

1 ar»

snx  dx*

Snx

sera fini ot infini pour » = o0, et par suite aussi pour » — a, suivant que » est pair,
ou impair.

La démonstration est aussi valable pour les fonctions cnx et dnx.

2. Considérons le cas particuliérement intéressant de l'équation du second ordre

d2
€)) dx{-{—l(x)y:o
Les formules
d!
IF = (1—k*—2 dn’x) snx

2
;? cnx = (2 sn’x — 1) cnx

‘% dnx = k* (2 sW’x—1) dnx

montrent que le coefficient A (#) a pour 'expression

pour snx: A(x) = z2dn'zx + k*—1
pour ¢cnx: A(x) =1—2k sn'x

pour drx: A(x) = k*(1—2sn’x)
d’ot 'on tire facilement le résultat suivant:
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L’équation (5) ayant comme intégrale particuliére 'une des fonctions (2) a comme
coefficient )\ (x) une fonction bornée pour toutes les valeurs réelles de x; cette fonc-
tion oscille autour de la valeur moyenne

1 pour y = snx
1—4? pour y = cnx

O pour y = dnx

Pamplitude commune de ces oscillations étant k2.
Ces faits subsistent manifestement aussi pour le coefficient A (#) de I’équation de
Riccati

%+u2—|—l(x):o

ayant comme intégrale particuliére la dérivée logarithmique de l'une des fonc-
tions (2).

I1 s’en suit du résultat précédent que la fonction A (), correspondant & y— snz,
garde un signe positif invariable pour toute valeur réelle de ». La méthode de com-
paraisons de Sturm, appliquée 4 1’équation (5) permet alors, par exemple, d’assigner
une limite supérieure et une limite inférieure au nombre des zéros de snx compris
dans un intervalle donné de #, ce qui conduit & une limite supérieure et une limite
inférieure pour l'intégrale elliptique K.

Pour que la fonction A (#) correspondant & y —cnx garde un signe positif inva-

riable, il faut et il suffit que le module soit plus petit que VL_
: 2

Pour y — dnx la fonction A (#) change de signe un nombre illimité de fois.

INTEGRALE ERSTER GATTUNG AUF SPEZIELLEN
TRANSCENDENTEN RIEMANNSCHEN FLACHEN

Von HANS HORNICH, Wien
Die Definition der Integrale erster Gattung auf algebraischen Riemannschen Fli-

chen durch ihre beiden Eigenschaften, iiberall auf der Fliche sich regulir zu ver-
halten und bei Durchlaufung geschlossener Wege sich nur um additive Konstante
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zu vermehren, 1iBt sich nicht auf solche transcendente Riemannsche Flichen iiber-
tragen, welche kritische Stellen (im Sinne von Nevanlinna) aufweisen; als solche
werden alle Stellen bezeichnet, in deren Umgebung die Fliche nicht schlicht oder
hochstens algebraisch verzweigt ist, also die Verzweigungspunkte unendlich hoher
Ordnung und die Hiufungsstellen von Verzweigungspunkten. An den kritischen
Stellen gibt es keine ortsuniformisierende!) Parameter ¢ und damit auch keine
Funktionen, die an diesen Stellen sich reguldr verhalten.

Fiir spezielle Fille, nimlich die zweiblittrigen Riemannschen Flichen F, deren
Verzweigungspunkte reell sind und sich nur im Unendlichen hiufen, kann man ein
System von Eigenschaften angeben, durch welche — in sinngemiBer Verallgemeine-
rung der klassischen Begriffe — Integrale erster Gattung auf F definiert werden
sollen.

Wir nennen u ein Integral erster Gattung auf F, wenn

I. u sich fiir jede endliche Stelle von F regulir verhilt,

II. bei Durchlaufung geschlossener Wege # sich nur um additive Konstante ver-
indert; il

III. der Realteil R (#) auf der entsprechend aufgeschnittenen Fliche F be-
schrankt ist,

IV. es eine Folge von Gebieten G,, G,, G,... auf F gibt, so daB sie monoton
wachsen G, < G,< G, < ..., ganz im Endlichen von F gelegen sind, daB jeder
endliche Punkt von F in einem G; gelegen ist, und daB schlieBlich das iiber

0 R(u)

o7

Null konvergiert (# die Normale auf den Rand von G;).

den Rand von G; erstreckte Integral f ds mit wachsendem 7 gegen

Die Integrale erster Gattung auf F sind durch ihre Perioden in genau derselben
Weise bestimmt, wie die algebraischen Integrale erster Gattung; insbesondere ist
ein eindeutiges Integral erster Gattung notwendig konstant.

Stellt man die Flache F in geeigneter Weise als Limes von hyperelliptischen Ge-
bilden F, von wachsendem Geschlecht p dar, so kann man unter gewissen Voraus-
setzungen iiber die Verteilung der Verzweigungspunkte die Integrale erster Gattung
auf F als Grenzfunktionen von entsprechend normierten Integralen erster Gattung
auf den F, darstellen und damit ein Verfahren zur tatsichlichen Konstruktion dieser
Integrale angeben.

1) ortsuniformisierend in dem Sinn, dafl der Parameter £ eine Umgebung der Stelle p auf die schlichte
Kreisscheibe mit dem Bild von p als Mittelpunkt abbildet.
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UBER DIE RIEMANN’'SCHE Q-FUNKTION
- Von WILHELM MAIER, Lafayette (Ind.)

Die Systematik der analytischen Funktionen einer Veridnderlichen verdankt
B. Riemann den Gesichtspunkt, jene durch eine Kleinstzahl unabhingiger Bedin-
gungen zu bestimmen. Aus den von Riemann durchgefiihrten Beispielen konnen
jedoch Bedingungen im GroBen soweit entfernt werden, daB durch Kenntnis ihrer
Singularititen schon die Kennzeichnung der Funktion gelingt. Fiir a, 6 == 0(1);
R@+b—c—d)=o0; s7#|z|=1 stellt der summierbare Ausdruck

"5 a4 Lo+v) o
&V Tetw Tdty® 20

eine in 2z analytische Funktion dar, die als naturgemiBe Verallgemeinerung der hyper-
geometrischen Reihe eingefithrt und durch ihr ,,doppelt radikales Verzweigungsver-
halten in genau drei singuliren Stellen der z-Ebene wesentlich bestimmt ist, Die
Uniformisierung von Q-Funktionen fithrt auf die durch Hermite und Kronecker be-
trachteten Lamé’schen Funktionen. Die Kennzeichnung von Q(z) durch ihre Singu-
laritdten fithrt aber auch zu Funktionalgleichungen, wie sie insbesondere im hyper-
geometrischen Grenzfall

lim [%F(Va_, Va , 1; z)]:zp(z)

a->»0

auf anderem Wege durch N. Abel aufgestellt wurden.
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SUR LES BANDES DE DETERMINATION INFINIE
DES FONCTIONS ENTIERES

Par HENRI MILLOUX, Strasbourg

1. — Définition. — Soit D un domaine connexe du plan de la variable complexe
z=r¢"% ne contenant pas l'origine. Coupons D par le cercle | z | —=r. La différence
des arguments de deux points de D situés sur ce cercle peut se déterminer par con-
tinuité sans quitter D. Nous appellerons extension angulaire du domaine D sur le
cercle | 2| =r, quantité désignée par £ , la borne supérieure de ces différences : dans
le cas ot l'on peut faire le tour de l'origine sans quitter D, I’extension angulaire est
infinie ; dans le cas contraire, elle est inférieure a 2 z.

2. — En utilisant le principe de la majorante harmonique et le théoréme fonda-
mental sur la représentation conforme des bandes, de la thése de M. Ahlfors, on ob-
tient le :

Théoréme. — Soit f () une fonction holomorphe dans et sur le cercle | 2| =17, ;
m, une quantité supérieure ou égale aux valeurs de | f (2) | sur ce cercle ; m la valeur
de |f (2) | en un point M de module v, (inférieur & v,) et m, une quantité positive
nférieure & m.

L’ensemble des points on |f (2)| est supérieur & m, comprend un domaine con-
nexe D contenant M. Si l'on désigne par E_ Vextension angulaire de D sur le cercle
|2| =7, ou bien E_ est infinie pour une valeur au moins de v comprise entre r, et r,,
ou bien on-a Uinégalité :

72
1 log my — log m,
(1) f E<J+yz “log m — log m,
"o
3. — Dans le cas des fonctions entiéres d’ordre fini g supérieur a %, on peut par

exemple choisir M de facon que log m >r %, ensuite : logm, =3r p ° Il en
résulte que le maximum de l'extension angulaire du domaine D precedent est au

moins é€gal 4 une quantité aussi voisine que l'on veut de—pourvu que ¢ et 7, soient
%

convenablement choisis.

4. — Mais lintérét principal de I'inégalité (1) réside en ce qu’elle s’applique aussi
bien aux fonctions entiéres d’ordre infini ; elle peut servir de point de départ dans
I'étude de la distribution des valeurs de telles fonctions et sert 3 démontrer l'exis-
tence de deux suites, distinctes angulairement, de cercles de remplissage. Cette
existence a déja été démontrée par une autrc méthode, moins simple et moins précise.
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UBER DIE ORDNUNG EINER GANZEN FUNKTION
MIT PARAMETER

Von GUSTAV HOSSJER, Malmé

Es sei F (x, t) eine analytische Funktion der beiden komplexen Verinderlichen
x und t, und zwar eine ganze Funktion der endlichen Ordnung o (t) von x, wenn t
in einem abgeschlossenen Bereiche T der t-Ebene fesigehalten wird').. Dann ist g ()
eine subharmonische Funktion?) im Inneren von T.

DefinitionsmiBig ist ¢ () = lim _—logll;)f]g(ﬁ), wobei M (R) = Max | F (#, t)|

R>o ]
fiir | # |= R ist. Es sei nun fiir ein festes, geniigend grofles ¥ > 0 R, () der Ra-
dius mit Max | F (#, t) | = M fiir | # | = R, (¢#). Dann zeigt man erstens, dafl
log R, (t) superharmonisch ist, zweitens, daB fiir eine positive, superharmonische (oder
I s I
harmonische) Funktion ¢ (¢) ist — subharmonisch (also ist hier ———— subhar-
) @ (1) 70 ( og X_(3

monisch). Daraus folgt leicht der Satz, in dem man eine passende Folge M-Werte
My o (v=1, 2,.. nimmt.

EINE VERALLGEMEINERUNG DES PICARDSCHEN
SATZES

Von L. V. AHLFORS, Abo, Finnland

Der Picardsche Satz kann folgenderweise formuliert werden: Es gibt keine drei
'‘Punkte a, b und c, welche fiir simtliche Zweige der Umkehrfunktion 2 (w) einer in
der ganzen Ebene meromorphen Funktion w—{f (2) transzendente Singularititen sind.

Dieser Satz ist von sehr spezieller Natur, weil er verlangt, daB alle Singularitdten
genau iiber denselben drei Punkten liegen. Die naturgemifie Verallgemeinerung des
Picardschen Satzes ist also die folgende:

1) Beispiel einer solchen Funktion ist die Funktion E,(x)= )

”
___x____, deren Ordnung die sub-
o I'(1 4an)

I
harmonische Funktion . (a=a, + iay) ist.
1

2) Siehe iiber subharmonische Funktionen : F. Riesz, Surles fonctions subharmoniques etc. Acta Math. 48 (1927).
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In der w-Ebene seien drei auPerhalb einander gelegene Kreise C,, C,, C, gegeben.
Wenn w — f (2) in der ganzen Ebene meromorph ist, so gibt es einen Zweig der
Umbkehrfunkiion 2 (w), der in einem der Kreise C, algebraischen Charakter besitzt,
d. h. wenn man den Zweig innerhalb des betreffenden Kreises in allen moglichen
Weisen fortsetzt, so wimmi er in jedem Punkt nur endlich viele verschiedene Werte an.

Der Beweis dieses Satzes gelingt mit Hilfe einer von mir 6fters verwendeten geo-
metrischen Methode.

EINE ABBILDUNGSAUFGABE ZUR THEORIE DER
WERTVERTEILUNG

Von EGON ULLRICH, Marburg a. d. Lahn

In der Theorie der Wertverteilung riickt neuerdings die Riemannsche Fliche in
den Vordergrund des Interesses, welche eine meromorphe Funktion f(2) = w als Bild
ihres Existenzgebiets erzeugt (punktierte Ebene oder Einheitskreis). Beachtet man,
daB f(2) hier eine im allgemeinen konforme Abbildung eines einbldttrigen Gebiets
auf die unendlich vielbldtirige Fliche leistet, so ist man versucht zu erwarten, daf} be:
etner solchen Abbildung 1m allgemeinen stark vergrifert werden muf.

Diese Vermutung 138t sich, bei geeigneter Prizisierung, durch den Koebeschen
Verzerrungssatz bestdtigen, wie ich hier zeigen will.

Aus der Riemannschen Fliche stanze ich die Umgebung |w—a|< ¢ einer Sorte a
aus und nehme an, daB fiir ein gewisses @ und passendes ¢< o nur schlichte Stiicke
ausgeschnitten werden; a heifle dann gewdhnliche Sorte; offenbar ist auch jede Sorte
b der e-Umgebung von a eine solche. Die Punkte der z-Ebene, wo f(2) = a gilt, be-
zeichne ich mit @, und die zugehodrigen Zweige der Umkehrfunktion mit ¢, (w).

Jeder solche Zweig bildet die schlichte Scheibe |[w—a|<e schlicht auf ein Gebiet
@®, der z-Ebene ab, wobei nach dem Verzerrungssatze fiir [b—a| = g ¢, mit o < 1, gilt:

(1) | |¢$(a)|£i)3§|@6(b)l-
) 9@ g = O—% @]
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Angenommen, die Vergriflerungsverhaltnisse |f’'(a,)| seien fiir alle Stellen der Sorte
a beschrinkt, etwa = M. Dann folgt aus (1) wegen g@y’'(a) =f"(ay)~2, daB eine
solche Beschrinktheit auch fiir jede Nachbarsorte b besteht. Und es folgt aus (2)
fiir p— 1, daB jedes @, eine Kreisscheibe vom Radius d = 4LM um a, enthidlt; je zwei
Stellen ay und ap haben daher mindestens den Abstand 2d, woraus man fiir jedes A >v
die Konvergenz der Reihe f’lav\—l erschlieBt.

v=1

Ein Lemma der Wertverteilungstheorie lehrt dann, daB8 die Anzahl (7, @) — und
ebenso die Anzahlfunktion N (7, @) — der a-Stellen im Kreise |2/< 7 hichstens von
der Wachstumsordnung 2 ist.

Da auch jede Sorte b aus der e-Umgebung von @ gewohnlich ist und in ihr, wie
bemerkt, die VergréBerungsverhiltnisse [f/(by)| beschrankt sind, gilt fiir alle diese
Sorten dasselbe, und daher auch — etwa nach dem II. Hauptsatz oder einem Satze
von Ahlfors — fiir die Charakteristik 7 (7, f).

Die Verzerrungen |f'(ay)| konnen also in all e n Stellen einer gewiohnlichen Sorte a
nur dann beschrinkt sein, wenn f(z) die Ordnung 2 nicht iibersteigt. Die elliptischen
Funktionen zeigen, daB diese Schranke genau ist.

Allgemeiner: Die Anzahl #n, (7, a) jener Punkte der gewohnlichen Sorte a, wo
|f'(ay)] = M, ist hochstens von der Ordnung 2. Hat man nun eine Funktion von
héherer Ordnung als 2, so ist fiir jede gewohnliche Sorte auch die Anzahl aller g-Stel-
len n(r, @) von hoherer Ordnung und der Quotient aus den Anzahlen

ny(r, a@): n(r, a)

strebt gegen o fiir r » co. Mit andern Worten:

Sei f(2) eine meromorphe Funkiion von hiherer Ordnung als 2. Nach Vorgabe
jedes beliebig groflen M liegt in fast allen Stellen jeder gewihmlichen Sorte a der
Betrag der Ableitung oder das Vergriperungsverhdlinis |f'(ay)| oberhalb von M.

Darin liegt eine prizise Antwort auf die eingangs beildufig ausgesprochene Ver-
mutung 1).

Fiir Funktionen, die nur im Einheitskreis existieren, ist offenbar die schirfere
Aussage moglich, daBl nur in endlich vielen Stellen jeder gewdhnlichen Sorte
If'(ay)| = M gelten kann; denn es lassen sich nur endlich viele Kreise vom Radius d
im Einheitskreis unterbringen.

1) Den Gegenstand habe ich in einer Arbeit im Journal f. Mathematik, 166, 1932, ausfiihrlicher be-
handelt.
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DIE INDEPENDENTE THEORIE GEWISSER
FUNKTIONSKLASSEN

Von ANDREAS SPEISER, Ziirich

Die Riemannsche Fliche liefert den besten Ausgangspunkt zur Aufstellung von
Funktionsklassen, die man independent darstellen will. Das erste Beispiel einer
solchen Darstellung bilden die Eisensteinschen Reihen fiir die elliptischen Funk-
tionen, weitere Beispiele sind mit der Uniformisierung eng verkniipft. Man kann
in ithnen die Verallgemeinerung der Galoisschen Gleichungstheorie auf die Funktionen-
theorie sehen.

Es sei § eine Riemannsche Fliche in der w-Ebene, welche nur iiber den Punkten
a,, @,, ...., a, logarithmische Verzweigung aufweist, sonst reguldr ist und einfach
zusammenhingend. Hierzu bilde man die Fliche ®, welche in allen Blittern an
diesen Stellen logarithmisch verzweigt ist. Dann 148t sich @ durch eine Funktion
w =m (£) auf die obere z-Halbebene abbilden und m (2) ist automorph unter einer
Gruppe A von linearen gebrochenen Substitutionen. Die Fliche § gehOrt zu einer
Untergruppe B von 2, und zwar ist sie vom hyperbolischen Typus, wenn die Summe
der reziproken Werte der Spannungen (Quadratsumme der Koeffizienten) der Ma-
trizen von B konvergiert, sonst ist sie vom parabolischen Typus. Mit Hilfe von
unendlichen Produkten lassen sich Funktionen A (2) darstellen, welche unter 38
automorph sind und die obcre Halbebene auf einen Kreis oder auf die offene Ebene
abbilden (Sitze von Koebe in den Acta math. 50). Mit Hilfe der Funktionen m (2)
und A4 (2) ergibt sich die independente Darstellung der zu § gehérigen Funktionen.

ON FUNCTIONS REGULAR IN THE UNIT CIRCLE
By MARY L. CARTWRIGHT, Cambridge

Let f(2) be regular for |z| << 1. By Carathéodory’s well-known theorem

M(r) < Rfr [24(R)+ 2£(0)], (< R< 1),
where A(r) is the maximum of the real part of fre'®), and M(r) = max | f(red).
If the real part of f(2) is positive, this gives 4/ (r) = O (1 — #)~, and the function

(1— 2)~! shows that —1 cannot be replaced by — @, where @ <Z 1. In the course
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of a discussion which I had with Prof. Littlewood the question arose: what can
we say about M(r), if

Alr) =0[(1 —7r)"%] (¢ > 0)?

Carathéodory’s theorem only gives 4/ () = o0 (1 — »)~%—1, but a study of various
special functions suggests the following theorem,

Theorem. If A@r) =0 [(1 — 7)~%], then
MP)=0[(Q—»""] zf & <1,
Mir)=0[(1 —7r)o Zf a> 1.

It is sufficient to show that f(s) = O (1 —|s|)-' as z—> 1 along the real axis,
and the result for a < % is easy to prove. For in that case, by adding K (1 —5)—,
where K is sufficiently large, we obtain a function whose real part is positive in
the circle ]s—% [é% Then Carathéodory’s theorem gives the required result.

A modification of this method shows that, for a1, M(r) = O (1 — »)~*—¢ for
every &>0.

A more difficult method, very similar to that which 1 have used for directions
of Borel of integral functions proves the required result for the real part of f(2),
and the rest follows by a theorem on harmonic functions due to Hardy and Littlewood.

UBER DIE ENTWICKLUNGSKOEFFIZIENTEN
EINER GEWISSEN KLASSE VON AUTOMORPHEN
FORMEN

Von HANS PETERSSON, Hamburg

Es handelt sich um eine einheitliche Theorie der Entwicklungskoeiffizienten der
automorphen Formen auf ausschlieBlicher Grundlage der Theorie der automorphen
Formen selber, d.h. ohne Hinzuziehung der Hardy-Littlewoodschen Methoden der
additiven Zahlentheorie. Ich erldutere die wesentlichen Ergebnisse am Beispiel der
Modulformen ganzer Dimension — r =— 2, welche zur Hauptkongruenzuntergruppe
N-ter Stufe I'( N) der Modulgruppe I' (1) gehdren. Es werden mit Riicksicht auf
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die zahlentheoretischen Anwendungen zunichst nur solche Formen untersucht, welche
im Innern §) der oberen Halbebene der komplexen Variablen z regulir sind. Unter
Entwicklungskoeffizienten sind dabei die Koeffizienten der Entwicklung der Modul-
form nach Potenzen der ortsuniformisierenden Variablen in einer der parabolischen
Spitzen zu verstehen. Grundlage der Theorie ist die Tatsache, dafl sich jede einzelne
dieser Modulformen als Linearkombination von endlich vielen der Reihen

21ri%v
4

e e g

darstellen 14B8t. Hier ist z eine komplexe Variable mit positivem Imaginirteil, » > 2,
(mo mg

. ) ist die Matrix einer Substitution Mz =M (z) aus der Nebengruppe
\ 1 2

AT (N), wo A= (Z" Z") eine gegebene Matrix aus I'(1) bezeichnet. S(A) bedeutet
1 2

ein volles System von Matrizen M aus AI'(N) mit verschiedenen zweiten Zeilen
m,, m,. Im Falle r — 2 sind noch konvergenzerzeugende Faktoren anzubringen, die
jedoch das Resultat nicht wesentlich beeinflussen.

Die Aufstellung der Potenzreihenentwicklung nach der ortsuniformisierenden
Variablen in der Spitze oo fiir eine in B regulire Modulform ist damit auf die
Aufgabe zuriickgefiihrt, diese Funktionen G_, (z; 4, N; ») in Fourierreihen zu ent-
wickeln. Dabei ergibt sich im Falle y=—=o0, wo man es in G_, (z; 4, N;0) mit einer
Eisensteinreihe zu tun hat, fiir die Entwicklungskoeffizienten @, = 4, (v) ein Aus-
druck der Form a,—=a,, (0) = C#™1S, (n); C bezeichnet eine Konstante und S, ()
eine unendliche Reihe von derselben Struktur wie die singuliren Reihen der addi-
tiven Zahlentheorie. Fiir » 3£ o erhilt man dagegen

@) ) =Cn T 3 W n)

my=ay (N) l my l
m1 $0

v Vn
Jr1 (4WVW |’”11);

W, (#,v) ist eine Summe von |, | Einheitswurzeln nach Art der Kloosterman-
schen Summen und J,_, die Besselsche Funktion des Index r — 1. Zur genaueren
Untersuchung der a, benétigt man keineswegs ein neuartiges Abschitzungsverfahren,
sondern nur Abschitzungen fiir die Kloostermanschen Summen und fiir die Bessel-
funktionen. So ergibt sich fiir » > o, wo G_,(r; 4, N; v) eine in allen paraboli-
schen Spitzen verschwindende Modulform ist, unmittelbar eine Abschitzung

>

a,(v) =0 (nf

1
“§+S), &> 0.
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Wenn dagegen v < o, so besitzt G_,(z; 4, N;v) in den zu — aequivalenten

a,
Spitzen je einen Pol der Ordnung v, und unter /'v ist dann die negativ-imaginire

Wurzel ——-zH/T] zu verstehen. Man erhalt zunichst

(3)a,,(v):C7z'r‘;_1 > _MJ ( 4m.ll/\7i Vn)+0(§ F+s)

mi=ay (N) lm1| N |mll
0<|m1|ZVn

und sieht sofort, daf das einzelne Glied der endlichen Summe sich wie

r_ 8 4 cVn—
Cin? % ¢ Iml mit festem ¢ >0

verhilt, falls das zugehdrige W,,, (n, v) nicht verschwindet. Eine einfache Ueber-
legung zeigt weiter, daBl jedenfalls eine Abschitzung

4 3 1

TV (1L 0a )

mit festem ¢, > o fiir die # einer gewissen arithmetischen Progression nach einem
festen Modul besteht. Diese Resultate iiber die Fille v < o lassen sich sofort auf
die Fourierkoeffizienten einer Linearkombination von solchen Reihen G_, (z; 4, N; v)
mit lauter v < o ausdehnen. Fiir die Entwicklungskoeffizienten ¢, einer allgemeinen
in B reguliren Modulform erhilt man eine Darstellung

a,(v) = Gn

@) c,,:L,,—{—n'_ISf(n)—}—O(n%_%-'_e

wo L, linear mit konstanten Koeffizienten aus endlich vielen der endlichen Summen
iiber m, zusammengesetzt ist, wie sie auf der rechten Seite von (3) angegeben

), §>>0,

sind, und S (n) wieder eine singulire Reihe bezeichnet. Der Fall r —2 ist beson-
ders interessant, weil man aus den hier bewiesenen Sitzen durch Integration der
Modulformen nach dz Aussagen iiber die Entwicklungskoeffizienten eines in B regu-
liren allgemeinen Abelschen Integrals 3. Gattung der I' () erhilt. Die ganze Theo-
tie ist in weitem Umfange auf beliebige Untergruppen der Modulgruppe und sogar
auf allgemeine Grenzkreisgruppen tibertragbar. An dem allgemeinen Resultat ist
einerseits die Analogie mit der Hardy-Ramanujanschen Formel fiir die Anzahl der
Partitionen von Interesse, andererseits die Tatsache, dall man die Entwicklungskoef-
fizienten ¢, einer ganz allgemeinen Klasse analytischer Funktionen mit grofler Ge-

nauigkeit durch ein Aggregat von [Jz ] Gliedern relativ einfacher Bauart
darstellen kann, wenn man iiber die Funktionalbeziehungen und die Regularitits-
eigenschaften dieser Funktionen Genaueres weiB.
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LE TERME RESTE DE LA SERIE DE TAYLOR
GENERALISEE

Par RODOLPHE RACLIS, Bucarest

M. W. Gontcharoff (Annales Ec. Normale Sup., 1930, pag. 1—78) appelle série
d’Abel généralisée et MM. S. Takenaka et S. Kakeia (Proc. Physico-Math. Soc. of

Japan, 1931, pag. 111—132 ; 1932, pag. 179—196 et 1932, pag. 125—138) appellent
série de Taylor généralisée, la série qui procéde suivant les polyndémes de la suite
{P,, (z)}, formés a partir d’une suite de nombres { a,,} et ot le polyndme P, (2) satis-
fait aux conditions caractéristiques

Pf,”(a;,):o,(/e:o, I,...,n———l);Pﬁ,")(a,,):I.

Je montre que les polynémes {P,, (z)} satisfont 4 la relation de récurrence

(1) o (@ — ) " —
kzz,; %) Pp(5)=o0

d’otl I'on déduit 'expression de P, (2) sous la forme d’un déterminant d’ordre .
Lorsque ¢ (2) est un polynéme de degré », on a

PE) =2 ¢ @) A

et je montre a l'aide de (1) que, lorsque f (2) est une fonction qui admet une dé-
tivée d’ordre (n 4 1), on a

@) 7© =3 /9 @) Be@) + T

o le terme reste T,4; a l'expression
(“k (e+1)
(3) Typr= 2 g (2’) f (s) ds

qui peut s’écrire encore
z
Tn+1 :f ”n (’5'3 S) f(”+1) (S) das
ay
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ot la fonction 17, (2, 5) jouit de la propriété, qu’on peut diviser le chemin d'inté-
gration en (u - 1) chemins partiels, le long de chacun desquels, 71, (2,5) est égal
a un certain polynéme en 2 et s, mais de degré » au plus. Au fond, en écrivant 7,
sous la forme (3), j’ai réduit une certaine intégrale multiple d’ordre (#» 4 1) & une
somme de (# 4 1) intégrales simples.

Dans le cas de la série de Taylor, a, —=a, k=o0,1,2,..., la formule (3) devient

Tys1 —f (e — f"‘“’ (5) ds

et dans le cas de la série d’Abel, g, =—=a 4 kb, k=0, 1, 2, ...

T = kﬁ‘; (6—a)(s ;!“ — kb)F-! ‘J1 (a _{ani;‘) j)n_k F+D (s) ds

a+kb

ou encore

Toyr = f (= f +1) (s) dls + 2 = (5;7 e _’(_nkf_—k; )/u_b [e+(s)ds.

at kb

Pour donner une application, je montre que la détermination de l'intégrale d’une
équation différentielle linéaire d’ordre (u 4 1), avec les conditions initiales

y(@)=0C, Y(a)=0Cy ..., ™ (a,)=Cy,

se réduit & une équation intégrale Fredholm et c’est la formule (2) qui réalise cette
réduction.
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TROIS THEOREMES SUR LA SERIE DE TAYLOR

Par RODOLPHE RACLIS, Bucarest

Soit ¢ (#) une fonction complexe de la variable réelle x, qui tend vers zéro
lorsque x tend vers -+ oo et qui admet une dérivée d’ordre (# - 1), continue pour
r=a.

Théoréme I. S: lim x'*®¢=+) () =0, ¢>0eta>0, 0 =2< @, la série
x> ®

de Taylor de la variable complexe k,

© S tree+itra
est convergente en tous les points du cercle | k| = 1, frontiére comprise, excepté le seul
point k— — 1.

Pour la démonstration j’utilise la formule sommatoire (95) de mon Mémoire des
Acta Mathematica, t. 55, 1930, pag. 277 — 394 et je trouve pour la somme de la
série (1), au facteur (£-} 1) prés, l'expression

Z:"v %(TIZ) oW (#) - f 1_6,,,_m(/z,_—£) @+ (x - 2) dr.

Théoréme II. S: lim x?+e g»+)(x) =0, ¢ >0 et a; >0, (Z=1,2,..,72),
x—»0

o=t<lait o+ ... + s, la série de Taylor, mulizple &ordre p, des variables
complexes F;,

@ DR R R etk b rat et e,

o le signe D s’étend & toutes les valeurs enticves, non négatives des r;, est conver-
gente en tous les points des cercles | k;| = 1, frontidres comprises, excepté le seul point
bh=ly=..=ky——1.

Pour la démonstration jutilise la formule sommatoire (124) et je trouve pour la
somme de la série (2), au facteur (4 -+ 1) (4 4 1) ... (4 + 1) pres, I'expression

*
R® (h— 1)

gt (- 1) .

m  p(2) 3
3 BB oy 4 [

v
v=0 A
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Théoréme III. S: lim x?+7+e tn4D)(x)—o0, e >0 et a; >0, £;>0, (=1,

X —» ®
2, i J=12 .,q, 0=+ ... +aF B+ ...+ 8, la séric mul-
tiple d’ordre (p - g), :

B Z (b (b o (b othtria ot oy 5 Bt 5, 8)

oit le signe X S'étend & toutes les valeurs entiérves, non négatives des r; et s;, est
convergente en tous les points des cercles | k;| = 1, [frontiéres comprises, excepté le
seul point ky = ky= ... = ky = —1, $Z une condztion supplémentaire est satisfaite,
concernant la convergence d’'une certaine intégrale.

Pour la démonstration j'utilise ma formule sommatoire (128) avec les expressions
(138) et (139) des termes complémentaires et je trouve en méme temps la somme
de la série (3). ’

Remargues. 1° Si on se borne aux domaines intérieurs aux cercles | £;| = 1, fron-
tieres exclues, les séries (1), (2), (3) sont convergentes dans des conditions plus larges
concernant C=+1 (z).

2° Le cas a;<{oet|k;| > 1 se raméne au cas o, >0 et|k;| < 1.

3° M. Norlund a démontré que la série (1) est convergente au point £ — 1 (Acta
Mathematica, t. 44, 1922, pag. 71—212), la série (2) est convergente au point
ky=rl, = ...=ky =1 et la série (3) pour = 0 (Trans. Amer. Math. Soc. vol. 25,
1923, pag. 13—98).

SUR L'EQUIVALENCE PSEUDO-CONFORME DE
DEUX HYPERSURFACES DE L'’ESPACE DE DEUX
VARIABLES COMPLEXES

Par ELIE CARTAN, Paris

1. H. Poincaré, étudiant en 1907 le probléme de la représentation analytique, ou
pseudo-conforme, de deux domaines de l'espace de deux variables complexes z, ¥y,
a montré qu’une hypersurface analytique de cet espace admet une infinité d’invariants
différentiels par rapport au groupe infini des transformations analytiques #'=f (#,y),
v =g (#,9). La détermination effective de ces invariants est en relation, comme
I’a montré B. Segre en 1931, avec celle, effectuée par A. Tresse, des invariants d’une
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. . s . d*y
équation différentielle ST =0 (%, 9,
X

%) par rapport au méme groupe infini. Les
deux problémes ne sont cependant pas identiques. Dans un mémoire paru dans le
dernier fascicule des Awnnali di Matematica, j'ai résolu directement le probléme de

Poincaré en lui appliquant une méthode générale remontant & 19o8.

Le point de départ est le suivant. Soit 3 une hypersurface analytique ; les coor-
données x, y d’un point de X, exprimées comme fonctions analytiques de trois para-
métres réels #, v, w, peuvent étre regardées comme les intégrales premiéres d’un
systéme différentiel

v dv 4w
Ui+:iU VitV WitiWy

(M)

U,, U, ..., W, étant des fonctions analytiques réelles de u, v, w. Ce systéme con-
tient toutes les propriétés pseudo-conformes de 3, car le passage de #, y 4 un autre
systéme #’, v’ d’intégrales premiéres se fait par une transformation analytique. Le
probléme de Poincaré revient alors a la recherche des invariants différentiels de (1)
par rapport au groupe infini des transformations analytiques réelles effectuées sur
#, v, w. On a une premiére prise sur le systéme en remarquant que, de toutes les
relations linéaires en du, dv, dw qui se déduisent de (1), une et une seule est a
coefficients réels. Cette relation est covariante a (1); si elle est complétement inté-
grable, 'hypersurface est un hyperplanocide, lieu 3 un paramétre de surfaces caracté-
ristiques.

Des résultats généraux obtenus, je signale seulement le suivant :

Le plus grand groupe pseudo-conforme d’ume hypersurface analytique est engen-
dré par des transformations infinitésimales.

2. Les hypersurfaces, non hyperplanoides, les plus intéressantes sont celles qui
admettent un groupe pseudo-conforme transitif. Le probléme de leur détermination
peut étre envisagé du point de vue local ou du point de vue global. Du premier
point de vue, le groupe est soit a 8 parameétres (hypersphére xx + yy=1), soit
a 3 paramétres. Du second point de vue, les résultats sont différents ; il peut dans
ce cas étre traité par une méthode directe, qui le réduit essentiellement & un pro-
bléme relatif A la structure des groupes i 3 paramétres réels. Je ne puis ici que
signaler les résultats suivants :

19 Toute hypersurface non localement équivalente & Vhypersphére et admettant
globalement un groupe transitif est globalement équivalente & I'une des hypersurfaces
suivantes ou & une de leurs variétés de recouvrement:
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(2'_1) Yo = #7, avec x, >0 (|m|=1, m=1,2);

EL)

(22) Ypo=—¢ 7 H

(23) Xy =e 2

(00 I—|—x§—-—y§=m|1 + #2 — 32|, avec-

2m arc tg 22

(-H/) 7 (1 +7)

>0 (m>1);

(Z,) xx+yy— r=m|x? 4 y2— 1| (sauf les points réels) (—1<m<o

ou o< m<1);

(Zg) x}-i—yj_z-{-z}:m[xz—[—yz—i—zzl (m > 1).

L’hypersurface (X) est rapportée a des coordonnées homogenes quant aux autres,
on a posé & =%, + ix,, y=19, + 19, r=—ux | — %y Y=y — Y,

Toutes ces hypersurfaces admettent un groupe homographique & coefficients réels.

20

Les hypersurfaces localement, mais non globalement, équivalentes a lhyper-

Sphére, et admettant un groupe transitif, sont
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a)
b)
©)
d)
e)

f)
g)

Phypersphére privée d'un de ses points ;

yy === ;

Yy = €72 ;

5z + (yy)m =1, sauf y=o0 (m > 0);

Phypersphére xx + yy =1, ot Pon regarde comme identiques deux points (x, y)
et (ex,ey), o &"=1 (n entier fixe);

Yo=2x; (x,>0);

Phypersphére xx -+ yy=1 privée de ses points réels, ainsi que ses différentes
variétés de recouvrement.

L’hypersurface a) admet un groupe & 5 parameétres, les hypersurfaces b), c), d) et
e) un groupe a 4 parameétres, les hypersurfaces f) et g) un groupe a 3 paramétres.
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SUR LES TRANSFORMATIONS PSEUDO-
CONFORMES DES DOMAINES CERCLES BORNES

Par HENRI CARTAN, Strasbourg

Notations : 2 variables complexes » =z, + ix,, y=19, +y,. Dans lespace
(#,, %5 5, Vs), On ne considére que des domaines ouwerts, constitués de points a
distance finie.

Une transformation pseudo-conforme d’un domaine D en un domaine D’ est, par
définition, une transformation de la forme

(1) #=f(x9), y=g (29

(f et g étant des fonctions analytiques holomorphes dans D), qui établit une cor-
respondance biunivoque entre les points intérieurs de D et ceux de D’. (On ne sup-
pose rien sur la correspondance entre les frontiéres.)

Probléme fondamental (A). — Etant donnés deux domaines D et D’, 19 recon- -
naitre s’ils peuvent étre mis en correspondance pseudo-conforme (c’est impossible, en
général, méme si D et D’ sont bornés et simplement connexes) ; — 2° dans l’affirma-
tive, déterminer toutes les transformations pseudo-conformes de D en D’. — Pour
résoudre 29, il suffit de résoudre le

Probléme fondamental (B). — Etant donné un domaine D, déterminer toutes les
transformations pseudo-conformes de D en lui-méme.

Nous voulons indiquer ici la solution des problémes (A) et (B) dans le cas o1 tous
les domaines envisagés sont cerclés et bornés. Un domaine D est cerclé s’il admet
les transformations suivantes en lui-méme

8, 9 =¢® (0 prenant toutes les valeurs réelles);

(2) x = xé
ces transformations laissent fixe l'origine (#=y=—10) qui est supposée intérieure
a D et s’appelle le centre du domaine D. La solution des problémes (A4) et (B), pour
les domaines cerclés bornés, est constituée par la succession des théorémes suivants,
qui marquent l'aboutissement de travaux de Reinhardt, Carathéodory, Kritikos,
Behnke, Welke, Thullen, E. et H. Cartan:

Théoréme 1. — Toute transformation pseudo-conforme d’un domaine cerclé borné
D en un domaine cerclé D’, qui fait correspondre les centres de D et D’, est néces-
sairement une affinité

3) x'=ax + by, v =a'x by
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Tisoréme 1%, — Toute transformation pseudo-conforme d’'un domaine de Rein-
hardt borne *) O en un domaine de Reinhardt D’, qui fait correspondre les centres
de D et D’, a nécessairement la forme

(4) r'=ar, V= by

ou la forme
¥'=ay, yV=0bx;

il y a exception si chacun des domaines D et D’ peut se déduire de '’hypersphére

(5) 7P+l <t

au moyen d’une transformation de la forme (4).

Théoréme 2. — Un domaine cerclé borné D n’admet pas de transformations pseudo-
conformes en lui-méme, laissant fixe le centre, si ce n’est les transformations (2),
éventuellement combinées avec un nombre fini de substitutions linéaires unimodu-
laires. Il y a exception si D peut se déduire d'un domaine de Reinhardt au moyen
d’une transformation de la forme (3).

Théoréme 23, — Un domaine de Reinhardt borné D n’admet pas de transforma-
tions pseudo-conformes en lui-méme, laissant fixe le centre, si ce n’est les transfor-
mations de définition

70,

= xeb, y,:yelez’

éventuellement combinées avec une transformation de la forme

Il y a exception si D peut se déduire de I'hypersphére (5) par une transformation
de la forme (4).

Théoréme 2ter. — Les transformations pseudo-conformes de U'hypersphére (5) en
elle-méme, qui laissent fixe le centre, sont constituées par les substitutions linéaires,
de la forme (3), qui laissent invariante la forme d’Hermite xx -+ yy; ces substi-
tutions dépendent de 4 paramétres réels.

1) Up domaine de Reinhardt est caractérisé par le fait d’admettre les transformations suivantes en lui-méme
x=xeb, y—yef
(8, et 6, prenant indépendamment toutes les valeurs réelles); ces transformations laissent fixe l’origine

x=y=—o (centre du domaine) qui est supposée intérieure au domaine, Les domaines de Reinhardt
sont donc des domaines cerclés d’'un type particulier.
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Théoréme 3. — Pour que deux domaines cerclés bornés D et D’ puissent étre mis
en correspondance pseudo-conforme, il faut et il suffit que 'on puisse établir entre
eux une correspondance de la forme (3). Pour résoudre complétement le probléme
(A4), il suffit alors de résoudre le probléme (B).

Théoréme 4. — Sauf les 2 cas d’exception ci-aprés, un domaine cerclé borné D
n’admet pas de transformations pseudo-conformes en lui-méme, si ce n’est celles qui
laissent fixe son centre (pour ces derniéres, voir les théorémes 2, 2bis et ater), :

Cas d’exception. — 19 D se déduit d’'un domaine

(D,) |z 2+ |yle< 1 (a positif et fini)

par une transformation de la forme (3);
20 D se déduit d’'un domaine

——Iy__;y’ < a (a positif, fini ou infini)

(Atl) Ix|<1! IJ"<I,

par une transformation de la forme (3).

Dans chacun de ces cas, le probléme B peut se résoudre effectivement. Pour D,,
il faut distinguer le cas a=2 (hypersphére, dont les transformations sont homo-
graphiques et dépendent de 8 paramétres) et le cas a 22 (les transformations de D,
en lui-méme dépendent alors de 4 paramétres). Pour 4y, on distingue le cas o = oo
(dicylindre, dont les transformations, bien connues, dépendent de 6 paramétres) et
le cas ot ¢ est fini (les transformations de 4« en lui-méme dépendent alors de 3 para-
métres).

ZUR FUNKTIONENTHEORIE ZWEIER
KOMPLEXER VERANDERLICHER

Von STEFAN BERGMANN, Berlin

In der Arbeit ,Ueber die Kernfunktion eines Bereiches . . .. L“1) wurde die

Kernfunktion Ky (2, % ; Z, 2,72) eines Bereiches B eingefiihrt und ihr Verhalten am
Rande untersucht.

1) Crelles Journal f. reine u. ang., Mathematik 169 (1932/3) S. 69 vgl., auch Jahresbericht deut. Math.-
Ver. 41 (1932) S. 78—80. Die im folgenden angegebenen Paragraphennummern beziehen sich auf die
erste Arbeit.
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Wie ebenda gezeigt ist, kann man mit Hilfe der Kernfunktion zu jedem Bereich
B eine gegeniiber analytischen Transformationen s% — f; (21, %), [# =1, 2] inva-
riante Hermitesche Metrik konstruieren. Mit dem Kriimmungstensor dieser Metrik
hingt die (im allgemeinen nicht konstante) Invariante

LT Ty Ks (51, 523 ,g,, 2’72) __ 0*InKg (2,55 f'-"_'u 52)
(1) Ig (51, 225 5y, 52) = 1 Tor Tot ’ (T’"" = 05, agn )
T1? T‘_’?

aufs engste zusammen. (§ I)
Ueber das Verhalten der Invariante (1) bezw. der Minimalfunktion

Kas (81 525 Z,, ;2)
KB (fxy Ly b, lz)

(2) Mz (215 525 21, ;2) =

bei der Anniherung zu einem Randpunkt Q des Bereiches B gelten die folgenden
Sitze:

Bei der Anniherung an gewisse Limespunkte (@) dritter Ordnung (die im § g
niher beschrieben sind) gilt:

. - - 2
3) lim  7g (24, 2235 81,8) = —.
(21,21)>03 e b 9 a7’

Bei der Annidherung an eine Kategorie von Limespunkten (Q,) zwciter Ordnung
(ndher beschrieben in der zweiten Hailfte des § 6) gilt:

. - I
(4) lim Iy (51, 225 51, 5) = 2"
(21 22)—>0> 47

Unter Benutzung der in bezug auf den Randpunkt Q normalen Koordinaten?) gilt:

Bei der Anniherung an Q;:
z z 78
) . limn3_31’Ms<zl _'Zl_i ﬁ):_(f‘ij___@’z__;}_<?<z,

n—>w® nt’ nt’ n’ on P

2) Die Randpunkte QQ; bzw. (), haben die Eigenschaft, dafy die Randhyperfliche in dem betreffenden
Punkte einen linearen Tangentialraum § besitzt. Unter dem fiir den Randpunkt ) normalen Koordinaten-
system versteht man ein solches, bei welchem 2, =— 0 mit derjenigen analytischen Ebene, die in f liegt
und durch den Punkt Q durchgeht, zusammenfillt, wdhrend z,— o0 die dazu orthogonale, durch den
Punkt Q durchgehende analytische Ebene ist.
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Bei der Anndherung an (,:

lim 7224 My (%’52’. : ,t,) — (% + l‘x)ﬂ(l——‘l‘zl')z <p<1

n—>o 2 (1—a2, t)"

wo 7 eine von der Struktur des Bereiches 8 abhingige Konstante ist. (z reell)

Ein Anwendungsbeispiel der angegebenen Metrik stellt der folgende Satz dar: Sei

f (21, 2;) eine in B meromorphe Funktion und [ (In| f (s, %)| ) do = F < oo. Seien
3

7 (8., 8) [f=1,2,... /] Null-, p (2., 2,) [ =1, 2, ... 7] Polfunktionen von / (,, 2,),

/(2 5y) ”ﬁk (21, 22)
1 n (3, )

tion ist. Es gibt dann eine nur von B abhingige reelle Funktion x(z,, 2; 21, 5,),

so daf3 also eine in B regulire, nirgends verschwindende Funk-

eine Funktion o (s, 5,; 21, 52) und eine Konstante .S, die nur von B und 7, (2, 2)
bezw. g, (s,, 2,) abhingen, so daf3 fiir / (s, 5,) in B die Ungleichung

(6) [___i._______]rF_SO' (51, 3 u—"'l, 52)

% (21, 225 81, 52)

11 ny (3, 2,)

Tp sy | = /0=

I n (2, 2,)
Hﬁk (Zly 32)

= [#(z1, 32;4—51, ;-"2)]',1?_5 0 (51, 2’2;51, gz)

gilt.

Zweites Beispiel: Bedeute A (§) die untere Grenze der Werte des Integrals
[|1—v (2, %) $ (s, 5) " dw, wenn fiir v alle in B reguldren, und dort nirgends
]

verschwindenden Funktionen zur Konkurrenz herangezogen werden. Ferner sei

s (21, 2,) eine (unendliche) Folge vonin B reguliren Funktionen, die gewissen einfachen
241 +1

Bedingungen geniigen, und es gibe eine (ganze) Zahl p (= o), sodaf3 Z [4 ()]

konvergiert. Man kann dann zu jedem ¢, eine in B reguldire und dort nirgends
verschwindende Funktion v, so konstruieren, daf3

oo n=p 1
(7) _I_I quJkF Bk:g:';(l—vkq)k)"
in B reguldr ist und in B auf den Flichen ¢,(z,, ;) — 0 und nur dort verschwindet.
Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Sitze erscheint in den Arbeiten ,Ueber die
Kernfunktion ... II¢. (Crelles Journal) und ,Ueber die Nullstellen einer Funktion
von zwei komplexen Verinderlichen“ (Proc. kon. Akad. v. Wet. te Amsterdam).
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CONFORMALITY IN CONNECTION WITH
FUNCTIONS OF TWO COMPLEX VARIABLES

By EDWARD KASNER, New York

| In the theory of functions of two complex variables 2 —=ux 4 iy, w=2%" 44y,
the transformations of importance are of the form Z=¢ (2, w), W=y (2, w),
where ® and y are general analytic functions. In the fourdimensional space with
cartesian coordinates , v, %', ¥’, these transformations are not conformal, and Poin-
caré in his paper in the Palermo Rendiconts (1917) employs (provisionally) the term
regular. I obtain several geometric characterizations of the regular transformations.
Two linear systems of planes are converted into themselves and only the angles
situated in these planes are left invariant. The family of surfaces affected conform-
ally is easily derived. The simplest characteristic invariant (pseudo-angle) is con-
nected with the intersection of a line with a three-dimensional variety. In con-
clusion certain finite sub-groups are considered: the g-parameter conformal group,
the linear, and the linear fractional groups.

UBER FUNKTIONEN QUATERNIONALER
VERANDERLICHEN

Von E. KOLMAN, Moskau

Die Nichtkommutativitit der Multiplikation in der Hamiltonschen Quaternionen-
algebra hat zur Folge, daB, den Trivialfall der linearen Funktionen ausgenommen, es
in diesem Gebiete keinen Differentialquotienten gibt, was die Hauptursache dafiir
bildet, da die Entwicklung der Quaternionenlehre im groflen und ganzen stocken
geblieben ist. R. Fueter hat in Com. math. Helvet. v. 4 den Begriff der analytischen
Funktion auf das Quaternionengebiet dadurch zu erweitern versucht, daB er die
Riemann-Cauchyschen Differentialgleichungen durch ein anderes Gleichungssystem
ersetzt.

Abgesehen davon, daBl auch andere Gleichungssysteme gewihlt werden kénnen, kann
man einen prinzipiell anderen Weg einschlagen, und zwar nicht von Newton-Leibnitz
und Cauchy, sondern von Lagrange und Weierstra ausgehend. Man definiert nimlich
die analytische Funktion der Quaternionenverinderlichen durch eine ,,Potenzreihe®
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P @) =a,4+2a,ua’+a,ua,ua, + ..., verzichtet auf den Differential-
quotienten und 1iBt nur die ,Ableitung” P'(u) =2a,a,’ + Za,a,’u a,” +
2ayua, a,” + ... gelten. Diese Scheidung zwischen Differentialquotienten und Ab-
leitung, die an und fiir sich methodologisch interessant ist, fiihrt weiter z. B. dazu,
dafl Funktionen gebildet werden konnen, die mit der eigenen Ableitung identisch sind.
Es ist auch nicht schwer, z. B. durch Analogie mit den Poincaréschen Reihen, ein-
deutige Funktionen zu bilden, die im Gegensatz zum komplexen Gebiet, 4 wesentliche
Perioden besitzen.

An diese Festlegung des Begriffes der analytischen Funktionen der quaternionalen
Verinderlichen kniipfen zwei Probleme an: 1. die Integralsitze fiir sie zu entwickeln;
2. sie in Verbindung mit der Differentialgeometrie, wie sie von Schouten und Struik
betrieben wird, in Verbindung zu bringen und zu versuchen in der Quantenmechanik
anzuwenden.

ITERATIVE ALGORITHMEN
Von HARALD GEPPERT, Gieflen

Sind a4, 4 zwei komplexe Zahlen und bildet man den Iterationsalgorithmus
a=f(a,0b), by =@ (@ b) ... &y = [(@n—1, bu_1), by = @ (Bu_1, bp—) cey SO wird die

Grenzfunktion lim @, = lim 4, = M (@, 6) untersucht, falls sie existiert. Voraus-
7 —» oo ”7n—» oo

gesetzt wird, daf3 / und ¢ homogen vom Gewichte 1 in ihren Argumenten, reguldr
analytisch in % und f (a2, 2) = @ (@, @) = @ seien. Dann kannman a2 =1, b =1-+}2
setzen und den Algorithmus in seiner Abh‘a‘.ngigkeit von der komplexen Variablen
z untersuchen, indem man £ (g) = f(1, 1 4 2), @ (5) = @ (1, 1 + 2) setzt. Sind die
Potenzreihen fiir #(z) und @ (2) die folgenden
Fe)=14+ast+asd+.., @@=1+p2+065+..,

so zeigt sich

1) Ist |, —@,| < 1, so konvergiert der Algorithmus in einer bestimmten Um-
gebung von 2z — o gleichmif3ig gegen eine reguldr-analytische Grenzfunktion.

2) Ist |@,— | > 1, so kann der Algorithmus in der Umgebung von Null
iiberhaupt nicht konvergieren.
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3) Ist |@,— @, | = 1, und der Konvergenzradius einer der obigen Potenzreihen
endlich, so tritt ebenfalls Divergenz des Algorithmus in der Umgebung von Null ein.

Besonders interessant ist der Fall ¢, = 8,, der beim Algorithmus des arithmetisch-
geometrischen Mittels, des Borchardtschen Mittels und vielen anderen bisher unter-
suchten Iterationsalgorithmen vorliegt; er garantiert die Erhaltung der ersten 2=
Glieder in den Potenzreihen-Entwicklungen von a,, 4,41, ... und eine iiberaus
starke Konvergenz des Algorithmus in der Umgebung von =z —o.

Zur Frage des Konvergenzgebietes eines beliebigen Algorithmus und des Zu-
sammenhanges der Singularititen der Grenzfunktion mit denen der Ausgangs-
funktionen werden Beitrige geliefert. (Ausfiihrlicher in den Math. Ann.)

UBER DAS ZENTRUMPROBLEM IN DER THEORIE
DER KONFORMEN ABBILDUNG

Von HUBERT CREMER, Kéln

Der Punkt 2 — o heiit ein ,,Zentrum* der durch
Z=f(2)=a,24+a,22+4 ..., |a;|=1

gelieferten konformen Abbildung (wobei 2’ wieder in der z-Ebene zu denken ist),
wenn es eine schlichte Abbildung w— S(z)einer Umgebung von z=—=o0 so gibt, daB
die ,,Schrédersche Funktionalgleichung®

f(2) =S1(a,.S(2))

befriedigt wird, wenn also die konforme Abbildung f der Umgebung von z — o durch
S in eine Drehung transformiert wird. Besitzt f ein Zentrum, so heile f eine ,,Zen-
trumfunktion®.

In diesem Vortrage wird mit Hilfe eines Satzes von Herrn Polya iiber Potenz-
reihen mit verschwindender unterer Koeffizientendichte gezeigt, daB unter den einer
ganzen rationalen Zentrumfunktion zugeordneten Zentrumfunktionen (das sind die,
welche zur gleichen Schroderschen Funktion S gehdren) die Menge derjenigen, die in
ihrem ganzen Verlaufe eindeutig sind, die Machtigkeit des Kontinuums hat. Weiter
werden neue Bedingungen gewonnen, deren Erfiilltsein durch f fiir die Unldsbarkeit
der Schroderschen Funktionalgleichung hinreichend ist.
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UBER DIE KONFORME ABBILDUNG DURCH DIE
BESSELFUNKTIONEN

Von JOSEF LENSE, Miinchen

Es wird die durch die Besselfunktion zv = 3, (5) vermittelte konforme Abbildung der
s-Ebene auf die w-Ebene fiir reelle Werte des Zeigers v > — 1 untersucht. Diese
Beschrinkung erweist sich vorldufig mangels genauerer Kenntnisse iiber die Null-
stellen von ¥, (s) fiir v<{—1 als notwendig. Fiir ganzzahlige » fillt sie selbstver-
stindlich wegen der Beziehung

I (5)=(=1)"F,(5)
weg.

Es werden die Kurven |w| = const. gezeichnet und der Aufbau der Riemann-
schen Flache besprochen. Als Beispiele werden die Fille v=o0,1, 2, 3, 4, 5, durch-
gefiithrt. Um auch ein Bild fiir die zu erwartenden Verhiltnisse bei negativen Zeigern
zu erhalten, werden die Falle v—=—1},—3,—3,— ] behandelt, weil hier ¥, (s)
eine rationale Funktion von ¢?# und yz ist wie in allen Fillen, wo sich der Zeiger v
um } von einer ganzen Zahl unterscheidet.

Es werden folgende Sitze bewiesen:

7, (s) hat im Intervall —& —1<v<—# (k=1,2,3, ....) fir mindestens
einen Wert von v je eine Doppelnullstelle bei s = + v. In anderen Punkten sind
Doppelnullstellen ausgeschlossen, Nullstellen hoherer als zweiter Ordnung iiberhaupt
unmdglich. In der Umgebung von 5 =0 und v=-—#% hat ¥/ (s) fiir v >— £ 2£
imagindre und fiir v<{—4#4 2 reelle und 24 — 2 imagindre Nullstellen. Ist die
Anzahl der imaginiren Nullstellen durch 4 teilbar, so gibt es keine rein imaginidren
Nullstellen; ist sie dagegen nur durch 2, aber nicht durch 4 teilbar, so sind 2 der
imagindren Nullstellen rein imaginir,

Ausfiihrliche Abhandlungen erscheinen in den Sitzungsberichten der Bayerischen
Akademie der Wissenschaften (Miinchen) und in den Mathematischen Annalen.
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UBER EINEN SATZ VON DARBOUX
Von L. TSCHAKALOFF, Sofia

Bekanntlich hat Darboux den Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf komplex
Funktionen iibertragen. Er hat niamlich bewiesen ), daf3 fiir cine komplexe Funktio
[ (x) = f, (x) + 2 /3 (x) der reellen Verinderlichen x, die im Intervall @ = » = & steti
differentiierbar ist, die Ungleichung

(1) |76)—7a)| = @—a)| /" @]

besteht, wobei & eine passend gewiahlte Zahl zwischen 2 und 5 ist.

Was ldf3t sich iiber das Variabilititsfeld von & aussagen, wenn etwa f(r) ei
Polynom von gegebenem Grade bedeutet? Ich fasse diese Frage priziser folgende:
maflen, Es bedeute C, die Klasse aller Polynome f(x) mit reellen oder komplexe
Koeffizienten und vom Grade — 4. Ich suche ilir eine Menge 217, von reellen ode
komplexen Zahlen derart zuzuordnen, dafd 1) jedem Polynom f(x) von C, mindester
ein & aus 27, entspricht, so daf3 Ungleichung (1) erfiillt ist; 2) keine echte Tei
menge von 217, die unter 1) erwihnte Eigenschaft besitzt. Eine solche Menge I
nenne ich kurz ezne Minimalnenge in besug auf die Klasse Cy.

In diesem Vortrage habe ich folgende Sitze bewiesen unter der unwesentliche
Einschrankung ¢ = — 1, 6 = 1.

1. Es gibt keine aus p Zahlen bestehende Minimalmenge in bezug auf die Klass

Cr, wenn p = ist.

2. Ist £ gerade, # —= 2%, so gibt es eine einzige aus » Zahlen bestehenden Min
malmenge 7,, welche mit den Wurzeln des n-ten Legendreschen Polynoms 2, (:
identisch ist.

3. Ist dagegen £ ungerade, #—= 2z —1, so gibt es uncndlich viele aus » Zahle
bestehenden Minimalmengen in bezug auf die Klasse C,. Eine bcliebige solche Meng
besteht namlich aus den Nullstellen des Polynoms A, (x) 4+ a £,—i(x), wo A2, (:
und Z,_;(x) zwei aufeinanderfolgende Legendresche Polynome sind und « eine reell
Konstante bedeutet.

Wegen Raummangel werde ich die Beweise dieser Sitze in einer anderen Zei
schrift verdffentlichen. '

1) Sur les développements en série des fonctions d'une seule variable. Journal de mathématiques pur
et appliquées, 3émeserie, t. 2. (1876), p. 291.
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SUR UNE PROPRIETE DES COSINUS D'ORDRE
SUPERIEUR

Par ODETTE et JACQUES DEVISME, Le Havre

iT 27/

Soit ¢ =¢ * ou ¢ * suivant que 2 est pair ou impair, ce qui entraine

n
2 2K+ — o,
K—1

Posons n—1 i(2K41)
” _2‘ xl- o
nf (%, .- ,,1:"_1):2 pi=1 s
K=1
et considérons le produit
n—1 7(2K 1)
d 2 x" * ” ”» 7 *
V, (155 2y s v, ) = JJ (1— leei=t )= A() - AT () J . AL ()
K=1
7 1
e OnalV (l;x,.,x, _ )= Vg —%,....—%, )

donc A7 (xy, ..., xp—1) = (— 1) A2 (— 2y oy — Zp).

20 Les racines de ’équation en /7 V, (; x) — o sont égales aux = expressions

n—1 . -
@K+1)
-3 x; a’
F =1 . 7 .
e’ . Les sommes des racines, des carrés des racines, des cubes
etc.... sont donc
sy=nf, (—xys s —x,_ ), Sso=anf, (—2x;, ..., — 2%, _),

Sg=nf,(— 35 .., —3,r”_1) , ... etc.
Les relations de Newton
A, 1 + A, _1=o0,
A, Sy Ay §y +24,_.=o0,
permettent de calculer les coefficients A7 (x,, ..., x,_;) de proche en proche; on
déduit de ce qui précéde que ces coefficients s’expriment au moyen des seuls
cosinus d’ordre # a l’exclusion des »— 1 autres sinus.
Par exemple .
Vollyx) =1 — 2/ cos x + 72,
Ve(lyx) =1 —3h P(x,9) + 342 P(—=x, —y) — 73, -
On déduirait de ce qui précéde certaines généralisations des résultats de M. P.
Humbert (.

(1) P. HUMBERT, On Appell’s Function P (6, ) Proceedings of the Edinburgh Mathematical Societ
Séries 2 -Vol. III-Part L-p 53.
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SU ALCUNI TEOREMI DELLE FAMIGLIE
NORMALI DI FUNZIONI ANALITICHE ANCHE IN
RELAZIONE AL POSTULATO DI ZERMELO

Di SILVIO MINETTI, Roma

La presente comunicazione si propone di rilevare come vari teoremi sulle famiglic
normali di funzioni analitiche siano suscettibili di essere notevolmente generalizzati,
e che inoltre, sotto una conveniente ipotesi, sempre verificata nei casi concreti pitt
interessanti, essi sono altresi suscettibili di essere dimostrati evitando l'uso del
postulato di Zermelo.

Premetto un lemma di per sé stesso gid molto notevole. Esso estende agli olo-
spazil) una proposizione gia data, per gli S, dal mio illustre Maestro Prof. Severi 2),
la quale da una dimostrazione del citato postulato relativamente agli insiemi limitati
e serrati®). Sia F un insieme di funzioni olomorfe ed equilimitate in un campo
serrato C che suppongo essere, per semplicitd, il cerchio unita. F’ sia il derivato
di F. Si designi inoltre con f () la funzione estremo superiore della famiglia di
funzioni che sono la parte reale degli elementi di F 4 F’; Q, designi invece il coef-
ficente di 7 all’origine della generica funzione dello stesso insieme F 4 F', e QO

I'estremo superiore dei Q,. La f (9)¢ allora, (poicheé ¥ -+ F’ & un insieme estremale),
funzione continua di § in o— 2zx.

Diciamo X linsieme dei punti xy, ¥,, %,, &, ... dove #;, (i=1, 2, 3, ...) sono
i punti di ascissa razionale di C, », designando invece il punto origine e rileviamo
che l'operazione funzionale, che al generico elemento f di F + F’ fa corrispondere,
nel punto z;, il valore Q, per i = o, e il corrispondente valore della f () per 7 5£ o,
¢ un’ operazione continua. Esistera dunque, in virtll di noto teorema, almeno un
elemento di F 4 F’ nel quale tale operazione raggiunge il suo estremo superiore.
Si designi allora con I,o I'insieme degli clementi di F 4 F’ per cui resulta Q, :C)O,
e il derivato di esso; con I_,xl'insieme degli clementi f di [,rnper cui ¢ f(x,)= f_(.rl) 4)
etc. Gli I, sono serrati. Resta cosi determinata la successione di insiemi estremali

VP SR SR ciascuno contenuto nel precedente. Due eventualitd possono allora
0 ~1 e

1) Spazii funzionali suscettibili di esser considerati ad una infinitd continua di dimensioni.

2) Vedi I. Severi. Su alcune questioni di topologia infinitesimale Annales Soc. Polonaise de Mathématique
t. IX 1930,

8) ,Serrati* seguendo il Severi, cio¢: ,chiusi“ secondo la comune terminologia.

4) Con ovvio significato dei simboli adottati.
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presentarsi: o per un valore finito di » il corrispondente insieme I, & numerabile,

oppure cid non accade. Nel primo caso si sceglierd come elemento « distinto» di
F 4 F" il «primo» clemento di I, cd esso appartiene ad F 4 F’. Nel secondo,

poich¢ si dimostra in forza della equicontinuitd della famiglia di funzioni formata
da F 4 F’ a cui si sia aggiunta la
5 |— 1
j 7o -

che la @ (x) teste definita appartienc ad IF 4~ F’, come elemento « distinto » di F + F’
si scegliera la @(x), che appartiene pure come si ¢ ora detto, ad F 4 F’. Premesso

(p(:l.)—ZOO -+

tal Lemma conseguono i preannunciati teoremi. Mi limito qui a citare due di essi.

10 « Se una famiglia F di funzioni [ (2) olomorfe ed equilimitate all’ interno di un
« campo C (che puo supporsi esseve 1l cerchio unitd) é ivi normale, e non am-
« wmette funsioni limiti constanti, il numero degli zeri della f (2) — a, (@ costante)
« contenuti all’ interno di C, é egualmente limitato, sia rispetto alla totalitd
« delle funzioni f che appartengono alla famiglia normmale serrata costituita dalla
« data e dal suwo insieme derivato, sia rvispetto a tutti ¢ posstbili valori di a. »

II° « Sia S una successione di fumzioni f,(2) olomorfe, estratta da una famiglia
« quasi normale e che sia, in un intorno di un punto A, completamente irregolare.
« Esiste allora un indice ny tale che a partire da esso tutte le equazioni f, (2) —a,
« qualunque sia a, hanno una radice nell’ intorno di A. »

METRICIZZAZIONE DELLO SPAZIO FUNZIONALE
DELLE FUNZIONI OLOMORFE IN UN MEDESIMO
CAMPO. GLI OLOSPAZI IN GENERALE EI LORO
RAPPORTI CON LA TEORIA DELLE EQUAZIONI
DIFFERENZIALI

Di SILVIO MINETTI, Roma

Nel 1906 il Fréchet con la sua tesil) poneva i fondamenti della metrica per vari
¢ interessanti spazi funzionali. Si apri cosi un nuovo, vasto, fecondo campo di
ricerche che aveva avuto per precursori il Volterra, 'Hadamard, e il Pincherle. Ma

1) Rend. Circ, Mat. Palermo 1906, tomo XXII.
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se innumerevoli sono stati i progressi sin qui conseguiti nella parte generale ed, ad un
tempo, astratta di quella teoria, nulla si & fatto invece per avanzare, in modo vera-
mente utile, nello studio della metrica dello spazio funzionale delle funzioni olomorfe
in un medesimo campo C (spazio che chiamerd (F) e che & quello che forse maggior-
mente interessa. Per la nozione di distanza di due siffatte funzioni f e g, vige ancor
oggi l'espressione del Fréchet

© (hey=23, L&)

Essa permette di stabilire le proprietd strutturali di quello spazio, ma non costi-
tuisce certo una definizione che sia senz’altro accettabile, perché non concretamente
vantaggiosa. Innanzi tutto viene a dipendere in modo essenziale, da elementi estranei
ai dati, che sono la f e g e il campo C; poi non si presta a stabilire utilmente una
metrica angolare, e presenta infine varii altri serii inconvenienti.

Scopo della presente comunicazione & di riferire intorno ad una mia memoria in
corso di stampa, nella quale mostro come lo spazio (F), possa esser metricizzato
in modo veramente utile sotto mille diversi aspetti, e come la metricizzazione di esso,
che io ho elaborata, conduca ad inattesi legami fra teorie della pitt grande importanza.
Partendo dall’ osservazione che una f(2) olomorfa all’interno di un campo C (che
supporrod esserc il cerchio unitd) resta perfettamente individuata dai valori della sua
parte reale al contorno, e dal coefficiente di 7 all’origine, assumo in luogo della (1) la

1)

) (70 == [ 15O — £ @7 26+ Qo Qo]

e dimostro che tale definizione di distanza si dimostra veramente opportuna per lo
studio della metrica in'questione. Cid per le seguenti ragioni:

Io (f, g) non dipende da elementi estranei ai dati.

110 la (2) permette di stabilire egualmente bene come la (1), tutte le proprieta strut-
turali dello spazio funzionale in esame.

III0 si presta a stabilire una utile metrica angolare.

IVO fa conseguire una armonica fusione delle metriche di molti altri interessanti
spazi di funzioni, riconducendo in particolare lo spazio (F), agli spazi hilbertiani,
gia cosi profondamente studiati, fra gli altri, dal nostro compianto Vitali.

1) Vedi nota precedente pag. 45—46.
2) Dove Pr (8) designa la parte reale della f sul contorno di C, e (o)/ il coefficiente di i all’ origine;
analogo significato hanno, poi, Pg (8) e Q)¢
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Ma concependo lo spazio (F) come uno spazio ad una infinitd continua,
anziché numerabile di dimensioni, (olospazio), come, distaccandomi dal Vitali e da
tutti gli altri, io faccio, si ha il vantaggio che le equazioni delle sue varietd sono
equazioni differenziali, che sono poi lineari se, e soltanto se, le corrispondenti varieta
sono varietd geodetiche. La teoria delle equazioni differenziali riceve cosi una inter-
pretazione geometrica molto suggestiva, che per altro non si riduce ad una semplice
questione rappresentativa ma conduce a mietere vari, interessanti, e concreti fatti anali.
tici. Si delinea intanto una netta distinzione fra la natura delle equazioni differenziali
non lineari: distinguendole in quelle che io chiamo pseudo-lineari, e che godono della
proprieta di avere i propri integrali in comune con una equazione differenziale lineare
di ordine sufficientemente elevato; e quelle che io chiamo trascendenti, che non godono
invece di detta proprietd. Per le prime ¢ possibile ricondurre le loro integrazioni a
quelle di una equazione lincare; per le seconde no. Sorpasserei i limiti concessi alle
presenti comunicazioni se mi dilungassi ad esporre i risultati a cui son pervenuto.
Mi limito qui a citare quello con cui chiudo la mia gid citata Memoria preliminare
su tal soggetto. Esso ¢é il seguente:

«Condizione necessaria e sufficente affinché uw’ equazione differenziale non lineare,
« per esempio del primo ovdine, v = {[(x, vy), abbia i suoi integrali in comune con
«un’ equazione differenziale lineare di ordine finito, supposto che f (x y) sia analitica
« all’ intorno di un sistema di valori x vy, e che lo sviluppo di Cauchy relativo all’ equa-
« zione stessa

Y —Yo = ( (;L — ;LO)

)(xy) z!

=1

\

« sia, in un intorno di y, derivabile termine a termine, é che esista un sistema di un
« numero finito y di costanti h;, non tutte nulle, per cui siano verificate le condizions

k . .
‘fz—i’ , ¢ facendo attenzione che non sussiste, relativamente ai prodotts di
&
« operazioni che provengono dallo sviluppo della potenza dell’ operatore che figura

« entro la parentesi quadra, la legge di permutabilitd.» —

« con yk:
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PERIODISCHE LOSUNGEN EINER DIFFEREN-
TIALGLEICHUNG ERSTER ORDNUNG

Von F. TRICOMI, Turin

In dem anscheinend besonders einfachen Falle eincr einzigen gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung leisten die klassischen Verfahren fiir die Unter-
suchung der periodischen Losungen wenig Hilfe, weil im allgemeinen keine spezielle
periodische Losung der Gleichung a priors bekannt ist, und die Gleichungen erster
Ordnung, die besonders interessieren, nicht linear sind. Aus diesem Grunde scheint es
mir wertvoll, ein einfaches Verfahren fiir die Untersuchung der (eventuellen) periodi-
schen Losungen mit der Periode w einer Differentialgleichung

(1) f(x,y, %):o,

wo [ eine periodische Funktion von « mit der IPeriode w bezeichnet, bekannt zu
machen, welches mich in einem Falle, der mir kiirzlich vorgekommen ist, zu einem
vollen Erfolge gefiihrt hat. ’

Dieses Verfahren beruht cinerseits darauf, daB die Gleichung

(2) P (#o 1 w) = g (%),

we x, irgendeinen festen Wert von x bezeichnet, die notwendige und hinreichende
Bedingung darstellt, damit die Losung y = ¢ (&) der Differentialgleichung (1) eine
periodische Funktion (mit der Periode m) sci. Andererseits bemerken wir, daB unter
bekannten, wenig einschrinkenden Bedingungen die allgemeine Lsung einer gewdhn-
lichen Differentialgleichung stet7g von den Anfangsbedingungen abhingt. Wenn es
uns also gelingt, in einem Gebiet der Ebene (x, y), wo die oben genannten Be-
dingungen erfiillt sind, zwei solche Losungen y = ¢, (), ¥y = ¢, (x) der Glcichung
(1) zu bestimmen, die die Ungleichungen

‘ P (%o + 0) = @ (20)
(3) —

| . (o + ) = s (x0)
befriedigen, dann existiert sicher in demselben Gebict auch (wenigstens) eine Losung
¥ = @ (%), die die Gleichung (2) befriedigt, d. h. eine periodische Lésung (mit der
Periode w) unserer Differentialgleichung. Wenn man dagegen fiir alle Losungen
Yy = ¢ (#) entweder immer

P (#+w) < ¢ (%)
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oder immer
P (X0 + w) > o (1)
hat, kann keine periodische Losung cxistieren.
Betrachten wir z. B. die Differentialgleichung

4(5)

(4) i

+ay-f—+sinxr—=o,

wo o und g zwei positive Konstanten sind, deren periodische Losungen (welche dic
Periode 2 i nétigerweise besitzen miissen) dic Losung eines wichtigen Problems der
Elektrotechnik liefern). Mit dem oben geschilderten Verfahren kann man fest-
stellen, daB, falls 8 > 1 ist, dic Gleichung (4) immer eine und nur eine periodische
Losung besitzt. Ist dagegen B <1, so existiert ein kritischer Wert a, von a (ein-
deutige Funktion von ) mit der Eigenschaft, daff die Differentialgleichung (4) eine
(und nur eine) oder keine periodische Losung besitzt, je nachdem o=, oder ¢ > e, ist.

UBER DIE ERSTE RANDWERTAUFGABE BEI
MONGE-AMPERESCHEN DIFFERENTIAL-
GLEICHUNGEN VOM ELLIPTISCHEN TYPUS

Von FRANZ RELLICH, Goéttingen

Es wird die allgemeine Monge-Ampéresche Differentialgleichuug
F=F (Uyy ttyy— 1)) -+ Athyy + 2 Boty, + Couy + D=0

betrachtet, deren Koeffizienten 4, B, C, D, £ Funktionen von x, y, #,, u, sind. Es
wird u. a. bewiesen: In einem zusammenhingenden Gebiet G gibt es /dchstens
zwez auf dem Rande iibereinstimmende Lésungen von /= o, fiir die /# iiberall in
G elliptisch ist, d. h. fir die 4 C — B2 — £ D > o gilt. Dabei werden iiber 4, B,
C, D, E nur Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsvoraussetzungen gemacht. An-
wendungen auf differentialgeometrische Fragen. — Fiir eine Gruppe von Monge-
Ampereschen Differentialgleichungen wird das angehorige Variationsproblem auf-
gestellt und diskutiert.

1) Tricomi — Sur une équation différentielle de I’électrotechnique (Paris C.R. 193, s. 635 (19 — 10—
1931) ).
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NOUVELLES RECHERCHES D’«INTEGRATION
LOGIQUE»

Par JULES DRACH, Paris

1. J’ai montré autrefois (Proceedings du Congrés de Toronto, 1924, I, p. 484—495)
comment on pouvait déterminer, de la maniére la plus générale, un élément linéaire :
ds? = 4\dudv, de facon que I'équation des géodésiques, prise sous la forme: pg = X\
Of | _df . ddf_
+1 + S dw
avec w — p2, posséde une intégrale entiére en p, q et d’ ordre quelconque — ou méme
une intégrale

aux dérivées partielles ou sous la forme linéaire: (1) }\

=0 ,0) " @—y)" . — 1)

les m; désignant des constantes. En introduisant les variables caractéristiques d'Am-

peére, @;, qui sont les intégrales des équations )\af -+ g,af— o ou les § sont les

solutions de I’équation ¢’ (w) =0, j'ai ramené le probléme a l'intégration, par inté-
grales définies, d'un systéme de Laplace aux variables ¢; et 4 des quadratures de
différentielles totales. Depuis, j'ai pu traiter par la méme méthode, avec quelques
modifications, les cas d’exception réservés : my=— Zm; =—o.

2. La recherche des cas ol l'équation des géodésiques admet deux intégrales
rationnelles en w, conduit & des systémes différentiels dont j’ai indiqué la résolution
par des voies reguliéres (Comptes rendus de I’Ac. des Sciences de Paris, 27 décem-
bre 1927). La méthode a été appliquée en détail au cas des éléments linéaires de
Liouville.

3. M. Otto Volk avait montré (Atts du Congrés de Bologne, 1928, IV, p. 357—362)
que la détermination des éléments linéaires pour lesquels il existe un réseau trian-
gulaire de géodésiques — c’est-a-dire tels que les lignes # —const., v — const.,
# — v = const., soient géodésiques, dépend de l'intégration d’un systéme de deux
équations aux dérivées partielles du quatriéme ordre & une fonction inconnue. J’ai
pu établir (Comptes rendus de I'Ac. des Sciences de Paris, 16 novembre 1931) que
ces équations possédaient une solution dépendant de trois fonctions arbitraires d’un
argument — et par 'application de ma méthode générale, 'obtenir par l'intégration
d'un systéme de Laplace a trois variables. La méme méthode s’applique au cas ot
les tangentes 4 une courbe de troisiéme classe sont des géodésiques.

4. Mes recherches antérieures m’ont amené souvent a remplacer des équations aux
dérivées partielles d’ordre quelconque a une fonction inconnue de deux variables
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par un systéme de Laplace & » variables et des quadratures. Il est clair que cela
se généralise : Il existe des équations d’ordre quelconque a trois variables, par
exemple, que l'on peut ramener a des systémes linéaires de Laplace du t¢roisiéme
ordre et 4 des équations différentielles ordinaires, & quatre variables ou davantage —
d’ott 'on tire des vues nouvelles sur le role des variables caractéristiques.

5. Enfin, pour finir, une remarque d’ordre tout i fait général : Ma théorie de la
rationalité ou « Intégration logique » peut s’appliquer, par exemple, 2 un systéme
différentiel 3 a une fonction inconnue, irréductible, oti deux des dérivées d’ordre
supérieur au moins figurent sous forme rationnelle, les coefficients étant ou bien
définis ou arbitraires. Comme dans les équations dérivées de 3, les dérivées para-
méiriques d'ordre supérieur figurent linéairement ou sous forme enticre, les réduc-
tions possibles de 3, par particularisation des coefficients, correspondront a l'exis-
tence de relations mouwvclles compatibles avec 3 et rationnelles par rapport a ces
dérivées paramétriques. Nous avons rencontré (At du Congrés de Bologne, 1928,
11, p. 11—25) de nombreux exemples de types de réduction dont la remarque pré-
cédente explique 'existence.

SUR L’INTEGRATION D'UNE CLASSE D'EQUA-
TIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU DEUXIEME
ORDRE A TROIS VARIABLES INDEPENDANTES

Par GEORGES CERF, Strasbourg

Dans une communication a I’Académie des Sciences de Paris?!), j’ai exposé une
méthode générale d'intégration qui s’applique a des classes étendues d’'équations et
de systémes d'équations aux dérivées partielles ; j’en ai signalé certaines applica-
tions aux équations aux dérivées partielles du second ordre i deux variables indé-
pendantes ; je vais indiquer une maniére d’appliquer la méthode aux équations aux
dérivées partielles du second ordre a 3 variables indépendantes (z fonction inconnue
de z,, x,, x,).

Soit (E) une telle équation ; () le systéme de Pfaff, bien connu, de 4 équations
a 12 variables, qui lui est équivalent ; je cherche & former un systéme de Pfaff (X)),
comprenant (X) et une ou deux nouvelles équations aux différentielles totales, des
mémes variables, de telle facon que (X,) soit de classe inférieure & 12; s’il en est
ainsi, a toute solution de (ZX,) qui s’exprime par 9 relations correspond, en général,

1) Sur lintégration des équations aux dérivées partielles (Comptes Rendus t. 194 (1932) p. 1544).
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une intégrale de (E); grace a la généralité de telles solutions de (), grice aussi
a la généralité de ces systémes (X)), on peut espérer, dans des cas favorables, in-
tégrer (E). Les équations (E) qui entrent en ligne de compte admettent unc forme
caractéristique décomposable en deux facteurs linéaires.

Plus particuliérement, considérons une équation (E’) obtenue par I'élimination des
parameétres A et u entre les trois relations :

yZR + Aﬁz‘,z + Upis = @; (xu Koy Xy 5y D1y Py Pss A, .U) Z=1,20u3,
_ 0s D5
7= m YT 0n, 0z,

L'équation (E’) admet deux systémes de caractéristiques & une dimension, dont
I'un est du premier ordre. Du systeme (3') associé a (E') comme (X) lest a (E),
on peut déduire un systeme de Pfaff (3") de deux équations et de classe 9, les
variables étant x,, x,, x,, 2, p;, Py Py A ct u. Cherchons a associer a (2’) une
équation aux différentielles totales de ces g variables pour que le systéme (X,”) de
3 €quations soit de classe 8; pour une classe étendue d’équations (E’), cette opéra-
tion est possible ; le systeme (X)) admet toujours des intégrales qui peuvent étre
représentées par 6 relations auxquelles correspondent alors des intégrales de (E’).

Un cas ot les calculs sont particulierement simples, est celui ot les ¢, ne dépendent
que de A et x; on est conduit & des équations qu’on peut intégrer complétement
par la méthode indiquée. D’ailleurs, il se préscnte des circoustances singuliéres qui
mettent en évidence des équations (E’) dont les deux familles de caractéristiques
ne sont pas distinctes ; l'intégrale générale de ces équations s’exprime sans qua-
dratures.

QUELQUES REMARQUES RELATIVES A UNE
CLASSE D'EQUATIONS AUX DERIVEES PAR-
TIELLES DU TROISIEME ORDRE

Par JACQUES DEVISME, Le Havre

Notations. — Soit

AU:div[Z(sz , 526’+6207)J,

L7 \0x:2 T or0x, | 0x,?

I'expression aux dérivées partielles associée au polynome

(1) = 2 5y X D (2, — x,)2.
k 4,7
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Nous représenterons par D 4.0, Dgxz.xj(/. .. les expressions aux dérivées partielles

2
associées aux polyndmes :—i, % .. etpar p(a), p (xr—a), p (A) les expres-
sions obtenues en remplacant dans p (x) les , par a,, #,—a, ou 4.
Probléme. Considérons le point fixe M («,...x ) et le point mobile P (e, ...ea,)
décrivant la surface S 4 n—1 dimensions de notre espace a # dimensions. La fonc-
tion de point

Uxy...x) :f . j; [2(x—a)]"ao,
7n—1
vérifie une équation aux dérivées partielles de forme plus ou moins compliquée
suivant la surface S considérée.
En utilisant les identités remarquables vérifiées par le polyndme p (#) telles que

2 ()= anipt, dLpte)=2m ).

\

on trouve que
10 pour la surface S d'équation a=o (hyperplan) la fonction U vérifie 1'équation
aux dérivécs partielles

2mn

Ju=" [D,, U3 <7z Dy U— 3Dy, U)]
1

20 pour la surface § d'équation p (a) =1 la fonction U vérifie I'équation aux
dérivées partielles (ot # représente p (x))

%’ ( 0p 97 ).(D,,l. U—Dy,U)

[p—1] AU—mZ Y ¥

,

—+2u3m [2m+n—3 [21 ~—— " [/]

On pourrait effectuer dans des cas plus compliqués un calcul analogue ; ce qui
est remarquable, c'est la présence du coefficient »—3 qui explique la grande simpli-
cité des résultats trouvés dans le cas n — 3 de M. P. Humbert.

Références : P. Humbert. Sur une généralisation de ’équation de Laplace. (Jour-
nal de Mathématiques pures et appliquées, t. 8, 1929, p. 145.)

J. Devisme. Sur quelques équations aux dérivées partielles. (Comptes rendus de
I"Académie des Sciences de Paris, 193, 1931, p. 982 et 194, 1932, p. 516.)
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SUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES D'’ORDRE SUPERIEUR

Par J. HADAMARD, PARIS

1. Les résultats acquis relativement aux équations linéaires aux dérivées partielles
du second ordre ont été étendus aux équations totalement elliptiques (p. ex. par E. E.
Lévy) ou totalement hyperboliques 1) (p. ex. par Holmgren).

Or il n’est justement pas sans intérét de chercher ce qui arrive pour des équations
disons du quatriéme ordre de type composite 2), c’est-a-dire tel que le cOne caractéris-
tique en chaque point se décompose en deux cones du second degré I'un réel, 'autre
imaginaire. Cas simple : I’équation
0’ 0’

_<§_—2—$>Ju:0 A:5;2+3J—;T_,

ou  Ou o’ O
®  Sea= (g

ou, en rapportant aux caractéristiques,

9

(I’) mduzo 5:1‘4—)/,71:)/——,1-.

Le probléme de Cauchy correspondant a (1), consistant a4 se donner pour x=o0
ou Ou OFu . . . .

les valeurs de wu, 52 05 08 n’est pas possible en général pour des données non-
analytiques. On obtient aisément un probléme correctement posé en portant de la
forme (1’) de I'équation. Soient pris sur les axes des & et des # (caractéristiques
issues de l'origine) deux segments OA4, OB (fig. 1, 1bis) et joignons AB par une ligne
L ayant (fig. 1) des coordonnées monotones, donc tout entiére comprise dans le rec-
tangle OABC construit sur OA et OB.

On pourra alors se donner:

# et 4 u le long de OA, OB ;
% (uniquement) le long de L.

Si L était, comme sur la figure 1bis, extérieure au rectangle, coupant en D le pro-
longement de AC, en E le prolongement de BC, il faudrait se donner les valeurs de

1) Ces dernitres font également 'objet de recherches, actuellement en cours, de M. Teodorescu et c’est

ce qui m'a méme suggéré la note actuelle.
2) A distinguer du type mixte traité dans un travail bien connu de M, Tricomi.
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u et de Au non seulement sur OA et OB, mais sur les arcs AL, BD de L, puis » seul
sur l'arc restant ED.

0

i,

Fig. 1 Fig. 1 bis

Toutes ces considérations s’étendent d’elles-mémes & toute équation de la forme
FIG()] =0,

F étant un polynéme différentiel du second ordre hyperbolique ; G un polynéome

elliptique.
. on O'u .

2. Donnons-nous maintenant u, o o sur le segment (o, 1) de I'axe des y, puis v
(seul) le long d’un chemin L joignant les extrémités de ce segment. Pour trouver u
d’aprés ces données, remarquons d’abord que l'intégrale générale de (1) peut se mettre
sous la forme

(2 w=V+U

V étant une fonction harmonique et U = @ (y + &) -+ y (y — x) une solution
de I’équation OZ_U — 629U —o0. Or la connaissance de 62 , donc de Adu, le
ox* 0y’ ox’
long du segment d’axe des y (laquelle résulte immediatement des données) fournit,
le long de ce segment, les valeurs de U, donc (puisque % est connu) celles de V.
Prenant alors la fonction @ (y) comme inconnue, on trouve (de moins si L a par rap-
port aux caractéristiques la disposition de la fig. 1), pour @(y) = @'(y), une équation
intégrale de Fredholm (pour laquelle toutefois il y aurait lieu de discuter les singu-

larités du noyau aux points 0,0 et o,1).
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3. S’impose également I'examen d'un probléme analogue au probléme biharmonique
(connaissance de # et de ses dérivées premiéres le long d'un contour fermé). Les
résultats concernant les équations du second ordre hyperbolique font présumer qu’un
tel probléme est en général impossible.

4. L’expfession (2) de lintégrale générale de (1) est évidemment un cas parti-
culier d’un théoréme relatif aux équations linéaires de la forme

F[G@)]=o,

théoréme qui se présente de lui-méme pour les équations différentielles linéaires a
coéfficients constants mais qui s’applique aussi aux équations aux dérivées partielles.
Il n’est méme pas nécessaire de supposer les opérateurs a coefficients constants, mais
seulement de les supposer permutables entre eux. De plus, ils doivent étre sans fac-
teur commun. La démonstration !) dépendrait des principes connus posés par Méray
et Riquier, lesquels ne sont malheureusement acquis que dans le cas analytique.

SUR LA FORMULE DE STOKES POUR ESPACES
A CANAUX

Par A. BUHL, Toulouse

I1 s’agit de la formule

, " . a B ¥
(1) ({EUa’P—l— VdQ:ﬂc (%—g—g) gx?? do .
0. 0, 0.

Le canal élémentaire a une section quadrilatérale. Sur ses faces latérales, P, Q,
P 4+ dP, Q + dQ sont constants. Un faisceau de canaux découpe, sur des surfaces
transversales, des cloisons ¢ dites en projection canale. Pour celles-ci l'intégrale
double de (1) est invariante. L'équation, aux dérivées partielles de @,

¢X¢Y¢Z

—_ G Px Py Pz | =0(X,Y,2) d(P,0)
Voi+ o+ 0, | 0,0, 0,

I

(2)

1) M. Cerf me fait savoir que cette démonstration résulte de ses propres travaux.
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donne des surfaces @ = o sur lesquelles un canal (ou un faisccau de canaux) inter-
cepte des cloisons .S pour lesquelles 1'intégrale double en @'dS cst invariante.
L’équation (2) est une généralisation de ’équation de Jacobi relative au mouve-
ment d’'un point matériel. Tout dS ou do permet dc déplacer, dans un canal, un
¢élément intégral invariant, analogue & une masse, élément qui peut aussi dépendre
d’un parametre ¢. Il y a donc, en ce qui précedc, le germe d’une Mécanique.
Les symboles de Jacobi et de Schrodinger

FS =S+ S +S—S'e, S(V)=4V+TVe,
en posant 5 — S, | S, , v=S —S,, entrainent que

F(S) — F(S) -F u [2(S) — 2(S)] = (uv.), + (wv,), + (#v,), .

Si §;—§, est une solution de 3 =o0, on peut choisir u de telle sorte que
J(S,) =17 (S,). Il yala une invariance jacobicnne attachée a I'équation de Schro-
dinger. De plus wv,, uv,, uwv, prennent les formes des mineurs de a, §, y dans le
déterminant de (1). 1l y a des systémes de canaux et, par suite, des mouvements
multiponctuels attachés a I’équation de Schrédinger a trois variables.

SUR LES PARAMETRES D'UN SYSTEME DE
FONCTIONS, QUI SONT ESSENTIELS

Par G. PFEIFFER, Kiew

S. Liel) a donné le critére, pour que les paramétres :

I) a,, a,,...0,
du systéme de fonctions :
2) S5 =[; (X{seer Xny @1y.n. @), i=1,2,...1m

soient essentiels.
L. Bianchi 2) a considérablement remanié le critére de S. Lie et 'a amené & une
forme commode pour la pratique. Il construit la matrice fonctionnelle par rapport

1) S. Lie und Fr. Engel. — Theorie der Transformationsgruppen (Leipzig, 1888, B. I, S. 13-14).
2) L. Bianchi. — Lezioni sulla teoria dei gruppi continui finiti di transformazioni (Molagna, 1928

p- 30—36).
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aux paramétres 1) des fonctions 2) ct de leurs derivées par rapport aux x,....T,
jusqu’d l'ordre » — 1.

Nous avons simplifié les raisonnements de L. Bianchi. Dans notre théoréme, la
matrice correspondante a celle de L. Bianchi contient moins de colonnes, 'ordre des
différentiations par ., ... x, est habituellement plus bas que » — 1.

Chez S. Lic1) on trouve encorc un autre moycen, indiqué en traits généraux, pout
juger si les paramétres 1) sont cssentiels. Les raisonnements de L. Bianchi, sous
forme simplifiée, donnent la seconde méthode de S. Lie.

Le théor¢me que nous avons démontré, nous a conduit a la vésolution des pro-
bicmes que voici :

« Sur la possibilité d'exprimer les fonctions qui contiennent des paramétres, pai
quelques paramétres ou par leur totalité ¢t par des fonctions qui ne renferment pas
les paramétres détachés »,

« Sur la possibilité de construire, par la combinaison linéaire des équations d'ur
systéme complet d'équations linéaires qui contienncnt des paramétres, des systémes
complets linéaires, ot le nombre des paramétres et des équations sont égaux »,

« Sur les solutions linéairement indépendantes des équations linéaires aux dérivées
partielles du second ordre a deux variables indépcndantes ».

LA GENERALISATION DES METHODES: DE
JACOBI POUR L’'INTEGRATION DES SYSTEMES
COMPLETS D'EQUATIONS LINEAIRES ET DE
JACOBI-MAYER POUR L'INTEGRATION DES
SYSTEMES COMPLETS D'EQUATIONS NON
LINEAIRES

Par G. PFEIFFER, Kiew

S. Lie 2) a montré, que les opératcurs I (f) permutant les solutions de I'équation
linéaire X (f) = o, se définissent par la relation :

XI(N)—1X()=rX().

1) ihidem, s. 183.
2) 8. Lie und Fr. Engel. — Theorie der Transformationsgruppen (Leipzig, B.I, 1888, S. 138—143).
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M. A. Buhl!) a cherché les operateurs [ (f). Nous avons définitivement résolu
ce probléme, auquel sont attachés beaucoup de noms saillants, dans unc série de
mémoires, dont le principal parut en 1931 2). La bibliographie de la question peut
étre trouvée dans notre Note initiale3) et dans le Mémorial des sciences mathé-
matiques ¥). *

Nos discussions sur la recherche des opérateurs d'une équation linéaire ct des
systémes complets d’équations linéaires nous ont conduit a la généralisation de la
méthode de Jacobi et des recherches correspondantes de A. Clebsch. Entre autres
nous avons démontré l'aifirmation de A. Weiler, que, pour intégrer le systéme com-
plet d’équations linéaires, il n'est pas du tout nécessaire de le réduirc a la forme
’involution ; on peut le réduire a unc forme plus générale, 4 laquelle nous avons
donné le nom de systéme des systémes complets siuccessifs.

11 va sans dire, que la géneralisation de la méthode dc Jacobi entraine la géné-
ralisation de la méthode de Jacobi-Mayer.

GENERALISATION DE LA METHODE DE JACOBI
POUR L’INTEGRATION DES EQUATIONS NON
LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES DU
PREMIER ORDRE AVEC 2 OU 3 FONCTIONS DE

2 ET 3 VARIABLES INDEPENDANTES

Par M. KOURENSKY, Kiew

Pour l'intégration du systéme de 2 équations non linéaires aux dérivécs partielles
du 1°er ordre avec 2 fonctions inconnues de 2 variables indépendantes il faut chercher
des intégrales particuliéres du systéme de 2 equations linéaires du 1 ordre a unc
seule fonction inconnue, liées avec les racines de I'’équation quadratique. Quand le
systéme donné contient 3 ou moins des dérivées partielles, nous aurons une seule

1) Thése de Doctorat et les autres mémoires.

2) G. Pfeiffer. — Sur la permutation des intégrales d'une équation linéaire et homogéne aux dérivées
partielles du premier ordre (Ann. de Toulouse, 1931, p. 139 —181).

3) G. Pfeiffer. — Sur la permulation des solutions d'une équation linéaire aux dérivées partielles du
premier ordre (Bull. des Sc. math., 1928, S. 2, t. LII, p. 350—352).

4) A. Buhl. — Aper¢us modernes sur la Théorie des groupes continus et finis (Mém. des Sc. math.
fasc. 33, Paris, 1928).
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¢quation linéaire. Pour les systémes aux 3 fonctions inconnues de 2 variables indé-
pendantes, nous aurons les systémes diverses des équations linéaires, liées avec les
racines de I'équation quadratique. Pour les systémes aux 2 fonctions inconnues des
3 variables indépendantes nous aurons les systémes des équations linéaires auxiliaires,
liées avec les racines de I’équation quadratique correspondante.

GENERALISATION DE LA METHODE DE DARBOUX
POUR L'INTEGRATION DES EQUATIONS NON
LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES DU
SECOND ORDRE A DEUX FONCTIONS
INCONNUES

Par M. KOURENSKY, Kiew

Dans la méthode de Darboux pour I'intégration d’une équation aux dérivées par-
ticlles du second ordre a une fonction inconnue 2z de deux variables indépendantes
x, 9, on est ramené & l'intégration du systéme de deux équations non linéaires aux
dérivées partielles du premier ordre a une seule fonction auxiliaire @. L’intégration
de ce systéme peut étre réduite a U'intégration d’un systéme de deux équations liné-
aires, liées avec les racines de !’équation quadratique bien connue (4. R. Forsyth,
Theory of dif. eq., vol. VI, p. 325).

Pour le systéme de deux équations non linéaires aux dérivées partielles du second
ordre aux deux fonctions inconnues 2, 2’ des variables indépendantes », y, nous
obtiendrons un systéme de 4 équations non linéaires aux dérivées partielles du premier
ordre a une seule fonction inconnue auxiliaire @. L'intégration de ce systéme se
réduit a l'intégration de 4 équations linéaires, liées avec une des racines d’'une équation
du 4me degré. Quand le systéme contient 5 dérivées des 7, s, t, ', ', #/, nous avons
3 €quations linéaires, liées avec les racines de 'équation cubique, ou 4 éq. et I'équation
algébrique du 4me degré. Pour les systémes avec 4 dérivées du 274 ordre nous avons
des systémes auxiliaires de 2, 3 ou 4 équations linéaires du 1°r ordre a une seule in-
connue @, liées avec les racines des équations : quadratique, cubique et biquadratique.
Quand les systémes donnés ont 3, 2 ou 1 dérivées du 27 ordre, nous serons amenés a
I'intégration de deux ou d’une seule équation linéaire du 1°T ordre, non liée avec les
racines des équations algébriques.
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SUR LES SYSTEMES INCOMPLETS D’EQUATIONS
DIFFERENTIELLES, D'’EQUATIONS AUX
DERIVEES PARTIELLES

Par S. CARRUS, Alger

Bien souvent dans nos recherches, nous avons été conduits a des problémes qui
ne font l'objet d’aucun enseignement régulier. Nous voulons parler de certains
problémes indéterminés, quadratures portant sur des fonctions dont la forme peut
étre variable, résolution de systémes d’équations différentielles en nombre moindre
que le nombre d’inconnues.

Le cas le plus connu est celui qui s'introduit dans la recherche des développées
d'unc courbe gauche. En prenant la torsion sous la forme %, on fait disparaitre
tout signe de quadrature et I'étude des propriétés est bien plus commode et bien
plus élégante.

Dans I'étude de ce que nous appelons les développées obliques d'une courbe gauche
C, et qui sont les arétes de rebroussement des développables passant par C, nous
avons a considérer trois fonctions A, v, », qui n'ont & satisfaire qu’a deux équations
différentielles. En introduisant une fonction dont la forme reste indéterminée, nous
pouvons intégrer complétement ce systéme sans aucun signe de quadrature. En
particulier, pour l'aréte de rebroussement, unique, dont C est la géodésique, nous
pouvons obtenir sans signe de quadrature les coordonnées d’un point ainsi que I'arc
de courbe.

Dans I’étude des courbes gauches dont les tangentes appartiennent 4 un complexe
linéaire, on n’a qu’unc seule équation différentielle entre trois fonctions #, y, 2 d’un
parametre . Nous avons pu établir la solution la plus générale.

Dans l'expression du ds? d’'une surface, si les coefficients E, FF, G sont fonctions
d’une seule variable, la surface est applicable sur une infinité de surfaces de révo-
lution. Nous avons pu obtenir, sans quadrature, le ds? le plus général, les surfaces
de révolution correspondantes et la correspondance entre les points.

De méme pour la couple la plus générale formée de I'hélicoide le plus général et
de la surface de révolution sur laquelle il peut étre appliqué.

Ces divers exemples nous ont conduit & étudier de fagon systématique les systémes
incomplets d’équations différentielles :

Dans le cas des systémes d’équations linéaires, d’ordres quelconques, a coefficients
quelconques, nous avons pu obtenir la solution la plus générale sans aucun signe
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de quadrature, c’est-i-dire la détermination des n fonctions, au moyen de (n-n1) fonc-
tions arbitraires. ’
De méme, nous avons résolu complétement les systémes d’équations de la forme

f (dz,, dx,, ... dv,, 1) =0

ne renfermant pas la différentielle de la variable indépendante ¢, les cocfficients étant
absolument quelconques.

Des procédés analogues peuvent s'appliquer aux systémes d'équations aux dérivées
partielles : Par exemple, on peut résoudre complétement 1'équation

ab,+ by, Fc=o

. L@ . .
entre deux fonctions y et § de &, y, si Y est un polvnome en v et fonction quel-
A .

conque par rapport a .

L’équation linéaire la plus générale sc¢ raméne i celle-ci, par unc substitution
linéaire.

L’équation linéaire la plus générale entre trois fonctions inconnues est de la forme

ap-basps+asps-bigi+bgo+ s +eos ot cut+d—=o.

On peut, dans tous les cas, obtenir sans quadrature, la solution la plus générale, au
moyen de deux fonctions arbitraires.

Tous ces exemples montrent quels résultats on peut espérer obtenir dans le cas
de svstémes incomplets d'équations différentielles ou aux dérivées partielles. 11 sera
possible, sans doute, de trouver de grandes classes de systémes d’équations qui
puissent étre résolues entiérement sans signe de quadrature.

AN EXPRESSION FOR GREEN'S FUNCTION IN
GENERALIZED COORDINATES

By J. J. SMITH, Schenectady, U. S. A.

Let the equation in generalized orthogonal coordinates for the space under con-
sideration be of the well-known form

(1) K7*v =0v/0¢
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with boundary conditions of the form /z-—0%/0 € = o, etc., where / is replaced
by the constants /%,, — /., /1y, —/,, 7t; and — /i, for the boundarics &€ = /,, £ =4,
§ =y, 5= nt, {—n, {—n, respectively. Let the independent solutions of (1)
be 7/ (e, ) and 7, (@, §) regarded as a function of £ when written in the form

0 0]
aE[m&)a—

and let 7 (8, %), F,(8, ) and 7 (y, ), /% (y, {) be similar functions when (1) is re-
garded as an equation for 4 and { respectively.

+ O ¥E)v--£X(E)v=0

From the results of a previous paper in which a generalized expression for
Fourier’s Theorem is derived it can be shown that the instantaneous Green’s
Function which is the resulting temperature due to an instantaneous point source
Q of heat placed at the point &, #,, § is given by

2
v = QZI; (E’ El) Hl? (71’ ”1) Slu (é’ é-l) [)_I(Bt
where
Filan )Pl h) @ An@) g, ()

Jiy = . .
R EC T s
dal° BSa:a,

and
Aaﬁ(é) = [Fz' (“w l) — ley 2 (ap, L)) Fy (e, &) — [/ (ap» h)—Iu Iy (“p’ L) £ (0‘/: £)
Dy = [Fs(ay b))~ '/t Fe (a, 1)) [Fi(e, &) + 7z Fy (e, £5)]
— [Fsla, L) + e Fo (e, &)] [F (e, &) — 1oy Fy (e, 4)]
Ky (@) = & (&) [F2 (a, §) F1 (@, §) — F1 (e, §) I3 (e, E)]

K (@) being a constant with respect to £ o,, @, @, ... are the zeros of D=0
greater than a fixed number V. In these equations 7' (@, £) = 0 7' (e, §)/0E. The
values of Ay, (5, ;1) and Sy, (§ &) may be written down from symmetry. The re-
lation between J and a4, £, and y, is found by direct substitution in (1).

Expressions for a permanent point source are derived, and other expressions for
Green’s Functions are given when the boundary conditions are of the type that
v (and 07/0E) are the same at each end of the interval. For certain intervals the
series are replaced by integrals which may be found by limiting processes. Tables
of Green’s Functions have been compiled by the author from these formulas which
will be published later.
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SUR LES PROBLEMES MIXTES HARMONIQUES
EN HYDRODYNAMIQUE

Par BASILE DEMTCHENKO, Paris

Nous développons une methode analytique permettant de traiter d'un point de vuc
tout a fait général plusieurs problémes importants relatifs aux mouvements bidimen-
sionnels des fluides parfaits imcompressibles en 'absence de forces extéricures. Nos
recherchies se réduisent dans les grandes lignes aux points essenticls suivants 1) :

10 On résout lc probléme analytique qui consiste en la recherche d'une fonctior
holomorphe & lintérieur d'un domaine simplement connexe ou doublement connexe
connaissant sa partie réelle sur quclques arcs de la fronti¢re et sa partic imaginairc
sur le reste de la fronticre.

20 On établit la solution du probléme mixte haimonique dans le cas ot la fonc
tion analytique que l'on cherche est cyclique.

3° On donne la solution formelle du probléme mixte inverse qui peut étre formule
comme suit: étant données les valeurs d'une fonction harmonique sur toute la fron
ticre X du domaine £ et de sa dérivée normale sur 1 arcs ; de la fronticre 5, déter
miner ces arcs A; connaissant le reste de la frontiére.

En passant maintenant aux applications hydrodynamiques de la théorie précédente
nous nous arrétons aux problémes suivants.

4® Nous étudions le probléme dec la formation des cavitations sur la surface d'ur
corps dans un liquide parfait incompressible soit a la suite de la mise brusque er
mouvement, soit d la suite de la chute de la pression extérieure.

50 Nous traitons les surfaces de glissement dans un courant uniforme acyclique
s'écoulant dans un espace simplement connexe comme un cas particulier du problém
mixte inverse. La méthode employée donne la possibilité de faire rapidement w
devis des conditions et des parametres. Une classification génerale des probléme:
relatifs aux surfaces de glissement s'impose cnsuite tout naturellement. Nous envi
sageons le probléme général d'ordre », en appelant l'ordre du probléme le nombre de:
surfaces de glissement.

6° Nous donnons aussi la solution générale du probléme des surfaces de glissemen
dans l'espacc doublement connexe.

70 Nous développons finalement la théoric des tourbillons et des sources dans ui
liquide limité par des surfaces de glissement et des parois rigides. C'est une géné
ralisation des problémes traités dans 50 et 6°.

1) Pour les détails voir le Mémoire de I'anteur qui porte le méme titre et qui paraitra prochainemer
dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées. Voir aussi Comptes rendus de I"Académie de
Sciences: t. 189, 1929, p. 725; t. 190, 1930, p.918: t. 192, 1931, p. 141 ; t. 192, 1931, p.604; t. 192, 1931, p. 272
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HARMONICS ASSOCIATED WITH CERTAIN
INVERTED SPHEROIDS

By DOROTHY WRINCH, Oxford

A group of classical problems of hydrodynamics and electrostatics, which have
lately attained a new interest in view of possible biological applications, may be
described as follows. A function V' satisfying Laplace’s equation V2V = o is re-
quired, which is evanescent on S the sphere at infinity, takes a spccial form on a
closed surface s and is free from singularities or has certain prescribed singularities
in the region between S and s.

These problems have becen fully discussed in a number of cases: when s is an
auchor ring, when s is a prolate or oblate spheroid, when s is a surface of revolution
approximating to a spheroid, when s has conal boundaries, inter alia.

In this communication harmonic functions—and also the associated Stokes stream
functions—are constructed for surfaces obtained by inverting prolate spheroids with
respect to a point on the axis of figure, which allow the solution of these problems
in cascs where there is symmetry about this axis. If the eccentricity of the original
prolate spheroid and the position of the centre of inversion be varicd, a wide variety
of surfaces with varying degrees of asymmetry fore and aft result, which, particu-
larly in electrostatic problems, arc likely to be of intcrest. Specially notcworthy is
the degencrate case of the rod, whose degree of asymmetry, measured by the relative
curvatures of the two ends may be of any specified order.

UNA PROPRIETA INTEGRALE DELLE
SOLUZIONI DELL’EQUAZIONE DEL CALORE
E SUE APPLICAZIONI

Di MAURO PICONE, Napoli

Nell’ interno della semistriscia .S, del piano (x, ), definita dalle limitazioni
d =r=a, y=o,
la funzione # (x, y) sia soluzione dell’ equazione del calore:
() O o
0x2 0y ’
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allora sotto certe condizioni di comportamento all’ infinito ¢ sull’asse delle x si
dimostra che, comunque si fissi il numero reale @ interno all’ intervallo (', a”) e il
numero complesso 7 di parte reale positiva, la # verifica la seguente equazione
integrale:

o
(2 [ uiay=

o
x

— a (¢) cosh (V#x) - g (#) senh (Vzz) — \/;_z‘_ u (& 0) senh [V 7 (v — &) 4E,

a
a (7) e B (¢) designando due funzioni della sola variabile #, olomorfe nel semipiano
luogo dei numeri complessi di parte reale positiva.

Siano ora assegnati due funzionali lineari L, e L,, ecliminanti 1 e tre funzioni
Fx), /1(») e f3(»). Sotto certe larghissime condizioni, l'equazione (2) consente il
calcolo numerico della soluzione della (1), supposta esistente e determinata, verifi-
cante le equazioni:

) [ u(x,0) = f(x), d < xr<<a",
| Lewma=rA0), Lewin=nb), r=o
Posto, sotto le dette condizioni,
L;[cosh (V' # x)] = pis (), L:[senh (N2 x)] = pse (2),

(7 = 1,2)
q: (t) ’

[ ff(g senh[vV/ 7 (» g]a’¢ _

le (3) si traducono nelle seguenti equazioni lineari nelle funzioni incognite a () e 2 (#):

Ipua)a(t)wm()f(t)*ql j ~ £ () ay,
4
| Do) () + 230 () ) = g5 (8) -+ j =Y £ (9) dy,

le quali, supposto p () = gy, (2) p (£) — P12 (?) o (¢) diverso da zero per qualsivo-
glia valore reale e positivo di 7 forniscono «(?) e £(#) per i detti valori di 7
Riesce dunque allora noto il secondo membro della (3), che indicheremo con #(x,2),
indicando con £ (x,7) la sua derivata »™= rispetto a ¢ Dalla (2) si trae

oo

[ erymutmnar =1y ro @,

0

[o]e]
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e quindi, per ogni x, lo sviluppo in serie di # (x, ) per polinomii di Laguerre, cid
che consente un buon metodo di calcolo della z in ogni intervallo finito dell’ asse y,
come ho potuto sperimentare in un’interessante applicazione fatta recentemente
nell’ Istituto di Calcolo del Consiglio Nazionale delle Ricerche Italiano.

Se, per un certo valore di x, la z(x, y) ha, per y — oo, un limite determinato
e finito A (1), si ha

oo

lim | te~#u(x, p)dy =\ (2),

t>0
0

onde segue che la temperatura di regime, per il detto valore di x, &€ data da

lim [z /7 (x, 2)].
>0

Quando il determinante p (7) risultasse nullo, per un certo valore di 7, le condi-
zioni di compatibilita del sistema (4) di equazioni danno condizioni necessarie per
Pesistenza della #, e si hanno in tal caso esempi [cfr. un mio lavoro del Vol. III
(1932) del Grornale dell’ Istituto Italiano degli Attuar:] di problemi lineari dotati
di spettro continuo.

G. Doetsch e F. Bernstein, in un lavoro del Vol. 22 (1925) della Math. Zeitschrift
(pag. 283), e segnatamente Doetsch, in successivi lavori dello stesso giornale, hanno,
considerando essi pure la trasformata di Laplace della # (x, »):

on
[e—’f ulx, ) dy,

b
approfondito il teorema d’esistenza e le condizioni di determinazione nel caso par-

ticolare classico che sia

Liu(x,y) = lim u(x,9), Lou(x,y) = lim u(x,7).
z—>al x—>a"
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SOMMAZIONE COL PROCEDIMENTO DI POISSON
DELLE SERIE DOPPIE DI FOURIER

Di MAURO PICONE, Napoli

Sia f(x, ) una funzione reale delle variabili reali + e y sommabile (Lebesgue)
su ogni insieme misurabile e limitato del piano (x, y). Per ogni punto P(x, y) e
per ogni coppia ¢, # di numeri positivi, indicheremo con R (7, @, 8) il dominio
rettangolare di punti estremi (+r—a, y—f) € (x+a, y+ ). 1 seguenti limiti:

u' (P)= lim' ]

& (o, B) —»o 1 ¥ ’ ] 1)
«” (P) = lim" ] area R (P, a, ) .U [ (x,9) dx dy
l (@, B) —>o ) V)

si diranno, rispettivamente, mznzmna ¢ massima media asintotzca della f nel punto P.
Per un insieme misurabile 4 del piano diremo sua mzrzma e massima densita nel
punto P, rispettivamente, la minima e massima media asintotica in P della funsione
caratteristica (de la Vallée-Poussin) dell’ insieme A. Gli insiemi misurabili A4,, 45,
..., A, del piano siano a due a due privi di punti comuni, ed il complementare
di 4,4+ 45+ ... + A4, sia vuoto od abbia misura nulla, laddove ciascun insieme
ha nel punto P una densita determinata ¢ (#, A;) e la (/) un limite determinato
e finito, in tal caso si ha:

”n

¢ (P)= " (P)= 30 (B4 [lim £(0) (u 4]

k=1

La f (x, y) verifichi ora le identita: f(x 4 2, ¥) = f (%, 9), [ (%, v + 22) = f(%,7)

e si abbia: f(x,y)c\az b= 2 Mis (ans cos /2 x cos ky b, cos hx sen ky
17 Rk

9

~+cursen bx cos ky + dypsen kx sen ky). 2
Sussistono i teoremi:
I° La serie doppia
I (o, P) :2 0%t # ) (@nscos hxcos ky ...+ dy,sen rx sen ky)
Tk

riesce assolutamente ed uniformemente convergente per x e y comunque variabili e
pev o wvarzabile entro un qualsias: intervallo (o, §) di ampiezza ¢ < I.

1) Con lim’ e lim” si indicano, rispettivamente, il minimo e il massimo limite.

Y Ao =14, X, =12 (per h>0), A, =12 (perk>0), 1, =1 (per k>0 e k> o).
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II° /n quasi tutto il pezano, ¢ precisamente in ogni punto %) (x,,3,) nel quale le
funsionz

0 [irema . [17wn)

hanno, ciascuna, miniina e massima media asintotica (lineari) finite, si ha:

@ (P) = lim' (g, B) = lim" (g, B)= u" (B).
p—e1 p—»1

II° 7n gquasi tutto il prano, e precisamente in ogni punto B, (x,, 7, nel quale le
due funsioni (1) hanno, ciascuna, minima e wmassima media asintotica (lineari)
finite, ed inoltre, avendo significato [ (x4, ¥,), riesce

(2) ,,}i;“o[areamlg,a,a) ff|f(x,y>—f(xo,yo)ldxdy]:o,

R (P, o, &)

sz ha:
lim" 7 (g, £)) = lim" 7 (g, Po) = [ (£Py)-
p—>1

p—>1

Poiché:

ne segue:

IVe In quasi tutto il piano, e precisamente in ogni punto Py (x,,,) nel quale le
due funzioni (1) hanno, ciascuna, minima e massima media asintotica (lineari)
finite, se la serie doppia di Fourier della [, sommata per diagonali, converge, ha
una somna compresa fra u' (B) e u” (B). In particolare, per esempio, se la [ ¢
limztata, in ogni punto in cuz la sua serie doppia di Fourier, sommuta per diago-
nali, converge, in particolare converge assolutamente, ha per somma la media asin-
totica della [, se tale media ¢ determinata, ha dunque per somma la [ se nel detto
punto la funsione ¢ continua.
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LES GROUPES DE TRANSFORMATIONS ET LA
THEORIE DE LA RELATIVITE

Par J. LE ROUX, Rennes

La théorie des groupes de transformations de Lic fournit une méthode générale et
réguliére pour l'étude du principe dec relativité.

D’aprés I'énoncé d’Einstein, 'expression d’une loi physique doit étre valable pour
tous les systémes de référence arbitrairement mobiles. Les équations qui la tra-
duisent doivent donc former un systeme invariant par le groupe des changcments
de systéme de référence. On est amené ainsi a un probléme étudié par Sophus Lie.

Toutefois la mobilité arbitraire des systémes de référence nécessite la considéra-
tion d’un mode de prolongement tenant compte de la variation simultanee des coordon-
nées et des parameétres. C’est le prolongement cinématique. Un groupe initial quel-
conque, complété par le prolongement cinématique constitue un groupe de relativite.

Un groupe de relativité n'adment d’autres invariants que ceux qui s’expriment a
l'aide des invariants du groupe initial et de leurs différentielles. Cette propriété
établit une ditférence essentielle entre le prolongement cinématique et le prolonge-
ment ordinaire ou prolongement statique.

Les changements de systémes de référencc qui se présentent en géométrie et en
mécanique appartiennent aux groupes de transformations caractérisant, d’apres Lie,
les systemes géométriques. Dans le cas de la géométrie euclidienne c'est le groupce
euclidien.

Les groupes de relativité qu'on en déduit jouent un roéle important en mécanique.
Leurs transformations infinitésimales établissent, entre les notions fondamentales de
la dynamique des ensembles, des liaisons insoupgonnées.

On en déduit un invariant différentiel 4 'aide duquel il a été possible d’exprimer
pour la premiére fois les lois de la dynamique et en particulier celles de la gravi-
tation sous une forme synthétique entiérement indépendante de l'arbitraire mobilité
des systémes de référence.

Ces lois sont méme indépendantes de tout choix particulier du temps et de toute
considération de chronomeétre. Mais il est possible de définir une variable auxiliaire,
présentant elle-méme un caractére invariant, qui permet de donner aux équations
différentielles du mouvement la forme ordinaire des équations de la dynamique.
Cette variable est le temps canonique.
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ANALYTIC PROPERTIES OF THE CHARACTERS
OF INFINITE ABELIAN GROUPS

By N. WIENER, Cambridge, U. S. A. and R. E. A. C. PALEY, Cambridge, England

Haar has recently discussed the characters of denumerable Abelian groups. The
authors give an explicit method for obtaining these characters without the use of
matrices, and extend the notion of character to a special class of non-denumecrable
Abclian groups. The characters form a group with respect to multiplication, and
this group may be regarded as in a certain sense dual to the original group. The
original group is isomorphic with a certain group of functions in the space of the
characters, which will be orthogonal in the denumerable case. We have the following
theorem: Let f (c) be any function defined over the space of the characters. Let it
possess an absolutely convergent series in the orthogonal functions just mentioned,
and let it vanish for mo character. Then 1Jf (c) posscsses an absolutely convergent
series in the same set of functions. From this we may deduce theorems analogous to
the general Tauberian theorems of one of the authors. In such analogies, the
orthogonal functions defined in characteristic space will be the generalizations of the
functions exp inx.

The space of the characters must of course possess an intrinsic definition of
measure to make integration and orthogonality possible. This intrinsic measure is
casy to establish. We have not only an intrinsic definition of measure but an intrinsic
notion of limit and of interval, neighborhood, etc. It is thus possible to set up a
complete analogue to the notion of almost periodic function, replacing translation
numbers by operators of the group. As one would expect, an almost periodic function
turns out to be one which may be approximated uniformly by a polynomial in the
analogues of the trigonometric functions in the space of characters. The Wiener
theory of generalized harmonic analysis likewise possesses a precise analogue in
character space.

The Walsh orthogonal functions form an example of a set of our orthogonal
functions in character space. We present many other similar examples.
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LE GROUPE DES TRANSFORMATIONS
CONFORMES DANS L’ESPACE DE HILBERT

Par J. DELSARTE, Nancy

J’ai donné, dans diverses publications '), une méthode générale de détermination
des groupes de transformations linéaires de 'espace de Hilbert, qui laissent invariante
une forme quadratique fonctionnelle donnée. J’ai montré qu’on obtenait toutes les
transformations du groupe en ajoutant a la transformation identique la résolvante,
prise pour la valeur A = 14 du parameétre, d’une transformation infinitésimale du
groupe. Ces derniéres s’obtiennent d’ailleurs immédiatement, et il est a remarquer
qu’elles sont symétrisables gauches par la transformation linéaire symétrique définis-
sant la forme quadratique invariée par le groupe.

Pour déterminer le groupe des transformations fonctionnelles invariant les angles
dans l'espace de Hilbert, il suffit d’appliquer cette méthode a I'espace conforme fonc-
tionnel dont un élément quelconque est formé par la réunion d’une fonction de carré
sommable, { (s), dans un intervalle donné, et de deux coordonnées numériques x
et . A un tel point de l'espace conforme fonctionnel, correspond une llypefsphére
de l'espace de Hilbert ayant pour équation

(v + ) [F]—2[F-f]—(x—i5) =o.

La notation [f-g] désigne, d’une maniére générale, le produit scalaire des deux fonc-
tions f (s) et g (s), de carrés sommables dans l'intervalle (a, b), c’est-a-dire I'inté-
grale de Lebesgue

b
[ rog©as;
Lc rayon de cette sphére est proportionnel a la forme quadratique fonctionnelle

[/ + %+

On détermine d’abord le groupe des transformations linéaires de I'espace conforme
invariant cette forme quadratique. Ces transformations sont du type

[TO)=C[/N+xa(s)+r8(); #=-f1+Ax+By; y=I[J-f14 Cx+ Dy,

1) Voir en particulier: Les Groupes de Transformations linéaires dans l'espace de Hilbert; Mé-
morial des Sciences Mathématiques, Paris, 1932.
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ot § est une transformation linéaire convenable de I'espace de Hilbert ; on déduit
ensuite de ce dernier groupe lcs formules définissant les transformations fonction-
nelles non linéaires du groupe conforme cherché.

Les formules obtenues se prétent bien & U'étude des propriétés de ces transfor-
mations. On détermine sans peine les multiplicités invariées par une transformation
générale du groupe. On rencontre ainsi une configuration formée d’une infinité
d’hypersphéres, qui n’est pas sans analogie avec le pentasphére orthogonal de Dar-
boux. Quand la transformation envisagée présente certaines particularités, les
multiplicités invarieés donnent naissance a des systémes de multiplicités fonctionnelles
généralisant, dans 'espace A une infinité de dimensions, les congruences paratactiques
de l'espace ordinaire.

SUR LES SYSTEMES DIFFERENTIELS DU SECOND
ORDRE QUI ADMETTENT UN GROUPE CONTINU
FINI DE TRANSFORMATIONS

Par L. DES LAURIERS, le Saulchoir, Belgique

Le cas ot le sysiéme differentiel est constitué par les équations des géodésiques
d’un espace de Riemann a été partiellement traité par M. Fubini qui a utilisé les
résultats de M. Levi-Civita touchant les espaces géodésiquement applicables ; mais
Iexamen du cas général exige une méthode différente. L'introduction de symboles,
covariants avec le systéme, permet de déterminer l'ordre infinitésimal des trans-
formations du groupe et d’obtenir une limitation du nombre de ses parameétres
(n?—1), le cas du groupe projectif général étant exclus. Mais cette limitation n'est
pas assez restrictive pour qu’'on puisse songer & déterminer dans chaque cas les
différentes structures correspondantes. Ces struclures coincident d’ailleurs avec les
structures de certains sous-groupes du groupe linéaire. La question de la similitude
se posant, les variétés sistatiques s'introduisent d’elles-mémes — elles fournissent
d’ailleurs pour les systémes du premier ordre des intégrales premiéres et ce résultat
peut étre généralisé. Le cas le plus simple est celui d'une variété sistatique dérivant
d'un couple. En d’autres termes le groupe contient alors deux transformations in-
finitésimales du type X, ¢ (#)-X. On peut alors considérer ’ensemble de tous
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les couples contenus dans le groupe. Une méthode mixte utilisant simultanémen
les restrictions imposées au groupe par ses équations de définition, et les restriction
imposées au systéme du fait qu’il admet un groupe permettent alors de conclure qu

1) les transformations de base de tous les couples forment dans le groupe un sous
groupe abélien, _

2) si on désigne par X; les fonctions de base des couples, par @, , une fonctio
multiplicatrice quelconque on a toujours X; g, = 0 ou I, & moins que le groupe n
soit intransitif,

3) On peut toujours isoler, par changement de variables, les transformation
couples, c’est-a-dire qu’en supprimant dans les autres transformations du groupe le
termes qui correspondent a des variables sur lesquelles opérent les transformation
formant des couples, on obtient un groupe raccourci :

@) qui ne contient plus ces mémes variables, & moins que le groupe dont on part n
soit intransitif, auquel cas elles figurent comme paramétres ;

b) qui est admis par un systéme du second ordre ;

c¢) dont les transformations jouissent quant a leur ordre infinitésimal, des méme
propriétés que celles du groupe initial.

On peut alors se borner & des groupes qui ne renferment plus de couples.

Les systémes triples — constitués par ¥ =¢,, X, + ¢, X, ou X,, X,, Y son
trois transformations du groupe, ¢, et @, n'étant pas des constantes — donnen
lieu 3 une nouvelle détermination. Leurs transformations de base sont encore per
mutables, mais de plus le nombre des types de tels systémes est limité : ils.corres
pondent au cas ot les invariants de certaines substitutions linéaires sont nuls. Ce
résultats peuvent en partic s’étendre par récurrence et permettent de résoudre im
médiatement le cas #n—=3.

SUR L'UNICITE DES INTEGRALES D'UN
SYSTEME D’'EQUATIONS DIFFERENTIELLES,
APPLICATION A LA DYNAMIQUE DU POINT

Par A. MARCHAUD, Marseille

19 Soit un systéme d’équations différentielles

-
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L. .. > > >
ou les F; sont continues. Désignons par » et F (x,t) les vecteurs de composantes x,
et F;. Le systéme (1) s’écrira sous forme vectorielle |

(1) =P,

La considération du produit scalaire (x— 3)- [F (#,8) —F (y,£)] = P (F) per-
met d’étendre immédiatement au systéme (1) le Théoréme de comparaison de T onelli-
Montel [Bul. Sc. Math. Juil. 1926, p. 214] et le critére de Iyanaga [Jap. Journ. of
Math. 1928, p. 253]. On obtient ainsi sous forme géométrique l’extension des cri-
téres d’unicité connus. relatifs ay cas n=11). . ‘ :

20 En particulier dans le cas ot P [F] satisfait a 'inégalité

;——;l,t]

P(FY=(G—) [Fmt)—FG D =|2—7|-g(

> >
oll g (r,1) est continue et = o, on peut affirmer que.si X () et ¥V (¢) sont deux
> > ,
intégrales quelconques on a, pour t == o, | X (t) — Y (t)| = ¢ (), ol o (¢) représente
I intégrale supérieure droite de

dar
dt :g (7’, Z)

> >
prenant la valeur | X (o) — Y (0) | pour ¢t —=o. [Théor. de comp. de Tonelli.]
Lorsque cette derniére équation a une intégrale droite unique issue de (o, 0),
l'unicité des intégrales a droite de (1) [définies par leur valeur pour ¢=—=o0] est
> > >
assurée. Considérons alors un vecteur R (x,t) tel que le produit P [R] soit =o,
l'unicité des intégrales a droite de
>
ax > > > >
(2) —(F:F(x, t)+ R (x,?)
sera assurée, a fortiori.
>
3% Soit un point M soumis 4 une force fonction continue de M, de sa vitesse v
>
et du temps, et de plus & une résistance opposée a v, l'intensité de cette résistance

> > >
étant une fonction continue de (||, ), non décroissante de |v| et nulle avec v.

1) L'unicité des intégrales du systtmeé (1) a fait I'objet de divers travaux, cités dans un article de M.
E. Kamke [Sitz. ber. d. Heidelberg. Ak., Jahrg. 1930, p. 3-15]. Ce travail contient un critére trés général
di A lauteur, qui a eu l'obligeance de me signaler que sa demonstration permet d’établir le résultat 20 de

> >
la présente note, quand X (0) — Y (0) = o, sous des hypothéses plus larges.
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Les équations du mouvement peuvent se mettre sous la forme (2), en-désignant par

R (;, t) la contribution de la résistance. On constate aisément que P [13] est ;’ o.
Il en résulte que si le mouvement est déterminé par les conditions initiales (en vertu
du critére indiqué au n® précédent) lorsqu’on néglige la résistance, il en est de méme,
a fortiori, quand on en tient compte.

LA PROPRIETE DE DARBOUX DU JACOBIEN
GENERALISE

Par W. WILKOSZ, Cracovie

Définissons le jacobien généralisé sphérique au point P, appartenant au champ
d’une transformation ponctuelle continue

Q=f(P) (1)

dans l’espace & un nombre quelconque des dimensions comme limite :

lim
plo |0

= I(P) (2)

Dans cette expression ¢ désigne la sphére contenue dans le champ de la trans-
formation (1) ayant le point P 4 son intérieur, ¢’ « l'image » de 'ensemble ¢ fourni
par (1) et |A| la mesure (extérieure) de I'ensemble 4. Lorsque cette limite existe,
sa valeur sera appelée: jacobien sphérique non-centré, par contre lorsque on envisage
seulement les sphéres ¢, dont le point P constitue le cenire, la limite précédente nous
donne le jacobien sphérique centré.

Supposons le jacobien existant et cela en tout point du champs de la transformation
considérée.

L’exemple trés simple :

41/] y>o0
X=zx; Y= o pour {y=0
2_7] y <o

d'une transformation bsunivoque du plan entier, dans laquelle le jacobien centré existe
partout et ne prend que trois valeurs distinctes : 2, 3, 4, nous montre, que méme pour
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une transformation’ biunivoque la propriété de Darboux n’a pas lieu pour ce genre du
jacobien. Au contraire, une démonstration assez longue, s’appuyant sur la générali-
sation du théoréme bien connu de Vitali, généralisation, que M. Rademacher nous
a donné dans sa thése de I'an 1916, nous permet d’affirmer, que le jacobien non-centré
d’une transformation continue et biunivoque, supposé existant en tout point de son
champ y posséde la propriété de Darboux.

La démonstration détaillée de ce résultat, que je crois nouveau, paraitra prochai-
nement dans les Annales de la Société Mathématique Polonaise.

SUR LE THEOREME FONDAMENTAL DE LA
THEORIE DES DEFORMATIONS CONTINUES

Par W. WILKOSZ, Cracovie

Considérons une déformation dans I’espace & n-dimensions donnée par les formules

(1) Ve = [z (*1y orenn. Xp) =1, 2, ...... 7

et supposons que : .
1° les fonctions f,,..... f, possédent des dérivées partielles du 1°r ordre finies en
tout point du domaine (D) de la transformation (1);
20 les relations :

” a/; 2 .
=1 2|1, 2, ...... n
“ df: Of; .
=0 I, 2...... n
%1 bxk 6:@ 2’ i=l=7

sont satisfaites en chaque point du domaine (D); alors la déformation (1) se réduit
a4 un déplacement dans l'espace (mouvement ev. suivi d’une symétrie).

La démonstration de ce théoréme facile, lorsque on suppose comme dans les Traités
classiques les fonctions f; douées des dérivées de deux premiers ordres continus, de-
vienne assez pénible et longue dans les hypothéses de la communication présente et
dépasse les limites destinées pour une communication dans les Acta de Congreés.
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SUR L'EQUATION DIFFERENTIELLE y” +q(x)y—o

Par M. BIERNACKI, Poznan

Je considére I'équation
(1) 7+ e@y=0

ou les fonctions g (x) et ¢'(x) sont positives dés que x > x,.
I. Toute intégrale de (1) est bornée lorsque x — co par des valeurs positives.
II. Dans les deux cas suivants:
1° ¢’ (¥) est non croissante, lim g¢(x) = oo
a—» oo

2° ¢' (») est non décroissante et le rapport ¢ (z—[— V;ﬂ) ¢ (x) tend vers un lors-
. Valx .

que ¥ —> oo’
on peut affirmer que toute intégrale de (1) tend’ vers o 'lorsque x —> oo,

III. Soient xy, #,, ... x,, ... les zéros réels d’'une intégrale de (1)
— X, — X

Fo < n<<rmn<.. L’on a lim =2*L =7 — g,
’ 7n—> oo Xy — X p—1

VI Soit 2, le zéro de »'(x¥) qui est compris entre x, et x,;;. La quantité
Z — Zn "!_ L n+1
* 2 est positive, elle tend vers 0 lorsque » augmente indéfiniment

Xn+l — Xp
oo
et ne parcourt pas une suite d’entiers #, tels que la somme X (z,, 41 %n;) st
i=1

finie.

SUL CALCOLO DELLE VARIAZIONI
Di LEONIDA TONELLI, Pisa

Mi sono proposto di trattare la questione del minimo assoluto per lintegrale
doppio

1o1= [ 15 5p,0d5 ay
D
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L
(dove & p = Py q_a ), con lo stesso metodo diretto da me sviluppato; nei miei
« Fondamenti di Calcolo delle Variazioni », per gli integrali CulVl]lllCI metodo che
¢ basato sul concetto di semicontinuita.

Il campo D, sul quale viene calcolato l'integrale Ip, & aperto e limitato; e le fun-
zioni 2 (#, y) sono supposte, non soltanto continue, ma anche assolutamente continue,
secondo la definizione di assoluta continuita da me posta nelle mie ricerche sulla
quadratura delle superficie; e, naturalmente, son considerate, fra queste funzioni,
solamente quelle per le quali I, esiste finito. La classe &€ delle superficic
S:2=2(x,9), in cui considero il minimo assoluto di I,, & una classe completa,
secondo la definizione di assoluta continuitd da me posta nelle mie ricerche sulla
dizioni pit generali possibili per quanto riguarda il campo D, le superficie
g==2 (x,y) e la classe € di tali superficie.

Per la dimostrazione dell’ esistenza del minimo di I, occorre:

A) Scegliere un’ opportuna successione minimizzante e dimostrare per essa lesi-
stenza di almeno una funzione limite continua.

B) Dimostrare che la.funzione limite & assolutamente continua.

C) Dimostrare che, per la funzione limite, 'integrale I, esiste finito.

D) Provare la semicontinuitd inferiore di I, sulla funzione limite.

La questione D) é stata da me tratta in una Memoria degli « Acta Mathema-
tica » del 1929.

Delle altre questioni mi sono occupato in questi ultimi tempi e sono giunto ora
a stabilire delle condizioni generali che consentono di risolvere A), B) e C).

Stabilita I'esistenza del minimo, importa studiare le proprietd analitiche della fun-
zione minimante.

Se, tutti i punti di un campo aperto D’, appartenente a D (ed eventualmente
coincidente con D) sono punti di indifferenza per la funzione minimante, e sotto
condizioni molto generali per la f (x,9, 2, $,¢), la funzione minimante annulla la
variazione prz"ma di I sul campo D’.

Se poi (x,, 3, ¢ un punto qualunque di D’ e se si pone x— x,=¢ COSa,
y—9y,=gsina, si ha, per quasi tutti i ¢ sufficientemente piccoli,

1 frote—otpeme - smatf ac=e.

Di qui, in taluni casi importanti, si pud passare facilmente all’equazione a deri-
vate parziali delle superficie estremali.
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SULLE SERIE DOPPIE

Di LAMBERTO CESARI, Pisa

Il prof. Leja, in una Nota del 1930, ha mostrato come le classiche nozioni di conver-
genza di una serie doppia, per righe, per colonne, per diagonali, siano dei casi
particolari della piit generale nozione, da Lui introdotta, di convergenza in una
direzione.

E noto poi che l'ordinaria nozione di convergenza delle serie doppie data da Stolz
e Pringsheim (e che noi chiameremo convergenza ordinaria) non implica la conver-
genza per righe, per colonne, e per diagonali, fatto che noi abbiamo potuto estendere
a tutte le direzioni.

Tuttavia noi abbiamo potuto dimostrare che, se una serie doppia converge in senso
ordinario ad una somma S, ed ha il termine generale tendente a zero al crescere
della somma degli indici, essa serie converge secondo le medie del Cesaro, in tutte
le direzioms, escluse quelle corrispondenti alla sommazione per righe e per colonne,
alla medesima somma S. Da cid segue che ogni serie doppia convergente in senso
ordinario ed a termine generale tendente a zero al crescere della somma degli indici,
ha la stessa somma in ogni direzione nella quale essa converge.

La condizione qui espressa, relativa al termine generale, in tutti i casi che or-
dinariamente si presentano nelle applicazioni & soddifatta. Ad esempio ogni serie
doppia di Fourier soddisfa a tale condizione.

Noi abbiamo poi osservato che questa stessa condizione & necessaria per la con-
vergenza in una qualsiasi direzione, a meno pero di un particolare insieme numera-
bile di direzioni, per le quali tale condizione non & necessaria. Ora, avendo chiamate
irrazionali le prime, si ha che non & possibile costruire serie doppie convergenti in
senso ordinario e in una direzione irrazionale a somme diverse tra loro, e che, in-
oltre, ogni serie doppia, il cui termine generale non converge a zero al crescere della
somma degli indici, pud convergere soltanto in un numero finito al piit in una
infinitd numerabile di direzioni.

La dimostrazione di queste proposizioni si trova nella mia Memoria: « Sulle serie
doppie » (Annali della R. Scuola Normale Sup. di Pisa, s. II, Vol. 1%, 1932, pagg.

297—314).
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SUL PROCEDIMENTO DI ARROTONDAMENTO DI
SCHWARZ

Di ADOLFO DEL CHIARO, Pisa

Usando il procedimento di arrotondamento di Schwarz, viene dimostrato il teo-
rema seguente:
Sia ¥ (2) una funzione di z soddisfacente alle condizioni seguenti:
19 la ¥ (2) ¢, per 20, non negativa;
20 ¢, insieme con la sua derivata prima, continua e non decrescente.
Sia poi f (#,9) una funzione continua nel dominio chiuso D, corrispondente al
dominio aperto e limitato D 1), assolutamente continua in D, tale che sia

f(#y)>o0 in D,
f (x,9) =o0 sulla frontiera di D,

e tale inoltre che risulti finito I'integrale

L= [[v0FFPaw,

D
con
_y
p—aﬁi,, 9—@-
Allora ¢
® reig)= [[vVF TP ey 21171,

c

essendo ¢ (J/2*—»*) la funzione corrispondente per arrotondamento alla f (7,3y),
C il cherchio su cui viene definita la ¢ e

;% %
=% 1=y
Nel caso in cui la ¥ sia sempre crescente, 'uguaglianza nella (1) ha luogo sola-

mente quando il dominio D e la superficie 2—1{f («,y) possono ottenersi per sem-

plice traslazione del dominio C e della superficie z—¢ W » + 5%).

1) Il dominio chiuso D corrispondente al dominio aperto e limitato D & costituito da tutti i punti di D
e della sua frontiera,
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SULLA SEMICONTINUITA DEGLI INTEGRALI
DOPPI DEL CALCOLO DELLE VARIAZIONI

Di SILVIO CINQUINI, Pisa

Al Congresso tenutosi a Bologna, il Prof. L. Tonelli ha comunicato le condizioni
sufficienti per la semicontinuita degli integrali doppi

]D[Z] — ﬂ’.f(x7y1 5 (%, J/)’_? (ﬂv‘,y), q (x, j/)) ax dy,

(ove p== Si—" q :—23—5:) su tutte le superfici della forma z=2=2 (#, y), ove 5 (¥, )
appartiene alla classe C delle funzioni definite e assolutamente continue nel campo D.
" In questi ultimi due anni, mi sono proposto di far vedere, come si potessero ottenere
altri risultati relativi alla semicontinuitd degli integrali I, [z], seguendo i metodi
che il Prof. Tonelli ha applicato nei Suoi ,,Fondamenti di Calcolo delle Variazioni‘
allo studio degli integrali curvilinei.

Questi risultati sono suddivisi in tre Memorie.

In una prima Memoria (Annali die Matematica, T. X): ho dato le condizioni neces-
sarie per la semicontinuita degli integrali I, [2] in tutto il campo di definizione della
funzione f (x,9, 2, p,q) e relativamente alle funzioni della classe C. '

In. una seconda Memoria (in corso di stampa) ho invece ricercato le condizioni
necessarie per la semicontinuita dell’ integrale 7, [2] su una data superficie, definita
da una funzione della classe C: da queste condizioni si deducono immediatamente
quelle per lesistenza dell’ estremo.

La terza Memoria (in:corso di stampa negli Aunali della .R. Scuola Normale Su-,
periore di Pisa) contiene invece delle condizioni sufficienti. Precisamente, premesso
che dalle condizioni sufficienti stabilite dal Prof. Tonelli si deducono altrettante
condizioni sufficienti per la semicontinuitd dell’ integrale I p [2] su una data super-
ficie definita da una funzione della classe C, essa contiene altre condizioni per la semi-
continuita dell’ integrale I, [2] su una data superficie definita da una funzione della
classe C. ‘
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SUR LES SERIES DE FIGURES D'UN FLUIDE EN
ROTATION PERMANENTE ET ZONALE PEU
DIFFERENTES DES ELLIPSOIDES

Par WENCESLAS JARDETZKY, Belgrade

La méthode de Liapounoff permet de trouver certaines séries de figures d’un fluide,
homogéne ou hétérogéne (x=7f (p)), isolé dans l'espace et en rotation permanente
et zonale (w=w (s, l) ol s est la distance de I'axe de rotation, A un parametre)
Le probléme se raméne a la résolution d’une équation fonctionnelle:

i

?
ds* — fonct. (a
- (@)

@ élant un parameétre qui définit les surfaces de niveau. Supposons que : 10 la densité
2

=14 0 ¢ (a) et 20 le terme f? ds? soit développable en série entiére absolument
: 7

et uniformément convergente ordonnée suivant les puissances de A. Les paramétres
d et A étant assez petits, les figures cherchées différent peu des ellipsoides de Mac-
laurin. L’équation des surfaces de niveau est de la forme :

-2

ottt e =caty

pour la surface libre on a @ = 1, pour le centre a = o0. La fonction { est représentée

par une série double ¥ ;{_j_ 8 %/ ordonnée suivant les puissances entie¢res des
i+7>0

paramétres § et A (le cas d'un fluide hétérogéne) ou par une série ? g{ A (le cas d’'un
fluide homogéne). Le potentiel U étant développable en série suivant les divers ordres
par rapport a la fonction inconnue ¢ qui a des valeurs petites, I'’équation & résoudre
prend la forme d’une équation intégrodifférentielle. La recherche des coefficients é‘l_j
nous raméne a la résolution successive d’équations intégrales. Ces fonctions sont
représentées par des séries de polynomes de Legendre [P,, (cos 6)], 6 étant I'angle
de la nutation sur la sphére ayant 1 pour rayon. Les coefficients de ces séries sont
certaines fonctions de a. L’existence de la solution peut étre démontrée par la meé-
thode Liapounoff, — l'unicité par celle de M. L. Lichtenstein.
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DIE ANWENDUNG VON FUNKTIONALTRANSFOR-
MATIONEN IN DER THEORIE DER DIFFEREN-
TIALGLEICHUNGEN UND DIE SYMBOLISCHE
METHODE (OPERATORENKALKUL)

Von GUSTAV DOETSCH, Freiburg i. B.

Die symbolische Methode bei gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen
(unbekannte Funktion V) besteht darin, den transzendenten DifferentiationsprozeB,

z. B. nach der Variablen ¢: Ba_t Y, durch den elementaren Proze8 der Multiplikation

mit einer neu hinzutretenden Variablen p: p¥, zu ersetzen, die entstehende algebra-
ische oder Differentialgleichung zu lésen und in der Ldsung, die eine Funktion von p

ist: ¥ =@ (p), p wieder durch % zu ersetzen, was dann auf die Frage fiihrt, welche
Bedeutung dem Operator ¢ (%) zuzuschreiben sei. Die reinen Symboliker machen

meist Annahmen iiber (%)v mit beliebigem reellem v (iibrigens nicht immer die-

selben) und fithren die komplizierten Fille durch Reihenentwicklungen auf Potenzen
zuriick, was manchmal auf das richtige, oft aber auf ein falsches Resultat fiihrt.

Die richtige Einsicht, wie diese Methode zu begriinden oder besser: wie ihr Giiltig-
keitsbereich abzugrenzen sei, vermittelt die Funktionalanalysis: Man ist bei dem
obigen ProzeB von dem Bereich der betrachteten Funktionen (Oberbereich) ver-
mittels einer Funktionaltransformation zu einem anderen Funktionenbereich (Unter-
bereich) iibergegangen; der Zusammenhang ist so geartet, daB dem Differenzieren
im Oberbereich gerade die Multiplikation mit der Variablen im Unterbereich ent-
spricht. Von der symbolischen zur wirklichen Losung iibergehen heifit also, nach
vollzogener Losung im Unterbereich von diesem wieder in den Oberbereich zuriick-
zukehren. Eine Begriindung des symbolischen Kalkiils liefern bedeutet mithin nichts
anderes, als die vermittelnde Funktionaltransformation effektiv aufzustellen. Mit
ihrer Hilfe kann man nimlich die Zusammengehorigkeit von Ober- und Unter-
funktion genau verfolgen und z. B. auch die Frage kliren, wann jene Reihenent-
wicklungen der Unterfunktion auf die richtige Oberfunktion (im Sinne der Kon-
vergenz oder einer asymptotischen Darstellung) fithren. — Diese Transformation
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ist, wenn es sich um das Integrationsgebiet # > o, bezw. — o0 < # < + oo handelt,
die Laplace-Transformation

+ oo

—st

@(s) = f e O()dr, baw. @(s)= (e @ () ar.

Sie ermoglicht (auf reellem Wege) eine vollige Aufhellung des Operatorenkalkiils.
-— Da diese Transformationen sich durch dieselbe Formel

K+ieo
I .
O(O)=5 fet @ (s) ds

% —ioo

umkehren lassen, so kann man auch die gesuchte Oberfunktion als ein solches kom-
plexes Integral ansetzen. Diese von den meisten modernen Bearbeitern angewandte
Methode verwischt den Unterschied zwischen den verschiedenen Problemen (¢ > o,
— o <?<- oo, usw.) und ist iibrigens nicht neu, da sie schon von Laplace und
Cauchy (von letzterem in klarer Erkenntnis ihrer Beziehung zur symbolischen Me-
thode) dargelegt worden ist.

UBER DIE LOSUNG EINIGER RANDWERT-
AUFGABEN DER MATHEMATISCHEN PHYSIK

Von CH. H. MUNTZ, Leningrad

Wihrend die stationdren bezw. statischen Aufgaben der mathematischen Physik, bei
denen die vorgeschriebenen Randwerte — zugleich mit dem gesamten betrachteten
Problem selbst — von der Zeit unabhingig sind, im groflen und'ganzen als geldst zu
betrachten sind, kann dies von den entsprechenden Aufgaben dynamischer Natur,
bei denen also die Zeit explizite auftritt, kaum gesagt werden. Zwar gibt es auch
hier gewisse Methoden, die prinzipiell zum Ziele fithren, so etwa beim Wairmelei-
tungsproblem die von Poincaré angegebene Methode der Eigenfunktionen; indessen
ist gerade die dabei notwendig werdende explizite Berechnung aller Eigenfunktionen
nur bei besonders einfachem Gebiet faktisch durchfithrbar. Es diirfte daher von Inter-
esse sein, eine Methode anzugeben, die derjenigen der klassischen Potentialtheorie
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nachgebildet ist und daraufhin direkt zum Ziele fiihrt. Es handelt sich darum, dic
gegebenen Gebietsrinder derart mit verallgemeinerten einfacthen bezw. doppelten Be-
legungen zu versehen, daB man nun wiederum auf l3sbare Integralgleichungen ge-
fithrt wird; und zwar entstehen hier, im Gegensatz zur eigentlichen Potentialtheoric,
lineare Integralgleichungen zweiter Art vom Volterraschen Typus.

Das jeweilige Problem — wir behandeln hier die fraglichen ebenen und raum-
lichen Aufgaben der Wirmeleitung, der Wellenausbreitung und der Elastizitits-
theorie — kann zunichst mit Hilfe klassischer Formeln auf den Anfangszustand
Null reduziert werden; ebenso kann das gegebene Gebiet der Aufgabe als quellenfrei
angesehen werden. Es muB daraufhin jeweilig bloB ein passendes allgemeines Wir-
kungsgesetz fiir ein gerichtetes Element der genannten speziellen Art von Belegung
gefunden werden.

Wir beginnen mit der Wairmeleitung; die Bezeichnungen (in kartesischen Ko-
ordinaten) sind die iiblichen, der gesamte Rand (o) bezw. (w) kann auch mehrfach
zusammenhingend sein.

Das Wirmepotential der einfachen ebenen Belegung ist:

e
A— f f a(o‘ 1) e 4/c(t—'§d0,
2m(t—1)

bei Doppelbelegung hat man daraufhin im inneren Integral die Ableitung nach der
Normalen zu nehmen. Bei rdumlicher Wirmeleitung gilt:

r2

t
A:fdzf ﬂ’z) 5 e_4k(t—§dw,
o (w) an”k(t_f)/'

mit dem gleichen Uebergang zur Doppelbelegung.
Das Potential einer einfachen ebenen Wellenbelegung fiir die Geschwindigkeit a
ist fiir ein Element der &-Axe:

t—i
—fdz a(&,7). artg L om0 YS‘“B . Vsin0-do;

&=z Ycosh, Y:Vé‘-’(t_,y__yz =0,
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im riaumlichen Falle aber, fiir ein Element der & y-Ebene: .,

t— 2

a S 2sin26d0d
A= [ deatna. = =
o

X2 sin? § - 22

E=x+ Zcoshcose, g—=y + YcosBsing, X=Va2(t—1)2—s2—0.

Fiir die entsprechenden Doppelbelegungen sind wiederum die Ableitungen nach y
bezw. z zu nehmen.

Die Potentiale der Elastizitatstheorie sind in bekannter Weise aus denjenigen der
Wellengleichungen fiir die longitudinalen bezw. die transversalen Schwingungen zu
bilden.

DETERMINATION EXPLICITE DE CERTAINS
MINIMA)Y)

Par MAURICE JANET, Caen

4

|y dx
On sait que le minimum de -~

[y dx

pour une fonction qui s’annule aux deux

2
extrémités de lintervalle (e, &) est ( bf—a) .

[y dx

Quel est le minimum de —5————— pour une fonction qui s’annule ainsi que

J (p?) dx

ses #—1 premieres dérivées aux deux cxtrémités (a, 6)?
Les méthodes classiques du calcul des variations (Legendre-Jacobi-Clebsch) per-

1) Cf. G. Cimmino, Bollettino dell’ unione Matematica italiana 1929 et 1930; M, Janet, Bulletin des
Sc. Math. 1929 et 1931 et C. R. Acad. Sc. t. 193 et 194.
iT

?) La lettre j désigne la quantité ¢ 2 .
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2 u";)

4 .
b——a) ou u,, désigne la ‘plus

mettent de démontrer rigoureusement que c’est (

petite valeur positive de A telle que I’équation
J,(2n) —(—I)l’ 22 y(zn—zp) —0

ait une solution (non-identiquement nulle) nulle ainsi que ses »— 1 premiéres dé

rivées en —1 et en +1. On peut expliciter d’'une maniére fort simple ce résultat.
Posons

cos x

A (»= y Ay () = sin x

Aps1 () — (22 + 1) 4, (2) + 2" dyer () =0 (1)

u#,,5 est le plus petit zero positif de I’équation?) suivante, en A,

| 7=+ A, (7% 2) || =0 ()

ou le premier membre représente sous forme condensée un déterminant: les diffé-
rentes valeurs de %: 0, 1,2, ... p—1 correspondant aux p colonnes, les différentes
valeurs de k:z—2p, n—2p+1, ... n—p—1 aux p lignes. En utilisant la relation
(1) qui lie trois 4 d’indices consécutifs, on peut transformer cette équation en la
suivante :

[4: G* M=o 3)

ou /% correspondant aux différentes colonnes prend encore les valeurs 0, 1,2 ... p—1
et ol £ correspondant aux différentes lignes prend cette fois les valeurs z—p—1,
n—p, ... n—2.

On pourrait traiter des questions analogues donnant comme cas limites certains
des résultats précédents, et ayant I'avantage de ne faire appel & aucun choix fixé
a priori de conditions initiales.

C’est ainsi qu’en cherchant le minimum de

b
[ dx+ k(y2+ 93)

b
| ¥ dx
a
ol /% est une constante donnée, on arrive finalement a la conclusion:
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Soit (C) la courbe décrite par le point de coordonnées cartésiennes (&, 1)

E_t(l—i—cosz‘) E— t(1 +chi)
T t+sing T ttskt
oLt x oL¢
g L—sin¢ L Sht—1¢
N=r T N=4t 7715
t-+ sin¢ skt ¢
branche «descendante» allant de branche «ascendante» allant de
(©, ) & (1, 0) (1,0) & (o0, o).
Posons
1 5
— a+7i) 6—a)/y"dx
= Y= = '
b_a_a/'y’a’x afyzdx

Le point X, ¥ ne peut se trouver que dans la région cau-dessus» de C ou
«sur» cette courbe méme.

Quand X tend vers 0, on retrouve comme cas limite le résultat rappelé au
début.

INTEGRAZIONE CON QUADRATURE DEI SISTEMI
A DERIVATE PARZIALI LINEARI E A COEFFI-
CIENTI COSTANTI (IN DUE VARIABILI

Di L. FANTAPPIE, Bologna

Vogliamo risolvere esplicitamente con sole quadrature il problema di Cauchy-
Kowalewsky per il pili generale di detti sistemi a derivate parziali che non sia di
tipo parabolico, sistema che con un’opportuna sostituzione lineare a coefficienti
costanti sulle # funzioni incognite 2, (x,y) pud sempre ridursi alla forma:

03, 02,

(I) S;—!".llra_y — ;chrkzk +ff(x!y) (7’ =12 .. ”)

8 Mathematiker-KongreB I3
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in cui u, sono i coefficienti di direzione delle rette caratteristiche, c,; costanti, e le
/» (x,y) funzioni note, olomorfe nell’ intorno di un tratto di curva I non tangente
a nessuna caratteristica. Per ogni punto P = (x, y), abbastanza vicino a questo
tratto, vogliamo determinare i valori di quelle soluzioni 2, (x,y) che sul tratto [ si
riducono a funzioni assegnate (pure ivi olomorfe) Z, (x). Indicando percid con
%,=%,(y — u, x) lascissa del punto F, intersezione della caratteristica 7¢5ma uscente
da P con il tratto I', e con I, 'operatore integrale

2) Lrw) = oyt — 2| dt = For )

si verifica facilmente che le soluzioni cercate, definite dal sistema (1) con le date
condizioni iniziali, sono anche univocamente definite come soluzioni del sistema
integrale:

(3) % (%,7) :gkcrk]rzk‘*“]rf;‘i“wr (y—urx)

ove le w(y — u, %) = Z,(x,) = Z,|%,(¥ — u, x)| sono pure funzioni note (regolari).

Se fosse possibile il calcolo con gli operatori I, come se fossero quantitd ordinarie,
le soluzioni 2; (%, y) sarebbero date dalle

@ @) =3 Ball Doy WS+ 3 Ball By s L) 0,
essendo gli operatori B’k funzioni di I,, I,, ..., I,, corrispondenti alle funzioni razio-
" nali B,z(Ay, Asy ..., A,) date dagli elementi reciproci del determinante
I—c¢y Ay —Ciphgyennnnn... —Cip Ay
©) J (A“ M o A == —Cpg Agy T —CazAgy eunnn.... —Co, s
— Cpy Ay c,,.gk,,; ......... I —Cpnhy,

Ma, applicando i risultati generali di una mia Memoria (Accad. d’Italia, vol. I,
1930) si trova che il calcolo degli operatori g (I,) ¢é effettivamente possibile e rigo-
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roso per ogni funzione analitica g (1) che sia olomorfa nell’ origine, avendosi in
questo caso

©) g(]r) = : - f)'r(xuy; A) g (A,) dh,

27z

(residuo nell’ origine) ove y, ¢ data dall’ operatore lineare Z,, applicato a f,

() vAwyi ) =Lf=1 &)+ %f N F(y 4 up b — ) di

Zy

(funzione di 4, singolare solo nell’ origine). Poiché perd gli operatori I, sono fra
loro permutabili, sara possibile e rigoroso anche il calcolo di qualunque operatore
g (I, I,, ..., 1,), corrispondente a una funzione analitica g (4,, 4, ..., 4,) che sia
olomorfa nell’ intorno dell’ origine , — A4, — ... =2,—=0, avendosi come espressione
effettiva di questo operatore

) &l 1) = s f sz fa’/l";(x,y,ll, Zay ey A) (s iy s )

ove C, ¢ una piccola curva chiusa racchiudente il solo punto singolare, situato nel-
I’ origine, della funzione integranda, e y ¢ il risultato dell’ applicazione successiva
alla funzione f di tutti gli » operatori lineari L,, cioé

(9) Y@ Y Ay s A) =L Ly L, f

che si calcola, per le (7), a partire da f con # quadrature.

Poiché gli operatori, funzioni di I,, I,, ..., I,, che compaiono nelle formole di
risoluzione (4) corrispondono a funzioni razionali di A, A, ..., A, il cui denomina-
tore 4 ha il valore 1(z20) nell’ origine, cioé a funzioni razionali che sono sempre
regolari nell’ origine, basterd applicare la formola generale (8) al calcolo di questi
speciali operatori per avere in forma esplicita, con sole quadrature, le effettive solu-
zioni 2, (#, y) del sistema differenziale (1), soddisfacenti alle date condizioni iniziali.
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SUR L’EQUATION INTEGRALE DE FREDHOLM
DANS LE DOMAINE COMPLEXE

Par RADU BADESCO, Cluj

L’équation intégrale du type Fredholm
0)—2 [ K(s,9)0(5)ds = ¥ (3 (
&

ot C est une courbe fermée, analytique et délimitant un domaine simplement con-
nexe D, différe essentiellement de celle ot C est une courbe joignant deux points
distincts, généralisation immédiate de l'équation classique de Fredholm. Les trois
théorémes établis par cet auteur ne s’étendent & l'’équation (1) que dans des cas
trés particuliers. Dans le cas le plus simple d’'un noyau K (z, s), analytique en s sur
tout le domaine D sauf en un seul point 6 (2) 1), qui est un pdle ou un point sin-
gulier essentiel pour cette fonction, il y a des conditions suffisantes relatives
I'existence d’une solution @(2) de (1), jouissant des propriétés établies dans le cas
cité par Fredholm. 11 suffit 2) pour cela que la transformation3) Z =0 (2), — ot l'on
suppose @ (2) fonction rationnelle de 2 — admette un cycle fixe attractif (ou un

point fixe), et que les fonctions f K (2, s) -ds et ¥(2) soient holomorphes autour
¢

des points de ce cycle, la premiére étant entiére?). Le domaine d’existence dans I
plan z de @ (2) est contenu dans le domaine total d’attraction relatif au cycle.

L’existence d’un cycle attractif est un cas trés particulier car la transformation
mentionnée peut n’admettre que des cycles (ou points fixes) mixtes ou répulsifs.
Dans le premier cas, il se présente une nouvelle caractéristique pour @ (2), cettc
fonction admettant dans le plan A des points singuliers essentiels a distance finie,
mais distincts de lorigine. Dans le plan 2, elle peut étre définie dans l'intérieur du
domaine total d’attraction relatif au cycle, s’il existe. Les solutions @ (2) de (1)
qu’on peut définir autour des cycles répulsifs, sont holomorphes en 1/A au voisinagc
de l'origine de ce plan, ce point apparaissant comme singulier essentiel d’une espéct
particuliére. La résolution de (1) se rattache dans tous les cas cités & une équation
fonctionnelle qui généralise les équations différentielles.

1) variant ou non avec 2. Le cas 0 (2)=o0 a été traité par M. Wavre. Comptes rendus, t. 172, p. 432

2) l'unicité introduit certaines conditions supplémentaires sur K (2, S).

3) Si 6(2) est identique 4 une constante, par une simple transformation on raméne ce cas & celui
étudié par M. Wavre.

4) Ces propriétés s’étendent dans un cas trés étendu, aussi & des fonctions /K (2, §) ds non nécessaire
ment entiéres. c

116



Analysis

SUR LE PROBLEME DE LA MESURABILITE DES
ENSEMBLES DEFINISSABLES

Par CASIMIR KURATOWSKI, Lwow

L’opinion que tous les ensembles et toutes les fonctions que l'on sait définir sont
mesurables au sens de Lebesgue est trés répandue. Dans 1'état actuel des mathéma-
tiques, cette opinion ne semble pas étre suffisamment justifiée. L’ensemble E dont
je vais m’occuper ici, défini par des moyens tout i fait élémentaires, présente un
exemple ott il manque complétement de méthode pour décider si cet ensemble est
mesurable ou non.

Définition de ensemble E. Imaginons toutes les sphéres de rayon et des coordon-
nées du centre rationnels rangées en une suite | S, | bien déterminée (peu importe
d’ailleurs quelle soit sa définition). Soit x(® le n-iéme chiffre du développement
dyadique (infini) de #. Admettons, par définition, que le nombre positif x appar-
tient & E, lorsqu’a chaque y positif correspond un z irrationnel (positif) tel que la
condition x(") —1 implique que le point x, y, z soit situé en dehors de S, .

L’ensemble E est de la 4-iéme classe projective (CPCA), sans étre de classe in-
férieure ) (en vertu des propriétés du « crible » de M. Szpilrajn et moi, Fund.
Math. 18, 168). Or, on ne sait rien concernant la mesurabilité des ensembles pro-
jectifs de classe si élevée (et — comme l'affirme M. Lusin, C. R. 180, p. 1817 — on
ne le saura jamais!).

Pour se convaincre que E est de la 4-iéme classe, on peut se servir de la méthode
d’évaluation de classe & l'aide des symboles logiques (v. Fund. Math. 17); notam-
ment, en désignant par /I : « quel que soit x » et par X : « il existe un # tel que »,

x x

il vient :

| x appart. 2 E|= JJ 3 [(s est irrat.) JJ (" = 1) — (xy2 n’appart. pas & S
¥ z ”

L’ensemble des points xyz satisfaisant a la condition entre crochets [] est évi-
demment borelien. L’opérateur 3 correspond & une projection (opération P), en
vertu de fait général que, f (#,y) étant une fonction propositionnelle, 'ensemble
des x tels que X[ (x,y) est la projection paralléle & 'axe ¥V de U'ensemble des points

y

xy tels que f (x,9) (v. Kuratowski et Tarski, Fund. Math. 17, p. 243). L’opéra-
teur /] équivaut 4 la négation de X de la négation (formule de de Morgan), donc
a Popération CPC. L’ensemble E est donc CPCA.

1) Pour les définitions d’ensembles de classe n, v. Lusin, C. R. 180 (1925), p. 1572.
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I est enfin 4 remarquer que la condition entre crochets [] se laisse exprimer &
l'aide des opérations logiques (somme logique, négation, 3) effectuées sur trois en-
sembles de points : I'ensemble des nombres naturels, la parabole y— #2, le plan
2= x4 y. Au point de vue géométrique, cela revient a dire (loc. cit.) que l'ensem-
ble E s’obtient des trois ensembles précités a l'aide des 5 opérations suivantes :
19 addition (d’ensembles), 2° soustraction, 3° projection paralléle 3 un axe,
4° remplacement des points par des droites paralléles & un axe (de 'espace n-dimen-
sionel oll # est arbitraire), 59 changement des axes (X en Y par exemple).

On voit ainsi que méme parmi les ensembles obtenus d’une facon tellement élé-
mentaire il y en a dont la mesurabilité présente un probléme non-résolu.

ZUM MASSBEGRIFFE IN PRODUKTRAUMEN
Von ST. ULAM, Lwéw

Den Inhalt des Referates bildet die Darstellung einiger Resultate, die in Zusam-
menarbeit mit Herrn Z. Lomnicki erreicht wurden.

Es seien X, ¥ zwei abstrakte Riaume, in denen fiir gewisse Mengen M (meBbare
Mengen). ein MaB m (M) definiert worden ist. Dabei werden keine topologische oder
gruppentheoretische Voraussetzungen iiber die Natur der Riume gemacht. Es wird
nun in dem Produktraume X X Y (d. h. dem Raume aller geordneten Paare (x, y),
wo xeX und yeY) ein MaB eingefithrt. Dies entspricht dem Probleme der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, das darauf beruht, aus gegebenen Wahrscheinlichkeiten (un-
abhingiger) Ereignisse auf die Wahrscheinlichkeiten zusammengesetzter Ereignisse

zu schliefen.
Ueber das MaB in X (und analog in Y) und die Klasse 1T der dort meBbaren Men-

gen machen wir folgende Voraussetzungen:

1. Der ganze Raum X ist mef3bar: X eI, so auch einzelne Elemente (x) des
Raumes (x) e UT.

IL Aus M; e fiir z=1, 2, ... n ... folgt 3 M, e U
=1

III. Aus M, N e U1 folgt M— N e UL

IV. Ist M el und m (M)=o0, N C M, so ist auch Ne2T,
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I. m(X): 1; m (M)EO

2. m(ZM,—) :g,l'm (#;) bei M; - M; = o wenn 7% j.

i=1

3. Aus m (M) =o0 und N C M folgt m (V) =o.

Bei diesen Voraussetzungen gilt der

Satz. Man kann in dem Raume X X Y ein MaB einfiihren, so dal Mengen von der
Gestalt M X N mefBbar sind und zwar das MaB m (M)« m(N) haben (dabei bedcuten
M und N meBbare Untermengen von X resp. Y), und alle unsere Postulate weiter
erfiillt bleiben.

Ein entsprechender Satz gilt fiir die abzihlbaren Produkte d.i. Mengen
PEX) =X, XX,;X... XegX...aller Folgen{xii, wo x; e X;.

Im Zusammenhange mit Fragestellungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung werden
einige Eigenschaften dieses MaBes studiert. Eine ausfiihrliche Darstellung erscheint
demnichst in den Fundamenta Mathematicae (voraussichtlich Bd. zo).

QUELQUES PROPRIETES D'UN GROUPE
D'ENSEMBLES PARFAITS ET LEUR APPLICATION
A L'ETUDE DE LA FONCTION wml|z()

DE M. D. MIRIMANOFF

Par S. PICCARD, Neuchitel

Définztions. Soit ¢ (0 < ¢ < 1) un nombre positif fixe quelconque.

Appelons (}J] tout ensemble parfait construit sur un segment rectiligne < 4,5 >
par élimination successive d'intervalles noirs déterminés comme suit: soit 6, un inter-
valle blanc donné de rang % (£ = entier positif quelconque); a la (£} 1) me opération,
. _sz o bordé
de deux intervalles blancs o; 4, de longueur chacun o,4; —=¢8;4:. Désignons
par g, lintervalle noir constitué par les deux portions de la droite portant < 4, B>
et extérieures & cet intervaile.

Soient <a,6 > et <a,B > deux intervalles situés sur un méme axe Ox
O=a<a<b,a<B,ap<Lab). Construisons sur ces intervalles deux ensembles

nous éliminons de o, un intervalle noir &, 1;, de longueur 8; ;=
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semblables du type (J}] et désignons les respectivement par (J}i, et ()}, . Affectons
de laccent ' les données relatives a (M. :

< a,B > ayant une longueur fixe donnée, désignons par 1 |a| la mesure de
'ensemble des valeurs de « (¢ <a < &) pour lesquelles (7, . 4, = 0.

Lemme fondamental. La condition nécessaire est suffisante pour que les deux
ensembles (/J1, et (J}l, ne puissent pas avoir de points communs et qu’il existe un
nombre entier 2> 0 et tel que tous les intervalles blancs de rang £ de ()}, soient
situés a lintérieur d'intervalles noirs de (.

Proposition 1. L'intervalle < a, § > ayant une longueur fixe donnée, s'il n’existe
point de valeur de « (@ < « < 4) pour laquelle les deux intervalles blancs o'y, et
o'ys de rang un de (M, soient situés simultanément a lintérieur d’intervalles noirs
de (}/}’ll , quelle que soit la valeur de I'entier 2> 1 et quel que soit & compris entre
aet b, il existe au moins un intervalle blanc de rang % de (}})l, qui ne peut pas
étre situé a lintérieur d’un intervalle noir de (.

Proposition 2. Si e < §, on a M{a|>o0, quel que soit af < ab.

Proposition 3. Si e>> %, quel que soit aff compris au sens large entre &; et

~5—ab il n'existe point de valeur de a pour laquelle (1, . ()}, = 0.
1

Proposetion 4. Si e L et si o<<af <8, ou si —;1— ab < af < ab, on a:
la} >o. '
La fonction m | E(9)| de M. D. Mirimanoff.
Définztion. Soit (JJI, un ensemble parfait (J}] construit sur lintervalle < o, 1 >

de l'axe Ox et (JJi, un ensemble identique construit sur lintervalle <o, 1 > de
I'axe Oy (coord. rect). Désignons par OA un axe faisant avec (Ox langle 9

(Oéﬁ é%) . Menons par tous les points de (}}, des droites || 2 Oy, par tous
les points de (}}], des droites || 2 Ox et projetons orthogonalement tous les points
d’intersection de ces deux familles de droites sur OA. Soit £(¢) 'ensemble de
ces projections. La fonction m]E(z?)I de M. D. Mirimanoff est la mesure de

E(9). 1)

Proposition 5. Sie>1 etsi ZitgdLe,ona: m|E(9)|=sind - cos 9.

1
1+2e

Dans tous les autres cas, c.-a-d. si e <4, quel que soit #g ¢4 compris au sens

1) Voir les mémoires de M. D. Mirimanoff: «Sur un probléme de la théorie de la mesure », Funda-
menta Mathematicae, t. IV, pp. 76—81 et pp. 118—123.
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large entre O et 1, ou si eXx1 et si 0 L tg 9.<
on a: 0L m|E(9)| <sind+ cos 9.

I
—— ou si e L1
1-}2e¢ el gh=1,

Remarque. Si tg® =14, on a: m|{E(d)| =sind + cos 9 = —V‘?’:— .
5
On en déduit la propriété suivante: si x et y sont deux nombres compris au
sens large entre 0 et 1 et qui dans le systtme de numération & base quatre
s’écrivent au moyen des seuls chiffres 0 ou 3, les sommes x -+ 2 y fournissent tous
les nombres réels compris entre o et 3.

ON CERTAIN PROPERTIES OF THE FOURIER
CONSTANTS OF L INTEGRABLE FUNCTIONS OF
TWO VARIABLES

By CHARLES N. MOORE, Cincinnati

It is well known that the analogues of the theorems of Parseval and Riesz-Fischer
for the Fourier constants of a function of a single variable hold for the doubly
infinite array of Fourier constants associated with a function of two variables. The
domain of applicability of these two theorems is the class L2 of functions. For the
class of L integrable functions we have no such simple results, but several criteria
that a given set of constants shall be the cosine coefficients of an L integrable even
function have been given. (Cf. W. H. Young, Proc. Lond. Math. Soc, ser. 2, vol. XII
(1912), p. 41; S. Szidon, Math. Zs., vol. X (1921), p. 121; C. N. Moore, Proc. Nat.
Acad. Sci., vol. XVIII (1932), p. 396.) It is shown in the last paper referred to that
no one of these criteria includes either of the others.

It is the purpose of the present communication to extend these theorems to the
Tourier cosine-cosine coefficients of an even-even function of two variables. For all
three theorems we require the condition

(A) lim ¢,,—=o0, lim «,, = o (al m), lim a,, = o (all #).

ne, n—=o oo 7n—> oo m—~ oo

For the generalization of Young’s criterion we add the condition
B) Doz @y =0 (all m, n),
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where the symbol 4, , a,, , is used to denote the double second difference of the a,,,
with regard to the two subscripts. For the generalization of Szidon’s theorem we use
instead of (B)

oo 3 20

© 2 log plog ¢ |Ai1 @ma| converges.
2

2=2,9=

For the generalization of the third criterion mentioned above, we add to (A) the
requirement

oo 00

(D) S mn | Asz @ n| converges,
m=0, n—=0
and
(D,) | @ log m log n | < M (a positive constant)

for all (m,n). It is apparent that (D,) includes (A) and that therefore (D,) and
(D) together constitute the desired sufficient conditions.

ON DEFINITIONS OF BOUNDED VARIATION FOR
FUNCTIONS OF TWO VARIABLES

By C. RAYMOND ADAMS and JAMES A. CLARKSON, Providence, U. S. A.

Several definitions have been given of conditions under which' a function of two
variables shall be said to be of bounded variation. Of these definitions six are usually
associated with the names of Vitali, Hardy, Arzela, Pierpont, Fréchet, and Tonelli,
respectively. A seventh, formulated by Hahn and attributed by him to Pierpont, can
readily be proved equivalent to Pierpont’s definition. For convenience let the classes
of functions satisfying the respective definitions be denoted by V', H, A, P, F, and T;
in addition, let the class of continuous functions be designated by C, and let a product
(such as V. T - C) stand for the subclass of functions common to the two or more
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classes named. Then the only relations that seem to be already known among the
several definitions may be indicated as follows:

P>A>H, A-C>H-C, F>V>H,
V-C>H-C, T-C>4-C, V-r-c=H-C.

It is the purpose of the present paper to investigate rather thoroughly the further
relations among the classes of functions satisfying the six definitions, and -to examine
some of the properties of the functions belonging to these classes. We first determine,
in the case of each pair of classes, whether one includes the other or they overlap;
for example, we find

> H; PX T, T3 P AXT, 734

Next we obtain a complete set of similar relations among such sub-classes as F- B,
where B represents the class of bounded functions; for example,

F-B>V.B; A=A4-BX7.B, T-BHA.

Additional relations are found among such sub-classes as P-(C, and still other
relations concerning the extent of the common part of two or more overlapping
classes; examples are the following:

T-C=P-C>4-C, P V=AV=V-T=H,
PT>AT>A-F=A-F-T>H, T-B>FT-B>H.

Among the properties which functions of the several classes are found to possess
are these. Let (p(;) denote the total variation of f(z, y) in y alone (regarded as
infinite when f(#, y) is not of bounded variation), and let y;@) have a corresponding
significance for f (#, ). Then if f (#,y) is of class P, the set E of points x [y] for

which (p(;) [y)(})] is infinite can be everywhere dense in the interval of definition
of f(x, y), but it cannot be of positive interior measure. If f(#, y) is of class F,

(p(;) [y (y)] either is everywhere infinite or is bounded and integrable in the sense
of Riemann.
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RIDUZIONE A TIPI NORMALI ED EFFETTIVA
INTEGRAZIONE DELLE FUNZIONI DISCONTINUE

Di L. LABOCCETTA, Roma

Considero qui delle funzioni univalenti, e che in uno o piti punti in numero finito,
o costituenti al pitt un insieme numerabile, dell’ intervallo nel quale sono definite
presentano delle discontinuitd di una delle tre specie seguenti:

a) Tagli, punti cioé nei quali F (¢ —o0)=F (¢ 4+ 0) £ F (¢).

b) Salti semplici, punti cioé nei quali la funzione & continua solo a destra,
F (c—0)s£F (¢) =F (¢ + o), oppure ¢ continua solo a sinistra, F (¢c— 0)
=F (¢)5£ F (¢ + o).

¢) Salti con punti isolati, punti cioé nei quali la funzione & discontinua da ambo

ilati, F (c—0)72F (¢ +0), F(c—0)z£F (¢)24F (c + o).

Alla efiectiva integrazione di queste funzioni giungo mediante I’applicazione delle
due proprietd ben note:

I. Due funzioni generalmente uguali in un intervallo dato, salvo al pid1 in corrispon-
denza dei punti di un insieme di misura nulla, hanno, in quell’ intervallo lo stesso
integrale.

2. Una funzione discontinua, senza punti isolati, si pud risolvere nella somma di
una funzione continua, il ,,nucleo’ di essa, e di una costante discontinua, la corri-
spondente ,,funzione dei salti®

Della prima proprieta mi servo per sostituire ad una funzione discontinua data una
funzione ad essa equivalente, ma priva di punti isolati e dappertutto continua da uno dei
lati, per es, a destra. Basta a tale scopo aggiungere alla funzione data una funzione punti-
forme opportunamente scelta. Se la funzione data non aveva altre discontinuitd che
tagli, essa ¢ in tal modo resa continua. Se essa comprendeva altre discontinuita della
specie b), c¢), due casi possono presentarsi : 1) la funzione data, mediante opportuni
spostamenti nei successivi intervalli, pu® essere ridotta alla somma di una funzione
continua che ha una espressione analitica unica e di una costante discontinua (fun-
zione dei salti; 2) tale unificazione analitica non & possibile nel modo anzidetto, con
le funzioni ordinarie, ed allora la funzione si riduce ad una combinazione lineare di
funzioni continue esistenti in successivi intervalli, pitt una funzione dei salti.
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Nell’ uno e nell’ altro caso I'integrazione della parte discontinua & immediatamente
eseguibile quando delle costanti discontinue si conoscano gl’ integrali fondamentali,
che ho gia tutti indicati.

Le ,,funzioni dei salti sono ottenute con la ,,sommazione® delle funzioni punti-
formi che definiscono le discontinuital).

ITERATIVE INTERPOLATION

By E. H. NEVILLE, Reading

For purposes of computation it is important to distinguish between a process and
a formula. For example, the Legendre polynomial P2, (#) can be written down
explicitly for any particular integral value of #, but to compute a value such as
P,s (3#) from the polynomial for P, (#) rather than by 13 applications of the
recurrence relation

nP,(x)=2n—1)x P,y (x) — (n—1) Py_2(x)
with P, (#¥) =1, P, () == would obviously be absurd. This paper describes a
uniform process of interpolation which can be used in problems in which no general
formula is to be expected, and which also is a practicable process in many cases in
which a formula exists but direct substitution would be tedious.
The principle of the method is that if we are to estimate the numerical value of
a function u () for a particular argument X, there are many approximations of
any one order, equally valid to that order, and their differences one from another
reflect in a definite way their differences from the true value of # (X). In certain
cases the difference between two approximations, which of course is known, can be
utilised for the calculation of a betier approximation without further reference to
tabulated values, by a process which is nothing more than linear interpolation
between the first two values.
The process can be repeated to any extent. When tabular values of # () only
are used, it is a thoroughly practical means, even if the interval is irregular, of

1) Gl'integrali fondamentali e i metodi per la sommazione delle funzioni puntiformi sono indicati in

tre mie note ,Sulla effettiva integrazione delle funzioni discontinue®, R. C. R. Acc. Naz. dei Lincei,
19 Giugno 1932. —
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computing the approximation which would be given by the general Lagrangian
polynomial, for which purpose the explicit formula for this polynomial is ‘well
known to be all but useless. The problem of inverse interpolation is therefore solved,
and interpolation near a boundary where one regular interval of tabulation gives
place to another is effected without the use of bridging formulae. Even for inter-
polation when the interval is regular throughout, a process in which no table of
coefficients is required, no differences have to be computed, and the full value of
the argument can be used from the outset, has practical advantages which render
an cxperimental comparison with the use of such a formula as Everett's most
desirable.

When derivatives of u () are introduced, the partial sums of Taylor series are
themselves approximations of different orders, and the process can therefore utilise
svsternatically whatever derivatives are available. The rapidity of convergence is
sometimes striking: the values of sin x and its first two derivatives at two points
separated by 159 are sufficient to give accuracy to the seventh decimal place at any
intermediate point. :

An account of the method, with numerical examples, will appear in the Journal of
the Indian Mathematical Society, vol. 2o.

BESCHRANKTE ANALYTISCHE FUNKTIONEN
UND STIELTJES-INTEGRALE

Von JULIUS WOLFF, Utrecht

Dieser Vortrag ist der Klasse derjenigen Funktionen f (2) = f (x + y2) =« -+ vz
gewidmet, welche reguldr sind in der Halbebene D (#>>0) und dort einen positiven
Realteil # besitzen.

Mittels der Nebenbedingung dass f (z) eine asymptotische Entwicklung

f(8) c© % -+ % ... fir 5 —> oo besitze, hat Herr R. Nevanlinna gezeigt,
dass f(2) durch ein Stieltjes-Integral dargestellt wird:

_ [y
rlo= [ 20,
wo 1 (y) eine nicht-abnehmende Funktion ist.
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Gezeigt wird daf3, wenn jene Nebenbedingung unterdriickt wird, so daf3 also
nur die Voraussetzungen: f (g) kolomorph in D (x>>0) und u>o iibrig bleiben,
eine dhnliche Darstellung gilt, nimlich

(1) f(z):‘J‘(Z_iyz- + 1_}_13/3')“’1/)(7)"{'12““1”""1)

Die nicht-abnehmende Funktion vy (y) ist auf folgende Weise mit /() verkniipft:

die Funktion o (z, ) = f (vdy + udx) hat fiir jedes y einen endlichen Grenzwert,

wenn x nach Null strebt ;1 dieser Grenzwert ist v ().

Das Integral in (1) ist wieder ein Stieltjes-Integral. Die Konstante A ist positiv
oder null.

Wesentlich bei der Herleitung von (1) ist folgender Satz:

fir a>o ist :;y_){_(jg = T ua(a).

Wenn umgekehrt in (1) fiir v () irgend eine nicht-abnehmende Funktion gesetzt

wird, welche der Bedingung f%ﬁ/}?— < oo geniigt, fiir A eine positive Zahl

oder null, und fiir » eine Zahl mit geniigend grof3em Realteil, so stellt (1) eine
Funktion unserer Klasse dar.
Gezeigt wird wie die Haupteigenschaften dieser Funktionen aus (1) hervorgehen.

SUR LE PROBLEME DE MOMENTS

Par MICHEL KRAWTCHOUK, Kiew

Soit
0, () =2 a@ x| g, xn—2 | .. (r=o0,1,2,...)

le polynéme satisfaisant dans lintervalle (2, 4) aux conditions d’orthogonalité:
5
fwn(x).x”.p(x)a’x:o (f=o0,1,2,...,2—1),
a
ou la fonction p () est bornée et non-négative. On a les résultats suivants:

1) Wihrend des Kongresses stellte sich heraus, dafl diese Darstellung schon von Herrn Marcel Riesz
gegeben worden ist (Sur certaines inégalités . . ., Kungl. Fys. Sillsk. I Lund Forhanlinger, t. I, 1931).
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A. S'il n’y a pas dans lintervalle («,f) (¢ << a < B<4) de racines du polynbéme

o, (¥), alors on a:
B s
fﬁ(x)dx:ﬁ'_f’_”_ff(x)dx,

a

le nombre %, étant une fonction bornée de #.

B. Si la fonction P(x), monotone dans lintervalle (a, 8), vérifie les égalités:

s 6
kadP(x): kap(x)dx (f=o0,1,...,22—1),

ﬁde(x)——— ﬁ”p () dx

ou le nombre constant £ se termine par la fonction p (x) seule.

alors on a:

klon
<25

n

LES FONCTIONS MOYENNES ET LES INTE-
GRALES DE STIELTJES

Par N. GUNTHER, Léningrade

Une fonction sommable f (x) étant mal définie suivant sa nature méme, on ne peut
pas espérer 'obtenir par un calcul direct. Comme, au contraire, sa moyenne pour un

domaine (w) : KI ff () dw est bien définie, on peut présumer, que son introduction
(©)
a la place de f (x) peut rendre les calculs exacts et praticables. Remarquons, au
surplus, que l'expérience ne conduit le physicien qu’a la connaissance des valeurs
moyennes des objets de ces études et que la recherche d’une fonction de points a la
place de sa valeur moyenne n’a pour effet, parfois, que les complications étrangéres au
probléme. On sait bien, par exemple, que la série, qu’on obtient en développant sui-
vant les fonctions de Sturm-Liouville la solution du probléme du refroidissement
d’une barre, donne cette solution que sous les conditions assez sévéres imposées a la
distribution initiale de la température. Or il est aisé de démontrer que le développe-
ment de la valeur moyenne de la fonction cherchée en série suivant les moyennes
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des fonctions de Sturm-Liouville est convergente et donnec pour le moment initiale
la valeur moyenne de la température sous la seule condition qu'clle soit définie par
une fonction qui n’est qu’a carré sommable. Il n'est donc pas privé d'intérét de poser
les problémes de maniére, que la fonction moyenne y entre directement ct parvenir
a un calcul, qui permet d’achever les opérations avec ces fonctions moycnnes sans
avoir recours a leur {ransformation a I'aide d’un passage a la limite dans les fonctions
de points. Ce calcul est fourni par la théorie des intégrales de Stieltjes. Or, I'emploi
des intégrales de Stieltjes étant établie pour les fonctions des domaines plus géné-
rales que la moyenne d’une fonction sommable, il y a lieu de généraliser cette der-
ni¢re notion, ce qui ouvre des voies aux applications nouvelles. Les principales de
ces applications se rattachent aux problémes fondamentaux de la physique mathé-
matique et surtout aux problémes liés au laplacien, comme j’ai montré dans mon
mémoire des « Travaux de I'Institut Stekloff » 1).

Mais on parvient aussi par lintermédiaire du théoréme des MM. Fr. Riesz et
J. Radon relatif aux opérations linéaires continues, aux applications & la mécanique
quantique en permettant de donner a plusieurs assertions une forme tout a fait

rigoureuse.

UBER EINE NEUE DIFFERENTIALRECHNUNG
FUR FUNKTIONEN MEHRERER REELLER
VERANDERLICHEN

Von KARL BOGEL, Schulpforte

Wir beschrinken uns hier auf Funktionen f (#,, #,, #,) von drei Verdnderlichen.

Eine solche nennen wir in (a,,a,, a;) total differentierbar, wenn daselbst existieren:

1. Die drei partiellen Ableitungen Dx, f, Dz, f, Dz, f (also die Grenzwerte der
drei linearen Differenzenquotienten).

2. Drei ,,zweidimensionale Ableitungen D (x,, x,) f, D (%, #,) f, D (x5, #,) [,

d. h. die zweidimensionalen Grenzwerte der zweidimensionalen Differenzen-

quotienten.

1) t. 1, 1932: Sur les intégrales de Stieltjes et leurs applications aux problemes fondamentaux de la

physique mathématique.
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3. Die ,dreidimensionale Ableitung® D (x,, x,, x;) f als dreidimensionaler Grenz-

wert des dreidimensionalen Differenzenquotienten.

Diese leicht kontrollierbare ,totale Differentierbarkeit® ist hinreichend (aber nicht
notwendig) fiir die Existenz des Stolz’schen totalen Differentiales; ihre Zugrunde-
legung ermdglicht den Aufbau einer geschlossenen Theorie der differentierbaren Funk-
tionen. Ein Hauptsatz aus ihr ist folgender Mittelwertsatz:

,.Es existiere
1. D (2, %y, x3) fin ]y os = [a,, a,, a5; by, by, b,]

2. D (%, %,) finJy 2 = [ay, a, a,; by, by, a,],
ebenso D (x,, #,) finJy 3 und D (x,, x;) fin Jy o .
3. Dz, fin ], = [a,, a,, a,; b, a,, a,], ebenso Dz, fin J, und Dz, f in J,.

Dann gibt es im Inneren von Jy g 3 einen Punkt (p,, p,, p,) derart, daB

f(b1: bzi bs) - f (01: (12, (Z ) —_— (b —a ) Dx f (Pp 3) + "l“ .
+ (b ——(11) (b "_az) D (xp xz) f (171’ Pz’ 3) + +
+ (b —a,) (by—ay) (by—ay) - D (%,, %5, #3) | (ﬁp ba Ps) gllt “

Dieser Mittelwertsatz ergibt, auf die Taylorentwicklung angewandt, einerseits die von
Herrn Neder aufgestellte Form des Restgliedes auf neuem Wege, andererseits eine
weitere interessante Form des Restgliedes. Setzt man nédmlich

ng3—1 ny—1 nl-lxvl xzz xs

f(xu K, 2:3) — 2 7 (D.:L )Vq (.Dl‘ )V2 (Dx )vl f(0,0,0) ”}'Rnuﬂz,ns

0g=0 0v9=0 03=0 Vl’ VZI Vs

(Stetigkeit der Ableitungen vorausgesetzt), so erhilt man:

. ny—1 ng—1 ng—l’_v,_,
Ry gy = - O S T B By (D (D) £ (B150,0,0) -
o (m—1)! =0 =0 Va! !

(1—19‘)”1‘1 (1—192)”2_1 ng—1 I3V3
7y Y N,

(D)% (D)2 (D))" (921, 0245, 0)
+ ot

A xe

(1—0) =1 (1—dy)r2—1 (1—y)#a !
(i—1)!  (—1)!  (r—1)!

4 g A (Dxy)"s (D)™ (Dy)"

f(ﬁl X1y U Xp, Us x3).

Um R,,, ,,,», abzuschitzen, ist es also nur nétig, eine einzige Ableitung in einem
dreidimensionalen Bereiche zu kennen, alle anderen vorkommenden in geringer dimen-
sionierten.

Die zusammenfassende Theorie wird demnichst erscheinen.
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SOME NEW CONVERGENCE CRITERIA FOR
FOURIER SERIES

By G. H. HARDY and J. E. LITTLEWOOD, Cambridge

In this note we are concerned with the convergence of a Fourier series in the
classical sense. We make the usual formal simplifications; we consider an integrable,
periodic, and even function @ (#), and investigate conditions under which its Fourier
series Y a, cos n# converges to zero when #=—o0. It is convenient to suppose also
that the mean value of @ (f) over a period is zero, so that a, = 0?).

Theorem 1. If (7)

1
(1) o) =o W-g,
and (:7)
2 a, = O (n9)
Jor some positive O, then
(3) Ya,—=o.

Incidentally, we prove a theorem concerning the summability of Fourier series
by Borel’s exponential method.

Theorem 2. If @ (¢) satisfies (1), then X a, is summable (B) to sum O.

THE SUMMATION OF FOURIER SERIES BY
HAUSDORFF MEANS

By EINAR HILLE, Princeton and J. D. TAMARKIN, Providence, U. S. A.

The paper is devoted to a study of the summation of Fourier series and allied series
by Hausdorff means ?). With Hausdorff we define the generalized limit of the

sequence lsk} to be

(1) [H, q(#)] —lims,—lim j‘(:) Sk ‘JO“ uk (1 — uy—* dg (u)

nyoo k=0 \

1) We can secure this by adding an appropriate A -4 B cos ¢ to ® (£).
2) F. Hausdorfl, Summationsmethoden und Momentfolgen. I. Math. Zeitschrift, 9 (1921), 74—109
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where ¢ (u) is of bounded variation in (o, I), continuous at w=o0, ¢ (0) = o,
g (1) =1. Let f (x) be an arbitrary periodic function of class L, let s, (#) denote
the kth partial sum of its formal Fourier series, and let /Z, [f (#); q (#)] denote the
result of substituting s, (#) for s, in the sum on the right-hand side of (1). The
method of summability defined by g (u), [H, ¢ (#)] say, is said to be (F) — effec-
tive if

(2) H, [f(x); g (u)] — f(x) uniformly

for an arbitrary continuous function f (#). It is said to be (L)-effective if (2) holds
for an arbitrary function of class L almost everywhere.

We put

(3) C(s)== j;l g (#) — 2] cos us du,

(@) 9= [0 gy [TRNZ0W 4 00 = [*1ap).

In order that [H, q (u)] be (F)-effective it is necessary that

(5 | cwas< o
whereas (5) together with
0 lim ¥(5) < o

are sufficient. If there exists also a positive, continuous, non-increasing function € (s)
such that

(7) |C(s)|LE(s) and ‘ﬁw@(s)ds(\oo,

then [H, g (#)] is (L)-effective, and, in addition, can be used to sum the derived
series of a function of bounded variation. The definition will sum the conjugate
series of a Fourier series and the conjugate derived series of a function of bounded
variation if (6) holds, and if the Fourier sine transform of ¢ (u) — u satisfies (7).

The authors have determined a number of conditions, necessary and sufficient or
merely sufficient, which ensure that the Fourier transform of a given function be
integrable over an infinite range, and have applied these criteria to the construction
of (F)- or (L)-effective definitions [H, g (u)].
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ON SUMMABILITY OF FOURIER SERIES

By EINAR HILLE, Princeton and J. D. TAMARKIN, Providence, U1. S. A.

We are concerned here with a definition of summability by convergcuce factors,
determined by a matrix 2l = (a,,,), m, # =0, 1, 2, .... which, in addition to the

usual conditions of regularity (I) f\a —a |S A<, (II) a—1 as m->x,

— o mn mn+ 1
n=o, I, 2,..., satisfies also the condition (III) Each row of the matrix 2[ is a
factor-sequence which transforms an arbitrary Fourier series of class L into a
Fourier series of class L.

Let f (x) be an arbitrary periodic function of class L (of period 27), and let

M @A B et f e, f= o [ e
be the formal Fourier series of [ (#). Let
Q 1 (03 ) @y £k B0y, (e 1y o)

be the m-th transform of (1) by means of the matrix . We say that the definition
of summability defined by 2, or simpler, the matrix A is (F) — effective if

(3) z_(x; f)— f(x) uniformly

m

for an arbitrary continuous function f (x). If, on the other hand,

(4) f \fx) —z,, (x; [) |? dx —s o0,

then we say that the matrix 2 is effective (in the mean) of order p. In particular,
if p =1, we say that U is effective in the mean.

Our main result is that (subject to conditions I—III above) the class of (F)-
effective matrices coincides with that of matrices effective in the mean. It is probable,
although the proof is not yet completed, that the classes of matrices effective of
order p, and of order p’ (1/p - 1/p’ =1) are also identical, and include all the
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classes of matrices effective of order g, whenever ¢ is between p and p’1). Our dis-
cussion is based upon the representation of .

(5) 7 (x;f):ff(x-{—z‘)dam(t)a’z‘

which is readily available from the known facts of the theory of factor-sequences.

ON THE OSCILLATION OF THE MEANS OF RIESZ
AND CESARO OF THE FIRST ORDER

By C. E. WINN, London

”
When ¢, is the Riesz typical mean of the first order, derived from s, = Zuv
v=0

namely

A x A
o1 — o R = -~ R o)

where 0 = X, < A; < ... X\, — o0; and we have given

—K’éLunéH(o<H, K < ®), lim M:I,

ln_ln—l 72— 00 n
then the following relation holds between lims, — &, lims, — «, lim t, = B and
7n—=> oo ’— oo 7n—=> oo
lim ¢, = «:
72— o0

Both 4 and « lie in the closed interval whose end-points are the two roots ot
the equation
o—1 t—8
H(eT—I)—f—K( T—I):o.
Moreover it is possible for 4 and @ to be simultaneously equal to the roots of
this equation.
It should be noted that this result involves Hardy’s theorem in special, when

B =a.

The case of Cesaro’s mean occurs when A, — 7.

1) This proof was completed at the time of the presentation of the paper at the Congress.
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EINE INTEGRATIONSTHEORIE FUR FUNK-
TIONEN UNENDLICH VIELER VERANDERLICHEN,
MIT ANWENDUNG AUF DAS WERTEVERTEI-
LUNGSPROBLEM FUR FASTPERIODISCHE
FUNKTIONEN, INSBESONDERE FUR DIE
RIEMANNSCHE ZETAFUNKTION

Von BORGE JESSEN, Kopenhagen

Der Vortrag berichtet iiber eine Anwendung der frither (Kongref3 Oslo 1929,
Habilitationsschrift Kopenhagen 1930) vom Vortragenden entwickelten (auf Daniell
zuriickgehenden und auch von Steinhaus wiedergefundenen) Integrationstheorie fiir
Funktionen unendlich vieler Verdnderlichen. Es handelt sich von demjenigen ge-
schlossenen, unendlichdimensionalen Raum (Qw, welcher aus dem vollen, unendlich-
dimensionalen Raum Ry (d. h. dem Raum aller reellen Zahlenfolgen x,, x,, x5, ...)
durch Reduktion der Koordinaten mod. 1 entsteht. Im Laufe des Vortrags wird
von den wesentlichen Ziigen dieser Theorie berichtet.

Die Anwendung besteht in einer Vervollstindigung einer frither von H. Bohr
entwickelten Methode, und bezieht sich zunichst auf solche analytische fastperiodische

Funktionen f(s) =5 A, 8 (s = a.—l— 2t), welche durch eine in einem vertikalen
1

Streifen @ < 0 < @ absolut konvergente Reihe 54,eBn8 mit komplexen Koeffizien-
1

ten A, und reellen linear unabhidngigen Exponenten 4, dargestellt wird. Um einen
Satz von Weyl iiber Gleichverteilung von Zahlen mod. 1 auszuniitzen hat H. Bohr
gleichzeitig mit f(s) die unendlichparametrige Menge aller Funktionen f(s; x,, x,,

Kgy vne ) = Seitnz, 4,655 mit ngedrehten“ Koeffizienten betrachtet. Die Funktionen
1

dieser Menge sind eineindeutig auf die Punkte unseres unendlichdimensionalen

Raumes Qw — Ry (mod. 1) bezogen. Nun gilt der Satz, daf3 wenn a <y <d<g,

und wenn mit N,(7) die Anzahl der z-Stellen (¢ beliebig komplex) von f(s)
im Rechteck y <0 < J, |#|< 7T bezeichnet wird, so existiert der Grenzwert

G, = lim —w und ist gleich dem iiber den Parameterraum Qu erstreckten Inte-
T> oo

gral fna (%1, X2, %35, ...) dww, WO 7, (%, %, %3, ... ) die Anzahl der a-Stellen von
Q0
f(s; %y, %, %3, ... ) im festen Rechteck y << o< J, [2|< % bezeichnet. Dieser
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Satz gibt die Grundlage fiir eine detaillierte Untersuchung von G,, d.h. der

Werteverteilung von f(s). :
Aehnliche Resultate werden fiir die Riemannsche Zetafunktion ¢(s) mitgeteilt,
und zwar nicht nur fir die Halbebene ¢ > 1, wo {(s) fastperiodisch ist, sondern

fir die grof3ere Halbebene ¢ > —; Ergebnisse einer gemeinsamen Untersuchung

von H. Bohr und dem Vortragenden (Acta math. 54 und 38) werden durch Heran-
ziehung der unendlichdimensionalen Integrationstheorie vervollstindigt.

QUELQUES REMARQUES SUR LES POLYNOMES
GENERALISES DE LAGUERRE

Par KAREL DUSL, Prague

J’introduis les polyndémes généralisés de Laguerre par la fonction génératrice:

xt

(I)

7)*

Z‘n
—~—2‘ .
=0

( I ” ,

Le développement dans le second membre est convergent pour toutes les valeurs
de x et pour |z| < 1.

L, ,(x) signifie le polynéme de Laguerre d’ordre £, et de degré ».

Les polynémes ci-dessus se laissent exprimer a l'aide de la fonction de Kummer
G (e, y, %) comme il suit:

(1) Ln,k () %ﬁl G (—n k)

tandis que les polyndémes analogues d’Hermite se rapportent 4 la méme fonction G
sous la forme:

_ (—nr2n! 1 x?
2) Hyy ) =5 57 G (= ).

(x)_( )" (27 41)! G(_ﬂ’%, »‘2)_

A n! 2
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Tous les deux espéces de polyndmes se déduisent alors de la fonction hyper-
géométrique F (o, 3, y, x) par confluence de deux singularités réguli¢res de ’équation
hypergéométrique.

I. En premier lieu j'établis par une méthode différente de celle de Laguerre le
développement de la fonction:

£ -_ X

(II) ;],""g"' fm (i X
en fraction continue. Le dénominateur de la x-iéme réduite z" (3 est le polynéme
généralisé¢ de Laguerre L, .4 (x). "

L’équation différentielle:
(III) x L', (x)+ (k4 x) L, (x)—nl,  (x)=0
et la relation de récurrence:
Iv) L, ,,@&)=@et+kt+x)L, (x)—nEt+k— nL,_, ,@®

liant trois polyndmes consécutifs sont caractéristiques pour les polynémes de La-
guerre. L’ensemble de ces deux relations constitue la base pour la considération
suivante. Considérons l'expression:

S k +k(k—i—1)__ k(k+1)3(k—}—2) 4o
x x? x
(4)
kle+1)...(F+2n—1)
+ x2n -
Soit ;ﬁ" ((:)) la 2-iéme réduite du polynéme S. Les fonctions ¢, (x) et y, (x) satis-
font a Péquation différentielle:
(5) r (fl”n Yu—Pan w’n)'*(k —|—.15) P Yn +1‘(}J3—|— r=20
ou
_ nl(k4n)!

©) TETe—nr
et dont l'intégrale est donnée par:
) L N o P A
7 zEyx) J xF ) et w2
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On voit par la forme de I’équation différentielle (5) que:

1° I’équation , () = 0 a toutes ses racines distinctes, tout diviseur comun de
W, (x) et y', (#) devrait étre diviseur de 7;

2° par le méme raisonnement on voit que les polynémes v, (z) et g, () n’ont de
diviseur commun.

Quand on fait la dérivée de I’équation (5) en se rapportant aux propriétés (1) et
(2) des polynémes ¢, () et p, () on retrouve deux équations:

(8) x sz @+ a+ 24 2 'zp’n (@) =ay, =)
et son adjointe:
@ xR+ —k—2)¢ @) —p, @)ty @) +22y (2 =agp,(®)

ct @ = », le coefficient de x” en y (z) étant égal a l'unité.
Le simple rapprochement des deux équations (8) et (3) donne le résultat:

(III) p, ) =1L, . @

Puisque la limite du reste

nl(k+n! (" e-x
(10) R = 0 T3 dx
(£—1)! Y iyt (%)
dans le second membre de I'équation (7) devient égale & zéro pour #z—>oco on
voit que 9—)% est en effet la z-iéme réduite du développement:

”n
o0
‘e_x
xkox ——k—dx
x
X

en fraction continue.
La relation de récurrence (IV) vérifie par les deux fonctions ¢ (x) et y_(x)
donnent immédiatement le développement:

?—z o e % k k+1 2(k-—+—2)
(IV) f?dx——;l«’k I:I—'_x_i_k_i__l—x_i_k_'_s_;r—]—k—*—s—]

et par l'intégration par parties nous obtenons par conséquent:

oo

e—® e I k41 2 (k4 2)
W xfﬂ'“‘d“ xt [x+/e+1"x+/e+3 BER
3k +3) J
x+k+7
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d’accord avec le résultat antérieur donné pour £#— 1 par Laguerre. Ce résultat cons-
titue une analogie a celui pour des polynémes d’Hermite.
II. En second lieu j’ai établi la formule d’addition pour les polynémes de Laguerre
par la simple multiplication des fonctions génératrices (I)

0...°°a!

(11) Lyt =3 5L, 0L, ,(9), m+n=u

m, n

ou symboliquement
(VD Ly G+0=I[L,@+L,N"
Lppp @t +3)=1L,E)+L,@) 4+ L, @)
en convenant de remplacer dans le développement du second membre une puissance

telle que [Z,(#;)]” par L_,(x;). Cette formule, d’'une forme trés condensée, avait
été donné par N. Nielsen et J. Kampé de Fériet pour les polynémes d’Hermite.

SUR LA CROISSANCE DES SUITES DE POLY-
NOMES CONVERGENTES SUR LA FRONTIERE
D'UN DOMAINE

Par F. LEJA, Varsovie

Considérons une suite de polyndémes d’une variable complexe z
(1) P,(z5) =am 4 a5 4 ... | oM. z%; n—=o0, 1, 2, ...,

le terme #n-iéme de cette suite étant du degré » au plus, et soit D un domaine quel-
conque du plan.

Nous dirons que le facteur de convergence de la suite (1) dans le domaine D est
égal au nombre nonnégatif A=A, si 1° la suite

(2) P, (s)- L, n=0,1, 2, ...

converge uniformément dans le domaine D lorsque le nombre / est quelconque mais
satisfait & I'inégalité |/| <X ct si 20 cette suite ne converge pas uniformément dans
D lorsque |/]| > X.
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A chaque suite (1) et & chaque domaine D correspond un facteur de convergence
bien déterminé qui peut étre positif, nul ou infini. On sait que, si la suite (1) con-
verge wniformément sur la frontiere d'un domaine D, le facteur de convergence ip
dc cette suite est au moins €gal a 'unité 1).

Or, on peut démontrer la proposition beaucoup plus générale que voici :

Si la suite (1) converge (ou si elle est bornéc) presque partout sur la frontiére
(supposée rectifiable) d'un domaine borné quclconque D, le facteur de convergence de
cette suite dans le domaine D cst an moins égal a lunité.

Ce théoréme a déja éi¢ démontré dans le cas particulier ot le domaine D sc¢ réduit
4 un cercle?). Dans le cas général, la démonstration exige une méthode differente,
mais elle peut étre basée, comme, dans le cas du cercle, sur la formule d'interpolation
de Lagrange

” J'(.:,)
])u S) = Pn S < N
O =0 56
ot 'on a posé I; (5) = (5 — 5) (5 —5) oo. (5 — 55—1) (5 — 5,41) oo (5—54).

Observons que notre théoréme cesse d'étre vrai si 'on remplace la suite de poly-
nomes (1) par unc suite des fonctions analvtiques quelconques

(3) fo(5), F1(5), ooy [u(9), -ty

holomorphes dans le domaine fermé ). Une telle suite (3) peut étre convergentc
partout a U'intérieur et sur la fronti¢re du domaine D et son facteur de convergence A p
(qui se définit d'une maniére analogue comme dans le cas de polyndmes) peut étre
¢gal a zéro.

Néanmoins, si la suite (3) converge (ou si elle est bornée) en chaque point d'un
domaine D, son facteur de convergence A p ne peut pas étre quelconque : Il doit étre
ou bien égal a zéro ou bien au moins égal a Punité.

Cette proposition, qui équivaut au fond a un théoréme démontré par M. F.
Hartogs *), peut facilement étre déduite du théoréme énoncé plus haut pour les suites
de polyndmes.

Observons eucore que, si la suite de polynémes (1) converge sur la frontiére d’'un
domaine D partout, a U'exception d'un arc de longueur aussi pctite qu’on veut mais
positive, le facteur de convergence A, de ceite suite peut étre plus petit que l'unité.

1) De la méme propriété jouissent les suites des fonctions analytiques quelconques régulieres dans D
(le facteur de convergence de telles suites étant défini d’'une maniére tout d fait analogue).

2) F. Leja: Math. Ann. t. 107, 1932, p. 68— 82,

3) F. Hartogs: Math. Ann. t. 62, 1906, p. 9.
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UBER DIE DIRICHLET’'SCHE REIHE FUR (¢(s)°

Von A. KIENAST, Kiisnacht (Ziirich)

Zwischen den Reihen fiir {(s), €°(s), .. und (1— )1, (1— x)—% .. besteht in
formaler Hinsicht Analogie. Die in diesem Sinne zur binomischen Reihe analoge
Dirichlet’sche Reihe ergibt sich folgendermaf3en. Setzt man

1) CE)PF =Y a, n° so gilt ap =15 Yla, k=,
k.p=mn
2) Aus eCP—1L = (CP)’ folgt o, ,AQ)=p7 "y, lgn.
kEA=mn

Hieraus erhélt man fiir » = p7 pgz .. Pv, Wo p, eine Primzahl und «, eine
ganze positive Zahl ist

3) A pt+a,—1 p+n2—~1) B pFa,—1

Psn a, ay ) a, '
Der Beweis ergibt sich aus 2) durch Induktion. Man nimmt an, 3) sei bewiesen fiir
n, = np-'. Dann zeigt man mittels 2), daf3 daraus 3) fiir » sich ergibt. Hierzu zer-

legt man die Summe 2) in zwei Teile; der erste umfassend diejenigen £, die Teiler
von 1z, sind, der zweite die iibrigen. Endlich berechnet man aus 2), daf3 %, = p-

Aus 3) folgt die bekannte Reihe

lg ) = lim o= £ —1] = T3

lgn

—s
Fir o <p ist a, , >0 und da
(s— I)Pthp,” n=s —=1 fir s—»1

so ergibt der Satz von Hardy und Littlewood

2 35 (Dt 1) (199, (0 < ).

1

Aus 2), 4) und 3TAQ) =0(x) folgt 3%, lgk = 0(x (Igx)?), (0 < p)
1 1
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woraus durch partielle Summation

5) 2 apr = 0(x(Igx)’ ™), (0<p)
Weiter ist fiir o < p

b= Fenfi] =3 Senli [1])=

— (Do 1)~ * (1gx)? = o (x (1g0)f)

somit, genauer als §)
6) o @) o (Mp+ 1) 2 (lgx)” T, (1=0).

Multipliziert man

X

=0 +8—200—= e, n7, Yep=0(@x"
1
mit £P—! und geht zu den summatorischen Funktionen iiber, so bekommt man

“P—IE“P,klgk_{”q’Hl( )20, W)=, 6.

kE)=x
Fir o <{p<1 gibt 5) ¢, (x) = o(x); da dann l“P—l,kl <1, so ist die rechte
Seite gleich O ( > ‘/ %) — 0(x). Somit
- .

7) et Xag,lgk =14, (x) - O(x) o (Tlp 4+ 1) ' x(lgx)?, o< p< 1.

Partielle Summation unter Verwendung von 7) ergibt jetzt, daf3 6) auch fiir
0 < p < 1 richtig ist.

Da in 7) das Fehlerglied O (x) auftritt, so ist 6) nicht bewiesen fiir p —o, ob-
gleich beide Seiten endlich bleiben.
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CONVERGENCE ET SOMMABILITE DE
DEVELOPPEMENTS EN SERIES DES POLYNOMES
D'HERMITE ET DE LAGUERRE

Par E. KOGBETLIANTZ, Paris

La convergence et la sommabilité en un point fixe » =z, de développements
formels

oo

(H) V. f(x) o~ 22 » I'(z-+1)]"'.H, (,r).j: =" . H, () f(x).du

oo

(L) f(x) 2 2! [T (4 o+ 1)]-1 L), f e u® L) . f(u) du
n=0 0

dépendent de l'allure de f(x) a linfini (A4 et L) et au point x =0 (L seulement,

si x, > 0). Les expressions des fonctions génératrices de leurs séries-noyaux dont

la deuxieme, a savoir

_ atu)e 27 V7l.‘lf5
Fal—

1—z
I—253

e

#! [T (2 4o+ 1)] 1 L5 ( L (n). sn = . —
2 (n+ o+ ] (x) () I— = (Z.VYI;L‘.S‘ )a

n’a été déterminée qu’en 1932 par l'auteur et presque simultanément par M. Hardy,
ainsi que l’inégalité

- r _e_ ! & 1
LS,)(,T):O(£’2'I 2 4, 2 4),

dont le champ de validité uniforme a été étendu par l'auteur a lintervalle infini
(0, o), permettent d’établir les conditions suffisantes meilleures possibles de con-
vergence et de sommabilité des séries A et L concernant I'allure de f(x) a l'infini
et (pour L) au point » = o.

Quant a l'allure de f(r) autour x,, ol 'on somme son développement H ou Z,
on suppose qu’elle assure la convergence ou la sommabilité étudiée. On a ainsi
les résultats suivants, basés sur la sommabilité avec une somme nulle pour r7Zu
des séries-noyaux divergentes:

22—» (n+1)"" . H, (x) H, () et Y. T (z4-a41)]" L (@) . L ()

22
2

.y -y -5 —1 N
L. L'intégrabilit¢ de ¢ 2 .z | ()| a linfini assure la convergence de H.
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-

1 SRR A
Celle de L a lieu, si # *.| f(x)|estintégrable dans (0,e) et e 2u 2 *.|f(x)
dans (@, o0), tandis que pour x, = 0 on doit supposer lintégrabilité dans (e, cc),

x
2

7 1

de c"?.ua__z-.|f(z/)|.
_...Lz 2 1
II. La sommabilité (C,8) de H est assurée, si ¢ 2 .u or ).lf(u)[ est intét
atd 1
grable a linfini. Celle de Z pour x, >0 a lieu, si # 2  *.|f(x)| est intégrable

% o 3

dans (0,¢) et ¢ 2. we 0TH, | f(u)| Pest dans (a,0), tandis que pour x, = 0O, on
doit supposer lintégrabilité 4 linfini de ¢ 2. u“_a_%| f(@)|. La (C, 3) élargit
beaucoup les conditions suffisantes imposées a I'allure de f(x) autour du point x:
il suffit de supposer f(x) intégrable dans tout l’intervalle fini et l'existence de
f(x, +0), mais la sommabilité (£, %) par le procédé d’Euler est inopérante a ce
point de vue, étant au contraire trés effective en ce qui concerne l'allure de f(x)
a linfini. Ainsi:

III. La série L est sommable (£, %) pour 2¢+1(1—gq) >1, si f(x) =0 (xF.e77)
pour x — oo quels que soient § finie et ¢ <1. La série 7/ dans cette hypothése
est sommable (Z, %) pour 2%.(3—4¢) > 1, donc seulement si 4¢< 3. Le procédé
mixte (C,8).(E, %), permet d’obtenir a la fois les conditions suffisantes les plus
larges et a I'infini et au voisinage immédiat du point x=x,.

SUR LES METHODES DE M. NORBERT WIENER
ET LA FONCTION 5 (9

Par PAUL LEVY, Paris

Du théoréme II du mémoire publié récemment par M. Norbert Wiener sous le
titre “Tauberian Theorems”, on déduit aisément le théoréme suivant :

Théoréme. — Etant donné un nombre ¢ réel, positif et différent dec un, pour que
¢ (8) #wait aucune racine de partie rvéelle R ()= a, il faut et il suffit qu’a tout
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positif on puisse faire correspondre un entier N et des coefficients b et ¢ (c > o0)
tels que
A

(1 Jae
0

De (1), on deduit d’ailleurs, pour R (s) =o0, et en posant ¢, —¢ , b, = a,¢;,

b

N
—X n
" —_— —_—
? et’ 72 X

d‘/&’< é.

I

(2) (12" X e | <
¢(s) T " [ 1(s) ()]
de sorte que sur toute droite R (§) — ¢ nc comprenant aucune racine de ¢ (s),
q P
g >oet 1), —— est représentable par une série d’'un type généralisant les séries
P 0] ! 1 ype g

de Dirichlet comme les séries de polynomes généralisent les séries de puissances.
Indépendamment de l'hypothése de Riemann et des conséquences connues qui en

. [ " - ,
résultent pour la série ZE‘(r) , on peut donc affirmer qu’en exceptant au plus une

n
infinité dénombrable de valeurs de g, a tout ¢ positif correspond un développement
du type considéré ; sa convergence est uniforme sur toute portion finie de la droite
R (s) = 0. Pour chacun de ces dévcloppements, le domaine pour lequel sa conver-
gence peut se déduire de I'inégalité (1) est un certain intervalle (v,, 0,), et la décou-
verte d'une méthode de prolongement permettant dans tous les cas d’étendre cet
intervalle jusqu'a une des limites dc lintervalle (0o — 1) (I'une ou l'autre suivant
les cas) entrainerait la démonstration de 'hypothése de Riemann.

SUR LE PRODUIT ()5 OU & @ =221, 4 )
ETANT UNE FONCTION ENTIERE
Par S. MANDELBRO]JT, Clermont-Ferrand
Soit ¢'(5) une fonction entiere paire telle que:
lp(s) | <e?mldl, o9
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et supposons que Ew( ) posséde un axe de convergence absolue.

L’auteur démontre que, pour ¢ >0, — axe de convergence absolue de 2.(]9_(:2
7
={¢p(s) (s=o0-47¢), on peut écrire:

—(s—1)

(1) /’(—j—)gp (s>:F<s>+§—fe(f>f =

\
ou

B (___ I)" $<d2n e—ﬂzylet ki f—Tl:"vzet‘ %
0 ()= Fan o () 2 ()|

\

les @, étant les coefficients de ¢ (5): @ (5) = 2 a, 52, et ol F (s) est une fonctio

entiére.

On part de la formule:

_Tv
. iy 1 \* 1 dre ¥
fune Tl + 2MaeVi gl — (\Zyzz') i/‘; P
Des calculs assez simples conduisent a4 la relation:
T
(___I)n dZn e ¥
—Tym® —— Iy 2
© 2 Z‘qo(m) e Vy V_Z_I g‘ NeT i A ©)
ou
€ & — -1
(3) |2 ()] < e
Vy &

Dans l’év.aluation de 7, (s) de la formule

r(y) & (s):g‘ fm 9 (q) =t et ds

+§ @ (9) e~ e? ds — T, )+ 72 ()

on tiendra compte des formules (2) et (3). On verra que 7,(s) est égale a unc
fonction entiére a laquelle on ajoute lintégrale de (1) (0> 04).
Quant a 7 (s) on constate aisément qu’elle est une fonction entiére.
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UN THEOREME GENERAL D’'INVERSION DES
PROCEDES DE SOMMABILITE

Par J. KARAMATA, Beograd

Les théorémes d’inversion, c’est-a-dire les théorémes de nature tauberienne, furent
établis, pour bien des procédés particuliers de sommabilité, dans les importants
travaux de MM. Hardy, Littlewood, Landau, Schmidt, Wiener et d’autres. Tels
sont par exemple les théorémes suivants :

oo
I
De ”"250‘777"'—"5’ »—> >, (som.— B)
=0 .
-]
resp. 27/1, ¥ —>s, r—>1, (som.— A)
=0 ’
o0
resb. Su, o705, g—0, (som. — D)
n
Zl resulte Sp = 2 Uy —> Sy 72> 29,
=0

toutes les fois que la suite u, satisfait & la condition

lim inf X, = — 1w (e) =0 avec ¢, 1))
n=20 7—00
pour tout n' tel que n < w < N (), la longueur de Vintervalle | n, N (¢) | étant,
sutvant les procédés, domnée par :

B: V()=n Fsln, A: N@E)=n-+en D: V(e)=n'+2

C’est donc lintervalle |#, N (¢) | qui importe ; étant complétement déterminé par
le p.d.s., il mesure en quelque sorte (suivant sa longueur asymptotique) la portée
(Pefficacité intérieure) des différents p.d.s. Je le nommerai intervalle de conver-
gence.

Mon but est de montrer qu'on peut déterminer l'intervalle de convergence pour
une classe relativement large de p.d.s. La forme de ces procédés, la meilleure in-
diquée en vue de cette étude est celle qu'a étudiée M. O. Perron (Math. Zeit. 6,
p. 286), c'est-d-dire 3 u, g, (#), olt '

=0

=1, 2, ... ()

Q

o (7)) = 1@ (") > @01 (7) et @ (1) > 1, 7 —> >0,
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Ces p. d. s. étant trop généraux, ont doit les restreindre en les assujettissant &
satisfaire en outre aux conditions suivantes : '

de 2 u, Qo () — s, # — oo, (III)

=\
il doit résulter E u,, ](p,, () }" —> s, ¥ —>oo pour tout k=2,3,.... av)
2=0

Je dirai d'un p. d. s. qu’il est régulier, si outre les conditions (II) il satisfait aux
conditions (IV) pour toute suite vérifiante (III).

Théoréeme. — L’intervallc de convergence des procédés réguliers de sommabilité
est Uintervalle que peut parcourir Uindice v pour que l'inégalité

e L, ()<L, o<1, V)

sott satisfaite.

C'est-a-dire en désignant par n le plus petit des v satisfaisant a (V), on obtient
le plus grand N (&) comme fonction de # et ¢, ces deux nombres définissant l'inter-
valle de convergence | #, N () | du procédé régulier a noyau ¢, (7).

Ce théoréme n'est qu'un cas particulier du suivant (que j'ai établi dans les Studia
Mathematica T. 3, p. 68 (1931):

S7 a, (), 0 L x L1, satisfast aux conditions survantes:

1

a, (1) =0, »>0; ft"d{ar(i)}-—»fﬂwﬂa(t)}, r—>o00, k=1, 2, 3, ...

0

et lim  nf min la, (%) — o, ()| > w (&) — 0 avee, 0 <<x < 1, alors a, (¥) > a (%),
r=0om x1+551gx
r>o00, en lout point de continutté x de o (x).

On le vérifie facilement en prenant pour a, (#) la fonction de sauts :

] o pour x — I
a,(x):l i

3 u, pour e () Zx < @, (7)y, =0, 1, 2, ...

=0
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Ce résultat nous permet d’établir des théorémes d'inversion pour une classe assez
générale de p.d.s. La difficulté essentielle est de voir si un procédé est régulier.
Pour les procédés 4 et D mentionnés ce fait est évident, il est de méme démontré
pour le procédé typique de Riesz, mais déja les procédés a noyau de la forme ¢ (v/r)
présentent de séricuses difficultés comme il est & prévoir des travaux de M.
N. Wicner.

Par contre, en ce qui concerne la mesure de l'efficacité des p.d.s., c’est toujours
la longueur de lintervalle {#, N (¢) |, définie par (V), qui peut servir de mesure,
méme dans le cas ou le procédé n’est pas régulier (les conditions (IV) se rapportant
plutét aux problémes d’unicité).
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RIBAUCOURTRANSFORMATION UND
SPHARISCHE ABBILDUNG

Von H. HAMBURGER, Kéln

Es sei cine Fliche durch den Vektor t=1¢ (u, v) bestimmt, der sich vom An-
fangspunkt des Koordinatensystems zu einem Flichenpunkt erstreckt. AuBcrdem
seien die Parameterlinien u — const, v = const der Fliche gleich ihren Kriimmungs-
linien.

Um nun die allgemeinste Fliche é(u, v) zu bestimmen, welche aus ¢ (1, v) durch
Ribaucourtransformation hervorgeht, setze man

%, v

. et fra

hierbei bezeichnet ¢ eine willkiirliche Integrationskonstante, y (#, v) eine beliebige
Fliche, welche mit t (#, v) ein gemeinsames sphérisches Bild der Kriimmungslinien
hat. Fiir den Ausdruck (*) benutzen wir die symbolische Abkiirzung

f:I‘F’Y;c'

In dieser Schreibweise formulieren wir einen wichtigen Permutabilititssatz:

F ), v, (4 0) v, (4 2)

seien drei Flichen mit gemeinsamem sphirischen Bild der Kriimmungslinien. Dann ist
{{:I, Ylfcl Yor Vi, } —: & YzL ) ‘Yu\’ﬂ”

Hierbei sind ¢,, ¢,, ¢, willkiirliche Konstante, wihrend c,’, ¢,’, ¢’ in bestimmter
Weise von den ¢,, ¢,, ¢, abhdngen.
Dieser Satz hingt eng zusammen mit einem Permutabilititssatz von Bianchi 2).
Im zweiten Teile dcs Vortrages werden einige Anwendungen der Ribaucourtrans-
formation besprochen. Fiir die bei dem Problem der sphirischen Abbildung auf-

tretende Moutard’sche Gleichung

M(s)= ax ° L hs=—o0

1) Ein ausfiihrlicher Bericht des Vortrages wird in den Rendiconti dell’ Academia dei Lincei erscheinern.
%) Vergl. Bianchi: Lezione di geometria differenziale, vol, 11, Teil 1. 32 ed. (1923) p. 207—212.
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wird eine neue geometrische Deutung gegeben. AuBlerdem wird eine bekannte Mou-
tard’sche Formel, welche sich auf das allgemeine Integral eines aus M (s) = o ab-
geleiteten Differentialgleichung bezieht, mit der Ribaucourtransformation in Zusam-
menhang gebracht.

Ferner werden mit Bianchi 1) dic Orthogonalfiichen cyklischer Systeme als ein
Biischel von Flichen aufgefaBit, welche durch Ribaucourtransformationen aus ciner
von ihnen abgeleitet sind. Dies fithrt zu neuen Ausdriicken fiir die durch Inversionen
von Lie und Laguerre transformicrten Fldchen, welche sich als Orthogonalflichen
spezieller cyklischer Systeme ergeben.

UNA PROPRIETA CARATTERISTICA DELLE
CONGRUENZE DI SFERE DI RIBAUCOUR
ILLIMITATAMENTE DEFORMABILI

Di GIOVANNI RICCI, Pisa

La presente comunicazione riguarda lo studio dclle proprieta delle congrucnze di
sfere, permanenti per qualunque flessionc della superficie dei centri.

Per definire una congruenza di sfere (cioé¢ una doppia infinita di sfere) si assegnano,
come di consueto, le coordinate rettangolari #, y, 2 del centro M della sfera ¢ il suo
raggio R in funzione di due parametri %, v. Supponiamo che il centro M descriva
una effettiva superficie S (superficie dei centri), non una curva, e denotiamo con
X, Y, Z i coseni direttori della normale a S. Introduciamo le due forme fondamen-
tali di questa superficie

Sdx? = Edu? 4+ 2Fdudv 4+ Gdv?, — SdxdX = D du? 4 2D’ du dv -+ D" dv?,

¢ denotiamo con K, R,,, R,, Ry, 4, R, 4, R, 4,4 R rispettivamente la curvatura
totale, le tre derivate seconde covarianti di R ¢ i tre parametri differenziali di R,
tutti calcolati in base alla forma Sd#2. Diciamo 3 ¢ 3 le due falde dell’ inviluppo
della congruenza di sfere, che supponiamo distinte (per la qual cosa é necessario e
sufficiente R =0, 1— A4, R |- 0) e g,, g, i due raggi principali di curvatura di ¥
e 0y 52 quelli di 3.

Vogliamo qui enunciare un teorema che di una proprietd caratteristica delle con-
gruenze di Ribaucour illimitatamente deformabili ?), cioé di quelle congruenze di

1) Vergl. Bianchi, loc. cit. p. 228—230.
2) Ved. L. Bianchi, Lezioni di geometria differenziale, 3 ed., Pisa 1923, Vol. 119, p. 198.
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sfere sulle cui falde dell’ inviluppo =, 3 si corrispondono le linee di curvatura per
qualunque flessione della superficie S dei centri.
Osserviamo anzitutto che valgono le due identita

1 + 7, 1 + I 2
it R ot R TR g+ R 1—4,R
1 g 24k R

(o0 T R (g P R) (5 TR (TR 1— 4, R

le quali ci assicurano che le due quantita ai rispettivi primi membri risultano inva-
rianti per flessione di S.

Teorema : Se per ogni flessione della superficie S dei centri di una congruenza
di sfere coll’ inviluppo a falde distinte, i raggi principali di curvatura p,, py, p;, Po

(4, p_ RERy—2R,R Ry RS R22)

EG— F?

+2K

delle duc falde 3 e 3 e i parametri u, v sono legati da una relazione fissa 1)
1) A(pys P2y p1s P25 #,7) =O.
di cui il primo membro non sia funzione esclusivamente dei quattro argomenti

(2)

7 7 7 I 7 I
~+ = = , = Z
n iRt R Gt R R IR b TR Gt R Gt R Gt R
allora necessariamente la congruenza & di Ribaucour illimitatamente deformabile,
cio¢ esiste una funzione A (u, ) per cui

Ry =ME—R:), Ryy=A(F—R,R,), Rog= A(G— R3)

¢ valgono le relazioni (non tutte indipendenti)

1 + L l 4 ‘L )&.
py+ R pe R r@‘f‘]\) 52+R—4 ’
Il
: - = 2(K + X3,
FER TR T mT R mER KT
] 7 1l I
— = —_— = - 1"
o1+ R P1+R) (92+R 92+R) 74
! o Lo 1 4 7
pr + R pe R Py + R 52-1,—[\”

(K —22)p, pg + |RK - A (1 —— RX)|(py + po) + |REA — (1 — RA)| =0
(K— 235, ps+IRK+ A1 — R\ (py+ py) + 1REK — (1 — RAR| =

1) E ovvio che con questo escludiamo anche che il primo membro della (1) contenga un fattore
funzione esclusivamente dei quattro argomenti (2).
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Ogni relazione come la (1) risulta nccessariamente una conseguenza delle precedenti.
Da questo teorema discendono come corollari alcune classiche proposizioni: Quando
la (1) assume una delle tre forme seguenti

I I
p1 + ps = O, — -~ — = costante, p; po = costante
P P2 -

si ottengono i teoremi di Guichard-Bianchi rclativi alle deformate delle quadriche
rotonde 1)
Quando la (1) assume la forma g, — cost, X' si conscrva una superficic canale.

Quando la (1) assume la forma = o0, 2 si conserva sviluppabile (Bianchi) 2).

PLPe
Quando la (1) assume la forma A (g;, ;) = o, risulta necessariamente

apipy+ 06 +p)+c=o0 (a, b, ¢ costanti)

e si ricadc necessariamente in uno dei cinque casi precedenti, quando si aggiunga
una opportuna costante al raggio R della sfera (Bianchi) 3).

NUOVI ORIZZONTI NELLA GEOMETRIA SOPRA
GLI ENTI ALGEBRICI

Di FRANCESCO SEVERI, Roma

In due recentissime Memorie [a) La serie canonica e la teoria delle serie prin-
cipali, ecc., Comm. Math. Helv. 1932, pag. 268; b) Un nuovo campo di ricerche,
ecc., Memoric della R. Acc. d'Italia, 1932, X], ho gittato le basi per una teoria delle
serie di gruppi di punti sopra una superficie e dei sistemi di varietd di dimensione
qualunque in una data varieta, rispondendo ad una esigenza che da anni si imponeva.
Vasto ¢ l'orizzonte che si schiude: problemi importanti ¢ legami nuovi s’intrav-
vedono nel campo algebrico ed in quello trascendente. Diro delle cose essenziali.

1) Ved. op. cit. Vol II9 pp. 155, 157, 161—165.

2) Ved. op. cit. Vol. II", p. 150.
3) Ved. op. cit. 22 ed. Pisa al 1903, Vol. II® p. rr1.
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Occorre premetter la teoria delle serie di equivalensa g sulle curve riducibili
[Memoria b)], la quale estende la teoria delle serie lineari sulle curve irriducibili.
Una serie di gruppi di # punti d'una superficic F dicesi una seric di monocquivalenza
quando due suoi gruppi son sempre congiunti da qualche g} (sopra una curva irri-
ducibile o riducibile), formata da gruppi della serie. Una serie di monocquivalenza
pud essere curwvilinea (giacere sopra una curva) o superficiale (invader la superficic).
Una serie di gruppi di » punti di F dicesi una seric di biequivalenza quando duc
suoi gruppi qualunque stanno in qualche involuzione superficiale, razionale, ~2, di
ordine #n, formata da gruppi della serie. Le serie di mono e di biequivalenza si
denotano col nome comune di serie di equivalenza. Queste serie sono sempre varieta
irriducibili. Una serie di biequivalenza ¢ anche sempre di monoequivalenza; essa
¢ involutoria ed i suoi gruppi, passanti per punti dati, formano una scrie di equi-
valenza. Tra le scrie di biequivalenza hanno speciale importanza le seric razionali
o seric normali J,, e le seric unirazionali o serie principali I,. L'importanza delle
serie principali ¢ dimostrata p. e. dal fatto che ogni serie di biequivalenza completa
¢ principale. I gruppi d’intersezione delle coppie di curve di due sistemi lineari
formano una serie normale, che chiamasi serie intersezione completa. 1 gruppi di
una I, possono avere (oltre a punti fissi, trascurabili) gruppi di m (< %) punti,
variabili sopra una curva C (spezzata o no). Questi ultimi gruppi formano su C
una serie di equivalenza g;,. La serie y ottenuta da I, prescindendo dai punti di C,
¢ una serie di biequivalenza; ¢, se la I, & completa, anche g;x ¢ y son complete,
ciod y ¢ una scrie principale, che chiamasi resto di g;, rispetto ad I,. Ogni serie
principale completa & intersezione completa o parziale (cioé¢ resto di una serie di
equivalenza curvilinea rispetto ad un'intersezione completa).

Ogni serie unirazionale superficiale di ordine # & contenuta in una seric princi-
pale completa I,,. Due serie principali aventi un gruppo totale comune, appartengono
ad una medesima serie principale dello stesso ordine. Chiamati equivalenti due gruppi
di » punti di F, quando appartengono ad una 7, deriva da cid la transivita della
relazione di equivalenza ed il trasporto in questo campo dei teoremi di unicita e del
resto; del concetto di serie virtuale, -ecc.

La considerazione delle serie di equivalenza conduce a nuovi caratteri invarianti
(assoluti) per trasformazioni birazionali. Li ho determinati, per alcuni casi semplici,
in b). Essi son invarianti simultanei delle coppic di funzioni razionali di F.

Ho inoltre dimostrato 'esistenza sopra ogni superficie ' di una serie principale
(invariante) che ho chiamato la serie canonica S della superficie. Essa ¢ d'ordine
I + 4 (] invariante di Zeuthen-Segre). Se la F ¢ irregolare, S contienc totalmente
tutti i gruppi jacobiani degl integrali semplici di 12 specie.
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La definizione di valenza y(>0) di una corrispondenza T, fra i punti di F,
rispetto alle serie principali, & ovvia. Reputo che le corrispondenze che hanno valenza
rispetto alle serie principali siano quelle che hanno valenza nel senso di Zeuthen e
per le quali & dunque conosciuto il principio di corrispondenza. Cid & in stretta
correlazione col fatto probabile che una famiglia completa di curve sghembe ¢&
unirazionale. E presumibile che la dimostrazione di questo fatto si ottenga esten-
dendo i nn. 28, 29 della Memoria b).

Ometto per brevitd di accennare alle estensioni alle varietd ed ai rapporti con le:
forme differenziali e tensoriali di 12 specie.

THE GENERAL WEB OF SURFACES AND THE
SPACE INVOLUTION DEFINED BY IT

By TEMPLE RICE HOLLCROFT, New York

The general web of surfaces is a triply infinite linear system of surfaces of
order n. The web contains doubly infinite, singly infinite and finite systems of
surfaces that satisfy respectively one, two and three invariant conditions. These
conditions are imposed by singularities or contacts of surfaces of the respective
systems. The Jacobian of the web is the locus of both the conic nodes and the
simple contacts of the two doubly infinite systems. The loci of the four singly
infinite systems are four curves on the Jacobian. The characteristics of these curves
are obtained. The number of surfaces in each of the six finite systems and the
positions of their associated singularities or contacts on the Jacobian are determined.

Webs of quadrics have been studied previously. Certain formulas for the general
web do not hold when #n = 2 since webs of quadrics have special properties that do
not occur in webs of surfaces of higher order.

The surfaces of the web are in (1, 1) correspondence with the planes of space.
The equations defining this correspondence establish a general space involution of
order #3 whose coincidence surface is the Jacobian. The properties of the web are
determined by obtaining the characteristics of the branch-point, coincidence and
residual surfaces of this transformation.
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UBER DIE REGULAREN SOMENKONGRUENZEN
Von O. MUHLENDYCK, Berlin

Im nachstehenden werden die unten?) angefiihrten Arbeiten als bekannt vor-
ausgesetzt.

Durch ein Soma allgemeiner Lage .S einer reguliren Somenkongruenz?) gehen
gewisse ool Somen- #/;3), die als zur Stelle S gehorige Normalschnittet) bezeichnet
werden. Zunidchst wird fiir die duale Kriimmung®) der Normalschnitte an der
Stelle .S eine Formel aufgestellt, die der FEulerschen Formel in der Flichentheorie
entspricht, die aber nicht ausreicht zur Konstruktion der Sclkmiegsomenkreise®)
der Normalschnitte an der Stelle S. Es wird dann erklirt, was unter der dualen
geoditischen Krimmung einer auf der Somenkongruenz gelegenen Somen-4/; ver-
standen werden soll. Drese Kriimmung bleibt bei einer Verbiegung$) der Somen-
kongruenz ungeandert., Sie laf3t sich zerlegen in die skalare und die wvektorzelle
geodatische Kriimmung. Fiir die Normalschnitte verschwindet an der Stelle S die
skalare geoditische Kriimmung, die vektorielle dagegen im allgemeinen nicht. Fiir
diese wird eine Formel aufgestellt. In den Formeln fiir die duale Kriimmung und
die vektorielle geoditische Kriimmung der Normalschnitte treten 11 Invarianten
der Stelle .S auf, von denen 5 Biegungsinvarianten sind. Sind dzese 11 Invarianten
der Stelle S bekannt, so lassen sich die Schmicgsomenkreise der Normalschnitte an
der Stelle S konstruzeren. Es treten verschiedene Ausnahmefille auf, die eine be-
sondere Untersuchung erfordern.

Eine ausfiihrliche Darstellung erfolgt an anderer Stelle.

1) O. Miihlendyck: Zur Differentialgeometrie der reguliren eindimensionalen Somenmannigfaltigkeiten,
Sitzungsber. Berl. Math. Ges. 1925; Beitrag zur Differentialgeometrie der reguliren Somenkongruenzen,
Math, Ann, 1927; Geometrische Bedeutung des dualen Kriimmungsmafles und der dualen mittleren
Kriimmung einer Somenkongruenz, Jahresber. Deutsch. Math.-Verein 1930. Im folgenden der Reihe nach
mit I, II, IIT bezeichnet.

2) Regulire Somenkongruenz s. II, S. 421.

3) Abkiirzung fiir eindimensionale Somenmannigfaltigkeit.

4) Normalschnitt s. III, S. 57.

5) Duale Kriimmung, Schmiegsomenkreis s. I, S. 5o0.

6) Verbiegung s. II, S. 428. '
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ON A SERIES OF CREMONA INVOLUTIONS
DEFINED BY A PENCIL OF RULED SURFACES

By V. SNYDER, Ithaca, U. S. A,

Consider a pencil of surfaces |/ | through a rational curve r to multiplicity »-2.
Let the points M of # and the surfaces of the pencil | F | be in (I, k) correspondence.
A point P fixes a surface F], of the pencil and this in turn a point M on 7. The line
P} meets F,: in one residual point P’. The relation between P, P’ is an involutorial
birational transformation of space. The case in which # is a straight line has been
solved by Carroll 1).

That in which # is a proper curve and the residual base simple and irreducible has
been considered by Black 2).

The latter includes that of the (ruled) quartics through a double space cubic
curve 7. The present paper discusses all possible cases in which every surface of
the pencil is ruled. With the exception of the quartics through a double cubic curve
(which may be composite) and the cubics with a common double directrix, the
general case includes only the |/# | with an n-2 fold directrix line and a double
curve 7 of order m, meeting the line in m-1 points. It is therefore included among
those already obtained by Carroll. In both of the earlier papers mentioned, the
residual curve is simple and non composite, except the quintic and its quadrisecant.
Apart from the multiple directrix line and the double curve, the residual base of
the pencil consists entirely of generators, each of which accounts for two parasitic
lines. The interest lies in the role played by the fundamental lines of the second kind,
and the contact conditions along the directrix curve. The new transformations
include a number of well known types, but furnish infinitely many new ones in which
m, n, k can each take any positive integral value.

1) American Journal of Mathematics, vol. 54 (1932).
2) Transactions American Mathematical Society, vol. 34 (1932).
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SUR LA DEFORMATION DES SURFACES
Par H. KREBS, Berne

La déformation des surfaces peut étre étudiée en cherchant a déterminer leurs
deux formes fondamentales. Cette étude a été faite dans un mémoire qui paraitra
prochainement. La méthode permet de déterminer en particulier toutes les surfaces
qui ont un élément linéaire de Liouville lorsque l'on suppose la surface rapportée
a ses lignes de courbure (Comptes rendus de I’Académie des Sciences de Paris,
1929, et Bulletin des Sciences mathématiques, 1932). Les surfaces qui présentent
deux systémes de cercles géodésiques et qui sont rapportées a leurs lignes de
courbure peuvent étre aussi complétement déterminées par cette méthode. La
résolution de ces problémes nécessite la connaissance des déquations de Laplace
qui ont leurs invariants égaux a 'ordre prés et auxquelles correspondent des suites
présentant un nombre pair d’équations. Ces équations de Laplace ont été données
par lauteur dans sa theése (Paris 1925). Des applications de ces équations ont
également été données dans la théorie des congruences.

SUR LA GEOMETRIE CONFORME DES
CONGRUENCES

Par PAUL DELENS, Le Havre

1. — Jai fait, avec un repére pentasphérique M A, 4,4, P de M. E. Cartan,
I'étude des congruences de courbes ; j'en détache ici quelques résultats.

La congruence (M, A,) étudiée est définie par le systéme de Pfaff w, =w, =0,
a trois variables indépendantes ; I’ensemble (M, 4, A,) des trajectoircs orthogonales,
d'équation w,==o, lui est associé.

Le repére choisi est d’abord défini par A, sphére harmonique de (M, A, As), por-
tant en M les cercles osculateurs @,, @, des asymptotiques conformes (M, A,), (M, A.,)
et par @, == [4, A,], cercle osculateur en M de (M, 4,). D’oi1 les conditions

Wor = A Wy, W = PO, (w; ~dM. A;, wy;=dA;| A;).
Pour le cas général X 4 p 7 0, le repére, complétement fixé par A - p =2, dépend

seulement des éléments différentiels du 2me ordre, et ’étude est aussi simple qu’en
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géométrie euclidienne. Le cas A 4 p=o0 (écarté dans la suite) est celui des con-
gruences isotropes, 3 asymptotiques conformes indéterminées : la particularisation
du repére dépend d’éléments différentiels d’ordre supérieur.

2. -—— La correspondance avec les invariants euclidiens s’obtient aussitot a partir

d’un repére initial euclidien ; en particulier 26 — arc cos ol p, est ’angle des lignes

de courbure, et la normalisation de M se fait comme pour une surface.

Les lignes de courbure, lignes doubles suivant lesquelles une sphére de courbure
normale est tangente a la sphére infiniment voisine, recoivent une nouvelle définition
conforme [MdC,d®,] =0, w,=0, qui les détermine directement (ainsi que les
asymptotiques) a partir de la congruence (M, 4,).

3. — Pour une congruence normale p — A, la distribution des cercles osculateurs
@, résulte de vy, = [y’ w,] =0 (y = d M| P). Une congruence orthoptique est
donnée par 2p,+p—A =0 (w;,=—23p, w;). Dans un systéme ternaire

p, = p, =0, les cercles osculateurs C,, @, C; se recoupent en P. Pour un systéme
triple orthogonal p = A, p,=o, les cercles @, forment, pour w,=o0, des systemes
cycliques : la forme [@ @, & @,] définit alors une sphére B, orthogonale a @, et 4G,
fonction de M seul, dont j'ai déja rappelé 'importance.

BIBLIOGRAPHIE.

E. Cartan, Les espaces & conmexion conforme (Ann. de la Soc. polonaise de Math.,
1923, p. 171—221).

‘P. Dclens, Méthodes et probléemes des géométries diff érentielles ... (Paris, 1927);
Géomélrie des congruences de courbes (& paraitre Rendic. dei Circ. matem. di
Palermo); Congruences de cercles et systémes cycliques (Atti del Congresso.. .,
Bologna 1928, IV, p. 399—407).

La présente Note sera développée dans un autre Recueil. (Dans le Mémoire en
question, j’ai remplacé par son complément I'angle désigné ici par 6.)
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SUR CERTAINS COMPLEXES DONT LES
SURFACES PRINCIPALES ONT DES PROPRIETES
PROJECTIVES REMARQUABLES

Par PAUL MENTRE, Nancy

19 Considérons dans I'Espace projectif réglé les complexes G tels que deux quel-
conques des trois familles de surfaces principales s'assemblent en congruences dépen-
dant d’'un paramétre. Ces complexes ont la généralité de trois fonctions arbitraires
d’un argument. Parmi eux se trouvent tous les complexes G, applicables projective-
ment (au sens de M. Fubini) sur le complexe linéaire ; les propriétés que nous allons
donner restent donc invariantes dans la déformation d’'un complexe G,.

Par transposition dans ’Espace conforme 3 quatre dimensions on trouve les hyper-
surfaces rencontrées par M. Cartan pour lesquelles deux des trois familles de lignes
de courbure s’assemblent en surfaces dépendant d’un paramétre.

2% Les congruences dans lesquelles s’assemblent les surfaces principales d’un com-
plexe G admettent un complexe linéaire osculateur ; ce sont donc en général des con-
gruences W ; d’ailleurs les surfaces réglées tracées dans ces congruences W de facon
a établir la correspondance entre les lignes asymptotiques des deux surfaces sont
précisément des surfaces principales du complexe G.

I1 peut arriver que les congruences dégénérent en congruences pseudo-/# admettant

pour nappes focales une courbe C et une surface développable d’aréte de rebrousse-
ment D, les deux courbes C et D étant deux lignes asymptotiques d’une méme surface
réglée. '
3% Considérons sur la génératrice g d’'un complexe G les quatre foyers inflexionnels
de Koenigs. Il existe sur la génératrice g six autres points remarquables qui sont les
points doubles des trois involutions définies par les quatre foyers répartis en deux
couples ; ces six points décrivent les lignes asymptotiques d’une surface principale
de G lorsque la génératrice g décrit cette surface principale.

Grace a la propriété du rapport anharmonique des quatre points d’intersection d’une
génératrice de surface réglée avec quatre lignes asymptotiques on pourra obtenir
toutes les lignes asymptotiques des surfaces principales du complexe G.
4° D’autres nombreuses propriétés des complexes G ne sauraient trouver place dans
un résumé. Je les donnerai prochainement dans un Mémoire.

Contentons-nous d’ajouter que si I'on considére le complexe linéaire I' osculateur
i l'une des trois congruences W d’assemblage de surfaces principales, ce complexe
linéaire I', qui accompagne dans son déplacement a trois paramétres la génératrice g,
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admet pour enveloppe deux complexes formés de tangentes asymptotiques de surfaces
principales.

5% J'ai déja montré dans une récente Note aux Comptes Rendus que dans le cas
d'un complexe tétraédral harmonique les congruences d’assemblage s’obtenaient en
coupant le complexe par trois faisceaux de complexes linéaires.

LE RESEAU (2. 9)
Par M. LONG, Téhéran

Le réseau (X,p) définit d’'une facon simple et élégante unc surface rapportée
ses lignes de courbure, les fonctions figurant dans ce réseau étant des éléments
métriques fondamentaux.

En désignant par 29 le carré du rayon vecteur, par A la distance de l'origine O
des coordonnées au plan tangent a la surface (B) au point M, par 6 et w les dis-
tances de O aux plans principaux %, v en M (u et v étant les parameétres des lignes
de courbure), on a la relation :

1) 20 = A2 4-02 -+ o*

avec la propriété suivante:
Les coefficients 4 et B de ’équation :

(2) Yuo — A Yu _I_ B Y

définie par la condition d’admettre comme solutions ¢ et A, sont respectivement :

a1 ev/ _ Wy
A= 0 B= -

Inversement dés qu'on connaitra deux fonctions g, A (chacune dépendant de 2 va-
riables indépendantes u, v) assujetties & la scule condition d’étre liées par la rela-
tion : 29— A = A2 + B2, aux quantités 4, B, de I'équation de Laplace (2) qu’elles
déterminent, on connaitra immédiatement une surface (B) rapportée a ses lignes
de courbure u, v, ainsi que tous ses éléments.

Le point de coordonnées g, A, décrit un réseau plan quc j’appelle réseau (A, o).
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UN PROBLEME DE M. BRICARD

Par A. ERRERA, Bruxelles

M. R. Bricard a posé un probléme que nous énoncerons comme suit : Un avion
survole, & une altitude constante, la Terre supposée sphérique. Quel est le plis petit
trajet qui lui permette d’en photographicr toute la surface ?

A I'Association frangaise pour I’Avancement des Sciences (Congrés de Bruxelles,
juillet 1932) nous avons fait connaitre les propositions suivantes :

Si, sur une sphére de rayon 1, 'on fait parcourir une ligne de Jordan J, simple,
rectifiable et de longueur L, au pdle P d’'une calotte (a), c’est-i-dire d'une calotte dont

ST ;. . . -
a (avee o = ;) est le ravon sphérique ou distance sphérique du poéle de la calotte

4 sa base, le domaince balayé D posséde unc aire A ct 'on a, si J est une ligne ouverte

(1) d—=2/ sina-}273(1--cosa)
et si J cst fermée

(2) d— 2/ sina.

Nous disons qu'unc courbe J a un empan 2a, si la distance sphérique de deux
quelconques de ses points est — 2g, dés que arc qui les relie a une longueur —a sina
(les deux aics, si J est ferméce).

Or, si J posséde une courbure . telle qu'on ait jo; — sina ct si elle a un empan
0 .
2 a, alors les inégalités (1) ct (2) deviennent des égalités 1).

J N . g
Ltant donné sur la sphére un domaine et une longuciur o~ ", nous nous deman-
s -2

2z

dions §1l existe unc ligne la plus courte, telle que tout point du dowmaine soit ¢ une
distance sphérique —=a dc la ligne ? Or, il résultait des propositions qui précédent,
que, s'il existe une pareille ligne 7, telle qu'en la faisant parcourir par le pole d'unc
calotte («) le domaine balayé coincide avec celui qui est donné, cette ligne répond
a4 la question.

Appliquons cc résultat au probléme de M. Bricard qui est équivalent a celui-1a,
si 'on prend pour domaince la surface totale de la spheére. Or, nous pouvons cons-

1) Nous avions déja trouvé des résultats analogues dans le plan et sous des hypotheéses plus générales
(Mém. de I'Ac. R., Bruxelles 1932).
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truire cette ligne J, dans le cas ol —— est un nombre entier : la ligne sera une

spirale sphérique & deux pdles, lieu du pole d'une calotte (a), que 'on fait d’abord
pivoter autour du poéle Nord de la sphére situé sur sa base, puis rouler le long de la
frontiére du domaine partiel déja couvert, enfin pivoter autour du pdle Sud.

Les démonstrations, assez longues, seront publiées ailleurs.

SUR LES POINTS UNIS NON PARFAITS DES
INVOLUTIONS CYCLIQUES APPARTENANT A
UNE SURFACE ALGEBRIQUE

Par L. GODEAUX, Liége

Soient IF une surface algébrique contenant une involution cyclique I, d’ordre pre-
mier p, ne possédant qu'un nombre fini de points unis, | C| un systéme linéaire de
courbes composé au moyen de I,et n'ayant pas pour points-base des points unis de I,
@ une surface image de I, dont les sections hyperplanes correspondent aux courbes C.

Considérons un point uni A, non parfait, c’est-a-dire tel que, dans le domaine du
premier ordre de A, il n'y ait que deux points, A,. 4,, unis pour I, . Cela implique
2>2 (Severi). Les courbes C passant par A4, que nous désignerons par C,, ont en
ce point une multiplicifé a >>o0 et leurs tangentes sont confondues avec les directions
AA,, AA,. Désignons par C, les courbes C, assujetties 4 avoir en 4 une tangente
distincte de AA,, AA,, et ainsi de suite. On forme ainsi une suite de systémes
linéaires | C, |, | Cyl|, ..., | Cy| ayant en 4 des multiplicités d'ordres croissants et,
sauf le dernier, des tangentes fixes 4A4,, AA, en ce point. Les courbes Cy ont en A
un point p-uple & tangentes variables.

Les singularités des courbes C,, C,, ..., Cy_jau point A et la singularité pour la
surface @ du point A’ homologue de A dépendent des points unis de I, dans les
domaines successifs de A4 sur F. Ces singularités présentent une grande variété
comme on le voit dans le cas simple ol I, est engendree par une homographie plane.
Dans le cas d’une surface algébrique quelconque, nous avons étudié deux cas.

a) Les courbes C, ont un point (n 4 1)-uple en A, un point n-uple en A, et une
suite de # points simples fixes, infiniment voisins successifs, dont le premier est

A, (p=2n+ 1).
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Le point A’ est multiple d’ordre # 4 1 pour @, le cone tangent en ce point étant
formé d’un cone d’ordre # et d'un plan. On ap=mn -+ 1.

b) Les courbes C, ont en A un point double et sur chacune des branches d’ori-
gine A, une suite de p-2 points simples fixes, infiniment voisins successifs. La sur-
face @ posséde en A’ un point double biplanaire auquel sont infiniment voisins suc-
cessifs »— 2 points biplanaires dont le dernier est ordinaire. Ona p=2» —1I.

Pour p = 3, les deux cas coincident.

Dans le premier cas, les courbes canoniques de @ doivent passer par A’. Il se
peut que les conditions imposées a ces courbes entrainent leur non-existence. Il
existe par exemple une involution rationnelle d'ordre sept, ayant trois points unis
du type a) appartenant a une surface de genre trois.

Bibliographie. Bull. de la Soc. Math. de France, 1919. Bull. de I’Acad. roy. de Belgique, 1921,
1930, 1931. Mém. de la Soc. roy. de Liége, 1929, 1930, 1931,

SUR UNE TRANSFORMATION DES
CONGRUENCES RECTILIGNES

Par PAUL VINCENSINI, Bastia

(C) étant une congruence rectiligne quelconque, D le rayon générateur, O un point
fixe et @ un angle donné. faisons tourner D de « autour de sa paralléle issue de O.
D vient en 4, et 'ensemble des droites 4 constitue une congruence (I') que nous
dirons transformée de (C) par T (O, a).

Soit [ la projection de O sur D, F et F’ les foyers de D, P le produit IFIF,S : 2
la distance de O au plan moyen de D, 5 le paramétre moyen et 2d la distance des
points limites sur D.

Au cours de T (0, a), les quantités qui précédent restent liées par des relations
intéressantes, que je ne ferai que signaler, me proposant d’en développer les con-
séquences dans un mémoire spécial.

a) P reste constant (Bulletin de la Société Math. de France 1931),

b) S’ étant la valeur de .S dans ([7), on a:

S’ —= S cos a + z sin a.

¢) La quantité S$2 4 #* est un invariant.
Les invariants @) et ¢) dépendent de O. Leur combinaison fournit un troisiemec
invariant intrinsequement li¢ & (C):
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d)-Au cours de T (O, a) la distance limite 2d reste invariable. D’apres b), T'( O, 90?)
permute S et z; d'oit la transformation cn problémes d'enveloppes de problémes
rclatifs au parameétre moyen.

En particulier: On sait déterminer toutes les congruences ‘admettant un parametre
moyen donné d’avance sur chaque rayon de direction donnée.

Si =0 [(C) est normale], b) donne S’= S cosa: Au cours de I" (O, a) U'cn-
veloppée moyenne de (C) reste homothétique d’elle méme.

On déduit immédiatement par excmple, des remarques qui préceédent, la trans-
formation suivante du probléme de la recherche des surfaces pscudo-sphériques :

Les transformées T (O,”7) des congruences pseudo-sphériques normales, sont les
congruences i enveloppée moyenne point et a segment limite constant.

Parmi d’autres questions que l'on peut rattacher aux propositions qui précédent,
signalons :

Une nouvelle détermination des familles de surfaces minima associées.

La détermination de toules les congruences isotropes admettant une enveloppéc
donnée, quand on en connait une.

Une construction trés simple de touies les congruences 4 paramétre moyen constant
A partir de I'une d’elles ; etc.......

ELEMENT TRANSFORMATIONS OF SPACE FOR
WHICH NORMAL CONGRUENCES OF CURVES
ARE INVARIANT

By EDWARD KASNER, New York

In this paper all transformations of lineal elements (%, y, 2, ¥/, &) of spacce arc
determined such that every normal congruence of curves shall be converted into a
normal congruence. The infinite group obtained is isomorphic with the group of
contact transformations in space. The only transformations in the new group which
convert curves into curves are the conformal transformations, which form a 1o-para-
meter subgroup. The results are of interest in connection with the optics of gencral
isotropic media. It is shown that the only transformations which convert an invo-
lution pair of partial equations into an involution pair are contact transformations.
An equivalent problem is the transformation of the class of all integrable Mongec
cquations into itself.
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SULLA CONNESSIONE DELLE SUPERFICIE
ALGEBRICHE REALI

Di A. COMESSATTI, Padova

In una recentc Memoria (Ann. di Mat. T. 59, 1928) ho assegnato per Pordine o
connessione totale Z =237, 2m + 2 d'una superficie algebrica reale I* (con m falde.
delle quali Z, sono i numeri di Betti) l'espressione.

(1) Z=R,—h

nella quale R,=1-4 49 + 2 ha il noto significato, ed % designa il numecro (mas-
simo) di cicli bidimensionali indipendenti, della riemanniana V' di F, che son trasfor-
mati in cicli omologhi dalla simmetria S immagine del coniugio di F. Ho poi preci-
sato in 9-—g (p numero basc reale) I'apporto recato al numero /i dai cicli algebrici.
traendo dalla (1) la diseguaglianza

(2) ZZRy—2 (p— ),

che conticne come caso particolarc la relazione [ 4 Z =2 (p — 1) da mc stabilita
nel 1915 per le superficie razionali reali.

L’inesistenza d'integrali doppi di 1® specie d'una F, coi periodi tutti rcali od
immaginari puri, rccentemente avvertita dal Severi necll'ambito d'un importante tco-
rema dello Hodge, consente di rinforzarc notevolmente la (2), sostituendovi la doppia
disuguaglianza

(3) 26 1p) Ry <A<Ry—2(0— g)—2p.,

che, con alcune applicazioni, fermerd l'oggetto della mia comunicazione.
Qui mi limitero ad aggiungere che alla (3) si perviene passando attraverso alla

(4) A [\’2 ) (() . (_,) oy

nella quale # denota il numero (massimo) dei periodi realr indipendenti degl'integrali
doppi reals di 12 specie.  Di integrali cosiffatti se ne possono cempre costruire p
indipendenti; ed cssi ammetiono una tabella (in generale non primitiva) di
0o == R, — p periodi, dei quali » reali ed j= g, — r immaginari puri.

La (4) ¢ di per s¢ abbastanza notevole, ¢ si presta a qualche applicazione clegante.
Sc ne possono ad cs. dedurrc i valori della coppia (7, j) per tutti i tipi di superficic
di Kummer reali, e quelli della coppia (g, ) per le superficie iperellittiche (di rango 1)
reali, gia ottenuti dal Lefschetz per altra via.
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ON THE PROJECTIVE DIFFERENTIAL GEOMETRY
OF DEVELOPABLE SURFACES

By E. B. STOUFFER, Lawrence, U. S. A,

In this paper the projective differential properties of a developable surface D in the
neighborhood of a general point Q on D are studied by means of the differential
equation associated with its edge of regression C. This equation is of the form

(1) .7(4)"}‘ 4 ) J’(n) +-62:. 9" 4409 +p.y=0,

where # is the independent variable and where the permissable transformations are
y=p (x) jand x = ¢ (r).

If y; ¢=1, 2, 3, 4) are the coordinates of a general point y on C, the trans-
formation y=u (#) 7 may always be so chosen that 7, are the coordinates of Q.
In the remainder of this paper we shall assume that (1) is the equation resulting
from this transformation and that w'=o for further transformations.

Without disturbing the condition just imposed we may transform (1) into a new
equation of the forin

(2) YW L6AY" 4PV + P V=0

by so choosing ¢ (#) that P, :%(pl + 3/, ¢"|@’) = o. The form (2) is maintained

for further transformations if and only if ¢”’ =o.

The variable Y of (2) and its derivates and the coefficients P, and their derivatives
are canonical forms of covariants which may be expressed in terms of the variable
and coefficients of (1) by simple substitutions involving the fact that ¢”[p’ =
— 351y

Equation (2) furnishes a direct and easy method of obtaining a canonical develop-
ment for the equation of D in the neighbourhood of Q. The coordinates of any point
in space may be expressed by x, Y, 4+ 2, V; + x, V] 4 =, v =1, 2, 3, 4).
Consequently, (#,, x,, %, #,) may also be used as its coordinates. The vertex
(o, 1, 0, 0) is the point Q and (1, o, o, 0) is the point R of tangency to C of the
generator passing through Q.

The parametric equations of the cubic C, osculating C at R may be easily found ?).
Planes passing through Q osculate C, at R and at a point 7. The line tangent to
C, at T intersects the plane tangent to D at Q in a point S.

1) Stouffer, Bull. Amer. Math, Soc., vol. 34, p. 290—302.
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If the four geometrically determined points R, Q, S, T are used as the vertices of
the tetrahedron of reference the canonical development for thc equation of D takes
the form

3) F=1RE+ s &+ 0y, &+ Y& 40, 8+ ... ..,

where 6, =2 P,— 3 P, and 0, = 45 P} — 6o Py -+ 25 P,— 81 PL

The equation (3) makes possible the determination of an osculating quartic scroll
which locates the unit point of the coordinate system. Many other properties of
the surface follow directly. The geometrical significance of the vanishing of each
of the simpler invariants is casily found.

Denton 1) has studicd this same problem by means of partial differential equations
but his calculations are more difficult and his geometrical results more complicated.

PROJEKTIVE DIFFERENTIALGEOMETRIE DER
FLACHEN MIT EINER SCHAR VON
KEGELSCHNITTEN

Von GERHARD THOMSEN, Rostock

Sind #, projektive Ebenenkoordinaten (hier wie im folgenden laufen die Indizes
@,B,7,A, ... von 1 bis 4 und iiber doppelt vorkommende Indizes wird summiert),
so ist durch a® z, u3 = O mit a® = 25* und Rang ||a® || =3 ein Kegelschnitt
(KG) in Ebenenkoordinaten gegeben. Bei projektiven Abbildungen stellen die
10 homogenen, an eine Nebenbedigung geniipften KG-Koordinaten o*# einen Ten-
sor dar (abgesehen von einem gemeinsamen Faktor). Wir betrachten eine Schar 2%? ()
von KG, die nicht alle in einer Ebene gelegen sind (eine ,AK(GS“). Fiihren wir
dann einen konstanten (d.h. von # unabhingigen) in jedem Indexpaar schiefsymme-
trischen Tensor vierter Stufe e,g,5 ein (der also nur eine wesentliche Komponente

. d L . .
hat), so gilt, wenn % — 7#—4“5 gesetzt wird, identisch in z:

o v ,0p
(1) Capys Cvp @ af¥ YV o%° =0

oA v 8p __
(2) Capys Eapvp @ Pt v PP —0

1) Denton Trans. Amer. Math. Soc., vol. 14, p. 175—208.
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Setzen wir

D= F“BYa (,MJ-VP tl(x'l (ZBP' t.YYV (.lap

C = CaBys Oapvp a®* gBe gYv ,Pe

D= Cafys Capvp Pl o el

so ist 8- O die Bedingung dafiir, dass die Schnittgerade konsekutiver KG jeweils
den Schar-K(G beriihrt. Setzt man ¥ — 38D —2(? so ist ¥ = O die Bedingung
dafiir, dass sich konsekutive A'GG schneiden. (Die Schar besteht dann aus KG, dic
durch die Linienelemente einer Raumkurve gelegt sind.) Gilt ausser ¥ = O noch,
dass in dem Tensorbiischel ¢*f —= % a*F - 1 2%} einer mit Rang [|c*8|| = 2 enthalten
ist, und gilt daneben B34 0, so schneiden sich konsekutive K sogar in zwei Punkten.
¥ =20 —= 0 kennzeichnet solche Scharen von K, die durch die Linienelemente eincr
Raumkurve gelegt sind und in den Schmiegebenen verlaufen. Existiert in diesem
Fall auch noch ein ¢*® mit Rang f|c°‘ﬁ[} = 2, so bekommt man KGS, die durch
je drei konsekutive Punkte einer Raumkurve gelegt sind. Im allgemeinen Fall
F# 0, B 0 gibt es keine absolute projektive Invariante, die der Figur zweier
unendlich benachbarter A'(G zugeordnet ist, aber es existiert ein invariant verbun-
denes Koordinatentetraeder mit Einheitspunkt und ein invarianter Parameter erster

Ordnung, der durch
J V?Z at

Die einzige Torse (ausser dem Kegel 2. ().) mit mindestens einer Schar von nicht-
zerfallenden KG ist die Tangentenfliche der Raumkurve 3. Ordnung, auf der cs
dann gleich 3 K(GS gibt. Die Flidchen, bei denen mindestens eine Schar der Kurven
von Darboux aus A besteht, zerfallen in zwei Familien. Die erste besteht aus
den Hiillflichen solcher spezieller Scharen von Flichen 2. Ordnung (/#,), bei denen
sich konsekutive £, lings eines KG beriihren. Um zu einer Fliche der zweitcn
Familie zu gelangen, muss man von einer Raumkurve ausgehen, deren Tangenten
alle einem festen linearen Strahlenkomplex angehdren und durch die Linienelemente
ciner solchen Kurve in den Schmiegebnen verlaufende KG hindurchlegen. Aber
dies muss nach einem ganz speziellen Gesetz geschehen, damit die KG eine Fliche
der zweiten Familie erfiillen.

gegeben ist.
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SUR LES COURBES QUADRATIQUES

Par GEORGES TZITZEICA, Bucarest

Jai indiqué derniérement une méthode pour faire la classification des courbes
quadratiques. Cette méthode, que j’ai obtenue par une généralisation d’un théoréme
de M. Cartan, a le caractére purement analytique. Je me propose actuellement de lui
donner une interprétation géométrique.

Je suppose qu’il s’agit d’une courbe quadratique ordinaire, tracée dans un espace
S, & n dimensions sur une variété quadratique Q & #-1 dimensions. On a donc

(rx)=o, (@' x")s£ o0,
ou
) 2 y adx
R = bt b, A=
On peut choisir le paramétre ¢ et l¢ facteur par lequel on peut multiplier les x;: de
maniére que l'on ait

(r2x)=o, (=" 2"y =1, (x" ") =o.
On peut faire alors la classification suivante :

I (I”’ Z" ) #0;
1I. (J«'”/ I’”) = o0, (:L.IV J'-l\r) # 0;
I1I. (xm ;L‘”’) — (xIV J.IV) = 0, (;L‘V ,1:V) 0,

et ainsi de suite. Chaque classe est déterminée par un invariant relatif différent
de zéro.

Voici maintenant l'interprétation géométrique. Je considére tout d’abord l’espace
linéaire Z,_; a n-3 dimensions, conjugué par rapport a la variété Q du plan O,
osculateur a la courbe quadratique au point &, de méme que I'espace linéaire O, oscu-
lateur a trois dimensions a la courbe au méme point. Les espaces linéaires L, _3 et
O, se coupent en un seul point. Si ce dernier point n’appartient pas a la variété Q,
la courbe quadratique est de la premiére classe.

Dans le cas contraire, je considére I'espace L, 4 conjugué a I'espace (Jy osculateur
a la courbe, de méme que l'espace osculateur O, a quatre dimensions. Les espaces
linéaires Z,_4 ct O, ont un seul point commun. Si ce point n’appartient pas a Q,
la courbe est de la deuxiéme classe.

On peut continuer de la méme maniére pour définir successivement les autres
classes.
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UBER DREIECKSNETZE AUS KREISEN UND
PARABELN GLEICHER ACHSENRICHTUNG

Von KARL STRUBECKER, Wien

Herr S. Finsterwalder hat 1899 zuerst die Frage nach den geradlinigen Dreiecks-
netzen der Ebene aufgeworfen ), die 1924 von den Herren Graf und Sauer dahin
beantwortet wurde ?), dal} das allgemeinste geradlinige Dreiecksnetz aus den Tan-
genten einer eventuell zerfallenden Kurve driiter Klasse hergesiellt werden kann.

Man hat sich seither bemiiht, auch das allgemeinste Dretecksnetz aus Kreisen an-
zugeben. aber bisher ohne vollen Erfolg. Immerhin aber gelang es 1929 Herrn
Volk durch sehr elegante analytische Ueberlegungen eine spezielle Klasse von
Dreiecksnetzen aus Kreisen aufzufinden, nimlich jene, die in linearen Kreisbiindeln
licgen 8). — Im Vortrage wird nun gezeigt 4), daf sich das schone Volksche Resultat
durch geometrische Ueberlegungen einfachster Art unmittelbar aus dem genannten
Satze der Herren Graf und Sauer herleiten 1a8t. Es gelingt dabei auch, das Volksche
Ergebnis noch ein wenig zu erweitern und zu zeigen, daB die Mittelpunkie jener
Kreise eines Kreisbindels, welche am Bau eines Dreiecksnetzes beteiligt sind, auf
etnter eventuell zerfallenden Kurve dritter Ordnung liegen und auf thr ein Punkigitier
bilden, das vollig dual isi z2u einem geradlinigen Dreiecksnetz.

Aehnlich wie im Fail der Kreise ist auch das allgemeinste Dreiecksnetz aus
Parabeln gleicher Achsenrichtung derzeit noch unbekannt. Wohl aber gelingt es auch
hier, eine einigermaBen wmfassende Klasse von Dreiecksnetzen anzugeben, nimlich
jene, deren aufbauende Parabeln gewissen zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten,
sogenannten Parabelbiindeln angehoren. Unter diesen kommt z. B. als ein regulirer
Tall vor der Inbegriff der Parabeln wmit derselben Hauptachse; ein Grenzfall aber ist
etwa die Gesamtheit der koungruenten Farabeln gleicher Stellung. Es mag an dieser
Stelle 5) geniigen, wenigstens fiir diese beiden Parabelbiindel das Ergebnis zu formu-
lieren. Es gilt:

1) S. Finsterwalder, Mechanische Beziehungen bei der Flichendeformation, Jahresber. Dtsch. Math, V..
6 (1899), S. 45—90.

%) H. Graf und R. Sauer, Uber dreifache Geradensysteme in der Ebene, welche Dreiecksnetze bilden, Sitz
Ber. bayr. Akad. d. Wiss. Miinchen 1924, S. 119—156.

3) O. Volk, Uber spezielle Kreisnetze, Sitz.-Ber. bayr. Akad. d. Wiss. Miinchen 1929, S, 132—134.
4) Erscheint demnéchst in den Monatsheften f. Math. u. Phys., 39, (1932).
5) Erscheint ausfiihrlich an anderer Stelle,
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Gegeben sei das Biindel der Parabein mit derselben Hauptachse oder das Biindel
der kongruenten und gleichgestellten Parabeln, weiter ein Paar getrennter oder be-
nachbarter Parallelen zu deren Achsen und ein ganz beliebiges geradliniges Dreiecks-
nctz; ersetzt man dann jede Gerade dieses Dreiecksnetzes durch jeme obigen Biindeln
cntnommene Parabel, welche durch die Schnittpunkie der Geraden mit dem gewdhiten
Parallelenpaare hindurchgeht, dann erhilt man das allgemeinste Dreiecksnetz, das
sich aus Parabeln dieser Biindel herstellen lipt.

SUR CERTAINES LIGNES ET SURFACES
Par M. LONG, Téhéran

Soient #, v les paramétres des lignes de courbure d’une surface (B). Les for-
mules : 4= a4+ f}, v=0a— f;, montrent qu’il existe une infinité de systémes de
lignes a, 8, dépendant de deux fonctions arbitraires. J’appelle chacun de ces systemes
systéme u + v, 4 — v.

J’obtiens les résultats suivants :

10 Les surfaces réelles dont la courbure totale principale est égale & la courbure
normale totale dans un de leurs systémes » 4 v, » — v, sont les surfaces telles que,
dans un de leurs systémes » + v, v — v, le double du rayon de torsion géodésique a
soit égal au produit du rayon de courbure normale ¢ par la tangente de I'angle de
la courbe a avec la courbe § en un point M de la surface.

20 Les surfaces dont la somme des courbures principales est égale a la courbure
normale ¢ (ou ) dans un de leurs systémes # - v, u — v, sont les surfaces telles
que, dans un systéme u 4+ v, # — v, le double du rayon de courbure normale ¢ soit
égal au produit du rayon de torsion géodésique § par la tangente de l'angle formé
par la courbe @ avec la courbe g sur la surface.

D’autre part :

1° Les systémes de lignes a, g, tels que la courbure moyenne normale a, f§, soit
égale 4 la courbure moyenne principale, sont: 1° les systémes orthogonaux ; 2° les
systémes a torsions géodésiques a, B, égales.

20 Les systémes de lignes @, g, telles que la somme des rayons de courbure prin-
cipaux soit égale 4 la somme des rayons de courbure normale g, §, sont ceux pour
lesquels le rapport des torsions géodésiques a, B, est égale, en module, au rapport
des courbures normales correspondantes.
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LES SURFACES (S) ET LES SURFACES ()
Par M. LONG, Téhéran

Jappelle Surface (§) une surface telle que, pour un choix convenable de u et v
ne modifiant pas les lignes coordonnées, on ait: H =f (L)
en posant : H2 =3 #2, [2 =3 22, les x; étant les coordonnées d'un point M d’une
surface (B), u ct v étant les paramétres des lignes de courbure.

Les Surfaces (S) dépendent de 5 fonctions arbitraires.

TJ’appelle Surface (3) une surface telle, » et v étant choisis, on ait: A=/ (I)
en posant 2 = S al, 2 =23 a2, les a; étant les cosinus directeurs de la normale.

Les surfaces (3) dépendent de 5 fonctions arbitraires. On les obtient toutes en
prenant les surfaces paralléles aux Surfaces 7.

Un groupe important de surfaces a la fois (S) et (2) est le groupe forme par
les surfaces .

Les Surfaces 17 peuvent étre définies par l'équation : Al — [H = UV, U étant une
fonction de u, I une fonction de ». Par un choix de # et v, on peut le ramener a la
forme : hL —IH =1.

Les surfaces isothermiques forment un groupe a 4 founctions arbitraires de Sur-
faces (S). J'ai obtenu le résultat suivant pour ces surfaces :

Pour un choix convenable de # et v I'équation

O, = [io—,.‘-élo-
ny H % | _ll

a laquelle satisfont les 3 coordonnées a; d'un point M de la surface, ainsi que la
quantité x ? 4 x,2 4 x,2, admet comme solution la quantité : D — D", en posant :
D=2%r,0,, D"=22x,0,.

LOCALLY HOMOGENEOUS SPACES IN
DIFFERENTIAL GEOMETRY

By J. H. C. WHITEHEAD, Princeton

This paper deals with locally homogeneous spaces with a Lie pseudo-group, any
one of which is locally equivalent to a homogeneous space with a Lie group. A
completeness condition is given, and it is shown that if two of these spaces are
complete and locally equivalent, their general covering manifolds are equivalent.
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The completeness condition is suggested by Hilbert's axiom for continuity. It
requires that no complete space in the class shall be the general covering manifold
of a proper sul-set of another complete space. The weaker axiom actually used by
Hilbert, is inadequate. The paper is closely related to the Clifford-Klein problem
and to more recent work by E. Cartan, H. Hopf, W. Rinow, O. Schreier, to whom
references are made.

THE SUB-SPACES ASSOCIATED WITH CERTAIN
SYSTEMS OF CURVES IN A RIEMANNIAN SPACE

By C. H. ROWE, Dublin

In a space of N dimensions (N > 2) consider a system S of oo2¥-% curves, a
unique curve of § passing through a given point in a given direction. The curves
of S that issue from a point P in the directions of a linear vector-space of M
dimensions generate a sub-space of M dimensions, which we shall call a sub-space
assoctated with the point P. 1 have shown that in general such a sub-space has a
singularity at P, a parametric representation with continuous second partial
derivatives at P being impossible; and that the only case in which such singularitics
never arise is that in which S consists of the paths of a linear connexion?).

In the present paper I impose an arbitrary Riemannian metric on the space, and I
seek to characterize systems of paths having certain special relations to the metric
by means of curvature properties of the corresponding sub-spaces associated with
an arbitrary point. I consider (1) the systems, which I call quadratic systems?),
defined by the property that the components of the first curvature vector of a curve
of the system are equal to quadratic polynomials in the components of the unit vector
tangent, (2) wvelocity systems, or systems such that there exists a vector-field whose
component normal to any curve of the system coincides with the first curvature

1) A characteristic property of systems of paths, Proc. Royal Irish Acad., vol 40 A (1932),
pp. 99 — 106.

2) In a paper, which has not yet been printed, I find that quadratic systems present themselves as the
solution of the problem of determining tlle most general system of o2V —2 curves that has the property
that, as a triangle formed with three curves of the system shrinks to a point, the excess of the sum of
ils angles over m is an infinitesimal of the same order as the area.
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vector of the curve, (3) wnatural systems, or systems formed by the extremals of

integrals of the form f f ds where f is a function of position, and s is the arc.

The following is one of the results of the kind in question that I have obtained:
Quadratic systems, and no others, have the property that there exists a vector-field
whose component at any point P normal to any I y_; associated with P coincides
with the mean curvature vector of the V y_,; but if we read V4 for V p_; in this,
where M is any given integer less than N — 1, the property is possessed only by
velocity systems.

I give some results of a different kind, among which is the theorem that quadratic
2 curves by the property that
the sum of the first curvature vectors of N mutually perpendicular curves through
a point depends only on the position of the point.

systems are characterized among all systems of oo 2N—

EINIGE BEMERKUNGEN UBER WINKELMETRIK
IN FINSLERSCHEN RAUMEN.

Von ST. GOLAB, Krakéw

Die Riume, in welchen der Abstand &s von zwei unendlich nahen Punkten mit
Hilfe der Funktion von 2z Variabeln:

ds = F(xy,..., x,; dx, ..., dx,)

n?

definiert ist, haben nach ihrem ersten systematischen Untersucher den Namen
» Fenslersche Rdume“ erhalten, obwohl gewisse Probleme dieses Gebietes vom
Standpunkte der Variationsrechnung aus schon frither behandelt waren.

Es gibt vier verschiedene Definitionen der Winkel in Finslerschen Rdumen, von
denen eine, die unabhingig und fast gleichzeitig von Berwald, Synge und Taylor
angegeben wurde, eine Sonderstellung besitzt, und daher hier beiseite gelassen
werden moge. Von den drei ilibrigen stammt eine von FAzznsler selbst, zwei andere,
chronologisch sogar frithere, von B/zf und Landsberg. Die erwihnten Definitionen
fallen im allgemeinen miteinander nicht zusammen. Wihrend die Definitionen von
Blif3 und Landsberg das Postulat der Additivitit erfiillen, geniigt die Metrik von
Finsler diesem Postulat im allgemeinen #zzc/kz. Die Metrik von Finsler steht aber
in gewisser Beziehung zu der Landsbergschen Metrik. Betrachtet man nimlich das
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Winkelmaf3 als Intervallfunktional (fonction de ligne) und wird auf dieses Funk-
tional die Burk:ill’sche Integraloperation angewandt, so gelangt man zu einem
neuen, schon additiven Funktional, das in unserem Falle, vom Finslerschen aus-
gehend, das Landsbergsche darstellt. Der prinzipielle Unterschied zwischen der
Metrik von Bliss und der von Landsberg liegt erstens darin, daf3 die zweite den
Winkel als eine Integralinvariante definiert, wobei unter dem Integralzeichen par-
tielle Ableitungen der Funktion / bis zu der zweiten Ordnung auftreten, wihrend
der Winkel von Bliss nur die Existenz der ersten Ableitungen unter dem Integral-
zeichen voraussetzt. Der zweite Punkt, in welchem beide Definitionen einen prin-
zipiellen Unterschied aufweisen, ist der, daf3 das Winkelmaf3 von Landsberg
eines unendlich kleinen Winkels nur von den lokalen Eigenschaften der sog. Indi-
catrix von Carathéodory in der Umgebung von Winkelseiten abhingt, wihrend
das Winkelmaf3 von BIlif3 vom integralen Verlaufe der Indicatrix abhingig ist. Es
erhebt sich die interessante Frage nach der allgemeinsten Gruppe der Geometrien
von Finsler, fiir.welche die beiden Definitionen von Bliss und Landsberg zu-
sammenfallen. Diese Frage scheint mir sehr schwierig zu sein. Die Antwort auf
diese Frage hingt von der Antwort iiber die Natur der Losungen einer gewissen
Funktionaldifferentialgleichung von der folgenden Gestalt ab:

[x + o(f, f’)]E.Q(f, s f”)’

wo f(x) die gesuchte periodische Funktion ist, w und £ dagegen gegebene be-
kannte Funktionen darstellen. Wir wissen jedenfalls, daf3 die obige Gleichung eine
dreiparametrige Schar von Kurven als einen Teil der Losungen besitzt. Die Frage
ob es alle Losungen sind, bleibt vorlaufig offen. Im bejahendem 