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EINLEITUNG 



Международный конгресс математиков в Москве, как и пред
шествующие конгрессы, получил организационную и финансовую 
помощь со стороны Международного математического союза, 
ИКСУ и ЮНЕСКО. Эта помощь распространялась как на финан
совую поддержку приглашенных докладчиков и некоторых молодых 
математиков—делегатов Конгресса, так и на подготовку к публи
кации трудов Конгресса. 

The International Congress of Mathematicians in Moscow, as 
the previous congresses, received an organizational and financial sup
port from the International Mathematical Union and from ICSU and 
UNESCO. This help consisted from the financial support to the invi
ted speakers, to some young mathematicians—delegates of the Congress 
and from the help to the preparation of the printing of the Pro
ceedings of the Congress. 



РЕЧЬ ПРЕЗИДЕНТА АКАДЕМИИ НАУК СССР 
АКАДЕМИКА М. В. К Е Л Д Ы Ш А 

НА ОТКРЫТИИ КОНГРЕССА 

Уважаемые коллеги\ 
Дамы и господах Товарищи\ 

Мне доставляет большое удовольствие от имени Академии наук 
Советского Союза приветствовать всех участников Конгресса и пере
дать пожелание успешной работы Конгрессу. 

Математика, являющаяся самой древней из всех наук, вместе 
с тем остается вечно молодой, бурно развивающейся наукой, все 
время расширяющей области своего познания, все шире развиваю
щей свои связи не только с естественными науками, но и с самыми 
разнообразными областями человеческой деятельности. Я думаю, 
что ценность математических теорий тем выше, чем теснее их корни 
связаны с явлениями мира, в котором мы живем, и вместе с тем, 
чем выше мы достигаем степени абстракции и общности точек 
зрения. Успех теории во многом зависит от того, находим ли мы 
адекватную изучаемому явлению степень общности и степень 
абстракции. Ценность теории определяется тем, насколько общие 
положения позволяют понимать конкретные явления и решать 
конкретные задачи. Общие математические теории позволяют нам 
глубоко понять взаимосвязи явлений. Внедрение математических 
.методов преобразует области знания и не только ставит их на 
высшую ступень логического мышления, но открывает новые воз
можности, новые постановки задач, позволяет по-новому смотреть 
на явления. Достаточно вспомнить, какие революционные, прин
ципиальные сдвиги в развитии естествознания дали анализ беско
нечно малых, теория вероятностей, теория операторов и, наконец, 
в настоящее время бурно развивающееся познание логических 
процессов. 

Развитие таких абстрактных областей математики, как теория 
множеств и топология, алгебра, функциональный анализ и др., 
недавно возникшие, привело не только к созданию теорий необыкно
венной красоты, но и к созданию новых мощных методов во всей 
математике. Мне кажется, что мы переживаем эпоху, когда мате
матический метод особенно стремительно завоевывает все новые 
области знания. Наряду с физикой дух математического мышления 
все большее значение приобретает в химии, биологии, геологии, 
широко проникает в общественные науки, и в первую очередь 
в экономическую науку. Изучение основ логических процессов 
и теории операций, методы дискретной математики, создание элек
тронно-вычислительных устройств подготовили основы для новой 
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величайшей научно-технической революции во всей жизни чело
вечества, новой ступени понимания многих процессов в природе 
и жизни и новой ступени в автоматизации процессов, которые до 
недавнего времени считались областью исключительно интеллек
туальной деятельности человека, а также в реализации математи
ческих процессов, которые мы считали осуществимыми только 
в абстрактном мышлении. 

Позвольте выразить надежду, что предстоящий Конгресс будет 
иметь большое значение в математической жизни. Область мате
матики стала настолько широкой, что математики говорят не только 
на языках разных народов, но и на разных математических языках 
и их язык пока недоступен многим ученым других специальностей, 
но именно вследствие широты и силы математического метода 
Конгресс будет иметь большое значение для всей науки и развития 
человеческой культуры. 

Позвольте открыть Международный конгресс математиков. 

РЕЧЬ ПРЕЗИДЕНТА КОНГРЕССА 
АКАДЕМИКА И. Г. П Е Т Р О В С К О Г О 

НА ОТКРЫТИИ КОНГРЕССА 

Уважаемые члены Конгресса! 

Благодарю вас за оказанную мне честь. Позвольте от имени 
советского Организационного комитета приветствовать вас и поже
лать успехов в работе. 

При подготовке Конгресса Организационному комитету боль
шую помощь оказал Консультативный комитет Международного 
математического союза. Все его предложения о количестве секций, 
о часовых и получасовых докладах были советским Организацион
ным комитетом приняты полностью. Мы позволили себе только 
к рекомендациям Комитета добавить несколько докладов. 

Я хочу от имени Организационного комитета выразить благо
дарность Исполкому Международного математического союза и 
избранному им Консультативному комитету под председательством 
профессора Р. Неванлинны. Мне хочется особенно поблагодарить 
профессора Р. Неванлинну. 

А теперь позвольте предоставить слово профессору де Раму для 
сообщения о решениях Комитета по присуждению Филдсовских 
премий. 



REPORT OF PROFESSOR G. D E R H A M, CHAIRMAN 
OF THE FIELDS MEDALS COMMITTEE, AT THE OPENING 

CEREMONY OF THE CONGRESS 

Ladies and Gentlemen! 

Professor J. С Fields, President of the International Congress 
of Mathematicians held in Toronto in 1924, proposed that two gold 
medals be awarded at each International Congress, for outstanding 
achievements in Mathematics. He set up a fund for that purpose, from 
out of the balance left over at the end of the Toronto Congress. 
In 1932, after his death, the International Congress held at Zürich 
decided to accept his proposal with thanks. As is well known, two 
medals have been presented at every Congress since held: Oslo 1936, 
Harvard 1950, Amsterdam 1954, Edinburgh 1958 and Stockholm 1962. 

Following a tradition which has become well established, the 
Executive Committee of the International Mathematical Union 
appoints, in advance of the Congress, a special Committee to select 
the candidates. This time the Committee consists of Professors 
H. Davenport, M. Deuring, W. Feller, M. A. Lavrentiev, J. P. Serre, 
D. С Spencer, R. Thorn, and I have been asked to be the chairman. 
Every one of the members has taken an active part in the delibera
tions. We have also consulted other experts. I thank them all for 
their valuable contribution. 

The Memorandum of Fields says: "Because of the multiplicity 
of the branches of Mathematics and taking into account the fact that 
the interval between such Congresses is four years, it is felt that 
at least two medals should be available." In view of the vast develop
ment of Mathematics during the last forty years, it appears that 
this number could judiciously be increased to four. The Executive 
Committee of the International Mathematical Union has therefore 
viewed with sympathy the generous offer made by an anonymous 
donor to give this year two more medals. The Organizing Committee 
of this Congress having agreed to this and the Medals Committee 
having accepted the responsibility to select four names, four medals 
will be awarded today. The medals have been struck by the Royal 
Mint in Ottawa. The name of the recipient is engraved on each of 
them. The name of Fields does not figure on them. Fields himself 
proposed to call them: "International Medals for outstanding disco
veries in Mathematics". Each of them carries with it a cash prize 
which, this year, amounts to 1,500 Canadian dollars. 

The Memorandum of Fields also contains the following: "In coming 
to its decision, the hands of the International Committee should be 
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left as free as possible. It would be understood, however, that in 
making the awards, while it was in recognition of work already done, 
it was at the same time intended to be an encouragement for further 
achievements on the part of the recipients and a stimulus to renewed 
efforts on the part of the others." 

On the basis of this text, and following precedent, we confine our 
choice to candidates under forty. We prepare a first list of about 
30 names. We then looked for those whose work appeared to us the 
most important and the most striking, irrespective of any other 
consideration, setting aside any question of nationality. To our 
regret, we have had to give up several names which would have also 
deserved this distinction. Several young mathematicians of extra
ordinary brilliance were among them. But because they are so young, 
there will be many Congresses before they reach forty and if they 
continue in their course, they will have every chance of receiving 
a medal. The choice was thus not easy. Nevertheless, after serious 
consideration and reflexion, we arrive at a conclusion without undue 
difficulty. The following four names, in alphabetical order, constitute 
our choice: 

Michael Francis Atiyah, 
Paul J. Cohen, 

Alexander Grothendieck, 
Stephen Smale. 

Unfortunately, A. Grothendieck, was unable to come. May 
I call Messrs. Atiyah, Cohen and Smale to come forward and receive 
these medals from the hands of Academician Keldysh. A brief account 
of their achievements will be given by noted mathematicians. 



L'OEUVRE DE MICHAEL F. ATIYAH 

H E N R I C A R T A N 

Je parlerai très brièvement des travaux d'Atiyah dans trois domai
nes, d'ailleurs étroitement reliés entre eux : la /C-théorie, la formule 
de l'indice, et la « formule de Lefschetz ». Je laisserai de côté d'autres 
contributions, fort intéressantes d'ailleurs, à la Géométrie algébrique 
ou à la théorie du cobordisme ; et je passerai aussi sous silence les 
résultats tout récents, encore inédits, dont l'auteur parlera lui-même 
dans sa conférence pendant ce Congrès. 

1. La/C-théorie. La plupart des travaux d'Atiyah en /C-théorie 
ont été faits en collaboration avec F. Hirzebruch. C'est en 1956 que 
paraissait l'ouvrage fondamental de Hirzebruch (« Neue topologische 
Methoden in der algebraischen Geometrie ») dont le but ultime était 
le théorème fameux qui porte aujourd'hui le nom de « théorème de 
Riemarin-Roch-Hirzebruch ». Il s'agissait de géométrie algébrique 
sur le corps complexe. Peu après, Grothendieck cherchait et obtenait 
une démonstration purement algébrique (valable sur tout corps de 
base algébriquement clos, de caractéristique quelconque) d'un théo
rème plus général [1], puisqu'-au lieu de considérer une variété algé
brique X il étudiait unmörphismeX ->- Y (le cas traité par Hirzebruch 
étant celui où la variété algébrique Y est réduite à un point). C'est 
à cette occasion que Grothendieck introduisit un foncteur contrava-
riant qui, à chaque variété algébrique X, associe un anneau construit 
à l'aide des classes d'isomorphie de fibres vectoriels algébriques de 
base X. Atiyah et Hirzebruch [2] eurent l'idée de faire de même 
pour un espace topologique compact X et pour les classes de fibres 
vectoriels complexes de base X (il s'agit de fibres topologiques, locale
ment triviaux). On définit ainsi un anneau К (X) pour tout espace 
compact X, d'où le nom de /^-théorie. Il y a aussi une /Ço-théorie 
pour les fibres vectoriels réels, et une /ÇSp-théorie pour les fibres 
vectoriels quaternioniens. 

Bornons-nous, pour simplifier, à la iC-théorie. On définit des 
groupes relatifs К (X, Y) (pour Y sous-espace fermé de X), puis, par 
suspension, des groupes Kn (X, Y) pour n entier <0, avec K° (X, Y) = 
= К (X, Y). On a alors une suite exacte 

... -> Kn (X,Y)-> Kn (X)->Kn (Y)-> Kn+1(X,Y)-> . . . 
analogue à la suite exacte de cohomologie. D'autre part, Atiyah 
observe que le célèbre théorème de périodicité de Bott [qui concerne 



10 ВВОДНАЯ ЧАСТЬ INTRODUCTION 

les groupes d'homotopie du groupe unitaire infini U = lim U (m)] 
*-*• 
m 

peut s'exprimer par un isomorphisme explicite 
Kn{X)&K™{X)y 

ce qui permet de définir le foncteur / ( n aussi pour n entier > 0 . De cette 
façon on obtient une « théorie cohomologique » au sens d'Eilenberg-
Steenrod, à cela près qu'un des axiomes d'Eilenberg-Steenrod 
(l'axiome « de dimension ») n'est pas vérifié. Cette théorie fut d'abord 
baptisée « cohomologie extraordinaire ». 

Si on veut comparer la cohomologie extraordinaire à la cohomologie 
ordinaire, on peut dire en gros ceci : au lieu de considérer, comme 
en cohomologie ordinaire, les classes d'homotopie d'applications 
d'un espace X dans les espaces d'Eilenberg-MacLane /( (я, n), on 
envisage, dans la /(-théorie, le groupe unitaire infini U (ou, ce qui 
revient au même, le groupe linéaire complexe infini), et son espace 
classifiant BU ; ce sont eux qui servent d'espaces de comparaison. 
Les relations existant entre les deux théories cohomologiques (ordi
naire et extraordinaire) s'expriment par une suite spectrale, et le 
« caractère de Chern » 

ch: K* (X, Y) -> Я* (X, Y; Q) 

est un homomorphisme multiplicatif d'une théorie dans l'autre. 
L'importance de la « cohomologie extraordinaire » fut vite mise 

en évidence par les applications qu'Atiyah et Hirzebruch en firent, 
en Topologie algébrique et ailleurs [3]. Citons quelques exemples 
qui illustrent ces applications de la /(-théorie : 

— un théorème du type « Riemann-Roch-Grothendieck », valable 
cette fois pour les variétés différentiables [41 ; 

— le calcul de /( (X) pour certains espaces homogènes, et le lien 
de cette question avec la théorie des représentations des groupes de 
Lie compacts [2] ; 

— des théorèmes de non-plongement [5] : par exemple, l'espace 
projectif complexe Pn(C) ne peut pas être différentiablement plongé 
dans l'espace numérique j^n-2a(n)f 0 ù a (n) désigne le nombre des 
chiffres 1 du développement dyadique de l'entier n ; 

— des critères permettant de reconnaître si une classe de cohomo
logie d'une variété analytique complexe compacte peut être repré
sentée par une sous-variété analytique [6]. 

"Toutes ces applications sont dues à la collaboration d'Atiyah 
avec Hirzebruch. Il y en a d'autres ; par exemple, c'est grâce à la 
/(-théorie et à l'introduction de certains foncteurs /(->-/( (dont 
l'idée revient essentiellement à Grothendieck) que J.~F. Adams [7] 
a pu résoudre complètement un problème classique, resté longtemps 
sans réponse : celui de la détermination exacte, en fonction de 
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l'entier n, du nombre maximum de champs de vecteurs linéairement 
indépendants sur la sphère Sn (voir la conférence d'Adams au Congrès 
de Stockholm en 1962). 

2. Le théorème de l'indice. Mais la plus belle application de la 
/(•théorie devait être faite par Atiyah lui-même : je veux parler 
du théorème de Vindice (1963), démontré en collaboration avec I. Sin
ger [8]. 

Soit D un opérateur elliptique sur une variété différentiable com
pacte X (supposée sans bord), opérant de l'espace vectoriel T(E) 
des sections différentiables d'un fibre vectoriel complexe E dans 
l'espace Г (F) des sections différentiables d'un fibre vectoriel com
plexe/7. On sait que le noyau et le conoyau de l'application linéaire 
D:T (E)-* Г (F) sont de dimension finie ; Vindice i(D) est l'entier 
défini par 

i (D) = dim (Ker D) — dim (Coker D). 

Les travaux de plusieurs mathématiciens soviétiques avaient mis 
en évidence le fait que i (D) ne change pas quand D varie d'une façon 
continue, et L M. Gelfand, en 1960 [9], avait conjecturé que { (D) 
devait donc pouvoir être calculé au .moyen d'invariants purement 
topologiques liés à la donnée de X et deD. C'est ce problème qu'Atiyah 
et Singer ont complètement résolu. Les termes homogènes de plus 
haut degré de l'opérateur D définissent un « symbole » a (D) qui 
permet d'abord de définir l'ellipticité de D, puis, par l'intervention 
de la /C-théorie, du caractère de Chern, et de la classe de Todd du 
fibre cotangent à X (lequel a une structure presque complexe), de 
définir finalement une classe de cohomologie, élément de #* (X ; Q). 
Sa composante de degré n = dim X est un élément de Hn (X ; Q) œ Q 
(on suppose X orientable, pour simplifier). D'où un nombre rationnel 
it (D) attaché à D (et à X), et défini au signe près ; on peut l'appeler 
Г« indice topologique» de D. Le théorème d'Atiyah-Singer dit alors 
que Vindice topologique it (D) est égal à Vindice i (D) (moyennant des 
conventions convenables d'orientation). Ce théorème établit ainsi 
un pont entre deux vastes domaines des mathématiques : l'analyse 
des équations aux dérivées partielles d'une part, la topologie algé
brique d'autre part. 

Observons que, par définition, i (D) est un entier. Il s'ensuit 
que le nombre rationnel it (D) fourni par la Topologie algébrique est, 
en fait, un entier. On obtient par ce moyen, d'une façon naturelle et 
par le choix d'opérateurs elliptiques appropriés, tous les « théorèmes 
d'intégralité » relatifs aux classes caractéristiques des variétés (inté
gralité du L-genre, du genre de Todd, du Ä-genre). Inversement, 
toute information fournie par la Topologie algébrique donne un 
résultat qui intéresse l'Analyse ; par exemple, on voit facilement que 
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l'indice topologique it (D) est nul si la variété X est de dimension 
impaire. 

La démonstration du théorème i (D) = it (D) est laborieuse, mais 
fort intéressante, car elle conduit à introduire des opérateurs plus 
généraux que les opérateurs différentiels, à savoir \eè opérateurs 
intégraux singuliers de Calderon-Zygmundetde Seeley. La démonstra
tion repose également sur une théorie du cobordisme qui constitue 
une généralisation (relativement facile) de celle due à Thom. En fait 
il existe une nouvelle démonstration, plus récente, de la formule 
de l'indice, qui évite le recours au ôobordisme. 

Au lieu de considérer un seul opérateur elliptique, on peut envisa
ger une suite d'opérateurs différentiels 

(D) Г(Б0)->Г{Б1)-+...-+Г(Ба 

formant un «complexe» (i.e : le composé de deux opérateurs con
sécutifs est zéro). On définit Г« ellipticité » d'un tel complexe. 
A chaque complexe elliptique on attache encore un nombre rationnel 
it (D). D'autre part les groupes d'homologie du complexe elliptique 
(D) sont des espaces vectoriels de dimension finie ; soit % (D) la somme 
alternée de leurs dimensions (c'est une sorte d'invariant d'Euler-
Poincaré). Alors on a le théorème : 

. %(D) = it(D). 

Cette forme plus générale du théorème de l'indice est fort utile dans 
les applications. Par exemple, si on l'applique à une variété analy
tique complexe compacte X, et au « complexe » défini par l'opéra
teur différentiel d " (noté aussi ô) des formes différentielles, on 
retrouve exactement l'énoncé du théorème de Riemann-Roch-Hirze-
bruch. Ce dernier n'était démontré auparavant que pour les variétés 
algébriques sans singularité ; il est désormais valable pour toute 
variété analytique compacte. 

Je laisse de côté le théorème de l'indice pour les variétés à bord 
[10] ; il nécessite une nouvelle définition de l'ellipticité qui tienne 
compte des « conditions aux limites ». La question a été entièrement 
résolue par Atiyah en collaboration avec Bott et Singer. 

3. Formules de points fixes. Le théorème de l'indice n'est, en 
réalité, qu'un cas extrême d'une situation dont un autre cas extrême 
est, lorsque le complexe elliptique est celui défini par l'opérateur 
de differentiation extérieure des formes différentielles, la formule 
de Lefschetz relative aux points fixes (supposés isolés) d'une transfor
mation d'une variété compacte X en elle-même. Il y a de nombreux 
cas intermédiaires, dont l'étude est en cours. Les résultats déjà obtenus 
sont dûs à la collaboration d'Atiyah et de Bott [11]. Expliquons sur 
un exemple de quoi il s'agit : soit X une variété analytique complexe, 
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compacte, et soit f : X ->• X une application holomorphe ; on sait 
que les espaces vectoriels de cohomologie Hq (X, 0) à coefficients 
dans le faisceau © des fonctions holomorphes sont de dimension finie; 
soit L (f) la somme alternée des traces 

( - l )*Tr ( f | H ? U i 0 ) ) . 

C'est un entier ; dans le cas où / est l'identité, cet entier n'est autre 
que le premier membre de l'égalité de Riemann-Roch-Hirzebruch. 
Dans le cas général, on se propose d'exprimer cet entier à l'aide des 
propriétés topologiques de / au voisinage de l'ensemble des points 
fixes de /. Si- f est l'identité, on peut considérer que la formule de 
Hirzebruch (démontrée par Atiyah-Singer) résout le problème. Suppo
sons au contraire que / n'ait qu'un nombre fini de points fixes P, 
et que la différentielle dfP n'admette pas la valeur propre 1 (c'est 
notamment le cas lorsque / est une transformation d'ordre fini). 
Alors le déterminant 

detc(l-dfP) 
est un nombre complexe ^=0 ; le théorème prouvé par Atiyah et Bott 
affirme que, sous ces hypothèses, l'entier L (f) est égal à la somme 
des inverses de ces nombres complexes. 

Nous bornant à cet exemple, nous ajouterons simplement que les 
résultats déjà obtenus fournissent une démonstration « sans calculs » 
de la formule de H. Weyl donnant le caractère d'une représentation 
d'un groupe semi-simple, et qu'ils permettent aussi de résoudre 
des problèmes de Conner-Floyd sur les variétés compactes où opère 
un groupe fini. Signalons aussi que, d'après Hirzebruch [12], on 
peut en déduire une formule de Langlands donnant la dimension des 
espaces vectoriels de formes automorphes pour un groupe discret 
à quotient compact. 

En conclusion, l'on doit à Michael Atiyah plusieurs contributions 
majeures qui mettent en relation étroite la Topologie et l'Analyse. 
Chacune d'elles a été réalisée en collaboration ; sans diminuer en 
rien la part qui revient à des collaborateurs aussi éminents que 
Hirzebruch, Singer ou Bott, il ne fait aucun doute que dans chaque 
cas l'intervention personnelle d'Atiyah a été décisive. Il nous donne 
l'exemple d'un mathématicien chez qui la clarté des conceptions 
et la vision d'ensemble des phénomènes s'allie harmonieusement 
à l'imagination créatrice, et aussi à la persévérance qui conduit aux 
grands achèvements. 
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PAUL J. COHEN AND THE CONTINUUM PROBLEM 

A L O N Z O C H U R C H 

On the occasion of the award of a prize to Paul Cohen, and in 
spite of significant contributions by him to analysis, to topological 
groups, and to the theory of differential equations, I believe that the 
audience will agree that it is appropriate to devote the entire time 
allowed for exposition to the continuum problem. 

For here is another case, of the sort which arises from time to time 
in the history of mathematics, in which a mathematician who has 
done important work in other fields turns to a field not properly his 
own to solve an outstanding problem that has baffled the specialists. 
As a consequence of the tremendous growth of mathematics the uni
versal mathematician of other days is no longer a possibility — 
David Hubert was certainly the last of them. The next best thing 
is that abler men should not confine themselves too closely to one 
field or be afraid to turn to an area in which they may not have all 
the expert knowledge of those who have concentrated their work 
in it. Certainly Paul Cohen's results have been and will be greatly 
extended, and the method of his proof greatly improved, by the 
specialists in set theory. But we are concerned today with the initial 
break-through. 

Number one of the Hubert problems, placed even before the 
problem of the consistency of arithmetic which occupied so much 
of Hubert's own attention in the latter part of his life, is "Cantor's 
problem of the cardinal number of the continuum." So it is titled in 
the contemporary English translation of Hilbert's famous paper. 
Hilbert himself in German uses Cantor's original term "Mächtigkeit," 
which has no good English translation. Hilbert does not say that the 
order in which the problems are numbered gauges their relative 
importance, and it is not meant to suggest that he intended this. 
But he does mention the arithmetical formulation of the concept 
of the continuum and the discovery of non-Euclidean geometry as 
being the outstanding mathematical achievements of the preceding 
century, and gives this as a reason for putting problems in these 
areas first. 

Already in 1878 Cantor stated the continuum hypothesis as 
a conjecture. But there is a sense in which the continuum problem 
dates from Cantor's statement at the end of a paper which appeared 
in the Mathematische Annalen in 1884. Here it is proved that a closed 
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infinite subset of the (linear) continuum must have the cardinal number 
either of the natural numbers or of the whole continuum. Then it 
is said that the result can be extended to subsets which are not closed, 
and a proof will be provided. The paper closes with the words 
"Fortsetzung folgt." But the promised Fortsetzung never did folgen, 
and it seems clear that the proof Cantor believed he had broken 
down. 

Cantor passes at once from the proposition that there is no cardinal 
number between that of the natural numbers and that of the conti
nuum to the second form of the continuum hypothesis, that the cardi
nal number of the continuum is Xi- Of course this depends on a tacit 
assumption of the axiom of choice, in particular as Sierpifiski's result 
of 1947 deriving the axiom of choice from the generalized continuum 
hypothesis was not then available (or the background that made this 
result possible) *). Hilbert is more cautious and states as a separate 
problem, subsidiary to the continuum problem, the question whether 
the continuum can be well ordered. Zermelo's paper which explicitly 
states the axiom of choice for the first time (in the strong form which 
Zermelo later called "Prinzip der Auswahl"), and shows as a con
sequence of it that every set can be well ordered, followed Hubert's 
paper on mathematical problems by only four years. 

It was Cantor's original point of view that the transfini te cardinal 
and ordinal numbers are two different kinds of generalizations of the 
natural numbers and are to serve the same purposes for transfinite. 
sets which the natural numbers do for finite sets. If this program 
is to be fulfilled, one evidently must be able to answer at least the 
simplest and most immediate questions that arise about the cardinal 
numbers of the most commonly used mathematical sets, among them 
the continuum. This is clearly the reason why the frustrating difficul
ties of the continuum problem acquired the importance that they 
did for the Cantor theory. Surely neither Cantor nor Hilbert could 
have surmised that the ultimate solution would take the negative 
form that it has. Yet Hilbert is quite explicit that in general it may 
happen that the solution of a problem must be in the form of an 
impossibility proof. 

The antinomies of set theory, which first came to the attention 
of the mathematical public through Burali-Forti's paper of 1897, 
played an important role in the progress towards the ultimate solu
tion, as it was the antinomies that forced the transition from the older 
naive and "genetic" use of sets in mathematics to an axiomatic basis 
for set theory. And it is of course only by the axiomatic method that 
a proof of the impossibility of a proof becomes possible. 

x) Sierpinski points out that this result had been announced by Linden1 

baum and Tarski in 1926. Their proof was never published. 
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Within axiomatic set theory there was a proof of the independence 
of the axiom of choice by Fraenkel as early as 1922. But this was 
unsatisfactory in that it referred to axioms of set theory so formulated 
as to admit a domain of Urelemente, or non-sets, of unspecified struc
ture, and the possibility remained open that the axiom of choice 
would lose its independence upon adding axioms specifying the 
structure of the domain of Urelemente (or most simply, upon adding 
as an axiom that there are no Urelemente). Extensions of Fraenkel's 
result and improvements of his method, by Fraenkel himself, Linden
baum, Mostowski, and more recently Shoenfield and Mendelson either 
did not remove this objection"or only mitigated it (in the sense that 
independence from quite the full usual system of axioms for set 
theory was not yet proved). 

A much more important step—which constitutes in fact the first 
half of the solution of the continuum problem, and on which subse
quent work heavily depends—was taken by Kurt Gödel in-1938-40. 
Abstracts of Gödel's methods and results appeared in 1938 and 1939, 
and the monograph containing the full proofs, in 1940. Gödel's method 
is to set up what has since been called an inner model of set theory. 
I.e., set theory without axiom of choice is used to set up a model 
of set theory in which both the axiom of choice, and the generalized 
continuum hypothesis hold. (The generalized continuum hypothesis 
is the proposition that the power set of a set of cardinal number Xa has 
the cardinal number S[a+i, Cantor's original continuum hypothesis, 
in its second form, being the special case of this in which a = 0.) 
The result of Gödel's procedure, setting up an inner model, is a relative 
consistency proof for the axiom of choice and for the generalized 
continuum hypothesis: If set theory without axiom of choice is 
consistent, it remains so upon introducing both the axiom of 
choice and the generalized continuum hypothesis as additional 
axioms. 

After the (relative) consistency proof, the second half of the 
negative solution of the continuum problem is of course independence. 
A partial step in this direction was taken by Gödel, who in 1942 found 
a proof of the independence of the axiom of constructibility in type 
theory. According to his own statement (in a private communication) 
he believed that this could be extended to an independence proof 
of the axiom of choice; but due to a shifting of his interests toward 
philosophy, he soon afterwards ceased to work in this area, without 
having settled its main problems. The partial result mentioned 
was never worked out in full detail or put into form for publi
cation. 

These climactic results, the independence in set theory of the 
axiom of choice (even the weak form of the axiom of choice which 
concerns a countable set of pairs) and of the continuum hypothesis 
2-1220 
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from the axiom of choice, remained for Paul Cohen in 1963-64. It is 
no part of our present purpose to describe the details of his method. 
Let it only be said that, besides the now well-known notion of forcing, 
it depends on an adaptation of Gödel's method of 1940 for setting 
up models of set theory, on a modification of the earlier methods 
of Fraenkel, Mostowski, and others in connection with the indepen
dence of the axiom of choice, and on the result of Skolem that there 
exists a countable model of set theory (a model having the cardinal 
number of the natural numbers). 

The feeling that there is an absolute realm of sets, somehow deter
mined in spite of the non-existence of a complete axiomatic characteri
zation, receives more of a blow from the solution (better, the unsol-
ving *)) of the continuum problem than from the famous Gödel 
incompleteness theorems. It is not a question of realism (miscalled 
"Platonism") versus either conceptualism or nominalism, but if one 
chooses realism,* whether there can be a "genetic" realism without 
axiomatic specification. The Gödel-Cohen results and subsequent 
extensions of them have the consequence that there is not one set 
theory but many, with the difference arising in connection with 
a problem which intuition still seems to tell us must "really" have 
only one true solution. 

I know of mathematicians who hold that the axiom of choice 
has the same character of intuitive self-evidence that belongs to the 
most elementary laws of logic on which mathematics depends. It has 
never seemed so to me. But how shall one argue matters of intuition? 
The point is, I know of no one who maintains such self-evidence for 
the continuum hypothesis. 

The realist will expect that the reality independent of the human 
mind which he maintains must have many ramifications, and will 
take what has now become the classical mathematical view, dating 
from the nineteenth century discussions of non-Euclidean geometry, 
that all the ramifications equally demand exploration. The same 
view is possible also for him who takes the intermediate position 
between radical realism and conceptualism by holding that mathemati
cal and physical objects alike, not excluding such basic logico-
mathematical objects as sets, have their reality only relative to and 
within a certain theory. And if a choice must in some sense be made 
among the rival set theories, rather than merely and neutrally to 
develop the mathematical consequences of the alternative theories, 
it seems that the only basis for it can be the same informal criterion 
of simplicity that governs the choice among rival physical theories 
when both or all of them equally explain the experimental facts. 

*) I borrow this whimsical term from W. W. Boone. 
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LES TRAVAUX DE ALEXANDER GROTHENDIECK 

J E A N D I E U D O N N Ë 

Alexandre Grothendieck n'a pas 40 ans, et déjà l'ampleur de son 
œuvre et l'étendue de son influence sur les mathématiques contempo
raines sont telles qu'il n'est pas possible d'en donner autre chose 
qu'une idée très déformée dans un aussi bref exposé. 

Chacun sait que Grothendieck est le principal artisan de la rénova
tion de la Géométrie algébrique qui s'accomplit sous nos yeux. Bien 
entendu, cette rénovation a été préparée par les travaux de Weil-
Zariski d'une part, fondant la Géométrie algébrique « abstraite » 
sur un corps quelconque, et d'autre part par ceux de Serre, introduisant 
dans la théorie les puissants outils que sont les faisceaux et l'algèbre 
homologique. Mais Grothendieck a su donner à ces idées toute leur 
portée en les développant sous leur forme générale, débarrassées des 
restrictions parasites qui en gênaient l'emploi ; et il y a ajouté de 
nombreuses idées entièrement originales. 

Sous sa forme « affine », la Géométrie algébrique moderne se 
confond avec l'algèbre commutative ; déjà en Géométrie algébrique 
classique, à une variété affine était associé l'anneau des fonctions 
« régulières » sur la variété. Inversement, on fait maintenant corres
pondre biunivoquement à un anneau commutatif quelconque A (ayant 
un élément unité) un objet géométrique, le « schéma affine d'anneau 
A », qui est l'ensemble des idéaux premiers de Л, muni d'une certaine 
topologie et d'un faisceau dont les fibres sont les anneaux locaux 
aux idéaux premiers de A. L'intérêt de cette formulation est : lp de 
fournir une intuition géométrique qui est un guide très appréciable 
(en suggérant par exemple des analogies, avec les variétés différen
tiables du analytiques) ; 2° de dépasser le point de vue « affine » 
pour aboutir à l'idée de « schémas » généraux (généralisant les 
«variétés abstraites» de Weil) par le simple procédé topologique 
de «recollement» des espaces topologiques munis de faisceaux (idée 
due à Serre). 

Ce cadre est complété par deux idées nouvelles: lp l'accent mis 
sur la notion de morphisme, qui, dans le cas affine, correspond à celle 
d'homomorphisme d'anneaux conservant l'élément unité, et qui 
permet de «relativiser» toutes les notions de la théorie classique; 
2° la notion générale de «changement de base: étant donné un mor-
phisme X -*• S, pour tout morphisme «changement de base» 
S' -> S, on forme canoniquement un nouveau schéma X' = X(sn 
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et un nouveau morphisme X' -*• «S' par un procédé qui, dans le cas 
affine, correspond au produit tensoriel des anneaux, et englobe la 
classique «extension du corps de base» de la période Weil-Zariski. 

Ces notions, ainsi que celle de platitude (due à Serre, mais dont 
Grothendieck a considérablement développé l'emploi) sont à la base 
d'une technique d'une puissance et d'une souplesse remarquables. 
Parmi les nombreux outils ainsi forgés, citons notamment: 

I) Le passage à la limite projective dans les schémas, qui permet 
dans beaucoup de cas de ramener les problèmes au cas où les anneaux 
que l'on considère sont des algèbres de type fini sur Z (concrétisant 
ainsi la célèbre thèse kroneckérienne). 

II) La théorie des anneaux excellents, qui systématise et complète 
des résultats profonds de Zariski-Nagata sur les anneaux locaux 
nœthériens, et peut être utilisée dans les problèmes généraux grâce 
au passage à la limite projective, les Z-algèbres de type fini étant 
des anneaux excellents. 

III) La théorie de la cohomologie relative dans les schémas et de ses 
relations avec la notion de profondeur (due à Auslander-Buchsbaum 
et Serre). 

IV) La théorie des schémas formels : ce sont ici des limites inducti-
ves de schémas, -opération qui, dans le cas affine, correspond à la 
completion des anneaux locaux, mais a une portée plus générale; 
elle permet par exemple, dans certaines questions, de ramener un 
problème en caractéristique p > 0 à un problème en caractéristique 
0; c'est dans ce cadre aussi que se formule la théorie des «fonctions 
holomorphes» de Zariski (mise d'ailleurs sous une forme cohomolo-
gique beaucoup plus générale). 

V) L'utilisation de la notion de joncteur représentable, qui remplace 
celle, plus limitée, de «problème universel»; il s'agit, étant donné 
un ensemble E attaché à un morphisme X ->• S, d'une façon «compa
tible» avec les changements de base, de savoir s'il existe un schéma Z 
sur S tel que E s'identifie de façon naturelle à l'ensemble des sections 
du morphisme Z-+- S. 

VI) La théorie de la descente. De nombreux problèmes se simpli
fient lorsqu'on fait un «changement de base» approprié (par exemple, 
en Géométrie algébrique classique, lorsqu'on passe du corps de base 
à une clôture algébrique de ce corps). Il s'agit de pouvoir revenir 
à la situation initiale et y tirer des conséquences de ce qui se passe 
après le changement de base; c'est le but de la théorie de la «descen
te», qui fournit des critères permettant ce retour dans des cas assez 
généraux pour avoir de nombreuses applications. 

VII) Poussant cette idée plus loin, Grothendieck a généralisé 
de façon très originale la notion de topologie et la cohomologie des 
faisceaux sur un espace topologique (théorie des «'sites » et des 
« topos ») : le rôle joué par les ouverts d'un espace topologique est 
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tenu par des morphismes X' -> X d'un type spécial, le plus souvent 
les morphismes étales (analogues des « revêtements non ramifiés » 
d'un ouvert d'une variété analytique). 

Avant d'aller plus loin, il convient de remarquer qu'on ne rend 
pas justice aux théories précédentes en les qualifiant un peu dédai
gneusement de « résultats techniques » ; pour certains d'entre eux, 
il s'agit bien d'extensions faciles de méthodes classiques, mais 
beaucoup nécessitent des méthodes d'attaque toutes nouvelles, 
s'appuyant sur des considérations subtiles d'algèbre commutative 
ou d'algèbre homologique, et à eux seuls constitueraient déjà une 
œuvre imposante et dont il est peu d'exemples. 

Il est bien vrai cependant que, dans l'esprit même de Grothendieck, 
toutes ces méthodes ne sont pas développées pour elles-mêmes, mais 
en vue d'attaquer quelques problèmes fondamentaux de la Géométrie 
algébrique. Parmi ceux où il a réalisé (en partie avec la collaboration 
de ses élèves) des progrès sensibles, il faut citer : 

1° La détermination, en caractéristique p > 0, de la partie pre
mière à p du groupe fondamental d'une courbe algébrique. 

2° Les- définitions du schéma formel de «modules» (classes de 
schémas isomorphes), du schéma de Picard (classes de diviseurs), 
du schéma de Hilbert (ensemble de sous-variétés d'une variété donnée, 
dont la structure de schéma est destinée à se substituer aux classiques 
« coordonnées de Chow»). 

3° (En collaboration avec M. Demazure.) Une vaste théorie des 
« schémas en groupes », généralisant la théorie des groupes algébriques 
de Chevalley. 

4° (En collaboration avec M. Artin et J. Verdier.) La définition 
de la « cohomologie étale » des schémas, où, grâce à la théorie des 
« sites », on dispose déjà en toute caractéristique de méthodes et 
résultats analogues à ceux que fournit la topologie algébrique pour 
les variétés algébriques sur le corps des complexes (théorèmes de 
finitude et de dualité, formule de Lefschetz, comparaison avec la 
cohomologie « topologique » dans le cas classique) ; grâce à ces résul
tats, Grothendieck a pu démontrer une partie des fameuses 
« conjectures de Weil » : rationalité des fonctions L attachées aux 
variétés sur un corps fini, et leur expression à l'aide d'invariants 
homologiques. 

5° Enfin, le premier en date des travaux de Grothendieck en 
Géométrie algébrique, la généralisation du théorème de Riemann-
Roch-Hirzebruch et sa démonstration purement algébrique en toute 
caractéristique. C'est à cette occasion que Grothendieck a introduit 
les premières notions de « K-théorie » (ou, comme on dit maintenant, 
les « groupes (ou anneaux) de Grothendieck »). Cette idée a beaucoup 
frappé notamment les topologistes et les algébristes, qui en ont tiré, 
dans de multiples domaines, les brillantes applications que l'on sait, 
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Il convient d'ailleurs de signaler aussi les travaux de Grothendieck 
en algèbre homologique, un peu antérieurs à sa démonstration du 
théorème de Riemann-Roch, et qui ont élargi et assoupli les résultats 
de Cartan-Eilenberg, notamment en donnant une « bonne » définition 
de la cohomologie des faisceaux sur un espace quelconque. 

Enfin, je n'ai rien dit des premiers mémoires de Grothendieck 
sur les espaces vectoriels topologiques (1950-55), en partie parce Qu'ils 
sont fort connus et de plus en plus utilisés en Analyse fonctionnelle, 
notamment la théorie des espaces nucléaires, qui « explique » les 
phénomènes rencontrés dans la théorie des distributions. J'ai eu 
personnellement le privilège d'assister de près, à cette époque, 
à l'éclosion du talent de cet extraordinaire « débutant » qui à 20 ans 
était déjà un maître ; et, avec 10 ans de recul, je considère toujours 
que l'oeuvre de Grothendieck de cette période reste, avec celle de 
Banach, celle qui a le plus fortement marqué cette partie des mathé
matiques. 

S'il fallait chercher une parenté spirituelle à Grothendieck, c'est 
à Hilbert, me semble-t-il, qu'on pourrait le mieux le comparer : 
comme Hilbert, sa devise pourrait être : « simplifier en généralisant », 
en recherchant les ressorts profonds des phénomènes mathématiques ; 
mais, comme Hilbert aussi, lorsque cette analyse en profondeur 
a conduit1 à un point où seule l'attaque de front reste possible, il 
trouve presque toujours dans sa riche imagination le bélier qui 
enfonce l'obstacle. La comparaison est peut-être lourde à porter, 
mais Grothendieck est de taille à n'en pas être accablé. 



SUR LES TRAVAUX DE STEPHEN SMALE 

R E N É T H O M 

Le premier travail scientifique de S. Smale est sa thèse de Ph.D. 
soutenue en 1956 à l'Université de Michigan (Ann Arbor). Faite 
sous la direction de Raoul Bott, elle témoigne déjà d'une éclatante 
maîtrise. Le résultat essentiel, maintenant bien connu, est le théorème 
du relèvement des homotopies des immersions d'une variété modulo 
une sous-variété. Etabli par des constructions géométriques raffi
nées, ce résultat témoignait chez son auteur de capacités d'intuition 
de tout premier ordre. Grâce à lui, on pouvait établir une con
jecture—vieille alors d'une dizaine d'années—de C. Ehresmann sur 
la classification des immersions d'une variété dans une autre ; il en 
résultait qu'il était* possible, par une déformation régulière (c'est-
à-dire sans sortir des immersions) de transformer le plongement 
canonique de la « 2-sphère » dans l'espace euclidien i?3 à trois dimen
sions en un plongement antipodique ; ce résultat n'alla pas sans 
soulever la curiosité des topologues, dont beaucoup s'ingénièrent 
à préciser cette déformation. Mais, la thèse de Smale donnait plus 
que cette curiosité, elle ouvrait une voie d'attaque dans tout un 
domaine de questions jusqu'alors inabordables, et tout un chapitre 
de Topologie Différentielle, l'étude des immersions et plongements 
d'une variété différentiable dans une autre, marqué par les travaux 
de M. Hirsh, Haefliger, etc., en est plus ou moins directement sorti. 

Avec les grands travaux de 1960 sur la conjecture de Poincaré, 
nous abordons la partie la plus connue de l'œuvre de Smale, celle 
qui, sans doute, nous vaut sa présence ici. On savait déjà, par suite 
de la théorie de Morse, que toute variété compacte se divise en cellules 
de gradient, et que, si l'on se donne à chaque niveau critique l'attache
ment de la cellule de gradient correspondante, on est en mesure de 
reconstituer la variété ; on avait déjà commencé,—à la suite des 
travaux de Kervaire, Milnor, Wallace—à pratiquer la « chirurgie» 
des variétéè, c'est-à-dire la technique qui consiste à transformer une 
variété plus simple par résection d'un couple d'anses duales. 

L'énorme mérite de Smale, en cette question, est d'avoir osé 
entreprendre ce que tout autre mathématicien du temps aurait con
sidéré comme sans espoir : étant donnée une fonction de Morse sur 
une sphère d'homotopie, simplifier la présentation de cette variété 
en éliminant par chirurgie les couples d'index k, k+l de points 
critiques excédentaires. Que cela fût possible, on connaissait trop 
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les difficultés dans les petites dimensions (trois ou quatre), pour 
l'espérer ; Smale osa, et réussit. Il comprit que les difficultés entrevues 
étaient un phénomène spécial aux petites dimensions : en se bornant 
aux dimensions supérieures à cinq, on se trouvait plus à l'aise pour 
travailler, et la chirurgie s'effectuait plus aisément ; par des construc
tions très ingénieuses, Smale vint alors à bout des dernières difficul
tés : il élimine sur une sphère d'homotopie tous les couples de points 
critiques d'indice k différent de zéro et n ; il obtient ainsi une variété 
sur laquelle il existe une fonction ne présentant que deux points 
critiques (minimum et maximum). D'après un théorème de Reeb, 
cette variété est une sphère topologique (mais non nécessairement 
difféomorphe à la sphère usuelle, comme l'ont montré les exemples 
dus à Milnor). 

Ce résultat extrêmement brillant s'est trouvé complété peu après 
par le théorème dit du h-cobordisme, qui le généralise. Si deux variétés 
compactes М± et M2 forment le bord d'une même variété à bord W, 
dont elles sont rétractées par déformation et si elles sont simplement 
connexes, alors M% et M2 sont difféomorphes. Ce théorème permet, 
à l'aide d'un résultat ultérieur de Novikov et Browder, de ramener 
le problème de la classification des variétés différentiables à un pur 
problème d'homotopie, en fait à un problème d'algèbre (il est vrai, 
difficile). Les techniques usées dans la démonstration du théorème 
du A-cobordisme n'ont probablement pas donné tout leur fruit, et 
des travaux plus récents, comme ceux de J. Cerf, en ont élargi le 
champ d'application. 

Avec le résultat contemporain de B. Mazur sur la conjecture de 
Schönflies, les travaux de Smale tournent une page en Topologie 
algébrique. On peut dire que la topologie des « espaces », des variétés 
différentiables est désormais quasi-achevée. Il subsiste certes beaucoup 
de questions non résolues : les structures algébriques définies par 
la classification ne sont pas élucidées —en général— ; mais le 
seront-elles un jour ? Il ne reste guère que la théorie—qui a fait 
d'ailleurs récemment de beaux progrès—de ces êtres malgré tout 
quelque peu pathologiques que sont Tes variétés semi-linéaires et les 
variétés purement topologiques. Dans ces conditions, si la Topologie 
veut se renouveler, et ne pas se cantonner en des problèmes ardus 
d'une vaine technicité, elle doit se préoccuper de renouveler ses 
matériaux et aborder des problèmes neufs. Avec les objets géométri
ques associés aux structures différentiables : formes différentielles, 
tenseurs, structures feuilletées, opérateurs différentiels, un champ 
immense est ouvert au topologue. On a vu d'ailleurs qu'un de nos 
lauréats s'est vu récompenser pour un résultat dans cette voie. 

A côté de l'Analyse classique, essentiellement linéaire, il y a le 
domaine pratiquement inexploré de l'analyse non linéaire ; là, le 
topologue peut espérer encore mieux utiliser ses méthodes, et peut-être 
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sa qualité essentielle, à savoir la vision intrinsèque des choses. 
C'est ce que comprendra très vite Smale ; dans un article en collabora
tion avec R. Palais, il définira les meilleures conditions possibles 
d'application de la théorie de Morse au Calcul des variations ; il en 
déduira ensuite des théorèmes relatifs à l'existence des solutions 
de problèmes elliptiques non linéaires. Mais, très tôt, Smale se tourne 
vers une • théorie—alors bien délaissée— : la théorie qualitative des 
systèmes différentiels sur une variété. Quasiment seul, Smale lit 
Poincarê et Birkhoff ; devant l'inextricable du problème, il comprend 
très vite l'intérêt d'une notion essentielle, celle de « stabilité structurel
le introduite par AndronovetPontrjagin, cette notion vise à caracté
riser, parmi les champs de vecteurs sur une variété, ceux qui jouissent 
d'une propriété de stabilité qualitative, au sens suivant : tout champ 
(Z) assez voisin du champ donné (X) (avec la ^-topologie) donne 
naissance à un champ de trajectoires homéomorphe au champ défini 
par (X). Le problème central est alors le problème de l'approxima
tion: . tout champ de vecteurs peut-il être approché par un champ 
structurellement stable? Ce problème, résolu positivement par 
Peixoto pour les variétés compactes de dimension inférieure à deux, 
était posé pour les dimensions supérieures. Smale construit alors 
une variété compacte M de dimension quatre, et un champ (X) sur M, 
tel qu'aucun champ (Z) assez voisin de (X) ne soit structurellement 
stable. Le problème général de la stabilité des systèmes différentiels 
est ainsi résolu par la négative. Cependant, la notion même de stabi
lité structurelle est loin d'avoir perdu tout son intérêt : d'abord, 
parce qu'il existe, dans l'espace fonctionnel des champs de vecteurs 
d'une variété M, un ouvert « relativement important » de champs 
structurellement stables : celui formé par les champs de vecteurs 
de type gradient génériques (sans récurrence) et, probablement, une 
classe de champs définis par Smale (les champs dits de Morse-Smale), 
qui présentent de la récurrence (avec des trajectoires fermées) mais 
sous une forme bénigne et sévèrement contrôlée. Mais, par l'étude 
des configurations de trajectoires associées aux points homocliniques 
de Poincarê, Smale se convainc bien vite que d'autres champs, à topo
logie complexe et rigide, sont structurellement stables. Il revenait 
aux brillants travaux de l'école soviétique (avec Sinai, Arnold, Ano-
sov) d'établir l'existence d'une classe étendue de champs structu
rellement stables, du type du flot géodésique sur une variété riëman-
nienne à courbure négative. Ces travaux ont exercé sur Smale une 
grande influence, et ont infléchi ses recherches dans la direction 
actuelle, à savoir la mise en évidence d'une « stabilité structurelle 
par morceaux », chaque « morceau » étant lié à une configuration 
rigide de trajectoires récurrentes (non-wandering) au sens de 
Birkhoff. Ces recherches sont en cours et semblent fort promet
teuses. 
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Je m'en voudrais de ne pas insister sur un dernier point : si les 
oeuvres de Smale ne possèdent peut-être pas la perfection formelle 
du travail définitif, c'est que Smale est un pionnier qui prend ses 
risques avec un courage tranquille ; dans un domaine complètement 
inexploré, dans une jungle géométrique d'une inextricable richesse, 
il est le premier à avoir tracé la route et posé les premiers jalons. 
Et l'on peut prévoir que son oeuvre revêtira à l'avenir une importance 
fondamentale, comparable à celle des grands précurseurs, Poincarê 
et Birkhoff. Après tout bien des problèmes classiques, tels le problème 
de Fermât ou la conjecture de Riemann,. peuvent attendre leur solution 
encore quelques années ; mais si la science veut user de l'outil diffé
rentiel pour décrire les phénomènes naturels, elle ne peut se permettre 
d'ignorer encore longtemps la structure topologique des attracteurs 
d'un système dynamique structurellement stable, car tout « état 
physique » présentant une certaine stabilité, une certaine permanence, 
est nécessairement représenté par un tel attracteur. Selon certaines 
vues de Smale, ces attracteurs seraient des espaces homogènes de 
groupes de Lie d'un type spécial. Si ces vues pouvaient s'étendre 
aux systèmes hamiltoniens, on pourrait peut-être s'expliquer l'appa
rition —jusqu'ici si incomprise—des groupes de Lie dans la Physique 
des particules élémentaires. En ce sens, le problème de Smale est 
—à mes yeux—d'une importance épistomologique essentielle. 



ADDRESS DELIVERED BY PROFESSOR G. D E R H A M 
AT THE CLOSING CEREMONY OF THE CONGRESS 

Mr. President, Ladies and Gentlemen! 
As the retiring President of the International Mathematical 

Union, it is my pleasant duty to announce that the fifth General 
Assembly of the Union, which was held at Dubna on August 13-15, 
1966, elected the following Executive Committee for a term of four 
years, 

President: Professor H. Cartan 
Vice-Presidents: Academician M. A. Lavrentiev and Professor 

D. Montgomery 
Secretary: Professor O. Frostman 
Members: Professors M. F. Atiyah, K- Chandrasekharan, 

G. Hajos, G. Vesentini and K- Yosida. 

I am sure that all of you would want me to wish the new Executive 
Committee every success. 

The first object of the International Mathematical Union is to 
promote international cooperation in Mathematics. In respect to 
this, the most striking fact during the last years has been the pro
gressive cooperation between mathematicians of the Soviet Union 
and those of other countries, especially of Western Europe and 
U.S.A. It is a particular pleasure for me to emphasize the important 
position occupied by Soviet Mathematicians in our Union. Their 
contribution to the development of our Science is of the highest signifi
cance. This will continue to increase, due to the abundance of brilliant 
young Soviet Mathematicians. Mathematicians of all countries 
welcome every opportunity to meet them. May I express the wish 
that such contacts will grow, for the benefit of all. 

It is also my pleasant duty to express the warmest appreciation 
and thanks of the Union to the Organizing Committee of this magnifi
cent Congress. It is the first International Congress of Mathematicians 
to be held in the Soviet Union and it is the largest of all our Congresses, 
with a record number of participants from the host country and rom 
abroad. The level of the lectures has been very high. A tremendous 
amount of work has gone into its organization. The Union owes special 
thanks to the President of the Congress, Academician Petrovsky, 
to the Chairman of the Soviet National Committee of Mathematicians, 
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Academician I. M. Vinogradov, to Academician Lavrentiev and to 
Professor Mergelyan, for the successful organization of this huge 
meeting. To all members of the Organizing Committee and to their 
assistants, we remain grateful, as well to the members of the Consulta
tive Committee and his Chairman Professor R. Nevanlinna. 

To Academician Keldysh, President of the Academy of Sciences 
of the Soviet Union, to the Government of the Soviet Union and 
to the Municipality of Moscow, we are deeply indebted for the hospita
lity and consideration we have all received. 

Now, as Chairman of the Committee to decide the location of the 
next Congress, I have the pleasure to request the President, Academi
cian Petrovsky, to call upon the delegate from France, Professor 
Dieudonné, Dean of the Faculty of Sciences of Nice, to address the 
Congress. 

Thank you all. 

DISCOURS DE CONCLUSION 
DU PROFESSEUR J. DIEUDONNÉ AU CONGRÈS 

Au nom du Comité national français de mathématiques, j 'ai l'hon
neur d'inviter le Congrès International des mathématiciens à tenir sa 
session de 1970 en France. La ville de Nice, par sa situation, son 
climat, son équipement touristique et l'existence d'une Université 
active, réunit les conditions requises pour le siège d'un Cpngrès 
scientifique. Je propose donc que le Congrès International des mathé
maticiens se tienne en 1970 dans la ville de Nice, 

РЕЧЬ ПРЕЗИДЕНТА КОНГРЕССА 
АКАДЕМИКА И. Г. П Е Т Р О В С К О Г О 

НА ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНОМ ЗАСЕДАНИИ КОНГРЕССА 

Уважаемые члены Конгресса, уважаемые гости! 

Позвольте мне еще раз поблагодарить вас за участие в работе 
Конгресса. 

Мне хочется также еще раз поблагодарить Исполнительный 
комитет Международного союза математиков, с которым мы все 
время работали в контакте и который много нам помогал. 

Позвольте пожелать всем вам успехов в работе и всего самого 
лучшего. 
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A SURVEY OF HOMOTOPY-THEORY 

J O H N F. A D A M S 

First, I would like to explain that this lecture will be purely 
expository. It will be directed at the non-specialist; I shall merely 
try to explain what homotopy-theory is about and what you can 
expect it to do for you. 

We need a definition. Let X and Y be two topological spaces, and 
let /о, Д be two maps from X to Y, that is, two continuous functions. 
We say that f0 is homotopic to Д, and write /0 ~ /1, if there exist also 
maps ft\ X -+-Y for 0 < ^ < 1 such that ft (x) is a continuous function 
of the two variables t, x for 0 < / < l , x 6 X. In other words, /0 is 
homotopic to Д if /0 can be deformed continuously into Д. 

Homotopy is an equivalence relation, and so the maps from X to Y 
may be divided into equivalence classes. We write IX, Y] for the set 
of homotopy classes of maps from X to Y. 

For example, consider the case in which X and Y are both the 
unit circle S1. Let /: S1 ->• S1 be a map; as x moves once around S1, 
f (x) will move around Sl some integer number of times. This integer 
is called the degree of /. Two maps fQ, h- S1 ->• S1 are homotopic if 
and only if they have the same degree. The degree sets up a (1-1) 
correspondence between the set of homotopy classes [S1, S1] and the 
set of .integers Z. 

Homotopy-theory studies those properties of spaces and maps 
which are not changed if we replace all the maps by homotopic ones. 

There are several ways of seeing that this is a justifiable restriction 
of our studies. First, in algebraic topology we assign invariants to 
spaces X, and also to maps /: X-^-Y. For example, consider the 
case in which X and Y are both the unit sphere S71"1 in Euclidean 
fi-space Rn, given by the equation x\ +*J + . . . + x\ = 1. Then 
we assign to each /: S71"1 ->- S71"1 its degree d (f), which is an integer. 
In general, we assign invariants which are algebraic in nature; typi
cally they lie in discrete sets (like the integers). If there is any conti
nuity about our proceedings, then homotopic maps (which can be 
continuously deformed into one another) will have their invariants 
equal. For example, / ~ g: S""1 ->• S"-1 implies d(f) = d(g). 
In fact, most of the classical invariants of algebraic iopology are 
homotopy invariants. 

Secondly, we can point out how many problems have been found 
to be amenable to study by the methods of homotopy-theory. Let 
me present a few examples. 
3-1220 
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(1) Questions on the existence or non-existence of spaces or maps 
with assigned properties. 

(2) Questions on fiberings. 
(3) Questions on cobordism. 
(4) Other questions on manifolds. 
Let me present one question of type (1). Let En be the unit solid 

ball in Rn, given by the inequality x\+x\ + . . . +л&<1; then 
there is no map /: En ->• Sn"x whose restriction to Sn~x is the identity. 

We can state this differently. Let i: Sn~l ->• En be the injection 
map; then there is no map /: En-*• Sn _ 1 such that fi = 1. 

This result is intuitively very plausible, and is easy to prove. 
We have i ~ c: Sn~x ->• En, where с is any constant map; so if / 
existed, we should have'l =.fi ~ fc: S""1 ->- S*1"1; but d (1) = 1, 
d (fc) = 0. The interest of the result is that from it one can easily 
obtain the Brouwer fixed-point theorem; see [14]. 

This particular result is one of a general class. In an "extension 
problem" we are given maps i: X -> Y, g: X -*• Z and we are asked 
if there is a map f: Y -+ Z such that fi = g. 

Sometimes there is such an / and sometimes there is not; it all 
depends on X, Y, Z, i and g". Many problems can be thrown into this 
form; and we can solve harder examples than the one I've given. 
See [2]. 

If the map i satisfies reasonable conditions, then replacing g 
by a homotopic map does not alter the answer to the problem; i.e., the 
extension problem falls within the scope of homotopy theory. 
See [15, 17, 27]. 

There is another class of problem which is formally very similar 
to the first. In a "lifting problem" we are given maps p: Y -+ Z and 
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g: X -*• Z, and we are asked if there is a map ./: X ->• У such« that 

Many problems can be thrown into this form. For example, take 
the theorem that any vector field on S2 is somewhere zero. We take 
X = Z = S2 and g" = 1 ; we take Y to be the space of non-zero tangent 
vectors to S2, and let p assign to each tangent vector the point where 
it is a tangent vector. In this case the answer is that there is no 
such /. 

We can also solve harder examples than the one I've given; 
see [31. 

As before, if the map p satisfies reasonable conditions, then repla
cing g by a homotopic map does not alter the answer to the problem; 
i.e., the lifting problem falls within the scope of homotopy theory. 
See [15, 17, 27, 28]. 

The condition we need on p is that it should be a fibering, in some 
generalized sense. Now I need to talk about fiberings. Let p\ E -+• В 
be a map. One example to bear in mind is that in which E is a Möbius 
band, В is a circle, and p identifies each meridian on the band to 
a point. We say that p is a locally trivial fibering, with fibre F, if 
there is an open cover {Ua} of В and homeomorphisms 

Ф«: FxUa-»p-*Ua 

euch that рфа (Д и) = и for all a, all / 6 F and all и 6 Ua. That isr 

p must behave locally like the projection of a product onto one-
factor. 

Numerous examples of fiberings arise in ^differential geometry. 
If we have a smooth manifold M of dimension m, then its space" of 
tangent vectors gives a fibering over M, with fibre F = Rm. Similarly 
if we consider tensors of some specified type. Again, if we have 
a submanifold M embedded in some larger manifold N, with say 
a Riemannian structure,, then we can consider the normal vectors 
to M in N. They form a fibering over M. For all these reasons, topolo-
gists who work with smooth manifolds have to be expert at manipula
ting fiberings, » 

Now suppose we are given В and F and wish to classify the possible 
fiberings over В with fiber F. This has been reduced to a problem 

3» 
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in homotopy-theory [28] and the answer can be calculated in practical 
cases; indeed this is a standard practice in the topology of smooth 
manifolds. 

Next I must talk about cobordism. As originally posed by 
Thorn [29], the problem went like this. We call two compact smooth 
m-manifolds M, M' cobordant if there is a compact smooth (m + 1)-
manifold with houndary whose boundary is the disjoint union of M 
and M'. This gives an equivalence relation, which divides manifolds 
into cobordism classes. The problem is to calculate how many cobor
dism classes there are. Using the theory of fiberings, Thorn showed 
how to reduce his problem to a problem in homotopy-theory, and 
he also solved the resulting homotopy-theoretic problem. Since then, 
it has been shown that Thorn's ideas apply to many related problems 
[4, 5, 8, 12, 20, 21, 33]. We may say that the solution of cobordism-
type problems is now standard practice. 

Finally, we may suppose that in any research into manifolds, 
if our investigation has any geometric quality, we are likely to run 
into questions about the position of submanifolds, their intersection 
and so forth; and in such questions, homotopy-theory will probably 
continue to be an indispensable tool. See [26, 34]. 

So far I have talked mainly about problems; now let me talk 
about methods. Suppose given a problem, say, on the existence of 
a map. It may happen that the situation is so favourable that we 
can calculate everything in sight. If not, then basically we face 
a choice of two methods. 

(i) If we guess that the required map exists, then we can try tö 
find an explicit geometrical construction which constructs the re
quired map. 

(ii) If we guess that the required map does not exist, then,we can 
try to find some topological invariant which would be involved in 
a contradiction if the required map did exist. 

As for explicit geometrical constructions, many such constructions 
have been introduced into homotopy-theory. I would like to mention 
the Whitehead product [16, 36], the Hopf construction [35] and the 
Toda bracket [30, 32]. 

As for topological invariants, many of them can be obtained 
by specializing the sets [X, Y]. So let us return to these sets [X, Y]. 
Sometimes I will speak as if the problem is to compute these sets 
[X, Y\\ indeed this is something we often need to do. At least let 
us see what we can say about them. 

First, "naturality". Given two maps /: X ->- Y and g: Y f Z, 
we can compose them and obtain gf: X + Z. The homotopy class 
of gf depends only on the classes of f and g. So composition with / 
gives a function 

f*:[Y}Z\-+[X,Z], 
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and composition with g gives a function 

g*: [X,F]->[X,Z]. 

Secondly, we can often give the set [X, Y] some sort of algebraic 
structure. We have many cases in which we can usefully make lX, Y] 
into a group (but in some cases, of course, there is no useful way 
of doing so). For example, suppose X = S1; and suppose that we 
have base-points x0, y0 in X, Y and that we are only considering 
maps and homotopies which preserve the base-points. Then we can 
make [S1, Y] into a group: for a function /: «S1-^ Y, preserving base-
points, is a closed path in Y starting and finishing at y0; and given 
two such paths /, g, we define their product to be the path which 
first traces out / and then traces out g. In this way we get the classical 
fundamental group щ (Y). Similarly, by specializing to the case 
X = Sn, we obtain the homotopy group nn (Y) = [Sn, Y]. For 
example, кп (Sn) = Z. 

Next I need to talk about Eilenberg-MacLane spaces. Suppose 
given an abelian group я and an integer n. We say that Y is an 
Eilenberg-MacLane space of type (я, n) if 

МП = { 
я if r = n 

0 if гфп, r > 0 . 

For any я and n there is a space of type (я, n). Some of them exist 
in nature; for example the circle S1 is a space of type (Z, 1); but mostly 
they have to be constructed artificially. 

Now consider [X, Y], where X satisfies reasonable restrictions 
and Y is of type (я, л). This set is a group, and it is independent of 
the choice of Y\ in fact it is exactly the classical cohomology group 
Hn (X; я) (which was originally defined rather differently). For 
example, we have 

Hn(Sn;n) = [Sr, Y] 

я if r = n 

- ( 0 if гфп, r > 0 . 

But this was a digression. I need to talk about further properties 
which the sets [X, Y] have. Suppose given a fibering p:E-+B, 
and let i: F ->- E be the injection of the fibre over the base-point 
of B. Then we have the following sets and functions 

[X, F] % [X, E] Ш [X, B]. 

In [X, B] we have a distinguished element 0, namely the class of the 
constant map at the base-point. We suppose that X satisfies reasonable 
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conditions. Then it is a basic theorem that this sequence is exact, 
in the sense that p#a = 0 if and only if a Ç Im i*. Indeed under 
suitable conditions this short exact sequence grows into a long exact 
sequence; for example 

...^nn(F)Xnn(E)^nn(B)^>nn^(F)X . . . . 
This sequence is exact at every group, in the sense just described. 

Such exact sequence are very helpful in calculations and proofs. 
For this purpose, we find a small number of useful fiberings in nature. 
For example, we have a fibering R1 -> S1 with fiber Z and a fibering 
Ss -*• S2 with fibre S1. One can use these natural fiberings to deduce 
a few results, e.g. я3 (S2) = Z. But the supply of natural fiberings 
soon runs out, so we turn to artificial ones. 

I will illustrate this point from suspension-theory. Freudenthal 
originally showed that nn+r (Sn) o* Пп+r+i (Sn+1) if r < n — 1. 
This is an archetypal theorem in homotopy-theory; we meet a lot 
of phenomena which are independent of some dimensional parameter n, 
provided that n is large enough. Such phenomena are called stable; 
the opposite word is unstable. For example, cobordism gives rise 
to problems of homotopy-theory which are stable. 

Serre and G. W. Whitehead approached this subject as follows 
[24, 35]. Given a space X, we can consider the function-space LX 
of maps /: [0, 1] -*• X such that / (0) is the base-point x0 in X. We have 
a projection p: LX ->- X given by p (/) = / (1) (take the end-point 
of'each path). This projection is a fibering (in a suitable sense); its 
fibre is the loop-space QX, that is, the space of maps /: [0, 1] -+• X 
such that / (0) = / (1) = x0. We easily see that яг (QX) ^ яг+1 (X). 
So we can prove suspension theorems by comparing Sn with QSn+1. 

James and Toda went further [18, 19, 31]. It is a theorem of James 
that if n is odd, there is a fibering F -+• E -+ В in which F is (near 
enough) Sn, E is QSn+1 and В is QS2n+1. Thus we get an exact sequence 
valid for all dimensions, not merely a result for a restricted range 
of dimensions 

-. . -» яг (Sn) X я г (QSn+1) ^> nr (QS2n+1) 

W S n + 1 ) ^ * r + i ( S 2 n + 1 ) 

The other theorems of James and Toda in this direction are in a similar 
spirit. 

This method, if combined with the method of explicit geometric 
constructions, is an exceedingly effective means of calculating 
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specific facts [32]. If, for example, one were forced to calculate 
л2б (Sa), this would be the preferred method. On the other hand, 
the method has some disadvantages. 

(1) It seems to be more suited to detailed calculation than to the 
discovery of systematic general phenomena. 

(2) If one is interested in stable phenomena (which are in some 
sense the easier case), then this method (if followed in its original 
purity) only allows one to get at the stable groups by wading through 
the unstable ones first. 

(3) Although the low-grade suspension theorems (which work 
for a certain range of dimensions) are available for any space X, 
the high-grade ones (which work for all dimensions) are restricted 
to the case of spheres. One problem will reveal the depth of our 
ignorance. A Moore space is a space with a single non-vanishing 
cohomology group (e.g., a sphere). Can one obtain exact sequences 
modelled on Toda's, but replacing the spheres by Moore spaces (say 
for the group Zp)? 

At the beginning of this section, I said that if we have a fibering 
i p 

F —> E —> B, we can get an exact sequence 

[X, F) X [X, E] ^ [X, JB]. 

There is a dual situation. Given a map /: A -> X, we can form 
a space M = X -̂*/ CA by taking the cone on A and attaching it 
to X using the map /. Then we have the following sets and functions. 

[A, Y) £- [X, Y) t- [M, Y). 

This sequence is exact. Under suitable conditions this short sequence 
grows into a long exact sequence; for example 

. . . <-Hn(A; я) £ Hn(X; я) «£- Hn{M\ я) Л Я " " 1 ^ ; я) <- . . . , 

This sequence is exact at each group. 
To preserve the analogy, we call 

A -U X Л X^fCA 

a coflbering. This concept is important, because many spaces can 
be built up in this way. For example, starting from spheres and 
building up by iterated cofiberings, we obtain the class of finite 
CDF-complexes [37]. The fact that so many cofiberings exist in nature 
is one reason why we can calculate effectively with cohomology. 
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Originally, Eilenberg and Steenrod gave an axiomatization of 
cohomology theory, which included the exact sequence given above 
as a crucial axiom [14], Later, there was some interest in the so-called 
extraordinary cohomology theories; these were theories which satisfied 
all but one of the Eilenberg-Steenrod axioms, including this exact 
sequence [13]. For example, if we start from the fiberings over X 
whose fibres are real or complex vector-spaces, we can construct certain 
groups Kn{X) [7]; and with these groups we can calculate quite 
effectively [3, 4]. All these extraordinary cohomology theories have 
the form [X, Y] for some fixed Y. Indeed, under reasonable restrictions 
we know necessary and sufficient conditions for a functor of X to 
have the form [X, Y] for some fixed К [10]. 

We have said that if we look at the homotopy groups of a fibering, 
or the cohomology groups of a cofibering, we get an exact sequence. 
We can also do something more difficult, and look at the cohomology 
groups of a fibering or the homotopy groups of a cofibering. In both 
cases we get something more complicated, a spectral sequence. We can 
approach matters like this. From one map 

A-Ux 
we get an exact cohomology sequence. Now suppose given an infinite 
sequence of spaces and maps 

X fo v ^v V v Y 'nv v 

0 — > A j —> Ag — > . . . — > Л.п —> Л п + 1 — > . . . . 

We can form a lot of composites 

/Л/71-1 • • • fn-Tt 

and each such composite gives an exact cohomology sequence. So we 
get a large collection of exact sequences, which fit together in a certain 
way. However, it is possible to keep track of all the information 
and condense it into a usable form; and the result is an algebraic 
structure called a-spectral sequence. For example, if F^>E-^B 
is a fibering, then the cohomology groups H*(F), H*(E) and H*(B) 
are related by a spectral sequence [23]. 

A spectral sequence is a somewhat complicated structure, and 
does not provide a guarantee of effective calculation; but the experts 
succeed with it more often than not. 

Our general philosophy would now run as follows. To calculate 
[X, Y], we try to decompose X as an iterated cofibering, in which 
the successive factors are elementary from the point of view of coho
mology; and we try to decompose Y as an iterated fibering, in which 
the successive factors are elementary from the point of view of homo
topy. The first can always be done. The second can be done following 
ideas of Postnikov [22]. Using the methods of the French school [11], 
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we always have enough fiberings; but since they are large function-
space fiberings, the problem is to identify the spaces involved; this 
is usually done by cohomology calculations. 

Using this sort of method, Serre has proved some very useful 
general theorems [25]. For example, the theorems show that under 
reasonable conditions, [X, Y] is a finitely-generated group. They 
often allow us to show that [X, Y] is finite, when that happens to be 
true; they may also allow us to say what primes can occur in the 
order of [X, У]. At the worst we expect to be able to calculate 
[X, Y] ® Q, where Q means the ring of rational number. 

For some purposes, variations of the classical French method 
may be useful [1, 20]. Recent work indicates that it may sometimes 
be profitable to calculate with /C-theory, and so split off factors which 
are still comparatively elementary, but are not products of Eilenberg-
MacLane spaces [4]. 

It is, of course, very dangerous' to make pronouncements like 
this, but the state of affairs in homotopy-theory seems to be that 
most of the basic principles are known. The last really unexpected 
and unforeseeable advance was the Bott periodicity theorems [6, 9], 
and the consequent possibility of effective calculation with iÇ-theory. 
It may be that a benevolent Nature has further such uncovenpnted 
mercies up her sleeve; but if so, then in the nature of things nobody 
knows where to look for them. In their absence, the prospect is one 
of more complicated and strenuous use of the basic principles, and 
of honourable service in applications outside homotopy-theory. 
Inside homotopy-theory, the most exciting theorems to me are those 
which show the existence of systematic phenomena—orderly patterns 
existing in Nature. But when you contemplate some of the tabulated 
data, orderly patterns are hard to find. However, there are some 
results which keep up a small amount of hope in this direction. 
Outside homotopy-theory, the study of smooth manifolds already 
uses a fair amount of homotopy-theory; and any subject with a geo
metric flavour is a candidate for applications. 

University of Manchester, 
Manchester, England 
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THE ETALE TOPOLOGY OF SCHEMES 

M. A R T I N 

1. Introduction 

Since Weil [56, 57] pointed out the need for invariants, analogous 
to topological ones, of varieties over fields of characteristic p, several 
proposals to define such invariants have been made, notably-by Serre 
[47], Grothendieck [21], and Monsky and Washnitzer [38]. I would 
like to describe some of the recent work on one of these approaches, 
that of the etale cohomology of Grothendieck. This approach has yielded 
a proof of the rationality of Weil's zeta function for a variety over 
a finite field via the method suggested by Weil [57], and for genera
lized L-functions (Grothendieck 125]) *). The etale cohomology also 
provides a framework in which to state some beautiful conjectures 
of Tate [53] on algebraic cycles (now proved by him for divisors on 
abelian varieties over finite fields), and of Birch and Swinnerton-
Dyer (cf. Tate [54]). Quite generally, it gives good results for coeffi
cients prime to the characteristic p of the variety. In fact, the other 
proposals for a cohomology theory (Serre [47], Monsky and Washnitzer 
(cf. [37] or Lubkin [36]), Grothendieck's flat topology (cf. [12] or 
Shatz [51] for the case of a field)) all yield a cohomology with "mod pn 

or Witt vector coefficients, and it is not completely clear at present 
which of them will be the most fruitful. The problem of finding such 
a theory is obviously of great interest. 

In this talk, I will restrict myself because of lack of time and 
competence to a description of some aspects of the etale theory, 
without going into detail on any of the applications mentioned 
above. 

Let me begin by recalling that a morphism X ->• Y of schemes 
is called etale if it is flat ançl unramified. Those unfamiliar with the 
notion may get an* intuitive understanding of its meaning from the 
fact that a map of schemes of finite type over the complex numbers 
is etale iff the map of associated analytic spaces is a local isomorphism. 

x) The methods also yield the functional equation and the explicit form 
of the zeta function as an alternating product (cf. [25]). Actually, the rationality 
was first proved for arbitrary varieties by Dwork [13]. For the rest, we prefer 
not to get involved in questions of priority. Suffice it to say that in addition, 
similar results have been obtained for a smooth proper variety which is a spe
cialization from characteristic zero by Lubkin [35, 36], and that the ration
ality has been proved for arbitrary varieties by Monsky [38]. 
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2, The etale topology 

The first topology to be defined on an abstract variety or scheme 
was the Zariski topology (Zariski [59]). Recall that in this topology 
a closed set of the spectrum of a ring R is the set of zeros V (S) of 
some subset S of R. Then Serre, in his fundamental paper FAC [45], 
showed that the Zariski topology could be used to define a cohomology 
theory of coherent sheaves on a variety, i.e., ones arising from modules 
over the coordinate rings. He also proved ([46] GAGA) that for 
a projective variety over the field of complex numbers, the theory 
thus obtained was the same as the analytic theory. These results left 
little doubt that the Zariski. topology is a good one for the study of 
coherent sheaves. 

For the purposes of our discussion, we may express this conclusion 
in a slightly different way by saying that ordinary localization in 
a ring R is a "sufficiently strong" process for most things in the study 
of modules over R. The conclusion is supported by the fact that if 
i? is a local ring (say noetherian for simplicity), and if M, N are two 
finite modules over R which become isomorphic after any finitely 
generated faithfully flat extension of scalars R ->• R', then M and N 
.are themselves isomorphic. Or, there are no twisted forms of a finite 
module M over a local ring R, relative to such extensions of scalars. 
-(By descent theory (Grothendieck [23]), this can be interpreted as 
a generalized form of the famous Hilbert theorem 90.) 

However, twisted forms of more complicated structures will usually 
not be locally trivial. For instance, central separable algebras over 
a field k are twisted forms of a full matrix algebra relative to the 
extension k-+k of k by its separable algebraic closure. Such examples 
led Serre [48] to introduce the notion of local isotriviality of a fibre 
space. A fibre space with given algebraic structure group G over a sche
me X is called locally isotrivial if for every point x 6 X there is 
a Zariski open neighborhood U of x in X and a finite etale covering 
space U' of U such that the pull-back of the fibre space to V is trivi
al. This definition yields a notion which includes the one studied 
Ъу Weil [58] of fibre spaces which are locally trivial for the Zariski 
topology, and the one of structures over a field which become trivial 
after a separable algebraic field extension, studied by Lang and Tate 
[34] and others. 

In 1958, Grothendieck found a general version of sheaf theory, 
which enabled him to define the notion of etale cohomology of schemes. 
This etale theory puts Serre's notion in a broad framework, and it 
provides an algebraic definition of the Betti numbers of an algebraic 
variety. We will describe briefly one version of the general theory. 
It is treated in detail in Verdier [55]. 
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The necessary data for sheaf theory consist of the following: 
(1) A category С and a collection of families of maps {Xt -^ Y] of С 

with common range, called coverings of the range Y. The follo
wing axioms are supposed to hold: 
(i) Isomorphisms are coverings. 
(ii) The composition of coverings is a covering, in the following 

sense: If {Xt -> Y} cover Y, and {Wtj-^ X^j is a covering 
of Xt for each i, then the compositions {№*./-> Y) cover Y. 

(iii) A pull-back of a covering is a covering: If {Xt -»- Y) is 
a covering, and Y' ->• Y is an arbitrary map, then the fibred 
products Xt X yF ' exist in С and they form a covering of У . 

Actually, the exact phrasing of the axioms is not very important 
(cf. [3, 5, 55J). We will refer to such a collection of data as a topology. 

Given a topology, a sheaf is a contravariant functor F from С to 
(say) sets, satisfying the sheaf axiom. 
(2) If {Xt -+• Y\ is a covering, then a "section" s Ç -F (У) is uniquely 

determined by a collection of sections st 6 i7 (X$) such that for 
each i, / the sections of F (Xt X yXj) induced by st and sj via the 
projection maps are equal. 

Cohomology with values in an abelian sheaf is defined as a derived 
functor, as in Grothendieck [20]. 

The Serre notion of local isotriviality was the starting point for 
Grothendieck's original definition of the etale topology, but it has 
turned out in the meantime to be more convenient to allow localization 
by an arbitiary etale morphism. Thus for the etale topology of 
a prescheme X, the category С above is taken to be the category of 
preschemes U etale over X, and a covering is a family of maps which 
is surjective in the sense that the range is covered by the images. 

This definition is such that the first cohomology H1 (X, G) of 
X with values in a linear group G classifies the fibre spaces with 
structure group G over X having the following property: For 
every x £X there is an etale map U -*• X (not necessarily finite over 
a Zariski open set) whose image contains x, such that the pull-back 
of the fibre space to U is trivial; or, as one says, which are locally 
trivial for the etale topology (cf. Giraud [16] for a general treatment 
of Я1). 

3. Relations with Galois cohomology 

If X is the spectrum of a field Д*, then the etale schemes of finite 
type over X are just spectra of separable (commutative) /("-algebras, 
i.e., products of separable field extensions, and it is not difficult 
to show that the resulting cohomology theory is just Tate's cohomology 
of the galois group G (KK) w/here К is the separable algebraic closure 
of K. This theory has been treated in detail in various places (eg,f 

Serre [50]). 
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The sheaf theory on an arbitrary noetherian scheme X can also 
be related to galois modules via the specialization diagram of X. We 
will describe it (per semplicità di discorso) only for an entire (this 
terminology is due to Lang [33]) normal scheme of dimension 1. This 
includes the case of a nonsingular algebraic curve and that of the 
spectrum of the ring of integers in a number field. The general case 
can be described in a similar way, but the specialization diagram is 
more complicated: _̂ 

Let G be the galois group of the separable closure К of the function 
field К of X, and let̂ ÂTbe t̂he normalization of X in K- For each 
x 6 X, choose a point x of X above x, and let Dx a G be the decompo
sition group of this point. (A change of the point *~pver x changes 
Dx by conjugation. It is an interesting feature of the etale cohomology, 
and one of its weaknesses, that the choices of the various points ~x 
are not important.) Let Gx be the galois group of the separable algebraic 
closure of the residue field k (я) of X at x. Then there is a diagram 
of group homomorphisms 

G<-DX->GX 

for each x ÇX. The result is that the category of "constructible" abelian 
sheaves on X is equivalent with the category whose objects consist of 
(1) (i) A G-module M and a G -̂module Mx for each x Ç X, which 

are finitely generated abelian groups. 
(ii) A "specialization map" Ф :̂ Mx -> M for each x 6 X which 

is a homomorphism of Démodules, 
satisfying the "continuity condition" that almost all of the maps Фж 
be isomorphisms. 

Thus the cohomology of a sheaf on X in the etale topology can 
be described in terms of the galois cohomologies of the groups G, Gx, 
and of the relations between them. In this way one can interpret the 
results of Ogg [40] and Safarevic [44] on the cohomology of abelian 
varieties over function fields as calculations in the etale cohomology. 
Their results contain implicitly a description of the cohomology of 
an algebraic curve over an algebraically closed field (cf. [6], exp. IX). 
The formula of Ogg [40] for the Euler characteristic of a sheaf has been 
generalized by Grothendieck (Raynaud [42]). Similarly, the exact 
sequences of Tate [52] for cohomology of a number field are closely 
related to the etale cohomology of the ring of integers of /C, but there 
is a slight difference in the notion of local triviality used there. 

4, Cohomology with values in the multiplicative group 
The sheaf of units on a scheme X for the etale topology occupies 

a central role. We will denote this sheaf by 0*. It contains as subsheaf 
the sheaf |x of all Toots of unity, and for a regular X, the inclusion 
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Чх с= 0* induces an isomorphism on cohomology in dimensions > 2, 
if one ignores p-torsion for the residue characteristics p of X. The 
sheaf [i is clearly a locally constant torsion sheaf (ignoring p) and 
so its cohomology can be treated by the theory discussed in the next 
section. But in dimensions <2, the cohomology of 0* gives informa
tion of an arithmetic sort not contained in \i: 

It follows from descent theory [23] that 
№(X, 0*) = PicX 

is the group of isomorphism classes of locally free rank one sheaves 
on X. On the other hand, the group H2 (X, ©*) contains as subgroup 
ihe "Brauer group" of sheaves of Azumaya algebras on X (cf. [26]): 

#a(X, 0 * ) э В г Х . 

«(The notion of Azumaya algebra, generalizing that of central simple 
algebra over a field, was first introduced for rings by Azumaya [10] 
and Auslander and Goldman [9], and its relation to cohomology theory 
was studied by various authors [2, 11, 43]. The theory is discussed 
3n detail in Grothendieck [26].) 

A most interesting and apparently difficult question of Auslander 
and Goldman is whether or not the Brauer group is all of Я2 (X, 0 *) 
-when X is the spectrum of a regular ring (or more generally, when X 
is a regular scheme). This is true when X is of dimension < 2 (Auslän
der and Goldman) or when X is a semi-local ring of an algebraic variety 
in characteristic zero (cf. [26]). It is generally false if X is singular 
«(Grothendieck [26]). 

To see the importance of the Brauer group, suppose that X is 
a complete non-singular algebraic surface over an algebraically closed 
field k. For any X and n prime to the characteristics of X, the Kummet 
'sequenc e 

is exact, where \in denotes the sheaf of n-th roots of unity. Applying (1) 
and the above facts to our surface X in the highest interesting dimen
sion, we obtain an exact sequence 

(2) 0-» (PicX)ln~>H*(X, \in)->(BrX)n->0 
where the subscript n indicates the set of elements whose order di 
vides n. Its middle term is4he cohomology of X with values in th( 
constant sheaf \x,n « Zln whose rank as a Z/n-module is, up to a boun 
-ded term, the second,Betti number B2 of X (say by definition). Th< 
term on the left yields up to a bounded term the rank of the Neron 
Severi group of X. Thus the Brauer group measures the algebraic 
analogue p0 = B2 — p of the number of transcendental 2-cycles oi 
я surface. 
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The inequality ß 2 >P was first proved in the abstract case by 
Igusa [31] with an ad hoc definition of Bz, His method of proof, using 
a pencil of curves on the surface and vanishing cycle theory, made 
no use of the etale cohomology, but a similar approach gives an expres
sion for the Brauer group, and hence for the etale B2, in terms of the 
penfcil ([3], Tate [54]). The Brauer group is just the Safarevi6-Tate 
group of locally trivial principal homogeneous spaces of the Jacobian 
of the generic curve. This is also true for arithmetic surfaces (Tate 
[54]). 

5. General cohomology theory 

The approach to etale cohomology- has been mostly via Grothen-
dieck's generalized sheaf theory, as we have already indicated, 
Actually, the first case I know of in which etale coverings were used 
for cohomology theory of a variety is in Kawada and Tate [32]. 

The results of this section (due largely to Grothendieck and myself), 
together with proofs, may be found in [6]. The most important single 
result is the following: 

T h e o r e m - ( 1 ) (proper base change theorem). Let f: X -+-Y 
be a proper map and F an abelian torsion sheaf on X. Let y0 be a geo
metric point of Y, and X0 the geometric fibre of / at y0. Then the 
stalk at y0 of the higher direct image Rqf#F is the cohomology 
H9 (XQ> F\X0) of the fibre. The assumption that F be a torsion 
sheaf is essential in all serious results. 

For schemes of finite type over the complex numbers C, one has 

T h e o r e m (2) (comparison with the classical cohomology). 
Let X be a scheme of finite type over C, and F a constructible torsion 
sheaf on X for the etale topology. Then F includes a sheaf on X for 
the classical topology, and one has isomorphisms 

Hq Cytale» F) » Hq (Хс1авв> F)-

The condition of constructibility is the obvious finiteness condition 
in this context. The proof of (2) in the general case requires resolution 
of singularities (Hironaka [28]). 

For passing from characteristic zero to characteristic p, the follo
wing is useful (cf. [6], also Lubkin [35]): 

T h e o r e m (3): (specialization theorem). Let /: X -> Y be 
a smooth proper map, and let F be a locally constant torsion sheaf 
on X whose orders are prime to the residue characteristics of Y. Then 
the higher direct images R%F are locally constant sheaves on Y 
(whose stalks are by (1) the cohomology of the geometric fibres of 
XIY). 
4-1220 
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This result is one of a series reflecting the locally acyclic nature of 
smooth morphisms. 

In a less definitive state are the results on cohomological dimension 
and finiteness of cohomology: 

T h e o r e m (4) (finiteness). Let /: X ->• Y be a morphism of 
finite type, and F a constructible torsion sheaf on X. Suppose either 
that / is proper or that Y is an excellent (cf. [27], IV) scheme of cha
racteristic zero. Then the higher direct images R%F are again con
structible. Of course, this theorem gives in particular the finiteness 
of the cohomology groups when Y = Spec К is the spectrum of 
a separably closed field. Assuming resolution, one can prove (4) also 
in the case that Y is excellent and of equal characteristics, and that 
F is of orders prime to the characteristics (which is a necessary assump
tion). But very little is known about the cohomology in the unequal 
characteristic case, even in low dimensions where resolution is available 
(Abyankhar [1]), say when X has dimension 2. 

The correct upper bound for cohomological dimension of a variety 
over-a field can be proved from the theorems on cohomological dimen
sion for fields of Grothendieck and Tate (cf. [50]). We denote by 
cd*X the largest integer q such that Hq (X, F) Ф 0 for some /-torsion 
sheaf F: 

T h e o r e m (5): (cohomological dimension). 
(i) Let X be a scheme of finite type over a separably closed field k+ • 

Then 
cd*X<2dimX. 

If X is affine, then 
cdzX<dimX. 

(ii) Let X be a scheme of finite type over the ring of integers of 
a number field K- Assume that either l Ф 2 or that К is totally 
imaginary. Then 

cdjX<2dimX+l. 

Here dim X is the Kronecker dimension. A much lower bound actually 
holds in (i) when I is equal to the characteristic, and for I = 2 in 
(ii) the totally imaginary number field can be replaced by Q if one 
adds to X in a formal way a "fibre at infinity" (cf. [8]). A number 
of other variants are treated in [6]. Again, little is known in the un
equal characteristic case. Thus, for instance, the cohomology with 
values in ZH of the scheme obtained from Spec ZP [It]] by removing 
the locus {t = 0} is not known, nor is the cohomological dimension 
of the field of fractions of ZP [[fll. 
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6. The fundamental group 

As usual, the fundamental group classifies covering spaces: Suppose 
that the scheme X is connected and locally connected for the etale tcpo-
logyi i. е., that every etale scheme U over A" is a disjoint union of 
connected components. Suppose moreover that a geometric poinjt 
of X is given (X is pointed). Then a pro-group (cf. [23]) щ (X) is de
fined in such a way that it classifies etale covering spaces of X, i. еД 
schemes X' over X which are twisted forms for the etale topology 
of the "trivial covering" Д X of X (S is a set). It does so in the sense 

s 
that such schemes X' correspond canonically to homomorphisms from 
n± (X) to the permutation group of S. If X is geometrically unibranch 
([27], IV), a connected covering space X' of this type is necessarily 
finite over X, and so the fundamental group is pro-finite and equal 
to the one introduced by Grothendieck [22]. In general, a scheme may 
have infinite covering spaces, and the fundamental group obtained 
is somewhat larger (cf. Lubkin [35], Grothendieck [24]). 

Almost all of our explicit information about the fundamental 
group still comes from the "Riemann existence theorem". It asserts 
that a finite topological covering of a scheme X of finite type over С 
has a unique algebraic structure, i. е., that the etale fundamental 
group of X (say X is geometrically unibranch) is the profinite comple
tion of the fundamental group of X: 

Щ (X e ta ie ) = Щ (ХС1авв) • 

The general form of this theorem requires the results of Grauert and 
Remmert [18] and GAGA [46] (cf. [6]). Its importance for the étalé 
theory is indicated for instance by the fact. ([6], X) that a nonsingulàr 
variety over С has a Zariski open covering by К (n> 1) spaces (oneè 
having щ as only non-vanishing.homotopy group). \\ 

Although Grothendieck, in his beautiful paper GFGA [22]; suc
ceeded in computing the "tame" fundamental group ,of an algebraic 
curve over an arbitrary field, the proof made use of the Riemanrt 
existence theorem in the classical case, and there is still no algebraip 
proof known. The difficulties which present themselves are very inte
resting: i 

Suppose for instance that X is obtained from the affine line by 
removing some points pt (i = 1 , n); so that the tsme fundamen
tal group is free on'я generators. Theh the ffeeness can be expressed 
by the assertion that . • 7>t 

(1) Homta, ф^ПЙот(£>,, G) 



52 ЧАСОВЫЕ ДОКЛАДЫ ONE-HOUR REPORTS 

where G is a finite "test group" of order prime to the characteristic, 
and where D$ is the decomposition subgroup of a suitably chosen 
point above pt. 

In fact, using Grothendieck's technique one can show by algebraic 
methods alone that in the above situation the ramification can be 
assigned arbitrarily at the points pu up to inner automorphism. By 
this we mean that the map 
(2) Hex (nu G) -> П Hex (Du G) 

is surjective, where Hex (A, B) is the set Horn (A, B) modulo con* 
jugation by inner automorphisms of B. Here the choice of Dt no longer 
matters. This assertion is quite useful for cohomological questions, 
which are not very sensitive to conjugation (cf. section 3), but of 
•course it is much weaker than (1). On the other hand, it has a chance 
to be true in characteristic p without restriction on the order of G. 

7« Homotopy theory 

In order to generalize the Riemann existence theorem to the higher 
Tiomotopy groups, one needs a good way to associate something 
like a simplicial set to a scheme, and because of the difficulties inhe? 
rent in the Cech procedure, it is not immediately clear how to do this. 
A way was first found by Lubkin [35]. Subsequently Verdier [55], 
using an idea of Gartier, found another method, and working along the 
lines suggested by the Cartier-Verdier approach, Quillen [41] has 
developed a homotopy theory for arbitrary categories. 

The exact definitions are too technical to give here. Using them, 
one can associate to a connected and locally connected, pointed sche
me X a pro-object in the homotopy category H of connected pointed 
GW-complexes, which represents the homotopy type of the scheme for 
the e4a!e topology (cf. Lubkin [36]). Let us denote this pro-object 
by Xet- Its relation to the classical topology can be described as 
follows (cf. Artin and Mazur [7]): 

Gall a GW-complex homotopy finite if all of its homotopy groups 
are finite groups. Then one can associate to an object К in the 
homotopy category H a pro-pdte completion j( which is a formal 
inverse system of homotopy finite CW-complexes, i. е., a pro-object 
in the homotopy category of such complexes. The completion I( is 
characterized by the property that any map from К to a homotopy 
finite complex factors through /Ç. 

The natural extension of the Riemann existence theorem is the 
following result: 

T h e o r e m (1). Let X be a pointed geometrically unibranch 
scheme of finite type over the field of complex numbers. Denote by 



M. ARTIN 53 

Kc\ its homotopy type for the classical topology. Then 

Aet^ л ei
lt is in general not true that the homotopy groups of К are ihe 

)ro-finite completions of the homotopy groups of /0 However, this 
s true if К is simply connected and has finitely generated homotopy 
jroups in each dimension [7]. Thus if in the above theorem Xc\ is 

limply connected, then nq (Xet) = nq (Xci) for each q. 
The above method gives a definition of homotopy for quite general 

ichemes X. For instance, the scheme Spec Z with a point at infinity 
ldded in a formal way has the homotopy type of a Moore space 
^'(2/2,2) with the single nonvanishing homology group Z/2 in 
limension 2. However, it is likely that a good homotopy theory for 
>pec Z should allow for homotopy groups of a twisted sort, such as 
oots of unity. 

8. Henselian rings 

The study of local properties of schemes for the etale topology 
eads to a series of questions of an interesting sort which I want to 
nention briefly. The local ring of a scheme X at a geometric point x, 
n the etale topology, is the ring 

rtiere (X', x') runs through schemes X' etale over X with chosen 
[eometric point x' over x. The most striking property of these rings 
s that they are henselian (i. е., that Hensel's lemma holds). It seems 
:lear that the notion of henselian ring, introducedjby Azumaya [10] 
ind studied by Nagata [39], will play an important role in any detailed 
tudy of local phenomena. 

Let me recall the general outline, proposed by Grothendieck in 
he introduction to his Elements [27], for treating certain types of 
[uestions about schemes. I have rephrased it slightly for my purposes: 

11 e p 1. One compares a global problem with the corresponding local 
•ne for the etale topology. 

11 e p 2. By a limit argument, the local problem is reduced to 
question about henselian rings R. 

» t e p 3. One may replace the henselian ring R by its completion R> 

\ t e p 4. The complete local ring is related to the artinian rings 
?/mn(m = rad R), and the study of these rings is reduced by infi-
itesimal methods to a series of questions about the field R/m (which 
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are perhaps "classical"); Actually, none of these steps is under com
plete control, exept for 2 which is generally trivial (cf. Grothendieck 
27]). Step 1 may sometimes be.treated by descent theory (Grothendieck 
"23Ï), and step 4 was discussed by Serre in his Stockholm talk [49]. 
.. The somewhat novel point I want to bring out is step 3, which 
has not received much attention, but which seems promising. It is çne 
aspect of the general algebraization problem of relating henseliari 
rings to their completions. This has been studied for the divisor class 
group by Hironaka [29] and for algebraic extensions of rings in [45], 
An interesting example is obtained from the question of the existence 
of a section of a map /: X-+- Y of schemes. The corresponding algebrai
zation problem, which would handle step 3 in this case, is the follo
wing: 

Suppose that X is a scheme of finite type over a henselian ring £ 
which has a "formal section", i. е., a point with values in $. Wha1 
assumptions are needed to assure that one can approximate the 
formal section by points with valuest in R? 
For a discrete valuation ring jR/this problem was solvec 

recently by] Greënberg [19] and Raynaud. Mild restrictions on Я 
suffice. 

In д slightly different direction is the theorem of Grauert 
Hironaka and Rossi [17], [30] to the effect that analytic loca 
rings withl isolated singular points whose completions are isomor 
phic are themselves isomorphic. This theorem has an algebrai< 
analogue in characteristic zero, which asserts that two algebrah 
varieties with isolated singular points whose local rings hav< 
isomorphic completions are locally isomorphic for the etale topo 
logy. (This is already a striking change from the Zariski topolog] 
in ithe case of simple points. For them it follows immediately 
from the Jacobian criterion.) The related conjecture of Grauer 
that any complete local ring with isolated singularity is "algebra 
ic", i. е., is the completion of a local ring of an algebraic variety 
'is however still open except in low dimensions [4], [29]. 

Depf. of, Mathematics, . 
Massachusetts Institute of Technology, 
Cambridge, USA 

R E F E R E N C E S 

[1] A b h y a n к h а г S., Resolution of singularities of arithmetical sur 
• ., faces, Purdue conference on arithmetical algebraic geometry, Harper 
\ .(1965). 
[$] À~m i t s u r S. A., Simple algebras and cohomology groups of arbitra 

: " ry fields, Transactions Amer. Math. Soc, 90 (1959). r 



M, ARTIN 55 

[3] A r l i n M,, Grothendieck topologies, Mimeographed notes, Harvard 
(1962). 

[4] A r t i n M., Algebraic extensions of local rings, Rend, di Mat. (to 
appear). 

15] A r t i n M., Etale coverings of schemes over Hensel rings, Amer. J. Math. 
(to appear). 

Ï6] A r t i n M,, G r o t h e n d i e c k A., Cohomologie étale des schémas, 
Sern. Inst. Hautes. Et. Sei., Вures-sur-Yvette (1963-64). 

17] A r t i n M., M a z u r B. (in preparation). 
18] A r t i n M., V e r d i e r J.-L., Etale cohomology of number fields, 

Mimeographed notes, Woods Hole (1964). 
[9] A u s l a n d e r M. » G o l d m a n О.', The Brauer group of a commuta

tive ring, Transactions Amer. Math. Soc, 97 (1960). 
|10] A z u m a y a G., On maximally central algebras, Nagoya Math. J,t 

2 (1951). 
(11] C h a s e S. U., H a r r i s o n D. K., R o s e n b e r g A., Galois theory 

and cohomology of commutative rings, Memoir Amer. Math. Soc, 62 (1965). 
(12] D e m a z u r e M., Séminaire de géométrie algébrique. Schémas en 

groupes, expose 4, Inst. Hautes Et. Sei., В ures-sur-Yvette (1963-64). 
(13] D w o r k В., On the rationality of the zeta function of an algebraic 

variety, Amer. J. Math., 82 (1960). 
[14] G a b r i e l P., Z i s m a n M., Séminaire homotopique, Inst. Math, 

de Strasbourg (1963-64). 
[15] G i r a u d J., Analysis situs, Sem. Bourbaki, No. 256 (1962-63). 
| l 6 ] G i r a u d J., Cohomologie non abélienne (mimeographed notes), Colum

bia University (1966). 
[ 1 7 ] G r a u e r t H., Ober Modifikationen und exceptionelle analytische 

Mengen, Math. Ann., 146 (1962). 
J18] G r a u e r t H., R e m m e r t R., Komplexe Räume, Math. Ann.9 

136 (1958). 
• 119] G r e e n b e r g M., Rational points in Henselian discrete valuation 

rings, Bulletin Amer. Math. Soc. (to appear). 
[20] G r o t h e n d i e c k A., Sur quelques points d'algèbre homologique, 

Tohoku Math. J., 9 (1957). 
[21] G r o t h e n d i e c k A., Cohomology theory of abstract algebraic varie

ties, Proc. Int. Congr. Math. Edinburgh (1958). 
[22] G r o t h e n d i e c k A., Géométrie formelle et géométrie algébrique, 

Sem. Bourbaki, No. 182 (1958-59). 
[23] G r o t h e n d i e c k A., Technique de descente et théorèmes d'existence 

en géométrie algébrique, Sem. Bourbaki, No. 190, 195 (1959-60). 
[24] G r o t h e n d i e c k A., Séminaire de géométrie algébrique, Schémas 

en groupes, expose 10, Inst. Hautes Et Sei., Bures-sur-Yvette (1.963-64). 
[25] G r o t h e n d i e c k A., Formule de Lefschetz et-rationalité dès fonc

tions L., Sem. Bourbaki, No. 279 (1964-65). 
[26] G r o t h e n d i e c k A., Le groupe de Brauer, I, II, Sem. Bourbaki, 

No. 290 and 297 (1964-65). 
[27] G r o t h e n d i e c k A., D i e u d o n n ê J., Éléments de géométrie 

algébrique, Pub, Math. Inst. Hautes Et. Sei. No. 4, 7(1959). 
[28] H i r o n a k a H., Resolution of singularities of an algebraic variety 

over a ground field of characteristic zero, I, II, Annals o/. Math., 27 
(1964). 

[29] H i r o n a k a H. (in preparation). 
[30] H i r o n a k a H., R o s s i H., On the equivalence of imbeddings 

of exceptional complex spaces, Math. Ann., 156 (1964). 
[31] I g u s a J.-I., Betti and Picard numbers of abstract algebraic sur

faces, Proc Nat. Acad. ScL, 46 (1960). 



56 ЧАСОВЫЕ ДОКЛАДЫ ONE-HOUR REPORTS 

[32] К aw a d a Y., T a t e J., On the Galois cohomology of unramified 
extensions of function fields in one variable, Amer. J. Math., 77 (1955). 

[33] L a n g S., Algebra, Addison-Wesley (1965). Русский перевод в печати. 
[34] L a n g S., T a t e J., Principal homogeneous spaces over Abelian varie

ties, Amer. J. Math., 80 (1958). 
[35] L u b k i n S., On a conjecture of A. Weil, Amer. J. Math, (to appear). 
[36] L u b k i n S., A p-adic proof of Weil's conjectures, Mimeographed notes, 

Inst. Adv. Study (1966). 
[37J M o n s k y P., W a s h n i t z e r A., The construction of formal coho

mology sheaves, Proc Nat. Acad. Sei., 52 (1964), 
[38] M o n s k y P. (in preparation). 
[39] N a g a t a M., Local rings, New York (1962). 
[40] О g g A. P., Cohomology of Abelian varieties over function fields, Annals 

of Math., 76 (1962). 
[41] Q u i 1 1 e n D. (in preparation). 
[42] R a y n a u d M., Caractéristique d'Euler-Poincaré d'un faisceau et 

cohomologie des variétés abéliennes, Sem. Bourbaki, No. 286 (1964-65). 
[43] R o s e n b e r g A . , Z e l i n s k i D., On Amitsur's complex, Transac

tions Amer. Math* Soct 97 (I960). 
[44] Ш а ф а р е в и ч И.P., Главные однородные прострнства, определенные 

над полем функций, Труды Мат, института им. В. А. Стеклова, LXIV 
(1961). 

[45] S e r r e J-P., Faisceaux algébriques cohérents, Annals of Math., 
61 (1955). 

[46] S e r r e J-P., Géométrie algébrique et géométrie analytique, Ann. 
Inst. Fourier Grenoble, 6 (1955-56). 

[47] S e r r e J.-P., Sur la topologie des variétés algébriques en caracté
ristique p, Sympos. top. alg., Mexico (1956). 

[48] S e r r e J.-P., Espaces fibres algébriques. Sem. Chevalley. Anneaux 
de Chow et applications, expose 1 (1958). 

[49] S e r r e J.-P., Géométrie algébrique. Proc. Int. Congr. Math. Stockholm 
(1962). 

[50] S e r r e J.-P., Cohomologie galoisienne, Lecture notes in math., 
No. 5, Springer (1965). 

[51] S h a t z S., The cohomological dimension of certain Grothendieck topo
logies, Annals of Math., 83 (1966). 

[52] T a t e J., Duality theorems in Galois cohomology over number fields, 
Proc. Int. Congr. Math. Stockholm (1962). 

[53] T a t e J., Algebraic cycles and poles of zeta functions, Purdue confe
rence on arithmetical algebraic geometry, Harpers (1965). 

[54] T a t e J., On the conjectures' of Birch and Swinnerton-Dyer and a geo
metric analogue, Sem. Bourbaki, No. 306 (1965-66). 

[55] V e r d i er J.-L., Cohomologie étale des schémas, Sem. Inst. Hautes 
Et. Sei., Exposes 1-6, Bures-sur-Yvette (1963-64). 

[56] W e i l A., Numbers of solutions of equations in finite fields, Bulletin 
Amer. Math. Soc, 55 (1949). 

[57] W e i l A., Abstract versus classical algebraic geometry, Proc. Int. Congr. 
Math. Amsterdam (1954). 

[58] W e i l A., Fibre spaces in algebraic geometry, Mimeographed notes 
by A. Wallace, Chicago (1955). 

[59] Z a r i s k i O., On the compactness of the Riemann manifold of an 
abstract field of algebraic functions, Bulletin Amer. Math. Soc, 50 (1944). 



GLOBAL ASPECTS OF THE THEORY 
OF ELLIPTIC DIFFERENTIAL OPERATORS 

M I C H A E L F. A T I Y A H 

Introduction 

The subject matter of this talk lies in the area between Analysis 
and Algebraic Topology. More specifically, I want to discuss the 
relations between the analysis of linear partial differential operators 
6f elliptic type and the algebraic topology of linear groups of finite-
dimensional vector spaces. I will try to show that these two topics-
are intimately related, and that the study of each is of great import
ance for the development of the other. 

The theory of elliptic differential equations has of course a long, 
and rich history, with its origins in the study of the Laplace equation 
and of the closely-associated Cauchy-Riemann equations. Its con
nection with topology, via the theory of holomorphic functions and 
Riemann surfaces, is equally classical. Its development in the last 
fifty years or so has however followed two rather separate courses.. 

On the one hand there has been the purely analytical development, 
the qualitative study of general elliptic operators. Here the emphasis 
has been on extending the basic theory of the Laplace operator to-
general operators of the same type—what we now call elliptic opera
tors. The questions studied include regularity of solutions, boundary 
conditions and more recently the extension to suitable classes of 
integro-differential operators—now cal led pseudo-differential operators.. 
On the whole this sort of work was carried out for domains in Eucli
dean space, though the extension to more general manifolds presents. 
nothing essentially new. 

The second development has been the more detailed or quantitative 
study of the classical operators and their associated structures. This 
essentially includes the whole of algebraic geometry treated by topo
logical and transcendental methods. The pioneering work in this 
field was of course done by Hodge some thirty years ago. 

Roughly speaking we might say that the analysts were dealing 
with complicated operators and simple spaces (or were only asking 
simple questions), while the algebraic geometers and topologists were 
only dealing with simple operators but were studying rather general 
manifolds and asking more refined questions. 

In recent times, the last five years or so, some serious attempts 
have been made to integrate these two different developments. Each 
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seems now to have reached such a stage of maturity that it can con
fidently offer its services to the other half. For example, some of the 
ideas and techniques developed in the general theory of partial dif
ferential equations have been very successfully applied to the study 
of complex manifolds (cf. [12]). My own interests, however, have been 
in the reverse direction and I would like to spend the rest of my time 
•discussing the Riemann-Roch or Index Problem. 

1. The Riemann«Roch theorem 

The classical Riemann-Roch theorem is concerned with giving 
•a formula for the dimension of the space of meromorphic functions 
•on a compact Riemann surface having poles of orders^ vt at points 
Pt. If P = SVjPj then the dimension / (P) is given by: 

l(P)-l{P) = degP-g+l 

where deg P = 2vj. Here i (P) is in effect I (Q) for a suitable Q so 
that what is computed is a difference of two numbers of the same sort. 
This is in the nature of the problem because as we vary P (i. e. if we 
-vary Pi) the number l(P) can jump', but the difference / (P)—i (P) 
remains constant. Moreover one can, in certain circumstances, prove 
that i (P) = 0 (this happens if deg P > 2g — 2) and one then has 
a genuine formula for I (P). 

The Riemann-Roch theorem is one of the basic theorems of 
algebraic geometry. It is an example of a quantitative or "refined" 
result. Considerable effort was devoted to extending it to higher 
dimensions, and success was achieved first by Hirzebruch [9] in 1954 
and then (purely algebraically) by Grothendieck [6] in 1957. 

On the other hand analysis had been independently studying the 
дЧпаех problem" for elliptic operators [8]. If D is an elliptic operator 
-on a compact manifold (without boundary for simplicity) then, the 
space of solutions of Du = 0 is finite-dimensional, if one wants 
a formula for this dimension / (D) one finds that / (D) can jump, but 
that 

indexD = /(£>) — l(D*) 

{where D* is the adjoint problem) is constant under continuous.varia
tion of D. The problem therefore is to find a formula for index D. 
The analogy with the Riemann-Roch theorem is obvious. Moreover 
since holomorphic functions are solutions of du = 0 we can easily set 
up the Riemann-Roch problem as an index problem. To solve the 
index problem in general is therefore to extend the Riemann-Roch 
theorem from the domain of holomorphic function theory to that of 
.general elliptic systems. 
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In low dimensions, when the пищЬег of independent variables 
is 1 or 2, explicit answers were obtained by fairly elementary methods. 
In general, however, one is faced with two serious problems: 

(A) We have to find suitable topological invariants of the pair 
(X, D) where X is the base manifold andD the elliptic operator. 

(B) We have then to find the explicit formula for index D in terms 
of these invariants. 

For example in the case of the classical Riemann-Roch theorem the 
topological invariants are just the genus g and deg (P). 

2. Topology of the linear groups 

For the classical structures (Riemannian and complex) an extensive 
theory of topological invariants, called characteristic classes, has 
been developed (cf. [9]). These classes are all generalizations of the 
Euler number, i. e. the number of singularities of a vector field. 
Roughly speaking, one considers the cycles where a given number of 
vector fields becomes linearly dependent. Fundamentally these homolo
gy invariants stem from the homology of the linear groups GL (n, R) 
and GL (я, С). The Riemann-Roch theorem of Hirzebruch gives 
a formula in terms of these characteristic classes, the actual formula 
being a very complicated one going back to Todd and involving the 
generating function x/(l — erf of the Bernoulli numbers. 

It is a remarkably fortunate fact that an elliptic operator D also 
defines invariants of the characteristic class type. It is not difficult 
-to see how these arise. Let us recall that a homogeneous constant 
coefficient N X N -matrix of differential operators 

• р-[р"(те" -air)]- f ' / = 1 *• • 
is elliptic if g Ф 0 (and real)=»detï> (%ъ . . ., ln) Ф 0. Then P 
defines a map Ç ->• P (I) of S71-1 ->• GL (N, C), where Snrl is the unit 
sphere in Rn. This shows at once that the homotopy and hence thç 
homology of GL (N, C) enters into the study of elliptic operators. 
Now according to a fundamental theorem of Bott [7] the homotopy 
groups 

nn^(GL(N;C)) 

are 0 for n odd and isomorphic to the integers for n even (provided 
2N>n). Thus if n is even and 2N>n, P defines an integer which 
may be called its degree. This is a generalization of the obvious degree 
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in case N = 1, n = 2 and it may be computed explicitly as the value 
of an integral \ ю (P) where со (P) is a differential expression 

sn-i 

in P generalizing the well-known formula §S7 \ ^p- • 
si 

Using these invariants of a general elliptic operator D (together 
with the ordinary characteristic classes of X) one can then give an 
explicit formula for index D which is remarkably similar to that 
occurring in the Riemann-Roch formula. This is not accidental 
and has a quite deep-significance. Very roughly one can say that, as 
far as the topology goes, the classical operators are just as compli
cated as the most general ones so that the Riemann-Roch formula 
gives a fair indication of the general case. 

Let me make some very general remarks about the nature of the 
proof *) of the general index theorem. First of all, when X is a simple 
space like a sphere we can use Bott's theorem to deform D into 
a standard operator whose index may be computed directly. In the 
case of a complicated X we embed' X in a sphere S and construct an 
elliptic operator D' on S with 

index D=+ index D'. 

We are then reduced to the preceding case. It is important to note 
that even if we start with a nice D on X (e. g., coming from a complex 
structure) it is not in general possible to get a niceD*. Thus it is not 
possible to restrict oneself to nice or classical operators. To prove the 
Riemann-Roch theorem for arbitrary compact complex manifolds 
one needs to go outside this category. The reason why the case of 
(projective) algebraic varieties is easier is because one can use the 
very special holomorphic embedding X cz PN (C), whereas in general 
we have no alternative but to use the non-holornorphic embedding 
XczS. 

3. Integral formulae 

Characteristic classes have a representation by differential forms 
which is a generalization of the Gauss-Bonnet formula 

< - ! * 

expressing the Euler number as the integral of the scalar curvature 
(suitably normalized). The integral formula for the (local) degree 

l ) There are now two proofs of the index theorem. The first, modelled on 
Hirzebrüch's proof of the Riemann-Roch theorem, appears in [4], [16]. The 
second, which is closer to the work of Grothendieck, will appear in [5]. The 
remarks here refer to the second proof. 
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of an elliptic operator mentioned in § 2 is of the same type. Using 
such expressions it is possible in principle (though very complicated 
in practice) to express the index D as an integral \ ю (D). Here со (D) 

X 

depends on the coefficients of D and on a choice of Riemannian metric 
on X. Although this formula is algebraically complicated it is analy
tically fairly simple, in the sense that it involves only the first few 
«derivatives of the coefficients of D (and the metric). 

There is, however, an entirely different and purely analytical 
approach to the index problem which leads to another formula for 
index D as an integral. Unfortunately this formula is extremely com
plicated and it involves approximately n derivatives where n is the 
dimension of X. Only for low values of X it is easy to identify it with 
the curvature-type formula given by the other method. 

This analytical method is essentially very classical except that 
no one seems to have considered using it on the index problem. The 
idea is as follows. Suppose first that A is a self adjoint positive ellip
tic operator. Then, by the spectral theorem, we can define A~s for 
s Ç С and consider the "Zeta-function" 

£(s) = Trace Д-8:=2АГ8 

where X runs over the (discrete) eigenvalues of A. This converges if 
Re (s) is large and £ (s) can be analytically continued as a meromorphic 
function on the entire s-plane. Moreover 5 = 0 turns out not to be 
a pole, and the value £ (0) can be computed explicitly in terms of A. 
For the Laplace operator these results are due to Minakshisundaram 
and Pleijel [14]. Their extension to the general case can be done by 
pseudo-differential operator techniques (cf. [16]). Alternatively £(0) 
can be interpreted as the constant term in the asymptotic expansion 
of trace (e~Ai) as t~* 0, where e~At (for t > 0) denotes the solution 
of the generalized Heat equation 

(4 + A)„ = 0. 
Suppose now that D i s elliptic. Introducing metrics we can con

sider D* the adjoint of D. Then 

Д0=1+£>*Д Ad = l +DD* 

are positive self-adjoint operators. Let 

^( S ) = TraceАГ8, t = l , 2. 

Then it is not difficult to show that 

£o(5) — £i(s) = index D 
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is independent of s. Hence putting s = 0 and using the explicit for
mula mentioned we get a formula for index D. In fact one can use 
other integer values of s, besides 0. Each will give a formally different 
expression of index D as an integral. However s = 0 is the simplest. 

4, Generalizations 

4.1. B o u n d a r y p r o b l e m s . For elliptic operators with 
"coercive" boundary conditions [11] one also has an index problem'. 
It turns out that these boundary conditions have a deep topological' 
significance. For instance, if D admits any coercive boundary condi
tions then the local degree of D must be zero. In view of this it is not 
surprising that one.ends up (cf. [2]) with an explicit index formula 
of much the same type as in the case of manifolds without boundary. 
Moreover, as a by-product, the examination of the topological meaning. 
of the boundary conditions led to a new and elementary proof [1] 
of the basic periodicity theorem of Bott for nt (GL (N, C)). 

4.2. L e f s e h e t z f i x e d - p o i n t formula. Suppose 
/: X-*Y is a differentiable map which "commutes" with a given D 
(one may think of a holomorphic map as the typical example). Then 
we can define1) a kind of "Lefschetz number": 

L (f) = Trace (/1 Ker D) - Trace (/1 Coker D). 

If f has isolated fixed points of multiplicity ± l e one has a formula 
of the following type [3] 

L(f) = Sv(P) 

where P runs over the fixed points of / and v (P) is a complex number 
depending only on the differential (df)P. This may be regarded as 
a generalization of the classical Lefschetz fixed-point formula. The 
proof is by the method of § 3, using Zeta-functions 

g(s) = Trace(A~eo/*) 

which depend on D and /. The point is that because of the hypothesis 
on the fixed points of / it turns out that these Zeta-functions have 
no poles and £(0) is then very easily computed. In fact it depends 
only on f and not on A. 

4.3. G r o u p - s i t u a t i o n s . Assume G is a compact group 
of automorphisms of (X, D). Then Ker D and Coker D are G-modulefc. 
and g-+L(g) is a virtual character of G. Since the characters of G 
are a discrete set "we can again use deformation methods and one 

!) Coker D eà Ker D* but this involves a metric and / need not preserve 
a metric. Thus / acts naturally on Coker Drbut not on Ker D*. 
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obtains a theorem that expresses L (g) as a sum over the fixed compo
nents of g9 each term being an integral of similar type to that occur
ring in the index formula. These formulae (and also the formula 
of (4.2)) applied to a homogeneous space X = G/H include the Her
mann Weyl character formula. They also lead (cf. [10]) to the Lang-
land's formula [13] for dimensions of spaces of automorphic forms.. 

4.4. R e a l o p e r a t o r s . So far we have discussed only inva
riants which are integers or complex numbers and these may, if we 
wish, be expressed as integrals. It is therefore interesting to point 
out that there are analytical invariants which are not of this type-
Thus let D be a real skm-adjoint elliptic operator. Then index D = 0* 
is not interesting but it is not difficult to see that dim (Ker D) mod 2 
is a deformation invariant. This is a consequence of the fact that 
the non-zero eigenvalues of Z) occur in conjugate pairs (± i\i). It turns 
out that this invariant can be viewed as a kind of index and by 
methods similar to those above we can express this mod 2 invariant 
in terms of suitable invariants. Here what are relevant are the homo
topy groups Я| (GL (N, R)). For N large these are (cf. [7]) periodic 
with period 8 and щ is of order 2 if i s= 0 or mod 8. These mod 2 
homotopy invariants give what is required. 

Conclusion 

I have presented things so far in the form of topology being used 
to assist in computing an analytic invariant. The relation of the topo
logy to the analysis however is very intimate indeed—as I have indi
cated in connection with boundary problems. There are in fact parts 
of the theory where the analysis has to be used to help the topology.. 
For example the G-equivariant homotopy classes of maps 

S(V)->GL(W), 

where V, W are representation spaces of G (with W "large") and S (\ty 
denotes the unit sphere of V can be determined by use of elliptic opera
tors. So far there is no other method. 

The situation here is analogous to that in Morse's theory of criti
cal points. In the first place one would tend to say that the number 
of critical points of a real-valued function / on a manifold X could11 

be estimated in terms of the topological invariants of X. The theory 
has however been used extensively the other way round: one constructs. 
suitable functions and obtains information on X from the critical 
points of X. All the modern structure theory of differentiable mani
folds is based on this point of view. 
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I would like to conclude with some philosophical remarks. In my 
view the close relation between topology of linear groups and the 
analysis of elliptic operators stems from the following three basic 
properties they have in common: 

(i) Linearity 
(ii) Stability (under deformation) 
(iii) Finiteness. 

University of Oxford, 
Mathematical Institute, 
Oxford, England 
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DYNAMIC PROGRAMMING 
AND MODERN CONTROL THEORY 

R I C H A R D В E L L M A N 

1. Introduction 

One of the fundamental concepts in mathematics is that of trans
formation. The study of the unfolding over time of a physical process 
leads naturally to investigations of the effects of the repetition of 
a transformation, which is to say to the study of multistage processes. 
Much of classical and contemporary analysis stems from this source: 
iteration, ergodic theory, the theory of semigroups [1], the theory 
of branching processes [2], random transformations at fixed times and 
deterministic transformations at stochastic times [3, 4]. 

We wish to indicate still another direction of research, that of 
multistage decision processes. What happens when we allow a choice 
of the transformation to be employed at each time? As we shall see, 
in addition to raising many new questions and developing some new 
techniques to answer them, we shall also make repeated contacts 
with classical areas of analysis. The point is that many processes 
can be interpreted to be of the foregoing type. This is the fundamental 
"as if" property of mathematics. 

Since the term "mathematical theory of multistage decision pro
cesses" is rather unwieldy, we have coined the shorter, but no less 
cryptic, "dynamic programming". Detailed accounts of what we sketch 
so briefly below will be found in the books [5, 6, 7, 8], as well as in the 
papers cited. 

2. Dynamic programming 

Let us now describe a dynamic programming process of discrete, 
deterministic type. Let p be a point in a space S, called the state 
space, and T (p, q) be a transformation with the closure property 
that pi =T (p, q) belongs to S whenever q belongs to a space D, 
called the decision, or- control, space. The variable q is called the 
decision or control variable. 

Consider now a sequence of q's, qu q2, . . ., qN, which generate 
a corresponding sequence of points in S, 

(1) Pi = T(p,qi), Pz-=T(pt,q2), . . . , pN=T(pN-uqN). 

We ask that these control variables be chosen so as to maximize a 
prescribed scalar function 

(2) RN = R(p, pu ..., pN, ft, (72, . . . , q#). 

5-1220 
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In this general formulation, there is little that can be said profitably. 
To obtain some interesting problems, we must impose some structure 
upon jR. Let us take it to have a separable form 

(3) RN --= h (p, qt) + h (p^ q2) + ...+h (pN-u qN) +.k (pN). 

Fortunately, many significant problems in mathematics and applica
tions arise naturally in this form which lends itself to analysis. 
In a number of interesting processes involving "stop rules", N itself 
depends upon the px and qt. We shall not discuss these matters here; 
see [8, 9]. 

Let us assume either that all variables are discrete, which makes 
the existence of the maximum immediate, or that appropriate conti
nuity conditions have been imposed. Observing that the maximum 
value depends on p, the initial state, and N, the humber of transfor
mations, or stages, let us introduce the sequence of functions {fN (/?)}, 
p £ s, N=l, 2, . . ., defined by the relation 

(4) f N (p) = max RN, 

This is an imbedding technique. We have imbedded a particular 
optimization problem within a family of related problems. If this 
is done correctly, we can obtain useful relations connecting different 
members of the family. In this way, we build a bridge between the 
simple problems and the difficult ones. We see that 

(5) h (p) = max [h (/?, qt) + k (p±)], 
4 

fN(p)= max [-.-] = 

= max max [...] = 
ffl ta2

 givl 

= max [h (p, q±) + max [...]] = 

= max[Ä(p, qi)+fN-i(T(p, ^))] , 
4 

for N>2. 
We thus possess an inductive technique for deducing the proper

ties of fN from that of the simpler function f±. The case where N = oo, 
an unbounded process, is particularly interesting. It leads to the 
novel nonlinear functional equation 

(6) f (p) = max [h (/7, q) + f(T (Pi q))]. 
ч 
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3. Analytic aspects 

There are now many possible directions to proceed. An important 
first step involves the study of the existence and uniqueness of solu
tions. In some cases, this can be done with relative ease [51; in other 
cases, it is extremely helpful to introduce a carefully chosen metric, 
the Birkhoff metric [10]; in still other cases, it is "catch as catch can". 
Of interest are also questions concerning the convergence of the se
quence {fN (p)}, and the rate of convergence. 

It is also important, both intrinsically and for approximation 
purposes, to find families of functions which satisfy (2.6). To begin 
with, it is useful to obtain functions / (p, a), dependent on a vector 
parameter a, with the invariance property 

(1) f (P, a) = max[h(p, q) + f (T(p, q), b)]. 

For example, if p and q are N-dimensional vectors, T (p, q) = Bp~\-q, 
and h (p, q) is a quadratic form in p and q, then we have a relation 
of the foregoing type with / (p, a) a quadratic form in p, 

(2) f(p,a) = (p,ap), 

and a a symmetric 'matrix. This relation occupies a central role in 
modern control theory; see [8, 11, 12, 32]. 

We can generate other families of functions with this reproducing 
property by use of the maximum transform. In the scalar version 

(3) M(u) = U (x) = max [и (y) — xy]. 

This transform has the convenient unravelling property 

(4) M(u*v) = M(u)+M(v), 
where 
(5) u*v= max [u(yi) + v(y2)\, yuy2>0. 

V±+V2=x 

This transform is closely related to duality aspects of dynamic pro
gramming processes we shall mention again below; see [13, 14]. 

4. Approximation in policy space 

Referring to the equation of (2.6), we see that it involves two fun
ctions, f (p), the maximum value, and q (p), the decision function. 
We shall call this second function the policy function. If f(p) is known, 
we can immediately determine q (p) via the maximization. If q (p) 

5* 
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is known, we obtain / (p) by iteration, 

(1) f(p) = h(p,q) + h(T(Plqhq(T))+... . 

A solution of (2.6) can thus be effected by means of a determination 
of f(p) or equally by a determination of q(p), the optimal policy. 
This is an extremely important observation since it enables us to 
employ a type of approximation not available in classical analysis, 
approximation in policy space. Conventionally, we can approach the 
solution of (2.6) by means of a method of successive approximations, 
using a sequence {fN(p)} such as that defined by (1.5). However, as 
just noted, we possess the additional freedom of approximating to the 
policy function q(p). If we guess qi(p), we obtain fi(p) as the 
soluton of 
(2) fi(p)~-=g(P,gt) + fi(T(p,qi)), 

obtained by direct iteration. One way to obtain a second approxima
tion, q2 (p), is to ask for the function which furnishes the maximum of 

(3) g(P,q) + fi(T(p,q)). 

This has a very simple intuitive flavor. We try to improve our first 
decision, while reconciling ourselves to a continuation in the original 
fashion. Having obtained q2 (p) in this fashion, we form f2 (p) via 

(4) f2(p) = g(p,Qz) + h(T(p,q2)), 

where f2 is again obtained via iteration. We now continue in this 
fashion, obtaining a sequence of policies {qn(p)} and a sequence of 
return functions {fn(p)}> 

Our reason for focussing upon policies is that the analytic structure 
of policies is quite often far simpler than that of the return functions. 
This is closely related to the Fermât principle of least time, Huygen's 
principle, and so forth [27]. Policies often possess simple intuitive 
flavor which can be rapidly ascertained from the original decision 
process. 

5. Positive operators 

. - From the derivation of q2, we see that 

(1) fi(p) = g(P, Qi) + fi(T(p, qi))<g(p, qi) + h(T(p, q2)). 
Can we conclude from the equality of (4.4) and the inequality above 
that 
(2) h(p)<h(p)f 

.This question establishes contact with the theory of positive and 
monotone operators. If ft and f2 are two functions satisfying the 



R. BELLMAN 69 

relation 
(3) T(h)>T(f2) 
where T is a given transformation, when can we conclude that Д > /2? 

A particular class of problems of this type involves ordinary and 
partial differential operators and is related both to the theory of 
differential inequalities inaugurated by Caplygin and Lyapunoy 
[15, 16], and to the modern maximum principles of partial differen
tial equations. Results of this" type play an important role in appro
ximation methods and computational approaches-in general. 

6. Quasilinearization 
The flexibility inherent in an equation such as (2.6) prompts onç 

to see whether or not it is possible to convert other types of nonlinear 
functional equations not at all related to dynamic programming into 
a similar form. If so, we can easily obtain sequences of successive 
approximants which converge monotonically. r 

For example, consider the Riccati equation 
(1) u' = u? + a(t); u(0) = c, 
basic in the study of the second order linear differential equation 
and thus important in quantum mechanics. We can write this in the 
form 
(2) u' = max[2uv — u2 + a(t)] 

V 

and consider v (t) to be a pseudo-policy. That и = и makes approxi
mation particularly easy. Suppose we consider the associated linear 
equation 
(3) U' = 2Uv-v* + a(t), U(0) = c 
where v is a fixed function of t. Using a simple result in the theory of 
differential inequalities, we can assert that 

(4) u = maxU(ü, t); 

see [28]. This, and related results, have been systematically used 
by Calogero in connection with the study of quantum mechanical 
scattering [17]. 

The foregoing approach can also be used as a basis of successive 
approximations which coincides with the Newton-Raphson-Kantoro -̂
vich technique in a number of cases. See [18] 'for a discussion of the 
theory of quasilinearization based upon the application of the fore* 
going ideas to general classes of nonlinear functional equations!. 
A detailed discussion of differential inequalities based upon early 
work of'Collatz will be found in [19]. > 
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Particularly interesting is the application of these ideas to the 
study of ordinary and generalized solutions of the equation 
(S) u>t = g(u,ux)> 
which we shall meet again below in connection with the calculus of 
variations. Results originally obtained in [29] essentially by divi
nation can be obtained in a relatively straightforward way; see [18, 30]. 
This method has been extensively developed in some recent papers [31]. 

7. Realizations and applications 

It is interesting and useful to apply these ideas to the study of 
planning and decision processes outside of mathematics, in the econo
mic, engineering, and industrial worlds, and to the parts of mathema
tical analysis which can be interpreted in the foregoing fashion. 

When we say "useful", we mean not only to the economist, engineer, 
and operations researcher, but also to the mathematician. There is 
never a simple one-to-one correspondence between a process in the real 
world and a mathematical process. Each real process contains features 
of novelty that both challenge and stimulate the mathematician, and 
thus serves a valuable purpose. Endogenous theories, like endogenous 
societies, contain the seeds of sterility. 

Detailed accounts of applications will be found in [6, 20, 21]. The 
investigation of ways to capitalize on the abilities of the digital compu
ter to obtain effective algorithms for the numerical solution of (2.6) 
and related equations raises many intriguing and formidable analytic 
problems involving the approximation of functions which we do not 
have the space to describe here. These are parts of modern disciplines 
of the storage, retrieval, and recognition of information; see [6] for 
some discussion of this. 

One of the most important realizations'of a multistage decision 
process of continuous type is furnished by the calculus of variations. 
This, in turn, is a particular aspect of the fact that control processes 
of quite general type can be interpreted to be dynamic programming 
processes. Let us now proceed to explain this. 

8. The calculus of variations and control processes 

Let xn and yn, n = 1, 2, . . ., be Af-dimensional vectors generated 
by the relation 
(1) xn+i = h(xn, yn), x0 = c, 
and suppose that the yn are to be chosen to maximize the scalar quan
tity 

N 

(2) S g(xn, yn) + k(xN). 
n-=0 
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This is an example of a discrete control process [8]. If we consider 
a continuous version of the foregoing optimization problem, we are 
led in the usual fashion to the maximization of the scalar functional 

T 

(3) J(x,y)=lg(x,y)dt + k(x(T)), 
о 

where x and y are connected by the differential equation 

(4) • £ = * ( * . » ) . * (0) = c. 

There is, of course, no difficulty in writing down an additional variati
onal equation connecting x and y under suitable assumptions con
cerning g and h. If g (x, y) and k (x (T)) are quadratic forms in the 
components of x and y, and if, further, h (x, y) is linear in x and y, 
a detailed analytic investigation can be carried out due to the fortu
nate fact that the variational equation is linear. In general, we are 
confronted with the trials and tribulations of a nonlinear differential 
equation subject to two-point boundary conditions. Thorny questions 
of existence and uniqueness arise immediately. It is very difficult 
to deduce the analytic structure of the solution, to obtain efficient 
numerical algorithms, and even to fasten on the absolute maximum. 

All of these difficulties are compounded if we allow the types of 
constraints which the control processes of the engineering and econo
mic fields thrust upon us. In addition to (4), we add constraints such as 

(5) гг(х,у)<0, i=l, 2 M, 

and even differential inequalities. 
Nonetheless, the techniques of the classical calculus of variations 

are still available. With the aid of Lagrange multipliers, or equivalent-
ly Neyman-Pearson techniques, we can once again obtain variational 
equations [22, 23]. A particularly elegant version of these results is 
furnished by the "maximum principle" of Pontrjagin and his associates 
[24]; see the discussion in [22]. 

A problem which stimulated a great deal of interest in the field 
of control theory is that of "bang-bang" control. Here the differential 
equation is linear, 

(6) *± = Ax + y, x(0) = c, 

the constraints are of the form 

(7) yt = ±ku i = h 2, ..., N 

(where the y% are the components of y), and the problem is to choose 
them so as to drive x to the null vector, the origin, in minimum time. 
There are many variants of this [23, 25]. Many ingenious approximate 
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techniques to solve this apparently simple problem exist, but it 
has by no means been completely tamed. 

In view of the difficulties cited above, it is reasonable to look for 
treatments of problems of this nature involving different principles. 
Problems of the foregoing type have been effectively treated using 
nonlinear programming, and by gradient techniques [26]. We wish 
here to describe an approach based on dynamic programming. 

9. The calculus of variations 
as a continuous dynamic programming process 

Consider the problem posed in (3) and (4) of Sec. 8. The usual 
approach regards the unknown control function as a point in a function 
space which is to be characterized by variational conditions. Instead, 
let us take advantage of the multistage aspects of the control process. 
We regard the choice of y (t) over [0, T] as a choice first over [0, AJ 
and then [A, T]. This point of view, optional in deterministic processes, 
becomes essential in the study of stochastic and adaptive processes. 
Take A to be an infinitesimal and let us boldly plunge ahead in 
a formal fashion. A choice of y (t) over [0, A] is then a choice of у (0) 
which we denote by v. We see that 

(1) x(A) = c + h(ct v)A, 
А Г 

J(x,y)=l + l+k(x(T)) = 
0 A 

T 

= g(c,v)A+\+k(x(T))9 

A 

to terms in о (A). Hence, if we write 

(2) / (c, T) = max J, 
у 

we obtain via the same reasoning as before 

(3) /(c, T) = max[g(c, v)A + f(c + h(c, v ) А , 7-Д)], 

again to terms in о (A). Expanding in powers of A and letting A -> 0, 
we readily obtain the nonlinear partial differential equation 

(4) /T = max [g (c, v) + (h (c, v), grad/)]. 
V 

Here (•, •) denotes the usual vector inner product. The initial condi
tion is jf (c, 0) = 0. 
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In deriving (2.6) and (3), we are using a simple, hut basic, property 
of optimal policies which may be expressed as the 

P r i n c i p l e o f O p t i m a l i t y . An optimal policy has 
the property that whatever the initial state and the initial decision are, 
the remaining decisions must constitute an optimal policy with regard 
to the state resulting from the first decision. 

10* Analytic aspects 

At this stage, a number of questions come crowding on each other's 
heels. To begin with, we would like to understand the connection 
between the nonlinear partial differential equation derived in so cava
lier a manner in the preceding lines, as well as the equation obtained 
from it for the policy function v(c, T), and the Euler-Lagrange equa
tion. One connection is by way of the theory of characteristics, an 
interrelation which once again displays the duality existing between 
the approach of the calculus of variations and dynamic programming 
[33]. The Euler equation can also be obtained directly from (9.4) 
by manipulations of partial derivatives [34]. In a simple fashion, 
a number of the other classical results of the calculus of variations, 
including Hamilton-Jacobi theory, can also be derived [34]. 

Having obtained all of these results so easily, the problem of 
a rigorous derivation of (9.4) becomes of. greater interest. We can 
start either from a field theory of the calculus of variations, or from 
the original maximization problem [34, 35], or use an amalgam of 
methods. 

When constraints are allowed, more difficult problems arise. The 
analogue of (9.4) is 

( 1 ) fT = max [g (c, v) + (h(c,v), grad f)], 

f (c, 0) = 0, with the region R determined by the relations 

(2) n(c, i>)<0 f i = l , 2, . . . , M. 

From this equation the Pontrjagin maximum principle can be ob
tained formally in quite simple fashion [36], and indeed rigorously 
under appropriate, assumptions. For the original derivation along 
different lines, see the book [24]. 

The presence of constraints gives rise to some novel analytic featu
res, namely curves, ' and, more generally, surfaces, of singularity, 
"switching surfaces", along which grad / n e e d not exist. These switch
ing surfaces separate regions within which control policies of quite 
different type are employed. The situation is quite analogous to that 
in hydrodynamics where shocks can arise. Questions of existence and 
uniqueness of generalized solutions, and the matching of these solutions 
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along boundaries of the foregoing type are both intriguing and 
difficult [37, 30]. 

From both the analytic and computational side, it is important 
to investigate the limiting behavior of the solution of the difference 
equation 
(3) • f(c} 7ЧД) = тах[£(с, v)A + f(c + h(c, v)A, T)], 

v£R 

f(c, 0) = 0, T=0, A, ..., as Д-+0 [38, 39, 23]. Convergence can 
hold under conditions which are weaker than those required for the 
existence of a maximum in the corresponding variational problem. 
The interesting point to note is that (3) is the exact equation for an 
approximating discrete process, 

The idea of using (3) as a discrete approximation to (1) leads to the 
employment of the same techniques to partial differential equations 
not involving a maximization. Thus, for example, in place of any 
of the usual difference approximations to 
(4) щ = g" (и) ux, и (x, 0) = ft (x), 
we can write 
(5) u(x, t + A)==u(x + g(u)A, t), 
t — 0,A,.... More complex difference schemes'of similar type will lead 
to accuracy of a higher order in A. The function и (x, t) is stored in 
the form of a Fourier series of orthogonal expansion rather than at 
grid points in x. This method has proved successful in practice. It is 
automatically stable according to the criteria of numerical analysis. 

Another area which has come into prominence, is that of control 
processes associated with systems described by partial differential 
equations. Lumped parameters lead to the usual ordinary differential 
equations; distributed parameters lead to partial differential equa
tions. For a detailed account of the great amount of work in this area 
done by the Russian school, see the book [44]. These optimization 
problems can be studied by the functional equation techniques of 
dynamic programming at the expense of introducing functional 
and functional derivatives [45, 46]. 

A sample problem arising in the control of a heat process is that 
of minimizing the function 

i T 

<6) ./ (u, v) = jj J (и2 + v*) dx dT, 
о b 

where 
(7) ut = uxx + g(u, v), 0 < * < 1 , / > 0 , 

и (x, 0) = с (x), 0 < x < 1, 
H(0, t) = u(\,t) = 0, *>0. 
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Let us mention the new domain of asymptotic control theory in 
which the objective is to determine steady-state control policies, the 
behavior of v (c, T) as T-+- oo [41, 42]. This has connections with 
classical Poincare-Lyapunov theory [43]. The difference is that the 
differential equations are now subject to two-point boundary condi
tions. 

There is also the inverse problem of control theory. Given an opti
mal policy v (c, 7), what relations must exist between g and h for 
this to be the case? A beginning of the study of this question may 
be found in [40]. Results of this nature are very useful in connection 
with the determination of approximate solutions of control processes. 

Let us point out as a final note that it now seems feasible to unify 
both descriptive and control processes by means of a generalized 
theory of semigroups. In place of a fundamental equation such as 

(8) fT = Af> 
where A is an operator, we consider the more general 

(9) , fT = rnax[A(q)f+b(q)h 

where A(q) is now an operator depending on q. 

11. Dynamic programming processes of stochastic type 
We can considerably enlarge the scope of our investigations by 

considering decision processes involving stochastic effects. So far we 
have supposed that the initial state, p, plus the control variable, q, 
uniquely determine the resultant state pim Let us now take the basic 
transformation to have the form 

(1) " Pi = T(p,q,ri), 
where r± is a random variable with a distribution which can depend 
upon p and qia Predictably, the qt are to be chosen to maximize the 
expected value of a scalar function. Unpredictably, much more than 
this is required to make precise what we mean by a multistage deci
sion process of stochastic type. 

In studying deterministic control processes, we have the luxury 
of alternate approaches. We can focus either upon the set of maximi
zing variables as a point in a higher-dimensional space, or we can 
emphasize the concept of a policy, a rule for determining the decision 
in terms of the current state. The equivalence of these two approaches 
is a reflection of the fundamental duality of Euclidean geometry: 
a locus of points is an envelope of tangents. 

When we turn to stochastic control processes, we find that the 
single spectral line has broadened into a continuous spectrum of pro-
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cesses with each of the two approaches mentioned above representing 
extreme cases. It is now^essential to make precise the amount of infor
mation available to the decisionmaker at each stage. One extreme is 
that where no information concerning the states of the system is 
available after the process has begun; the other corresponds to the 
case where complete information concerning the state of the system 
is available at each time. 

A careful analysis of the possible types and degrees of information, 
together with the various kinds of uncertainty that can arise, discloses 
a richness in the area of stochastic control theory and a profusion 
of problems that will make it an attractive mathematical field for 
as far as one can see into the future. 

Let us consider, as a mathematical formulation of the basic 
engineering idea of feedback control, that the process unfolds in the 
following way. The state p is observed, q± is chosen; pi is observed, 
q2 is chosen, and so forth. Let the q± be chosen to maximize the expec
ted value over the rt of the scalar function 

(2) RN = g (p, qu П) + . . . + g (рдг-i, q*, rN) + k (pN, />), 

and assume, for the sake of simplicity, that the r% are independent 
random variables with the common distribution dG (r). 

If we write 
(3) fN.(p) = expRN, 

r. 

we obtain from the principle of optimality, or directly as before, the 
functional equation 

(4) Mrt=max [ ] (g(p, qu г{) + ^(Т(р, qi% n)))dQ(n)] , 

N>2, with 

(5) /i (p) = max [ J (g (p, qu rt) + k (pu r4)) dG (r4), 

see [7]. 
At the other extreme, we can consider the case where we are forced, 

a priori, to choose a set of vectors [qif q2 qN], and to maximize 
the expected value of the scalar function in (2) over this set. In cer
tain simple cases, it makes no difference which approach we use. 
In general, it is clear that stage-to-stage information will materially 
improve the ability to control a system. 

It is evident that all of the analytic and computational problems, 
arising in the deterministic case are present in the stochastic case, in 
addition to many more which have no counterparts in the more 
prosaic deterministic control theory. In particular, the concept of 
policy now assumes a dominant role. In the modern theory of sto-
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chastic control processes and other types of dynamic programming 
processes involving uncertainty, we find a merging of several streams 
of contemporary analysis: stochastic processes, control theory, ordi
nary and partial differential equations, information theory, in the 
broad sense, and numerical algorithms. 

This theory has roots in a number of previous developments: 
sequential analysis [47], prediction theory [48], inventory theory [49], 
information theory [50], gambling systems and games of survival [5]. 

Any attempt to describe the recent work in dynamic processes 
of stochastic type would take us too far afield. In the area of discrete 
processes, let us mention Markovian decision processes; see the book 
151]; in the area of continuous processes see the book [52] devoted 
to stochastic control theory and partial differential equations. The 
equations describing the system are now stochastic differential equa
tions. 

An interesting point is that the study of prediction processes by 
means of dynamic programming offers a new analytic and computatio
nal approach to the Wiener-Hopf integral equations of prediction 
theory. This is particularly important in the multidimensional case, 
where matrix factorization inhibits any routine solution of the cor
responding Wiener-Hopf equation. 

12. Dynamic programming processes of adaptive type 
Let us now consider still more general decision processes of sto

chastic type where it is necessary both to learn and control at the 
same time. Processes of this type we call "adaptive" by analogy with 
the psychological phenomenon of adaptation. 

In these areas, even the mathematical formulation is difficult. 
A worthwhile starting-point is a process where rb the random variable 
introduced in (11.1), possesses a distribution which has'a known ana
lytic structure, but some unknown parameters. For example, we may 
have a Gaussian distribution with unknown mean and variance. 

We start with certain a priori estimates and then improve these 
estimates over time. Not only is there the problem of determining 
an optimal control policy, but.also the intertwined problem of deter
mining optimal estimation procedures. The technique of "sufficient 
statistics" plays a major role. That this is also a basic concept in the 
study of deterministic processes is not as appreciated as it should be. 

Since two types of operations are involved, learning and control, 
these processes are occasionally called "dual control" processes, see 
the book [53]. For a discussion of applications to mathematical eco
nomics, see [54]. See also [7]. 

The analytic and computational problems in this field are parti
cularly ferocious. 
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13. Intelligent machines, artificial intelligence, 
and combinatorics 

The construction of a theory of intelligent machines appears to 
require the concept of hierarchies of decision processes, similar to the 
Russell theory of types. The concepts of dynamic programming and 
adaptive processes can be used to construct these hierarchies; see 
[55, 56]. The basic idea is that many types of thinking can be construed 
to be multistage decision processes. 

This connects with the expanding area of the identification of 
systems, pattern recognition, and so forth. For some applications of 
dynamic programming to these fields, see [18]. 

Many of these problems are of combinatorial type and it is rather 
surprising that any analytic approaches based on functional equations 
are available. For some catch-as-catch-can applications of dynamic 
programming based on exploitation of structural features, see [57-61L 
For extensions of dynamic programming to more general structures 
and order relations, see [62]; for an application to the idea of sequen
tial computation, see [63]. 

14. Invariant imbedding and mathematical physics 

From the standpoint of numerical analysis and digital computers, 
one of the paramount advantages of dynamic programming is that 
it permits formulations in terms of initial-value problems. It turns 
out that similar points of view, essentially invoking semigroups in 
both space and time, can be used to provide formulations of many 
of the fundamental processes of mathematical physics in terms of 
initial-value problems. The first extensive use of these ideas is due 
to Ambarzumian and Chandrasekhar [64] in the field of radiative 
transfer. 

The theory of invariant imbedding represents an extension and 
abstraction of their "principles .of invariance" [65, 66]. 

Dept. of Mathematics, 
Electrical Engineering and Medicine, 
Univ. of Southern California, 
Los Angeles, California, USA 
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CONVERGENCE AND SUMMABILITY 
OF FOURIER SERIES 

L E N N A R T C A R L E S O N 

Let me first state quite explicitly that I do not intend to give in 
this lecture any survey of the very large field covered by the title. 
There is also no need for this since the Congress was presented such 
a survey quite recently. I rather want to present my personal interests 
which are concentrated on the almost everywhere behaviour of the 
partial sums. Also the subject of summability will only be touched 
upon. 

1. Background 

For a very long time, the outstanding result in the area of almost 
everywhere convergence has been the following result of Kolmogorov-
Seliverstov-Plessner: if for %n = log n 

(1.1) 2 К + й*)Яд<оо, 
i 

then 
n 

(1.2) sn (x) = -y- + 2 (flv c o s vx + bv s i n vx) 
1 

converges a.e. The outstanding question was whether log n is a relevant 
sequence or not. 

It has been known that conditions of the type (1.1) are related 
to capacities with respect to a kernel 

(1.3) K W ~ 2 C J ^ 

(Beurling [1]: Я71 = л, К (*)~logr^; Salem-Zygmund [4]: 7^ = na, 
К (x) ~ | x I"-1). However, what they really prove is that the capaci
ty of the divergence set vanishes for 

1*1 
K4x) = ]]rilK(i)dt 

(see Temko [5]). When Xn = (log я)Р, 

K(x)~\x\-i(\og]l^-l-> 

6* 
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while 

K*W~l*ri(i°g^)~ß-
Since К* (x) 6 L1 only if ß > 1, the result is meaningless unless 
ß > 1 which could be considered as an indication of the relevance 
of the Kolrnogorov factor log n. 

There is, however, a strong objection to this way of arguing: 
nothing better was known for summability (Abel or (C, 1),* for 
example) either. But already the Fatou theorem here shows that 
we have a.e. summability for / 6 L2, Я„ = 1. We would then be faced 
with a possible interval 0<ß < 1 with no distinction between the 
sizes of the exceptional sets for summability. This was of course, 
most unlikely and I recently proved [2] that the set where the Hardy-
Littlewood maximal function 

x+i 

(1.4) /*(*) = sup J f(u)du 
x 

is infinite has K- (not only /C*-) capacity zero. But then, why could 
not the same be true for convergence? 

The other aspect on the background is also quite subjective but 
it seems to me quite possibly to be of central importance. It depends 
on the following trivial observation. 

If 
<pj(x) = e2«*2j*, j = 0, 1, 2, . . . , 

and 
П = Ц б ^ , 8̂  = 0, 1, 

then 

е2^пх = %(х)=Л^(хр. 

This means that the exponentials elnv, 0 < n < 2 N , are completely 
known by the knowledge of N functions. 

To emphasize the point of view, let us replace cpj (x) by the Rade-
macher functions q̂  (x): 

q>j(x) = s\gn(lm(qj(x))) 

and % (x) by the corresponding product—the Walsh functions. 
Ф̂  and % can for /, n < 2 N be represented by two matrices MR 

and Mw respectively of —1 's and +1 's where each column corresponds 
to a function and each row to a certain set. The number of columns 
are 2N while the number of rows are 22** and 2N respectively. Let 
M = (e^) be any such matrix. The divergence problem concerns the 
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2 * 

existence of a/, 2 a ) = 1 » s u c h that 

k 

S* = max Д] afîij 

is large for a large proportion of the possible Vs. This is, of course, 
the more difficult to arrange the larger the number of possible f s are. 
This is in good correspondence with the fact that 2 aj q>j (x) conver
ges a.e. It should "also be observed that if M is to correspond to an 
orthogonal system then the number of rows must be >2N. The Walsh 
system (and by analogy, the trigonometrical system) is therefore 
particularly advantageous to obtain divergence on sets of positive 
measure. 

The following result is now quite surprising: 
Given 6 > U there is a constant С so that a random square matrix 

M = (Sij), 1 < *,/ < 2N, where e^ = ± 1, with probability 
> 1 — ö, has the property that for any {aj} and any À > 0 

S?>X only for at most C-X~2-2N indices L 

This means that—from this point of view—the existence of a diver
gent L2-Walsh-series has probability zero. 

If we introduce the possibility of changing the orders of the terms, 
i.e. permuting the columns of the matrix, the problem changes and 
the following may be true: 

Given any square ±1-matrix M there is a permutation of the 
columns so that for the new matrix M* there exists aj with S? large 
for all i. 

That purely combinatorial result would give the construction of 
a rearranged divergent ZAWalsh-series and could most likely be 
used for a corresponding construction for the Fourier system. This 
line of work seems to me most promising and possibly the Kolmogorov 
logn-factor could find its proper place here. 

2. Two recent results 

In a recent paper [3] I have proved the following result : 
/ / / £ L2 then sn (x) converges a.e. 
If I I / I (log I / | )1+ô dx < oo, then sn (x) = о (log log n) a.e. 
I should like to try to give an idea of the method used to obtain 

these results. 
We consider / Ç L2 (—я, я) and the dyadic intervals ю obtained 

by successive bisections of (—2зт, 2я). ю* = ( — 2 к , 2ri) and generally 
со* is two neighbouring œ's of equal lengths. The first observation is 
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that sno (x), n0 < 2^, behaves as 

(2.1) J l ^ ü ö r f ^ / ^ J j x ) , p; = (*o.O-
(ù* 

О 

This is essentially a conjugate function which makes it possible to 
use a well-known theory, in particular that of maximal Hilbert trans
forms. 

We now consider a suitable decomposition Q (pj) of w* into sub-
intervals (ù and find for a certain œj с ©J, 

I(PÏ;x) = I(PÏ,x) + R(pt,x). 
R (p* ; x) is a remainder term and can be estimated outside a certain 
exceptional set E (pj) by means of weak norms such as 

-ib 

The estimate is such that e.g. | R (p*; x) | < const || p*; / ||ч -Я 
outside a set £ (p*) of measure < e~№*> /II4""1*. 

We next observe that I (p*; x) is of the type as I {p* ; x) after 
a change of scale except that nQ is then not an integer. However, the 
change by moving n0 to the closest multiple of | ю* |/ | ю* | can also 
be estimated by || /; p* || and can be incorporated in R. We repeat the 
construction and find 

(2.2) / (p0*; x) = / (pj; *) + S 1? (pj; x) 
о 

where we have stopped when | (ù% | < 2^-2-N in which case nA = 0. 
Therefore there is no mentioning of n0 in the main term and this term 
is easily estimated. 

Now the larger we allow R (p* ; x) to be, the smaller we make the 
total exceptional set 
(2.3) E=[]E(p*), 

s 
where the union comprises the set S of all p* used in the different 
steps. On the other hand, if the R's are large, we get a bad estimate 
of I (p*; X) in the formula (2.2). 

The log log n-result is obtained as follows. We let S be the set 
of all p*'s whether used or not. For the estimation we use simply the 
Hausdorff-Young inequality corresponding to the integrability assump
tion, which gives for ц = yr^ > 

^e-ll/i^ir^-iogw. | © * | < e , W large. 
8 
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The factor Я = log N (n0 < 2N) that is introduced here to give the 
small total measure e enters as a factor of the R's and gives the esti
mate log N, i.e. log logn0. 

To get the ZAresult the set S has to be controlled. This is quite 
involved and I here only want to say that the starting point for this 
is the modified partial sums 

(2.4) Sa(x)= 2 с*в"*, cv = l H /«"****• 

which give the best ^-approximations using the least number of 
terms. These sums have, to my knowledge, not been studied and ought 
to be important for many problems. 

3. Some open problems 

(1) There is a classic example by Kolmogorov of an Lx-function 
whose Fourier series diverges everywhere. If one studies this example, 
эпе can quite easily see that for any e (n) ->- 0, there exists / (E L1 

with 
sn (x) ¥=0(& (n) log log n) a. e. 

This means that for a certain integrability between L and L (log L)1+ô, 
5 > 0, log log n is the relevant order. The methods used above do not 
work, because the Hausdorff-Young inequality fails. 

(2) By the result for L2, the possible divergence sets are completely 
described for all classes between L2 and C. Kahane and Katznelson 
bave namely recently proved that for any set E of measure zero, there 
is a continuous function whose Fourier series diverges on E. 

For Lv, 1 < p < 2, the problem remains open. I can prove that 
)n (x) = о (log log log n) a.e. This result obviously very strongly 
suggests that we actually have convergence a.e. 

The L2-proof fails for Lv because I cannot handle Sa (x) in (2.4). 
Sa (x) is an example of a function q>a operating on Lv as a Banach 
ilgebra, 

r, N J*. M>fl 

^ « = l o f \z\<a. However, it can be proved that q>a is not a uniformly bounded opera
tor as a -*• 0, so some smoothing must be done. Also a complete solu
tion of this problem would not immediately solve the convergence 
problem, but I think that important work in the general area of 
operators and multipliers that depend on the function could be done. 

(3) In connection with Sa (x) it is natural to ask for pointwise 
convergence. There is rather strong evidence that this fails in L2. 
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(4) The study of the maximal partial sum 

(3.1)- S*(x) = sup|sn(*)l 
n 

is of very great interest. By a well-known theorem by Calderon, we 
have a weak (L2, X2) result, but is it true that 

| |S*(*) | | e<C eШд, 2 < ? < o o or possibly 1<<7<оо 
and that 

meas {S* > %) < Ce~c\ | /1 < 1 ? 

The convergence proof is, in principle, constructive but it is not clear 
that it can give so strong results. 

(5) In connection with the problem discussed in the first part, 
one should now be able to prove that we have convergence (not only 
summability) outside a set of /C-capacity zero. 

(6) By standard methods the convergence result for L2 can be 
used to prove the pointwise convergence of Fourier integrals of func
tions in L2 and of expansions of regular eigen-functions. Nothing fol
lows, however, for several variables or for other systems such as the 
closely related Walsh system. As a last indication of how subtle these 
questions are, let me mention that there is a function / £ L°° so that 

(3.2) s u p K m ^ Ä + CO a. e. 

The difference between this expression and the Dirichlet formula, for 
which (3.2) does not hold, is only that sin nt has been replaced in (3.2) 
by the function % (t) = sign (sin nt). 

University of Uppsala, 
Uppsala, Sweden 

REFERENCES 

[1] B e u r l i n g A., Ensembles exceptionnels, Acta Math., 72 (1939), 1-13 
[2] С а г 1 e s о n L., Maximal functions and capacities, Ann. Inst. Fourier 

15 (1965), 59-64. 
[3] С а г 1 e s о n L., On convergence and growth of partial sums of Fouriei 

series, Acta Math., 116 (1966), 135-157. 
[4] S a 1 e m R., Z y g m u n d A., Capacity of sets and Fourier series, Trans 

Amer. Math. Soc, 59 (1946), 23-41. 
[5] Т е м к о К. В., Выпуклая емкость и ряды Фурье, ДАН СССР, 11( 

(1956), 943-944. 



HARMONIC ANALYSIS ON SEMISIMPLE LIE GROUPS 

H A R I S H - C H A N D R A 

1. Introduction 

The theory of semisimple Lie groups has, in recent years, become 
the meeting ground of several different branches of mathematics— 
differential geometry, topology, algebraic geometry, arithmetic and 
analysis. In this lecture I wish to speak about some recent progress in 
Fourier analysis on such groups. The results are far from complete. 
Although the case of real groups is beginning to be fairly well under
stood, our knowledge of the p-adic groups is still very rudimentary. 
Nevertheless there appears to be a deep-seated analogy between these 
two cases. In my opinion, one of the major tasks confronting us, is to 
try to discover and comprehend the reasons for this similarity. Once 
local Fourier analysis is well understood, one would have, to globalize 
the problem by going over to the adèle group. It is in this global setting, 
which seems to provide the right frame-work for the understanding 
of the work of Hecke and Siegel, that the deeper connections between 
Fourier analysis and arithmetic are likely to emerge. This is indeed 
a big project which may take several decades to complete. All that one 
can say at present, is that this promises to be an extraordinarily rich 
and fruitful field. 

2. The discrete series 

Let G be a locally compact, separable and unimodular group. 
A unitary representation я of G on a Hilbert space ig is a mapping 
я which assigns to every x 6 G a unitary operator я (x) on SQ such 
that : 

( 1 ) я {xy-1) = я (x) я (y)-1 (x, y£G), 

(2) The mapping (x, я|)) —>я (x) я|) of G X iß into $ is continuous. 
я is said to be irreducible if !Q Ф {0} and no closed subspace of J§, 

other than {0} and $ itself, is stable under я (x) for all x 6 G. The 
equivalence of two representations is defined as usual. Let % be 
the set of all equivalence classes of irreducible unitary representations 
of G. 

Fix a Haar measure dx on G and let r denote the right-regular repre
sentation of G on L 2 (G). A class <o £ % is called discrete, if there 
exists a closed, invariant and irreducible subspace $ of L2 (G) such 
that the restriction of r on $ lies in CD. Let Щ d denote the set of all 
discrete classes. Then %& is called the discrete series for G. Let я be 
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an irreducible unitary representation of G on a Hilbert space $ and 
<ù the class of я. Then <o is discrete if and only if 

l \{ф,п(х)Ц)\2ах<оо 

for all ф, ф 6 6- Moreover if со £ gd, there exists a number d (ю) > 0, 
called the formal degree of œ (or я), such that 

$ | ( * . п(х)Ч>)\*ах = \ф\*\Ц\Ы(<*)-1 ( * , • € « ) . 
G 

Now suppose G is a connected (real) semisimple Lie group with 
finite center. Then the following theorem gives a criterion for the 
•existence of the discrete series. 

T h e o r e m 1. In order that gd should not be empty, it is neces
sary and sufficient that G should have a compact Cartan subgroup. 

It is believed that a p-adic semisimple group always has a compact 
Cartan subgroup. Therefore, by analogy, we should expect it to have 
\a discrete series. There are some indications that this is indeed so. 

3. Characters 

Let £ = rank G and D the coefficient of t ' in det (t + 1—Ad (x)) 
(x 6 G), where t is an indeterminate.- Then D = D(x) is an analytic 
function which is not identically zero. Let G' be the set of all x 6 G 
where D (x) Ф 0. Then G' is an open and.dense subset of G whose 
complement has measure zero. 

Let и be a differential operator on G. Its adjoint u* is the differen
tial operator given by the relation 

J uf.gdx= J f-u*gdx (f, g£C?(G)). 
G G 

Let Г be a distribution on G. Then /-> T (u*f) (fee? (G)) is also 
a distribution which we denote by uT. A locally summable function 
F on G defines a distribution TF by the rule 

TF(f)=\fFdx (/GCr(G)). 

We say that a given distribution Г is a function, if there 
•exists a locally summable function F such that T = TF. Then F 
is unique up to a set of measure zero and it is convenient to write 
T = F. 

Fix a maximal coftipact subgroup К of G and let Q denote the 
.algebra of all differential operators on G which commute with both 
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eft and right translations of G. A distribution T on G is said to be 
3-finite if the space of all distributions of the form zT (z Ç 3) has 
inite dimension. Similarly it is called /C-finite if the left and right 
xanslates of T under К span a vector space of finite dimension. It 
s easy to see that if T is both ^-finite a n d /Ç-finite, J t satisfies an 
elliptic differential equation and so it is an analytic function. We 
;ay that T is invariant if it is left fixed by all inner automorphisms 
)f G. 

T h e o r e m 2. Let 6 be an invariant and Q-finite distribution 
m G. Then в is a function which is analytic on G\ 

Let я be an irreducible unitary representation of G and w the 
lass of я. For any f £CT(G), define ( 

я (/) = \ / (x) я (я) dx. 

Then it can be shown that я (f) is an operator of the trace class and there 
exists a distribution G^ on G such that 

e.(/) = tr*(/) (/ec.-(G)). 
Э0 is called the character of со (or я). It is easy to show that вц, 
s an invariant eigendistribution of g. Therefore by Theorem 2, it is 
i function which is analytic on G'. 

In the Jp-adic case one defines CT (G) to be the space of all locally 
constant functions with compact support. Then it seems plausible 
:hat я (f) is still of the trace class. Put 

e.(/)=tr«</) (/ec?(G)). 
Then again ви) should turn out to be a locally summable function on 
J which is locally constant on the regular set G'.. 

4. The Selberg principle 

For any y Ç G, let GY denote the centralizer of y in G. It is not 
difficult to show that Gy is unimodular and therefore the factor space 
J = G/Gv has an invariant measure dx. Put 

у ^ г у л г 1 (*£G), 

where x -> x is the projection of G on G. An element 7 £ G is said to 
be elliptic, if it is contained in some compact Cartan subgroup of G. 

T h e o r e m 3. (The Selberg Principle.) Let y be a semisimple 
zlement of G and f a K-finite and ^-finite function in L2 (G). Then 
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the integral 

\ fir)die 

is well defined and, if у is not elliptic, its value is zero. 

Let Г be a discrete subgroup of G such that G/Г is compact. Ther 
G operates on G/Г and so we get a representation Я of G on L2 (G/ГУ 
It is easy to see that X decomposes into a direct sum of irreducible 
representations. Moreover the multiplicity m (со) of each class со 6 % 
is finite in X. Let я be an irreducible unitary representation on £ 
lying in à given class CD. We say that я (or со) is integrable if 

l \(Ф>п(х)Ъ)\ах<оо 

for any two /C-finite vectors ф, i|) 6 $• (A vector ^ 6 ig is callec 
/("-finite, if the space spanned by n(k) ф (k £ /С), is finite-dimensional.] 
The Selberg principle allows us to obtain an explicit formula for the 
multiplicity m (со) corresponding to any integrable class GO. 

I believe that the Selberg principle holds also for the p-adic 
groups after a slight reformulation. Let К be any open and compacl 
subgroup of G and я a representation on SQ of the discrete class. Take 

/(*) = ( # . * ( * ) * ) (*6G) 

where ф and op are two /("-finite vectors in ig. Then .the statement oi 
Theorem 3 should remain true for /. 

5. Formula for the characters 

We return to the case when G is real and suppose that В is a Cartan 
subgroup of G contained in Д\ Let 9, Ь be the Lie algebras of G and В 
respectively and Gc the simply connected complex analytic group 
corresponding to the complexification gc of g. Let us assume that G 
is the real analytic subgroup of Gc corresponding to g. Let P be the 
set of all positive roots of (j, b) under some fixed order. For any 
a g P, we denote by Ha the element in bc such that 

Then 
t r ( a d t f a d # a ) = a ( # ) (ЯСЬ). 

a£P 

сап be considered as a differential operator on B. There exists an 
analytic function A on В such that 

А(ехрЯ)= П (е а^/2- е-а(Я)/2) ( # e b ) . 
»6Р 
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Let S be the space of all real-valued linear functions on (—l)x/2j 
and L the lattice of those X 6 Щ for which there exists a character 
Ça, of В given by £x (exp H) = e^W) (H 6 t>). It is clear that со can 
also be regarded as a polynomial function on g and 

5Ех = 5(Я)6х (*€L). 

Put U?G = Я/ß where ß is the normalizer of В in G. Then fl7G is 
a subgroup of the Weyl group W of (0, b). Put В' = В {] G' and 
let L' denote the set of all X £ L such that со (Я) ^ 0. 

T h e o r e m 4. For any X £ Z/, #tere ê 2s/s exactly one invariant 
eigendistribution в^ of $ on G such that 

1) sup |D(*) | 1 / 2 | e*(*) |<oo, 
A*êG' 

2) Д (ft) ©*(&)- S e(s)U(*) (*€*')• 
•6WG 

Here D has the same meaning as in § 3 and we have to bear in 
mind Theorem 2. Moreover the character e of Wis defined as usual. 

Put e (X) = sign S (X) (X £ V) and q = y dim G//0 Then q 
is an integer. 

T h e o r e m 6. For each X£L', there exists a unique class 
со (X) g gd swcft that ©û,^) = (—l)9e(À)0x. TAß mapping 
X -> со (Я) о/ L7 info gd is surjective and со (Я4) = со (Х2) (Хи X2€ L') 
if and only if Xz = sXi for some s 6 WG-

Define 
Ff (b) = A (b) J / (jcbjc-1) d* (6 g Д') 

G 

for / 6 СГ (G). Then there exists a number c > 0 such that 
lim(^Ff)(b)^=(—l)qcf(l) 
b-+l 

for all /ecr(G). Moreover 

d(©(*)) = c ^ l P G ] | 5 ( * ) | ( W ) 
where IWQ] is the order of WG and d(co(X)) the formal degree of 
<o (X) (see § 2). It is possible to compute с explicitly for a suitable 
normalization of dx. 

T h e o r e m 6. Let f be a K~finiie and ^-finite function in 
L2 (G). Then the integral 

\fSbdx ( W ) 
G 

file:///fSbdx


94 ЧАСОВЫЕ ДОКЛАДЫ ONE-HOUR REPORTS 

is well defined. Let @% (f) denote its value. Then 6% (j) = 0 for all 
X 6 V except a finite number and 

( - i ) e c / ( i ) = 2 <»(Ь)ЗД). 

We observe that / is automatically analytic (see § 3) and there
fore / (1) is well defined. The Selberg principle enters in an essential 
way in the proofs of Theorems 5 and 6. 

For p-adic groups the number of conjugacy classes of compact 
Cartan subgroups is, in general, more than 1. Also there does not 
seem to be any analogue of the algebra 3- Therefore the problem of 
determining all the characters of the discrete series appears to be 
much more difficult in this case. 

6. Concluding remarks 

There are some striking similarities between the real and the 
p-adic groups. Let К be a maximal compact subgroup of G in the 
real case and any open compact subgroup in the p-adic case. Let %K 
be the set of all equivalence classes of irreducible unitary represen
tations of K. For a given irreducible unitary representation я of 
G on $» let m (b) (b £Шк) denote the multiplicity of the class b 
in the restriction of я on j<\ In the real case it is known that m (b) 
is finite. The same is believed to be true in the p-adic case but so 
far no general proof for this has been found. 

The function | D \~1/2 is locally summable on G in the real case. 
I believe that this fact is also true in the p-adic case, provided we 
interpret the absolute value in the p-adic sense. 

In the real case there is a simple connection between the asympto
tic behaviour of the elementary spherical functions and the Plancherel 
measure for the space GIK- The same appears to be true also in the 
p-adic case. (For G = SL (2), this follows from the results of Mautner.) 

The algebra 3 of bi-invariant differential operators plays a very 
important role in the real case. However, as we have already observed, 
there does not seem to exist any p-adic analogue of 3- Nevertheless 
it appears likely that all the final results of Fourier analysis continue 
to hold, after some slight reformulation, for p-adic groups. The 
unravelling of this mystery would, in my opinion, be an important 
achievement. 

The Institute for Advanced Study> 
Princeton, N.J., USA 



THÉORIE LOCALE DES FONCTIONS 
DIFFÉRENTIABLES 

B E R N A R D M A L G R A N G E 

Les résultats dont je vais parler ont une double origine : d'une 
part, deux problèmes posés par L. Schwartz à propos de la théorie 
des distributions, d'autre part l'étude des singularités des applica
tions différentiables, développée d'abord par H. Whitney et R. Thom. 

•Fixons d'abord quelques notations ; soit Q un ouvert c: Rn, et soit 
% (Q) l'espace des fonctions de classe C°° dans Q, à valeurs réelles, 
muni de sa topologie usuelle ; pour a £ Й et / g % (Q), désignons 
par TJ le développement de Taylor de / en a ; si l'on a У с | (Й), 
posons TaV= {TJ\feV}. 

Cela posé, le premier problème est celui de la synthèse harmonique 
dans l'espace des distributions tempérées ; par dualité et transforma
tion de Fourier, il est résolu par le théorème suivant, conjecturé par 
Schwartz et démontré par Whitney [7], [12] : 

T h é o r è m e 1. Soit J un idéal de % (Q). Pour que f appartienne 
à Vadhérence de J, il faut et il suffit que Von ait, pour tout a f Q : 
Taf € Ta J. 

Quant au second problème, celui de la division des distributions, 
il équivaut par dualité au suivant : on se donne / g % (Q) ; à quelle 
condition l'idéal engendré par / est-il fermé ? Tout d'abord, on voit 
facilement que ce n'est pas toujours vrai : par exemple, si / est nulle 
en un point ainsi que toutes ses dérivées, sans être identiquement 
nulle au voisinage, l'idéal /fé(Q) n'est pas fermé; d'autre part, 
dans le cas d'une variable, on constate immédiatement que, si cette 
circonstance ne se produit en aucun point, notre idéal est fermé ; ces 
faits et quelques autres avaient amené " Schwartz à conjecturer le 
résultat suivant [8] : 

T h é o r è m e 2. Si f est analytique, f % (Q) est fermé. 
Ce résultat a été démontré simultanément par Hörmander [11 

(dans le cas où / est un polynôme) et par Lojasiewicz [2] (dans le cas 
général). Les deux méthodes reposent sur l'importante inégalité 
suivante : 

T h é o r è m e 3. Soit f une fonction analytique dans Q, X l'en
semble de ses zéros (supposé non vide), et К tin compact cz Q. Il existe 
des constantes С > 0 et a > 0 telles qu'on ait, pour tout fl 6 /C : 

\f(a)\>Cd(a,Xf. 
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Pour une fonction / 6 g (Q) arbitraire, cet énoncé équivaut au 
suivant : toute q> É % (Q), nulle ainsi que toutes ses dérivées sur X, 
appartient à / g (Q) ; ce fait, joint au théorème 1, montre que cette 
inégalité est nécessaire pour que cet idéal soit fermé. Dans le cas 
analytique, une fois le théorème 3 obtenu, la méthode consiste 
à prendre une stratification convenable de X : on l'écrit comme somme 
finie disjointe de sous ensembles Xi, avec Xi — Xi а [} Xu et 

l'on établit un énoncé analogue au théorème 2 pour les « fonctions 
•différentiables au sens de Whitney » sur X/, nulles à l'ordre infini 
sur Xi — Xi (ce qui exige d'appliquer le théorème 3 à d'autres fonc
tions que /...). Hörmander prend tout simplement la stratification 
dans laquelle Xt est l'ensemble des points où / s'annule exactement 
à l'ordre i ; Lojasiewicz en prend une plus fine, qui l'amène à une 
•étude détaillée de l'ensemble des zéros des fonctions analytiques-
Téelles. 

Quelles sont les extensions possibles de ces résultats ? Tout 
d'abord, il n'est pas nécessaire de se limiter aux idéaux principaux: 
le théorème 2 se généralise ainsi [31. 

T h é o r è m e 2 b i s . Un idéal de % (Q) engendré par des fonc
tions analytiques est fermé. 

Joint au théorème 1, ceci a pour conséquence immédiate la démons
tration d'une conjecture de Serre [9] : l'anneau des germes de fonc
tions C°° en un point est un module fidèlement plat sur l'anneau 
•des germes de fonctions analytiques en ce point ; autrement dit : 
les relations à coefficients C°° entre des fonctions analytiques sont 
-engendrées par les relations à coefficients analytiques. 

Que peut-on dire maintenant dans le cas non analytique ? Nous 
avons déjà vu que les propriétés précédentes n'étaient pas toujours 
vraies ; mais nous allons voir, en utilisant une variante d'une idée 
•de Thom [10], qu'elles le sont « en général » : il nous faut d'abord 
donner un précis à cette notion. Soit Щп l'espace des germes de fonc
tions C°° en 0 dans R?\ et soit J un idéal de type fini de %n, 
•engendré par Д, . . ., fn. Nous dirons que J est fermé s'il existe 
un voisinage ouvert Q de 0 et des représentants des ft dans % (Q) 
tels que l'idéal qu'ils engendrent soit fermé. 

Posons d'autre part, pour / £ %n : f = T0f ; l'espace Ên s'identi
fie alors aux séries formelles R [[xit . . ., д ]̂], les xt désignant les 
•coordonnées dans Rn. En considérant %n comme la limite projective 
de ses quotients par les puissances de l'idéal maximal, on définit 
la notion de variété algébrique dans %n. Nous dirons alors qu'une 
propriété (P) des éléments de Ên est « générale » s'il existe une variété 
algébrique V cz fën de codimension infinie, telle que (P) soit vérifiée 
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pour toute / 6 %n satisfaisant à / $ V. (Cette notion ne doit pas être 
confondue avec celle de « propriété générique » au sens où l'entend 
Thom [10] : le fait, par exemple, pour une fonction d'être « de Morse » 
est générique, mais c'est une propriété bien trop restrictive pour 
être « générale ».) Nous définirons de même une propriété générale 
des systèmes (Д, . . ., fp) 6 (£n)p. 

Cette notion a été récemment étudiée systématiquement par 
Tougeron [11], qui a montré que, en général, les fonctions, et les 
systèmes de p fonctions différentiables ont des propriétés au moins 
aussi bonnes que les fonctions analytiques arbitraires. Parmi ses 
résultats, nous citerons l'un des plus simples, obtenu également par 
Mather [6]. 

T h é o r è m e 4. Supposons p < n ; alors, en général, Vidéal 
engendré par (fit . . ., fp) dans %n est une intersection complète admet
tant Vorigine pour point singulier isolé (c'est-à-dire : Vidéal engendré 
par fu . . ., fp et leurs jacobiens d'ordre p contient une puissance de 
Vidéal maximal de Щп).. Un tel idéal est équivalent, par difféomorphisme, 
à un idéal engendré par dès polynômes ; en particulier, il est 
fermé. 

En* réalité, on démontre davantage : étant donné '(Д, . . ., / p ) , 
tel que l'idéal engendré soit une intersection complète avec point 
singulier isolé, il existe un entier k possédant la propriété suivante : 
si (f'v . . ., fp) a même développement de Taylor éh 0 à l'ordre k 
de f, les deux idéaux sont équivalents par difféomorphisme ; il 
suffit alors de prendre pour f] des polynômes pour obtenir la seconde 
assertion du théorème précédent. 

A l'usage des spécialistes de topologie différentielle, je me per
mettrai la suggestion suivante : il serait peut-être intéressant 
d'étudier, au point de vue global, les variétés différentiables admettant 
des singularités du type précédent. 

Enfin, dans le cas où l'on a p>n, on voit facilement que, en 
général, l'idéal engendré par (fi, . . ., /p) est un idéal de définition 
de %n, c'est-à-dire contient une puissance de l'idéal maximal. 

Comme je l'avais promis au début, j'en viens maintenant à la 
théorie des applications différentiables ; ici, nous ne nous intéresserons 
plus seulement à l'idéal engendré par (Д, . . ., fp), mais au germe 
d'application / : Rn -> RP que ce système de fonctions définit. 
Remarquons d'abord que, par composition des fonctions, / définit 
une application /* \%v-+%n, qui fait de %n un %v-module ; dési
gnons respectivement par <Mn et <MV l'idéal maximal de %n et celui de %v. 
On a alors le théorème suivant : 

T h é o r è m e 5. Soit F un %n-rnodule de type fini ; pour qu'il 
soit de type fini sur %v, il faut et il suffit que F/QSPF soit de type fini 
sur %-рШ ^ R. 
7-1220 
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Notons que l'on peut dire alors un peu plus : prenons en effet 
des générateurs de F/QSPF sur R, et remontons-les dans F : d'après 
le « lemme de Nakayama », on aura des générateurs de F sur gp, 

L'énoncé précédent est ce qu'on appelle le « théorème de prépara
tion différehtiable » ; la forme donnée ici, un peu plus générale que 
la forme habituelle [4], [5], est due à Mather. Je vais en donner quel
ques cas particuliers : prenons d'abord F = %n ; l'hypothèse 
« %J<Mv%n fini sur R » signifie simplement que l'idéal (f) engendré 
par fi, -. . ., fp est un idéal de définition de %n : ceci exige p>n, 
et, inversement, nous avons vu plus haut que, pour p>n, cette pro
priété sera généralement vérifiée. 

Prenons ensuite p = n — 1, et prenons pour / la projection définie 
par fi = xt, i = 1, . . ., n — 1. Soit d'autre part Ф une fonction 
de fën, Ф (0, . . ., 0, xn) ayant un développement de Taylor commen
çant par x\ ; prenons enfin F = Щп1ФШп. Il est facile de voir que 
le théorème s'applique, et que l'on peut prendre pour générateurs 
de F sur Шп-i les classes des x%, k = 0, , . ., q — 1. Autrement dit, 
pour toute g Ç %n, il existe une identité 

Q-i 

(W) g = <DQ + S x*nRj, avec Q É gn, Rj £ » M . 
i=o 

C'est la variante différentiable du théorème de préparation de Weier-
strass, sous la forme que lui ont donnée Späth et Ruckért (mais ici, 
contrairement au cas analytique, il n'y aura pas unicité) ; l'énoncé 
de Weierstrass lui-même, à savoir que Ф est équivalent à un polynôme 
distingué, est donc encore vrai dans le cas différentiable : ce résultat 
avait été d'abord conjecturé par Thom. 

La démonstration du théorème 5 se décompose en deux étapes : 
la première consiste, par une utilisation convenable du théorème des 
fonctions implicites, à ramener le cas général à un cas particulier : 
la démonstration de (W) dans le cas où Ф est un polynôme unitaire 
en x1l ; on peut même, en introduisant de nouvelles variables tj, et 
en les substituant aux coefficients de ce polynôme, supposer que Ф 
est un polynôme par rapport à l'ensemble des variables. La seconde 
étape, plus difficile, consiste alors à établir le résultat particulier 
indiqué ; la méthode initiale du conférencier consistait à utiliser les 
techniques développées par Hörmander et tojasiewicz, dont il a été 
question plus haut. Récemment, Mather [6] a donné une autre méthode, 
plus élémentaire, utilisant des développements en intégrales de 
Fourier. 

. On peut se poser, pour les applications différentiables, une question 
analogue à celle que nous avons examinée pour les idéaux : le germe 
d'application / étant donné, existe-t-il un entier k tel que tout germe 
f, ayant même développement de Taylor en 0 que / jusqu'à l'ordre k, 
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soit équivalent à / par un difféomorphisme de la source et du but ? 
Contrairement à ce qui se passe pour les idéaux, cette propriété n'est 
pas généralement vraie (toutefois, d'après Thom, elle le devient si 
l'on remplace « difféomorphisme » par « homéomorphisme » [10]). 
Mather, en utilisant le théorème de préparation, a donné une caracté-
risation des applications qui possèdent cette propriété. Je n'exposerai 
pas ce résultat, mais je parlerai d'un autre, très voisin, et qui se traite 
par la même méthode : la caractérisation des germes stables. 

Donnons-en d'abord la définition ; soit / un germe d'application 
Rn ->- Rp, avec / (0) = 0 ; en gros, f est stable si tout germe « suffi
samment voisin » de fest équivalent à / par un difféomorphisme de la 
source et du but ; de façon plus précise, nous exigerons que, pour 
tout voisinage ouvert Q de 0 dans Rn, et tout représentant J de / 
dans Q, il existe un ouvert Й', avec 0 Ç Q' с Й, et un ouvert 
U a Rv, avec J (Q!) czUetOÇU, possédant la propriété suivante : 
pour toute fonction J' : Q ->- Rp, suffisamment voisine de / dans la 
topologie de % (Q), il existe des plongements C°° h : Q' ->- Q et 
W : U-+R* tels qu'on ait 

ÏÏo(f\Q')=:f'oh 

(à noter que l'on ne suppose pas ici f (0) = 0). 
Une notion voisine est celle de « stabilité infinitésimale » : toute 

déformation infinitésimale g de f doit pouvoir être obtenue comme 
somme de deux déformations provenant de transformations infinité
simales de la source et du but ; de façon précise, il doit exister, pour 
tout germe g d'application en 0 de Rn dans Rp (on ne suppose pas 
nécessairement g (0) == 0), deux germes de champs de vecteurs X 
sur R?l et Y sur Rp tels qu'on ait 

g = (X, df) + Yof. 

Mather considère enfin, dans l'espace des jets (i.e. des développements 
de Taylor) d'ordre k d'applifcations de Rn dans Rv, l'orbite V (/) 
de jkf (0) sous l'action des difféomorphismes de la source et du but; 
son résultat est alors le suivant : 

T h é o r è m e 6. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 
a) Le germe f est stable. 
b) Le germe f est infinitésimalement stable. 
c) Pour une (ou, pour toute) valeur de k suffisamment grande, f est 

transversal en 0 à V (f). 
L'équivalence de b) et c) se démontre en utilisant le théorème de 

préparation ; pour démontrer leur équivalence avec a), on utilise 
dans un sens un théorème de transversal i té, et dans l'autre une intégra
tion de champs de vecteurs qui permet de passer de transformations 

7 * 
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infinitésimales à des transformations finies. J'indique pour terminer 
que Mather a réussi à traiter aussi par ses méthodes le cas global, 
c'est-à-dire à caractériser d'une manière analogue les applications 
C°°-stables d'une variété compacte dans une autre variété. 

Université de Paris, 
Faculté des Sciences, 
Orsay, France 
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UNGLEICHUNGEN UND FEHLERABSCHATZUNGEN 

J O H A N N S C H R Ö D E R 

1. Einleitung 

Gegeben sei eine Gleichung 
(1.1) Mu = r 
mit einem Operator M, der eine Teilmenge D eines halbgeordneten 
Raumes 8t in einen halbgeordneten Raum @ abbildet. Man möchte 
obere und untere Schranken für eine Lösung w* dieser Gleichung 
ermitteln. Bei vielen Problemen ist dies mit Hilfe eines Schlusses 
folgender Art möglich: 

(1.2) Maj<r<Mü=4>OJ<tt*<ü. 

Ist die Existenz einer Lösung u* CD gesichert, so genügt es, daß 
für alle и Ç D und die gewählten Elemente v, w 6 D gilt: 

(1.3) Mw<cMu=s>w<^,u, Mu<^Mv=$u*£v. 
In vielen Fällen hat die gegebene Gleichung (1.1) die Form 

(1.4) u = Tu 

(oder läßt sich auf eine solche Form zurückführen), und man kann 
als Schranken die Näherungen von Iterationsverfahren benutzen, 
welche monoton gegen eine Lösung u* konvergieren. Dann erhält man 
also gleichzeitig eine Existenzaussage. Natürlich müssen dabei im 
allgemeinen stärkere Voraussetzungen gemacht werden, als zum 
Nachweis der Monotonie-Eigenschaft (1.3) allein. 

Bereits Chaplygin [5] hat für bestimmte Operatoren die Eigen
schaft (1.3) nachgewiesen und ferner für gewisse Gleichungen der 
Form (1.4) die Einschließung einer Lösung durch monotone Iterations
folgen auch numerisch ausgenutzt. (Für mehr theoretische Zwecke 
entwickelte auch Perron [16] die "Methode der Ober- und Unter
funktionen".) In neuerer Zeit ist diese Methode der Einschließung 
durch Iterationsfolgen abstrakt formuliert ([12], [15], [2], [9], [20]) 
und vielfach angewendet worden. Insbesondere sind auf diesem Gebiet 
viele Arbeiten russischer Autoren erschienen, welche sich hauptsächr 
lieh mit gewöhnlichen Differentialgleichungen und Anfangswertauf
gaben bei partiellen Differentialgleichungen (parabolischen und 
hyperbolischen) beschäftigen. Die sehr umfangreiche Literatur soll 
hier nicht aufgeführt werden. Eine Reihe von Autoren geht von 
einem Aufsatz von Azbelew und Tsaliuk [2] aus. 
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Hier werden wir uns mit hinreichenden (und notwendigen 
Bedingungen für die Eigenschaft (1.3) beschäftigen, ohne genaue 
auf das Existenzproblem einzugehen. Die Eigenschaft (1.3) wurd 
für viele Typen von Operatoren mit z.T. sehr verschiedenartige] 
Methoden nachgewiesen und praktisch ausgenutzt. (Eine abstrakt 
Formulierung der Art (1,3) und mehrere Anwendungen findet mai 
bei L. Collatz [7].) Wir berichten hier über eine sehr einfache abstrakt 
Theorie für Operatoren M mit der Eigenschaft (1.3). Diese Theori' 
gestattet es verschiedenartige Typen von Gleichungen in einheitliche 
Weise zu behandeln. 

Obwohl gerade diese verschiedenartigen Anwendungsmöglich 
keiten ein charakteristischer Vorteil der abstrakten Theorie sind 
wollen wir uns hier auf ein Anwendungsgebiet beschränken, Uni 
zwar betrachten wir im wesentlichen nur Randwertaufgaben mi 
einer elliptischen Differentialgleichung zweiter Ordnung. Jedocl 
zeigt ein kurzer Abschnitt, wie sich parabolische Differentialgleichun 
gen einordnen lassen, und ein anderer Abschnitt berichtet über einig 
Ergebnisse bei gewöhnlichen Randwertaufgaben vierter Ordnung 
Mit den Ideen der abstrakten Theorie erhält man nicht nur die übli 
chen Aussagen über Ungleichungen bei elliptischen Differential 
gleichungen, sondern auch diffizilere Aussagen wie etwa Ergebniss 
von Redheffer [18]. (Ober weitere Anwendungen der abstrakte! 
Theorie siehe [21], [22], [23]. Andere zusammenfassenden Darstellun 

fren über gewisse Typen von Ungleichungen findet man in [3], [8] 
25], [26].) 

Für die numerische Anwendung der Monotonie-Eigenschaft (1.3 
gibt es verschiedenartige Beispiele. Wir berichten hier über eil 
Programm zur Lösung der ersten Randwertaufgabe mit einer Diffe 
rentialgleichung 

— Au = f(x, у, u). 

Das Programm liefert eine Näherungslösung und eine zugehörig 
Fehlerabschätzung. 

2. Ungleichungen mit linearen Operatoren 
Es seien Ш = {u,v, . . .} und @ = {U, V, . . .} halbgeordnet 

lineare Räume. Die (transitive, reflexive und antisymmetrische 
Ordnungsrelation werde in beiden Räumen mit <; bezeichne! 
Der Raum 9? sei Archimedisch, d.h. für feste u, v Ç SR gelte: 

u^nv (/г=1, 2, . . . ) = ф и < ^ 0 . 

Ferner sei in Ш und @ je eine zweite, mit ^ bezeichnete Ordnungs 
relation definiert. Die zweite Ordnungsrelation in 8f{ habe die folgend 
Eigenschaft a. 
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E i g e n s c h a f t a: Ist «ÇîR und u>-0, so gibt es zu jedem 
v 6 SR eine Nummer n mit v ^g nu. 

In © wird verlangt: 
U^V<W^U<W, U<V^W=$U<W, 

U<V, X>Q^W<XV. 

Mit M bezeichnen wir einen linearen Operator, der SR in @ abbildet. 

D e f i n i t i o n 2.1. Der Operator M heiße inverspositiv, wenn 
für alle и 6 SR gilt: 
(2.1) Mu^O^u^O. 

S a t z 2.1. Ist M inverspositiv, so existiert der inverse Operator M"1 

und dieser Operator ist positiv, d.h. • 

S a t z 2.2 [21]. Die folgenden zwei Voraussetzungen seien erfüllt. 
• I. 

w>0\ 
(2.2) ^ w - 0 J =>w > О (für alle ш £ SR). 

II. Es existiert ein z 6 SR mit 

(2.3) ^ z^O, Mz>0. 

Dann ist der Operator M inverspositiv. 

S a t z 2.3 [22]. ('Umkehrung* des Satzes 2.2). Ist der Operator M 
inverspositiv, so gelten die folgenden Aussagen: 

1. Hat die zweite Ordnungsrelation in i> ebenfalls die Eigenschaft a, 
so gilt (2.2). 

2. Enthält der Wertebereich MSR mindestens ein Element r >• 0, 
so existiert ein z £ SR mit der Eigenschaft (2.3) (nämlich die Lösung 
der Gleichung Mz = r). 

D e f i n i t i o n 2.2. Eine für 0 ^ 15g 1 definierte Funktion 
z (t) £ SR heiße stetig in t0 6 [0, 1], wenn es zu jeder natürlichen'Zahl 
n eine positive Zahl ö(n) gibt, derart daß 

-±e^z(t)-z(t0)^±-e für | * - f 0 | ^ 8 ( * M 6 [ 0 , l ] . 

Dabei bedeute e ein beliebiges (festes) Element aus SR. 
Es sei nun Sfld eine Menge von Operatoren M: SR -> <3, derart daß 

für jedes M 6 Ш die Voraussetzung I in Satz 2.2 erfüllt ist. Dann gilt 
der folgende Satz. 
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S a t z 2.4 [22]. Für die genannte Menge Ш von Operatoren M 
seien die folgenden Voraussetzungen erfüllt. 

1. а) М~г existiert für jedes M £ Ш. 
b) Die Wertebereiche aller Operatoren M 6 Ш haben mindestens 

ein gemeinsames Element r >• 0. 
c) Für jedes Paar M0, Mt 6 Ш existiert eine Schar M (t) Ç SR 

(0 ^ t <; 1), derart daß M (0) = MQ, M (1) = Mt und Mr1 (f) r 
in t£ [0, 1] stetig ist. 

2. Mindestens ein Operator M 6 5ДО ist inverspositiv. 
Dann sind alle Operatoren M 6 Ш inverspositiv. 

3. Lineare elliptische und parabolische 
Differentialoperatoren 

3.1. Elliptische Differentialoperatoren. Es sei G ein offenes 
beschränktes Gebiet des n-dimensionalen Euklidischen Raumes 
, £ n = {*i У» - • •}. Г dessen Rand und G = G\]T. Ableitungen 
einer auf G erklärten (reellwertigen) Funktion и (x), v (x), w (x), z (x) 
oder auch ю (X) nach den Koordinaten Xu (k = 1, 2 n) von 
# werden durch tiefgestellte Indices gekennzeichnet, z.B. d*uldxudxi = 
= иы. Sonst, d.h. bei anderen Buchstaben, bedeuten Indices keine 
Ableitungen, sondern dienen nur zur Unterscheidung. 

Es bedeute L [u] einen Differentialausdruck 
n n 

(3.1) L[u](x)=— 2 fl«ttW + S bjUj + cu 
ktl=i j=i 

mit auf G definierten Koeffizientenfunktionen ahi (x) = aik (x), 
bj (x), с (x). Für jedes x 6 G sei die Matrix (akt) (x) positiv semidefinit: 

(3.2) (аы(х))^0 (*6G), 

und Xi (x) bezeichne ihren kleinsten Eigenwert. 
Ferner sei auf Г ein Randausdruck 

(3.3) R[u](x)=z~$ua + au 

mit auf Г definierten Funktionen a(x), $(x) gegeben, derart daß 

(3.4) ß(*)^0 (*6Г). 

Dabei bedeute щ = ~ (x) die (einseitige) Ableitung längs einer 

stetig differenzierbaren Kurve у = g (о) mit g (0) = я und g- (о) 6 G 
für 0 ̂  a <g s. (Diese Kurve kann etwa die innere Normale sein, 
falls diese definiert ist.) Eine solche Kurve soll für jedes л: Ç Г mit 
ß (*) Ф 0 existieren. 
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Zur Anwendung der abstrakten Sätze definieren wir: 
SR sei die Menge der Funktionen и 6 C0 (5)ПС2 (G), für welche 

die Ableitung ua in allen x 6 Г mit ß (x) Ф 0 existiert. 
u^O: <=>и(*)^0 (*еб) für MçSR, 

м > 0 : <=>и(*)>0 (*£G) für w£SR; 

<3 sei die Menge der Paare U = (cp, CD) mit auf G definierter Funk
tion ф (x) und auf Г definierter Funktion ro (x), 

U^O: <=>cp(*)^0 (*ÇG) und <ù(X)^0 (x£T), 

U>0: <=><p(x)>0 (x£G) und © ( * ) > 0 (*£Г); 
(3.5) Mu = (L[u], R[u]). 

Dieser Operator M ist bei den obigen Definitionen genau dann 
inverspositiv, falls für и £ SR gilt: 

L[u](x)^0 (x£G)" 
(3 '6) *M(*)2s0 (^GT)J » « W ^ O (JtÇG). 

H i 1 f s s a t z 3.1 [21]. Der durch (3.5) definierte Operator M 
genügt der Voraussetzung I in Satz 2.2. 

Damit ergibt sich aus Satz 2.2: 
S a t z 3.1. Existiert eine Funktion z (x) 6 SR mit 

(3.7) z (x) ̂  0 (* £ G), L [2] (x) > 0 (* Ç G), tf [2] (*) > 0 (д; 6 Г), 

so #Ш die Implikation (3.6) /ür и £ SR. 

Die Existenz einer solchen Funktion z (x) ist auch in gewissem 
Sinne notwendig für (3.6), denn es gilt trivialerweise: 

S a t z 3.2. Ist (3.6) für и 6 SR richtig und besitzt die Aufgabe 

L[u]=r(x) (x£G), R[u] = s(x) (x£T) 

für irgendzwei Funktionen r (x) > 0, s (x) > 0 eine Lösung и = z, 
so genügt diese Lösung den Ungleichungen (3.7). 

Sehr einfach ist die Anwendung des Satzes 3.1 wenn 
(3.8) с(х)>0 (л;CG), а(л;)>0 (x£T) 

gilt, denn dann genügt z (x) = 1 den geforderten Ungleichungen. 
Um auch Fälle zu erfassen, in denen с (x) den Wert 0 und negative 

Werte annehmen kann, konstruieren wir eine kompliziertere Funk
tion z. _ 

Es sei / ( D û eine abgeschlossene n-dimensionale Hyperkugel 
mit Radius r0. r (x) sei der (euklidische) Abstand des Punktes x vom 
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Mittelpunkt der Kugel. Ferner bedeute 

z = z (x) = br0 -f ^ sert8~rti ds 

mit r = r (x) und Konstanten b > 0, p ^ 0. 
Bei Verwendung einer solchen Funktion folgt aus Satz 3.1 del 

folgende Satz 3.3 [21]. 

S a t z 3.3. Falls b und p so gewählt werden können, daß du 
Ungleichungen 

a(x)b-$(x)>0 (x£T) 
und 

ePO-ro) j j j akh {x) + r [ç%i {x) _ y^ | щ {x)\\+c (x) z (x) > 0 (x € G) 

erfüllt sind, gilt (3.6) für и 6 SR. 

Z u s a t z . Konstanten b, p mW dm m Satz 3.3 geforderten Eigen
schaften existieren z.B. falls die Ungleichungen 

inf{a(*): а ; С Г } > 0 , C(X)^0 (*€G), 

(3.9) inf{M%): * £ G } > 0 

gelten und die Koeffizienten bj(x) auf G und ß(#) auf Г beschränkt sind. 

Die Ungleichung (3.9) fordert, daß der Operator L auf G gleich
mäßig elliptisch ist. Gewöhnlich wird das Ergebnis des Zusatzes 
mit Hilfe des Randmaximum-Satzes [11] bewiesen (siehe etwa 
Collatz [8]). 

3.2. Zusammenhängende Mengen von elliptischen- Operatoren. 
Um die Eigenschaft .(3.6) für umfassendere Klassen von Operatoren 
nachweisen zu können, benutzen wir nun Satz 2.4. 

Es sei Ш eine Menge von Operatoren M der Art (3.5). Über diese 
Menge setzen wir folgendes voraus. 

V o r a u s s e t z u n g e n : a) Die Koeffizienten ahi, bj und ß 
sind für alle M £Ш dieselben, d.h. die Bestandteile 

n n 

(3.10) £ [ « ] = — 2 ahiUki+lj bjUj und R[u] = —$ua 
k, i=i i=i 

sind unabhängig-von mM 6 2Л-
b) Die Vektoren I = (c (x), a (x)) der zu M Ç Ш gehörigen 

Koeffizienten с und a bilden eine konvexe Menge Ä, und Ä enthält 



J. SCHRÖDER 107 

einen Vektor Ï = (с (x), a (x)) = (c0, c0) mit einer Konstanten 
Co>0. 

c) Für jedes f Ç Ä besitzt die Aufgabe 
L[u] + c(x)u = 0 (*ÊG), R[u] + a(x)u = 0 (x£T) 

in SR nur die triviale Lösung и (x) s 0 (x 6 G). 
d) Für jedes Ï £ Ä besitzt die Aufgabe 

(3.11) ï [ a ] + c(x)a:=l (#ÇG), А[и] + а(*)и = 1 (*еГ) 

eine Lösung и = z (x) 6 SR. Ist ferner F* = ff0 + (1 — t) lt 6 Ä 
für 0 <; * sg 1, so hängen die zugehörigen Lösungen zt (x) stetig von 
t ab. (Für diese Voraussetzung d) muß man etwa fordern, daß der 
Rand Г und die Koeffizienten in L und R "genügend glatt" sind.) 

Unter diesen Voraussetzungen folgt aus Satz 2.4 der folgende 
Satz 3.4. 

S a t z 3.4. Ist M = (L, R) £ 3ft, so gilt (3.6) für и 6 SR.. 

Zum Beweis.mit Hilfe des Satzes 2.4 beachte man, daß r = 
= (ф (x), (ù (x)) mit ф (x) = 1, Cö (x) = 1 zum Wertebereich aller 
Operatoren M 6 Ш gehört und zt (x) = M"1 (t) r ist. Ferner ist der 
zu ï = (c0, cQ) gehörige Operator M inverspositiv, da die zugehörige 
Funktion z (x) s с~г den Ungleichungen (3.7) genügt. . 

В e i s p i e 1. Es sei Ш die Menge der Operatoren M = (L, R) mit 

(3.12) L[u]=: — àu + c(x)u, R[u] = u 

und 
(3.13) c(x)> — vt (*€G). 

Dabei bedeute v4 den kleinsten Eigenwert der Eigenwertauf gäbe 

AÇ-|-V9 = 0 .(*ÉG), ф = 0 ( * е Г ) . 

Die Ungleichung (3.13) sichert, daß die obige Voraussetzung c) 
erfüllt ist, denn mit Hilfe des Gaußschen Satzes erhält man (wenn 
Г genügend glatt ist) aus L lu] (x) = 0 (x 6 G), и (x) = 0 (д; f Г): 

0 = [ ( — ku + cu)udx^ \ (Vi + c)u%dx 
G G 

und damit и (x) = 0 (x G G). 

fl7ß/m a/so Г genügend glatt ist, gilt (3.6) /ür die Operatoren in (3.12) 
unter der Voraussetzung (3.13). 

Ein solches Ergebnis bewies R. Bellman [4] mit Methoden der 
Variationsrechnung. 
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3.3. Positiv definite selbstadjungierte Probleme. Für selbst-
adjungierte Probleme . 

(3.14) L[u](x) = r(x) (*£G), R[u](x) = 0 (x£T), 

bewiesen Aronszajn und Smith einen Satz, dessen (in diesem Zusam
menhang) wesentlichste Aussage unter geeigneten Voraussetzungen 
folgendermaßen lautet. 

S a t z 3.5 [1]. Ein setbstadjungiertes Problem (3.14) ist genau dann 
positiv définit, wenn dazu eine Greensche Funktion existiert und diese 
positiv ist: 

(3.15) К(x, 1)^0 (x,ttG). 

Dabei wird insbesondere vorausgesetzt, daß Г und die Koeffi
zienten in L und R "genügend glatt" sind, um u.a. die Existenz der 
Greenschen Funktion zu sichern. Das Problem heißt hier positiv 
définit, falls 

\ L[u]udx^\i \ u2dx mit jx>0 
G G 

für alle genügend glatten и (x), welche die Randbedingungen erfüllen, 
Die schwierigere Richtung des Beweises, nämlich der Beweis von 

(3.15), geht bei Aronszajn und Smith über die Theorie der reproduzie
renden (und pseudoreproduzierenden) Kerne. Eine entsprechende 
Aussage kann man jedoch recht einfach mit Hilfe des Satzes 3.4 
erhalten. Wir skizzieren den Verlauf des Beweises, ohne alle erforder
lichen Glattheitsvoraussetzungen genau zu formulieren. 

Das gegebene Problem (3.14) sei selbstadjungiert und positiv 
définit, und ua bedeute die Ableitung in Richtung der inneren Nor
malen. Wir können als Normierungsvorschrift annehmen, daß ß (я) 
auf Г nur die Werte 0 und 1 annimmt. 

Es bedeute c0 > 0 eine Konstante, derart daß с (x) <g c0 (x 6 G), 
a (x) ^ c0 (x 6 Г), und es bezeichne M0 den Operator M0 = (L0, R0) 
mit 

L0[u] = t[u] + c0u, R0[u] = R[u] + c0u, 

wobei X und R durch (3.10) mit den Koeffizienten von L und R 
definiert sind. Dieser Operator M0 ist inverspositiv, denn z.B. genügt 
z = — den Ungleichungen (3.7). 

Durch Anwendung der Ergebnisse von Abschnitt 3.2 schließen wir, 
daß dann auch alle Operatoren Mt = (Lu R0) (0 <; t <i 1) mit 

Lt [u] =L [u] + [(1 -1) cQ + tc(x)] и 
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inverspositiv sind, denn die Menge Ш = {Mt : 0 <i t <i 1} hat 
(unter geeigneten Glattheitsvoraussetzungen) alle geforderten Eigen
schaften. Insbesondere ist die Voraussetzung c) erfüllt, da alle Opera
toren (Lt, R0) positiv definite Probleme bestimmen. 

Insbesondere ist also M± - (L, JR0) inverspositiv, und wir 
betrachten nun die Mi enthaltende Menge 

$l = {Ais = (L, R8): Orgsrgl} 
mit 

Rs [u] = R [u] + [(1 - s) cQ + sa (x)] u. 

Auch für diese Menge SR statt Ш gilt die Aussage des Satzes 3.4." 
Zwar braucht die zugehörige Vektormenge $ kein ï = (c0, c0) mit 
c0 > 0 zu enthalten, jedoch enthält & den Vektor (c(x), c0), für 
welchen das Problem (3.11) eine Lösung z (x) ̂  0 besitzt, und dies 
ist hinreichend. 

Insbesondere ist also Mi — (L, R) inverspositiv. Für die betrach
teten L und R gilt also (3.6), und daraus folgt u.a. (3.15). 

3.4. Parabolische Differentialoperatoren. Statt (3.3) sollen jetzt 
allgemeinere Randoperatoren zugelassen werden, derart daß auch 
parabolische Probleme erfaßt werden. 

Es sei etwa x0 6 Г, derart daß Г in einer Umgebung von x0 eine 
C2-Mannigfaltigkeit bildet. D.h. Г habe dort eine zweimal stetig 
differenzierbare Parameterdarstellung x — x (glf . . ., ên-i)- Dann 
darf R [u] in x =x0 die verallgemeinerte Form 

n - l 

(3.16) R M W - 2 akl(x)1^ + 
Ä, * = 1 

П - 1 

haben, wobei (aki) eine positiv semidefinite.Matrix bedeutet und 
weiterhin (3.4) gefordert wird. 

Wir betrachten nun Probleme, bei denen L [u] wie bisher definiert 
ist und R [u] auf Г die verallgemeinerte Form (3.16) hat. In Punkten 
x Ç Г, für welche alle Koeffizienten ащ, ß; verschwinden, braucht die 
oben beschriebene Glattheit des Randes nicht verlangt zu werden. 

Die Definition des Raumes SR in Abschnitt muß dann dahingehend 
abgeändert werden, daß von и 6 SR auch die Existenz aller Ablei
tungen verlangt wird, welche in (3.16) vorkommen. 

Dann beweist man den folgenden Hilfssatz 3.2 mit entsprechenden 
Mitteln wie Hilfssatz 3.1. 
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H i l f s s a t z 3,2. Der durch (3.1), (3.16) und (3.5) definierte 
Operator M genügt der Voraussetzung I des Satzes 2.2. 

Ein Spezialfall ist nun das folgende parabolische РгоЫещ. Es sei 
5 ein beschränktes Gebfet des (xu . . ., A^-iJ-Raumes, / = 
= {Xj,: 0 < Xn < T} mit 0 < T < oo und G = G X / . I \ bedeute 
den Randteil 

A = {x: (xu ..., xn-i)€G, Xn = T). 

AufGUTi sei ein Differentialoperator 
n—i n—1 

L[u]=— S ам(х)иы+ S bj(x)uj + un + c(x)u 
Ä, 1=1 j = l 

mit positiv semidefiniter (n — 1) X (n — 1)-Matrix (a^i) (x) gegeben, 
auf Г — Vi ein Randoperator der Art (3.3). 

Dann hat man also auf G einen Differentialoperator L lu] = L lu] 
der Art (3.1), auf Г — 1 \ einen Randoperator (3.3) und ferner auf 
dem restlichen Randteil Г\ einen Randoperator der Art (3.16). Man 
kann auf Г4 nämlich R lu] =L lu] setzen. L lu] hat die Form (3.16), 
wenn man definiert: 

h = *i (i=h 2, . . . , n—1), G=— xn, 

<x>hi = aki (k, 1=1, . . . , n— 1), ßj = 6j (/-=1. 2, . . . , ft— 1), 
ß = 1, a = c. 

Die Wahl einer Funktion z ist in diesem Spezialfall erheblich 
einfacher. Wir verwenden z = eNxn mit genügend großem N > 0 
und setzen noch voraus, daß in x 6 Г — T± mit ß (#) =̂= 0 für die 
Kurve у =g(o) gilt: dxjda = 0 . (Das ist z.B. der Fall, wenn ua 

für xn>0 die Normalen-Ableitung bedeutet und ß (x) = 0 für л:п = 0.) 

S a t z 3.6 [21]. Ist c(x) auf G[)Ti nach unten beschränkt und 
inf {«(*): * е Г — Г ! } > 0 , 

so gilt für и £ SR: 

«13$!°. Ab'«*0«*-
4. Ungleichungen mit nichtlinearen Operatoren 

Es seien SR und @ wie in Abschnitt 2, jedoch bedeute JW jetzt 
einen nichtlinearen Operator, welcher eine Teilmenge © £ SR in © 
abbildet. Der Eigenschaft (2.1) entspricht jetzt die folgende: 

(4.1) Mw<LMv=$w<Lv (v, OJÇSR)* 
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Gilt diese Implikation für alle w, ü G © , SO läßt sich wieder die 
Existenz von M"1 und außerdem die Monotonie dieses Operators 
beweisen. Für Zwecke der Fehlerabschätzung braucht man (4.1) 
jedoch oft nur für bekanntes w oder bekanntes v zu beweisen. Ohne 
Beschränkung der Allgemeinheit nehmen wir im folgenden an, daß das 
•echtsstehende Element v gegeben sei. 

Çine einfache Verallgemeinerung des Satzes 2.2 ist dann der 
bigende Satz. 

S a t z 4.1 [21]. Die folgenden zwei Voraussetzungen seien erfüllt. 

4.2) U = U 

Mu <Mu 
>u-<u (и, м£ф), 

4.3) 

I. Es existieren eine Zahl у > 0 und ein z 6 SR, derart daß 

z^O, v + kzt® für О^Я^у» ' 
Mv<M(v + %z) für 0 < A , ^ Y > 

ïanngilt fürw 6 Ф: 
w ̂ g v + yz 

4 - 4 ) луг ^ HA =$>W^V. 

' Mw ^ Mv J. 
B e m e r k u n g . Gilt Voraussetzung II für alle 7 > 0, so 

ann w <; v + yz in (4.4) wegfallen. 
Wir können insbesondere folgenden Spezialfall betrachten. 

S p e z i a 1 f a 1 1. M ist die Differenz 

1.5) М = Л - 5 

ines linearen Operators A: SR-> @ und eines nichtlinearen Opéra
i s В: ©->- (g. 

H i l f s s a t z 4.1. Erfüllt A die Voraussetzung I des Satzes 2.2 
)der 4.1) und gilt 

и <i и =Ф ßa <; Bu (и, u£ ©), 

» erfüllt M in (4.5) dte Voraussetzung I das Safees 4.1. 

Um die folgende hinreichende Bedingung für Voraussetzung II 
emulieren zu können, setzen wir nun ferner voraus, daß SR und g> 
albgeordnete Banachräume (oder lineare Teilmengen solcher Räume) 
nd und M eine stetige Fréchet-Ableitung besitzt. (Was genau wir 
1 Axiomen benötigen, entnehme man dem kurzen Beweis des fol-
mden Hilfssatzes.) 
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H i 1 f s s a t z 4.2. Die Voraussetzung II von Satz 4.1 ist erfüllt; 
falls M der folgenden Voraussetzung IV genügt. 

IV. Es existieren eine Zahl y > 0 und ein Element z Ç SR, derart daß 

z^O, v + %z£% ( O ^ à ^ Y ) , 

Mv< M (v + yz), 

M\u)z^M' (u)z für v^u^Lu^-v + yz. 

В e w e i s. Für 0 < %*£y gilt: 

0 < 1 {M (v + yz)-Mv} = M' (v)z+ \ {M' (v + tyz)-M' (v)}zdt< 
У 0 

1 

^M'(v)z+^{M'(v + t%z)-M'(v)}zdt==j{M(v + Xz)--Mv}. 
о 

Im Spezialfall (4.5) brauchen wir nur vorauszusetzen, daß В eine 
stetige Fréchet-Ableitung besitzt und erhalten ein Hilfssatz 4.Î 
entsprechendes Ergebnis, indem wir M* (u) = Л — В* (u) einsetzen 
Dies Ergebnis liefert zusammen mit Hilfssatz 4.1 das folgende Resultat 

S a t z 4.2. Der Operator A erfülle die Voraussetzung I des Satzes 1 
und es sei 

0 <; ß' (u) <;B' (u) für u^u ( u , u g ф ) . 

Ferner existiere eine Zahl y > 0 und ein Element z 6 SR, derart dal 
z ^ O , o + tee® (O^Ä^-Y) , 

(4.6) Az>±-lB(v + yz)—Bv]. 

Dann gilt für ш6®: 
w^v + yz 1 _ 

(A — B)w^(A — B)vl ~ 

5. Nichtlineare elliptische Differential Operatoren 

5.1. Anwendung des abstrakten Satzes. Es sei G wie in Ab 
schnitt 3.1. Statt (3.1) betrachten wir jetzt einen nichtlinearen Diffe 
rentialausdruck 

Filu](x) = Fi(x, u, uj, uki), 
der für x £ G und alle Werte der u, uJf uhi (j,k,t = 1,2, . . ., r 
erklärt sei (wir sehen x, и, щ, uki der Einfachheit halber auch al 
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unabhängige Variablen der "Funktion" F± an). Die Forderung (3.2) 
wird verallgemeinert zu: 

Fi(x, щ uh uhi + lM)^Fi(x, u, uj, £м) 

für jede Matrix (£hi) ̂  0. 
Ferner wird auf Г statt R ein Ausdruck 

F2lu]=F2(x, uy uG) 
mit 

F2(X, U, Ua + ^)^F2(x, Щ Ua) für £ ^ 0 

betrachtet, wobei F2 (x, u, ua) für x 6 Г und alle Werte der u, u0 
erklärt sei. 

SR und © seien definiert wie in Abschnitt 3.1, und M bedeute 
nun den auf © = SR erklärten Operator 

(5.1) Mu = {Ft[u]> F2[u]). 
Dann bedeutet (4.1): 

Filw](x)^Filv](x) (x£G) 1 
' I W W ^ I W W (*€Г) ) 

w(x)^v(x) (x£G). 

H i l f s s a t z 5.1 [21]. Der Operator M in (5.1) genügt der Vor
aussetzung I des Satzes 4.1. 

B e i s p i e l 1. Wir betrachten die in den numerischen Beispie
len des Abschnittes 7 vorkommenden Operatoren 

L[tt] = — àu + eu, Rlu] = u 
im Falle n = 2 . Dabei sei G das Quadrat 

G = {x: | * i | < l , | * 2 | < 1 } . 

Für z = 2 + e — x\ — x\ mit 8 > 0 ist die Voraussetzung II 
des Satzes 4.1 bei beliebigem y > 0 erfüllt. 

B e i s p i e l 2. Im Falle 

L[tt] = — Au—eu, R[u] = u 

kann man Satz 4.2 mit 

н~:и> - o 
anwenden. Die Bedingung (4.6) lautet dann 

-Az>e ü ~- [ßY*_ l ] (*çG), z(x)>0 (x£T). 

8-1220 
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5.2. Zurückführung auf lineare Probleme, Sind etwa die Funktio
nen Fi und F2 für jedes я 6 G bzw. x Ç Г nach den übrigen Variablen 
stetig differenzierbar, so kann man die Theorie für lineare Operatoren 
heranziehen, um hinreichende Bedingungen für die Aussage (5.2) 
zu erhalten. 

Seien z.B. w, v feste Funktionen aus SR mit Ft lw] (x) <; Fi lv] (x) 
(x £ G), so folgt für и = v — w 

Llu](x)^0 (x£G) 
mit einem Operator L der Form (3.1) und 

i 

ам= J -0^(*1 w> wh Whi)dt, 
о 

i i 

(5.3) bj= J -^ (x, w, wh vM)dt, c= [ ~ä^(x> w, vh vM)dt. 
о J о 

Dabei ist z.B. w = tw + (1 — t) v, und Wj, whl sind entsprechend 
definiert. 

Ist insbesondere Fi ein quasilinearer Operator: 
n 

(5.4) ' Fi lu] = — 2 AM (X, U, UJ) UM + С (x, и, щ), 
*,J=I 

so ergibt sich 
(5.5) aM (x) == Аы (x, w, w3). 

In entsprechender Weise läßt sich die zweite Ungleichung 
F2 lw] (x) <; F2 lv] (x) (x Ç Г) auf eine lineare Ungleichung 
R lu] (x) ^ 0 (x e Г) zurückführen. 

B e i s p i e l . Für 
Fi ["] = — (1 + <4) Ua + 2UiU2Ui2—(l + ul) u22 

erhält man: 

< * « > - ( ! " ) + ( •* ~ Т ' Ы 1 ?•) 

VO 1/ \—WiW2 w\ ) \0 1/ 

und damit Ä* (x) ̂  1, und ferner 
bt (x) = (w2 + ü2) vi2 — (oii + üt) ü22, 
62 (*) = — (w2 + l>2) üu + (Wi + vt) vi2, 
c(x)==0. 

Um also etwa den Zusatz zu Satz 3.3 anwenden zu können, müßte 
man wissen, daß diese Koeffizienten bt (x), b2 (x) auf G be
schränkt sind. 
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Im Falle F2lu] = и genügt_es aber bei diesem Beispiel—wie in 
anderen Fällen auch,—statt G abgeschlossene Teilgebiete В cz в 
zu betrachten (siehe etwa den letzten Absatz von Abschnitt 5.4). 
Auf solchen Mengen В ist die Beschränktheit der bj gesichert. 

5.3. Eine andere Behandlung quasilinearer Aufgaben. Die Ergeb
nisse, welche man mit dem Verfahren von Abschnitt 5.2 erhält, kann 
man auch herleiten, indem man die Beweisidee des Satzes 4.1 direkt 
auf die nichtlijiearen Probleme anwendet, dabei jedoch die speziellen 
Eigenschaften der Differentialoperatoren stärker berücksichtigt als in 
Satz 4.1. Gleichzeitig bekommt man in dieser Weise auch andere 
Resultate, wenn man nämlich außerdem statt einer Funktionenschar 
v (x) + Xz (x) eine in X nichtlineare Schar v (X, x) = v (x) + z (K, x) 
betrachtetx). Wir beschreiben dies für den Fall, daß Fx ein quasiline
arer Operator (5.4) ist und F2 lu] = R lu] die Form (3.3), (3.4) hat. 

Es bedeuten v, w wieder zwei feste Funktionen aus SR, wobei 

(5.6) (Akl(x, w, ш,-))^0 (X£G). 

Man berechnet 

(5.7) Filw]—Fi[ü]=— | ] AM(x, wy Wj)(wM-vhl) + 

+ lFi(x, w, wj, vhl) — Fi(x} w, vs, vM)] + 

+ [Fi(x, w, vj, vki) — Fi(x9 v, Vj, vhi)]. 

Mit z (X, x) £ SR (0 ^ X < oo) bezeichnen wir eine in X stetige. 
Funktionenschar mit folgenden Eigenschaften: 

(5.8) 

z(X, x) 
> 0 f ü r * > 0 £ 
= 0fürA,= 0 

z(X, x)^z(X\ x) für X^X' (x£G), 

limz(X, *) = oo gleichmäßig auf G, 
Я-ЮО 

Es seien nun die beiden Ungleichungen auf der linken Seite von 
(5.2) erfüllt, jedoch sei w (x) <; v (x) (x £b) nicht richtig. Dann 
gibt _es eine kleinste Zahl X0 > 0 mit w (x) ^ v (x) -f z (X6> x) 
(x g G) und ein x0£G mit w (x) =v (x0) -f z (X0, x0). 

Nimmt man an, daß 
Rlz(X,x)]>0 für A , > 0 u n d * e r 

*) Eine solche in % nichtlineare Schar v(X) kann man auch in der abstrakten 
Theorie benutzen und so den Satz 4Л verallgemeinern. 
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gilt, so ist x0 £Г nicht möglich. Man beweist dies wie bei den linearen 
Problemen. Daher ist x0 £ G, und man erhält für x =x0 mit z° (x) = 
= z(X0,x): 
(5.9) w = v + z°, wj^vj + zl Ш^Ш + Ш. 

Aus den Beziehungen (5.7), (5.9) möchte man nun einen Wider
spruch für eine geeignete Funktionenschar z (X, x) herleiten. 

Sind die Funktionen Ащ, С bei festem x nach den übrigen 
Argumenten stetig differenzierbar, so erhält man mit (5.6), (5.7), 
und (5.9) für x =xQ: 

n n 

Fi Ы ~ Fi [v] = - S AM (x, w, wj) zh + 2 bj (x) z « + с (x) z° 

mit den in (5.3) genannten Koeffizienten. Man bekommt also einen 
Widerspruch, wenn die rechte Seite in der letzten Ungleichung für 
jedes x £ G positiv ausfällt. Setzt man etwa z (X, x) = Xz (x), so 
ergibt sich die Bedingung L lz] (x) > 0 (x £ G), wobei L der lineare 
Operator mit den Koeffizienten (5.3), (5.5) ist. Auf diese Bedingung 
kommt man auch, wenn man wie in Abschnitt 5.2 linearisiert und 
dann etwa Satz 3.1 anwendet. 

Eine andere Anwendung der hier beschriebenen Idee bringt der 
folgende Abschnitt. 

5.4. Abschwächung der Differenzierbarkeitsvoraussetzungen. Wir 
betrachten nun einen quasilinearen Operator der speziellen Form 

n 

(5.10) Fi [u] = — S AM (#» uj) иы + С (x, и, и3) 
k,i=i 

und auf Г wieder den linearen Randoperator F2 lu] = R lu] in 
(3.3), (3.4). 

Es bedeuten w, v zwei feste Funktionen aus SR, derart daß (5.6) 
gilt und die Ableitungen vkî auf G beschränkt sind: \vhi(x) \^K. 
Wir setzen К = n*R + 1. 

Ferner nehmen wir an, daß es zwei für 0 < t < сю stetige isotone 
Funktionen % (t) und ipa(f) mit folgenden Eigenschaften gibt: 

• i ( 0 ) - * i ( 0 ) = 0, 
l\Akl(x9w,Vj^j)-Akl(x,w, Vj)\^b№)\\) 

< б Л 1 ) \\C(x,w,vj+t,)-C(x,wf оЛ|г£Ы||СЛ|), 

mit 

IIMI'-jjIC/l". 
(5.12) C(x, o + t. vj)-C(xtv, vj)^-b&) für £ ^ 0 - • 
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Ist z.B. i|)d (t) streng monoton und gilt 
i 
? dt 

0 

so heißt t|)i eine Osgood-Funktion. 

S a t z 5.1. Es gebe eine in X stetige Schar z (X) = г (X, x) 6 SR 
(0 Si X< 00) mit den Eigenschaften (5.8), derart daß für X>0 die 
folgenden Ungleichungen erfüllt sind: 

- S AM(x,Wj)zkl(X)-Kb(\\*j(b)\\)--y>2(z(X))>0 (x£G), 

Rlz(X)](x)>0 (x£T). 

Dann gilt die Aussage (5.2) für die betrachteten Funktionen w, v. 

B e w e i s . Es sei x0 der in den Ausführungen von Abschnittf5.3 
erwähnte Punkt aus G. Schätzt man dann die rechte Seite in (5.7) 
mit Hilfe von (5.11), (5.12) ab und benutzt dabei (5.6) und (5.9), 
so ergibt sich F lw] (x0) > F lv] (x0). (Widerspruch!) 

S a t z 5.2. Es seien folgende Voraussetzungen erfüllt: 
a) % (t) ist eine Osgood-Funktion, 
b) г|)2 (0 г 0, 
c) ß (х) ist auf Г beschränkt, 
d) es existieren eine Funktion ю (x) 6 Ci(G) f| C2 (G) und eine 

Konstante % > 0, derart daß auf G gilt: 
n n 

(5.13) 2 AM (X, WJ) щщ > 1, ^ AM (x, wj) (ùM < x. 
ft, 1=1 kt i=d 

Dann gilt die Aussage (5.2) für die betrachteten Funktionen w, v. 

B e w e i s . Es genügt zu zeigen, daß eine Funktionenschar z (X, x) 
existiert, welche die in Satz 5.1 verlangten Eigenschaften besitzt. 
Eine solche Schar ist hier 

mit 
z(X, x) = k(X, (o(x)) 

k(%, t) = M+\ h(X,s)ds, 

\ x 5 + 4 ( H = f - a + i r für X > 0 ' Mo,0=0, 
h (К t) 
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wobei b eine positive Konstante, a eine genügend kleine Konstante 
und \\(ùJ(X) | | ^ | i ( * e S ) ist. 

Für den Fall R [u] =u wurde der. Satz 5.2 von R. Redheffer [18] 
mit Hilfe eines von ihm hergeleiteten Randmaximumsatzes [17] 
bewiesen. Redheffer fordert statt d) lediglich, daß für jedes abge
schlossene Teilgebiet В a G eine Funktion со Ç C2 (В) und eine 
Konstante % mit den Eigenschaften (5.13) existieren. Damit kommen 
wir auch hier aus, wie im folgenden gezeigt wird. 

Es sei etwa w (x) ĝ v (x) + m mit m ^ 0 auf dem Rand einer 
solchen Teilmenge В und Ft lw] (x) ^ Fi lv] (x) auf G. Dann ist 
auch Fi lw] (x) ^ Fi lv + m] (x) auf B, und die Anwendung des 
Satzes auf В statt G ergibt: w (x) < v (x) + m auf B. Es gelte nun 
w (x) ^v (x) auf Г, und es bedeute {Bn} eine Folge abgeschlossener 
Gebiete mit Bh c= Bn+i cz G, lim Bn = G und до (x) ^ ü (X) + /г"1 

auf dem Rand von Bn. Dann hat man also auf Bn: w (x) ̂ g v (x) -\ 

und damit auf ganz G: w (x) ̂ g v (x). 

5.5. Randmaxiniumsatz. Während sich die Monotonie-Eigen
schaft (5.2) unter bestimmten Annahmen auch aus dem Randmaxi-
mum-Satz folgern läßt, erhält man umgekehrt aus der Monotonie-
Eigenschaft Randmaximumsätze. 

Im folgenden sei F2 lu] = и, und wir nehmen der Einfachheit 
halber an, daß die Aussage (5.2) für alle v,w £ SR richtig sei. Dann 
gilt der folgende Satz. 

S a t z 5.3. Es seien v,w £ SR zwei Funktionen mit der Eigen
schaft 

Filw](x)^Filv](x) (x£G). 

Ferner gebe es eine Funktion z(x) G SR, derart daß 

z(x)>0 (x£G), 

(5.14) Filv](x)^Filv + Xz(x)] (x£G, 0^Я<оо), 

Ist dann 
(5.15) m ^ O 
für 

f V (x) — W (x) - -r,"! 
m = m a X { г(х) : * £ Г Ь 

so gilt 

(5.16) g % , W ^ m <*6G). 
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Hat man statt (5.14) sogar 
Filv\ = Filv + Xz] (x£G; _oo<X<oo) , 

so gilt (5.16) ohne die einschränkende Voraussetzung (5.15). 

Dieses Ergebnis erhält man, wenn man die Aussage (5.2) auf w 
und v + mz statt v anwendet. 

Für z (x) == 1 ergibt sich der übliche schwache Randmaximumsatz. 
Um den starken Randmaximumsatz zu beweisen, nach dem das 
Maximum nur auf Г angenommen wird, müßte man stärkere Monoto
nie Aussagen benutzen. In diesem Zusammenhang sei darauf aufmerk
sam gemacht, daß man die zweite Ordnungsrelation in (3 auch etwa 
folgendermaßen definieren kann: 

Г <p(*)^0, ф(*)^0 (x£G), 
\(ù(X)>0 . (*6Г). 

t/ = (q>, û > ) > 0 : 

6. Gewöhnliche Randwertaufgaben vierter Ordnung 

Das Monotonie-Verhalten von Differentialoperatoren vierter 
Ordnung ist erheblich komplizierter als das von Operatoren zweiter 
Ordnung, und dementsprechend schwieriger ist auch die Anwendung 
des Satzes 2.2. Wir wollen hier nun einen gewissen Eindruck ver
mitteln, wie man vorgehen' kann [24]. 

Wir betrachten Differentialoperatoren 

L [u] = (au9)' - (buy + ßn' + cu 

auf dem Intervall [0, 1] und (der Einfachheit halber) nur Randbedin
gungen der Form 

tt(0)-0, a ^ ' ^ + a ^ O ^ O mit К Ц - ^ ^ О , 
и(1) = 0, M ' ( l ) + ß2<(l) = 0 mit |fc| + | f c | > 0 . 

(Die Überlegungen lassen sich aber weitgehend auf allgemeinere 
Randbedingungen übertragen.) Ebenfalls zur Vereinfachung wird 
angenommen, daß alle in diesem Abschnitt vorkommenden Funktio
nen von x auf [0, 1] reellanalytisch sind. 

Es bezeichne @ die Menge dieser analytischen Funktionen und 
SR die Teilmenge der Funktionen aus @, welche die Randbedingungen 
(6.1) erfüllen. 

Wir fragen nach hinreichenden Bedingungen für die folgende 
Aussage: 
(6.2)Llu] (х)^0(0^х^1)=Фи(х)^0(0^х^ 1) für и 6 SR. 

Diese Aussage ist gleichbedeutend damit, daß eine zugehörige Green-
sehe Funktion existiert und positiv ist. 

(6.1) 
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Um Satz 2.2 anwenden zu können, untersuchen wir zunächst, 
wann die folgende Eigenschaft vorliegt: 

' u(x)^0 
(O^x^l)fürttCSR. 

, N lu] (x) ^ 0 
(6.3) L[W](*)^0(0^*^1): 

Dabei bedeutet 
(6.4) N lu] = — apu" + ap'u' + Pu 

einen Differentialoperator zweiter Ordnung mit geeigneten Funk
tionen p und P in den Koeffizienten. 

Zur Anwendung der Theorie in Abschnitt 2 definieren wir SR 
und g> wie oben beschrieben, 

Mu = L lu], 
' u(x)^0 

u^:0:<=>\ ( 0 ^ * ^ 1 ) für wçSR, 
,Nlu](x)^0 

U^O: <^>U(x)^0 ( 0 < * ^ 1 ) für J7ge. 

Ferner seien die jeweils zweiten Ordnungsrelationen in SR und @ 
mit Hilfe der Eigenschaft a erklärt. D.h. also z.B., daß и 6 SR genau 
dann >- О ist, falls zu jedem v 6 SR eine Nummer n mit v^nu exi
stiert. In SR hängt diese zweite Ordnungsrelation nicht nur von den 
gegebenen Randbedingungen, sondern auch von den gewählten Funk
tionen p, P ab. 

Während bei Differentialoperatoren zweiter Ordnung die in 
Voraussetzung I geforderte Eigenschaft (2.2) unter schwachen Bedin
gungen recht einfach bewiesen werden kann, macht Voraussetzung I 
hier am meisten Schwierigkeiten. Sie ist erfüllt, falls p und P 
bestimmte Eigenschaften haben. Ein Beispiel gibt der folgende Satz. 

S a t z 6.1 [24]. Es gebe zwei Funktionen p (x) und P (x), derart 
daß folgende Gleichungen und Ungleichungen erfüllt sind: 

(ap'y-(bpy + $p + 2P' = 0 ( 0 ^ * ^ 1 ) , 

f ^ 0 für 0 ^ * < Ê , 
-(аРУ + Ы + *Р-2аСрГ-(aCyp [ ~Q ^ ^ " ^ 

p(x)>0 ( 0 < * < 1 ) 
mit einer oberen Schranke С von c: 

c(x)^C(x) (<T«^*^1) -



J. SCHRÖDER 121 

und einer Zahl S € [0, 1]; 
(6.5) /7 = p' = a// + P = 0, / > 0 für x^O und x=h 

N lu] bedeute dann den mit diesen Funktionen p, P definierten 
Differentialausdruck (6.4). 

Ferner existiere eine Funktion z 6 SR» derart daß 
z(*)^0, NIZ](X)^LO, L[Z](X)>0 ( 0 ^ * ^ 1 ) . 

Dann gilt (6.3) für alle и 6 SR. 
B e m e r k u n g . Bei allgemeineren Randbedingungen als (6.1) 

erhält man statt (6.5) kompliziertere Randbedingungen für p und P. 
Wenn der Nachweis der Eigenschaft (6.2) das eigentliche Ziel 

der Untersuchungen ist, muß man nun fragen, ob es Funktionen p 
und P gibt, derart daß (6.2) und (6.3) im wesentlichen unter den 
gleichen Voraussetzungen gelten. Derartige Funktionen kann man 
in der Tat konstruieren. Und zwar haben sie die Form 

р = ф ^ _ Ф ^ | p = _ a (cp'f' - ФY) • 
wobei ф und г|э gewisse Lösungen der homogenen Differentialgleichung 
L lu] (x) = 0 sind, welche in notwendigen Bedingungen für die 
Eigenschaft (6.2) vorkommen. Darauf im Einzelnen einzugehen, 
würde an dieser Stelle zu weit führen. 

Es sei darauf aufmerksam gemacht, daß jedoch auch die stärkere 
Eigenschaft (6.3) für einen festen Operator N lu] von unmittelbarem 
Interesse sein kann. 

Levin [13] und Cickin [6] haben für Mehrpunktrandwertaufgaben 
л-ter Ordnung gezeigt, wie die Positivität der Greenschen Funktion 
mit dem oszillatorischen Verhalten der Differentialgleichung zusam
menhängt. Diese Ergebnisse sind auf den Spezialfall a2 = ß2 = 0 
der hier betrachteten Randbedingungen anwendbar.—-Andere Bedin
gungen für die Positivität der Greenschen Funktion werden für spe
zielle Fälle von Problemen vierter Ordnung (auch mit partiellen 
Differentialoperatoren) von Aronszajn u. Smith [1] hergeleitet. 
Die abstrakte Theorie dieser Autoren bezieht sich allgemein auf 
Hilbert-Räume mit reproduzierendem Kern. Numerische Beispiele 
für die Anwendung der Monotonie-Eigenschaft bei Differentialglei
chungen vierter Ordnung werden in [22] gegeben. 

7. Fehlerabschätzung 
7.1. Allgemeine Bemerkungen. Gegeben sei eine Gleichung 

(7.1) Mu = r. 
Dabei bedeutet M einen (nicht notwendig linearen) Operator, welcher 
eine Teilmenge © eines halbgeordneten linearen Raumes SR in einen 
halbgeordneten linearen Raum <3 abbildet, und es sei r £ @. 



122 ЧАСОВЫЕ ДОКЛАДЫ ONE-HOUR REPORTS 

Der Operator M habe die Eigenschaft, daß für zwei feste Elemente 
v,w £% und alle и G SR folgendes gilt: 

Mu 5g M v ̂ u^v, Mw < Mu =$w<*u. 

Hinreichende Bedingungen für die erste dieser Aussagen wurden in den 
vorangehenden Abschnitten besprochen. Die zweite läßt sich auf 
die erste zurückführen, indem man zur entgegengesetzten Ordnungs
relation übergeht. 

Hat die Gleichung (7.1) eine Lösung u* 6 ©, so gilt dann: 
(7.2) Mw^r^Mv^>w^u*^v. 

Solche oberen und unteren Schranken v, w für die Lösung u* kann 
man oft mit Hilfe einer Näherung ф 6 Ф für u* konstruieren. Ist 
v = ф + pz, w = ф — pz mit г ;> 0 aus SR und reellem p, so geht 
die Aussage (7.2) über in: 

M (ф — pz) — Мф 5g d [ф] 5g M (ф + pz) — Мф=ф 
=4 — pz 5g u* — ф ^ pz, (7.3) 

wobei 
<2[ф]= __Мф-|-г 

den "Defekt" der Näherung ф bedeutet. (Allgemeiner kann man den 
Ansatz v = ф + PiZi, ш = ф — p2z2 machen.) Hat insbesondere M 
die Form (4.5) (mit linearem Operator A), so bedeutet (7.3): 

[-рЛг+ [Яф-ß (ф-pz)] ̂  d [ф] ^ Р Л г - [S (ф + pz)- ВФ]=Ф 
I = ф — pz 5g u* — ф 5g pz. 

Wir haben für das in den Fchlcrschranken auftretende Element г 
denselben Buchstaben verwendet, wie für das Element in der jeweils 
zweiten Voraussetzung der Sätze 2.2 und 4.1. Das geschah deshalb, 
weil man in der Tat in beiden Zusammenhängen oft dasselbe Element 
(oder doch sehr ähnliche Elemente) benutzen kann. Ist z.B. M linear, 
so folgt aus (7.4), daß wenigstens jSftz ^ 0 gilt, während in (2.3) 
Afz >- 0, also "wenig mehr" gefordert wird. 

Die Existenz einer Lösung «*f® muß bei der obigen Fehlerab
schätzung vorausgesetzt oder mit anderen Mitteln bewiesen werden. 
Dazu machen wir nun noch einige Bemerkungen. 

Die obigen Ungleichungen sind gewissen Formeln sehr ähnlich, 
auf welche man kommt, wenn man einen Fixpunktsatz (etwa den 
Satz von Schauder) zum Existenzbeweis benutzt. 

Gilt z.B.: и ^gu =ф Bu <i Eu (и, и 6 ©), ist A inverspositiv und 
Tu = A"1 (Bu + r) für и е Ф definiert, so hat (7.4) zur Folge, daß 
der Operator T die Menge Ä = {u 6 SR : Ф — az ^ и ^ ф + az} in 
sich abbildet (sofern А с Ф ) . Damit ist eine der wesentlichen 
Voraussetzungen der meisten Fixpunktsätze erfüllt. 
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Ist В nicht isoton, jedoch 
— §(az) 5gßw —B(p<gB(oz) für — az^u — tp^GZ 

mit einem geeigneten Operator B, so bildet T (unter sonst gleichen 
Voraussetzungen) das Intervall {u 6 R: ф — GZ 5g и ^ ф + GZ) in 
sich ab, falls 

(7.5) ^-oAz + B (GZ) ^ d [ф] 5g a 4 z - ß (GZ) 

gilt. 
Die Voraussetzung, daß A inverspositiv ist, erfordert dabei oft 

nur das Nachprüfen der Voraussetzung I von Satz 2.2, dann nämlich, 
wenn aus (7.4) bzw. (7.5) bereits Az > 0 folgt. 

Auch hinreichende Bedingungen für die Konvergenz des Iterations
verfahrens Uni-1 = TUJJ könnten oft in der Gestalt (7.4) oder (7.5) 
geschrieben werden. 

Hat man nun auf irgendeine Art die Existenz einer Lösung 
&*<Ф + о? mit o > p nachgewiesen, so kann man in Satz 4.1 
7 = G — p setzen. 

7.2. Die erste Randwertaufgabe für die Differentialgleichung 
— Ая =/(.*;, .у, и). Das in Abschnitt 7.1 beschriebene allgemeine 
Abschätzungsprinzip haben wir auf Randwertaufgaben folgender Art 
praktisch angewendet: 

— Au = / (x, y, u) für (x, y) 6 G, 
u = s(x,y) für (#, # ) g r . 

Dabei ist (x, y) statt (xu x2) geschrieben; sonst benutzen wir* 
jedoch die Bezeichnungen der vorangehenden Abschnitte (im 
Falle n = 2). Die Funktion / (x, y,. u) sei etwa für (x, y) 6 G, 
— oo < и < oo stetig differenzierbar. Wir setzen zur Abkürzung: 

A0u= — Au, B0u = f(x, у, u), B'Q(u)=fu(x, у, u). 

Bedeutet nun ф eine Näherung für eine Lösung u* und 

о[ф]=— Л>Ф + Я0Ф 

so läßt sich (7.3) bzw. (7.4) in der folgenden Form schreiben. 
Die Ungleichungen 

(7.6) -pA0z+ [Боф-ßo (Ф — par)l ̂  ß [Ф] =g 

<Pi4oZ— [5о(ф + Р*) — £0ф] atif G» 
(7.7) \y—s\^pz auf Г 
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implizieren die Fehlerabschätzung 

(7.8) |M* — ф | ^ р г auf G. 

Damit diese Abschätzung eine möglichst scharfe Aussage über 
die Lösung macht, möchte man zunächst eine Näherung ф mit 
"möglichst kleinem" Defekt d [ф] = ( '^M uijd dann eine möglichst 
kleine Konstante p mit der Eigenschaft (7.6), (7.7) ermitteln. Beide 
Probleme sind nichtlinear und werden für die praktische Durchfüh
rung linearisiert. Im Einzelnen verläuft das benutzte Verfahren folgen
dermaßen. 

S c h r i t t D (Differenzenverfahren; dieser Schritt entfällt bei 
linearen Problemen): Mit dem Differenzenverfahren werden in den 
Knotenpunkten (xu уи) eines quadratischen Gitters Näherungswerte 
uik berechnet. Die dabei auftretenden nichtlinearen Gleichungssysteme 
werden iterativ gelöst; und zwar haben wir eine Kombination aus dem 
Picardschen Iterationsverfahren und der "Successive Overtaxation" 
verwendet. 

S c h r i t t A (Approximation): Statt des exakten Defektes 
ô [ф] wird in den Knotenpunkten der in ф lineare Näherungsdefekt 

о[ф] = - Л ф + 50« + ВЛ«)(ф-") 
betrachtet. Die Parameter ai9 . . ., am in einem dem Problem entspre
chenden linearen Ansatz 

Ф = Фо + а 1 ф 1 +.. . + ccmq>m 

. werden so bestimmt, daß 6 [ф] und Ъ [ф] = — ф -f s im Sinne folgen
der Normen möglichst klein ausfallen. 

F a l l 1, diskrete Gauß-Approximation: 

(7.9) S, \à(Xj, yh)\* , y 1 ô (xu Ук) l2 

Dabei erstreckt sich die erste Summe über das Innere und den Rand 
des Gitter-Gebietes und die zweite Summe über den Gitter-Rand. 
Als Gewichte Wih und wih wurden benutzt: entweder 
(7.10) Wik=l, wik=l (für alle vorkommenden Indices) 

oder 
(7.11) Wih = (A0z— B'0 (u) z) (xu Ук)> Щк = z (xu yk). 
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Die letzten Gewichte enthalten bereits die in der Fehlerabschätzung 
benutzte Funktion z. 

F a l l 2, diskrete Tschebyscheff-Approximation: 

(7.12) = тах{пцд ' У ^ ' , m a x 1 ^ / ^ 1 } , 

wobei max die Punkte des Gittergebietes und max die des Gitterrandes 
1 2 

betrifft. 
Im 1. Fall ist ein lineares Gleichungssystem zu lösen, im 2. Falle 

ein Problem der linearen Optimierung. 
Als F a l l 3 wurde noch eine diskrete Orthogonalitätsmethode 

verwendet. Darüber wurde bereits an anderer Stelle [23] berichtet. 
S c h r i t t F (Fehlerabschätzung): Mit einer geeignet gewählten 

Funktion z wird zunächst eine Konstante p0 bestimmt, derart daß 

|о[ф]|^р0(А*--Я;(ф)г) auf G, 
|ф — s|5gp0z auf Г. 

Dann wird p = (1 + e) p0 gesetzt mit einer kleinen Zahl e > 0 
(z.B. e = 0,01) und nachgeprüft, ob die Ungleichungen (7.6) mit 
dieser Zahl erfüllt sind. Ist dies der Falle, so gilt die Fehlerabschät
zung (7.8). 

7.3. Numerische Beispiele. Bei den folgenden Beispielen wurde 
das in Abschnitt 7.2 beschriebene Verfahren benutzt. Diese Beispiele 
wurden bereits früher in anderer Weise behandelt [23]. 

B e i s p i e l la. Es sei G das Quadrat 

(7.13) G = {(x, y):\x\<l, \y\<l), 

und die Aufgabe laute 
— Au=— eu (x£G), и = 0 (*£Г). 

Es ist unzweckmäßig, die Abschätzungsmethode des Abschnittes 7.2 
auf dies Problem direkt anzuwenden, da die zweiten Ableitungen der 
Lösung in den Eckpunkten des Quadrates nicht beschränkt bleiben. 
Eine Transformation v = и — p mit geeigneter Funktion p (x, y) 
behebt diese Singularitäten. Die Funktion p besteht aus vier Sum
manden vom Typ я-1 Im (za log z). Zu jeder Ecke gehört ein Summand; 
z. B. ist z = 1 + x + i (1 + y) für die Ecke (x, y) = (— 1, — 1). 
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Die Abschätzungsmethode wurde auf das transformierte Problem 
- A ü = - e w (x£G), v = p (x£T) 

angewendet. 
Im Schritt D wurde die Maschenweite h = 0,04 benutzt. 
Im Schritt A wurde eine Ansatzfunktion gewählt, welche die 

Randbedingungen erfüllt: 

(7.14) Ф = ф0 + (1 -x2) (1 -y2) [Oil>i (x) + owh ( * ) + . . . + (*т%г(х)). 

Dabei ist ф0 = — ф0 mit 

ny\>0=lH(x) + H(y)-H(l)], H(x) = h(x) + h(-x), 

h(x) = 2 (1 +x) log [4+(l +'*)•] + [ 4 - ( 1 + *)»] a r c t g i (1 + * ) - * , 

und die % bedeuten Polynome mit geeigneten Symmetrie-Eigenschaf
ten: 1, x2 + y2, x2y2, ... . 

Im Schritt F wurde z = 2 — x2 — y2 benutzt. Es ergab sich die 
Fehlerabschätzung: 

|ti* —Ф| = |и* —p — ф | ^ р ( 2 —лс»—y»). 

Dabei entnehme man p und ф(0,0) der folgenden Tabelle. In dieser 
Tabelle bedeutet "G-Appr." bzw. "T-Appr.", daß beim Schritt A im 
Sinne der Norm (7.9) bzw. (7.12) approximiert wurde, und die Formel
nummern (7.10), (7.11) zeigen an, welche Gewichte benutzt wurden. 
m ist die Zahl der freien Parameter in der Ansatzfunktion ф. 

Numerisches Verfahren 

G-Appr. (7.10) m=4 
ГАррг . (7.10) m = 4 
G-Appr. (7.10) m = 6 
r-Appr. (7.10) m = 6 

P 

0,000 729 
0,000 462 
0,000 382 
0,000 314 

<P(0,0) 

—1,127 690 
—1,127 612 
-1,127 663 
—1,127 684 

In allen Fällen war: 

(7.15) 0 ( 0 , 0 ) = - 1 , 1 2 7 665, p (0,0) = 0,882 454. 

B e i s p i e l Ib. Dieses Beispiel unterscheidet sich vom Bei
spiel la im wesentlichen dadurch, daß ф nicht die Randbedingungen 
erfüllt. Es wurden verwendet: 

(7.16) Ф == a ^ i + «2^2 + • • • + <M>n 
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mit den i|>e aus Beispiel la und 

(7.17) z = 2,l-x2-y2. 

Numerische Resultate: 

\v* — ф| = [ц*~ p —ф|<^р(2,1— x2 — уг). 

Numerisches Verfahren 

G-Appr. (7.11) m = 9 
r-Appr. (7.11) m = 9 

p 

0,000 766 
0,000 294 

Ф (0,0) 

—1,127 664 
— 1,127 636 

tT(0, 0) und /?(0, 0) wie in (7.15). 

B e i s p i e l 2a. Es sei G wie in (7.13), jedoch laute die Randwert
aufgabe jetzt: 

-Au = eu (*gG), u=;0 (*еГ). 

[n diesem Falle wurde zunächst die Transformation v = и + p 
durchgeführt (p wie in Beispiel la). Im übrigen unterschied sich das 
Vorgehen von dem in Beispiel la nur dadurch, daß in (7.14) ф0 = фо 
gewählt wurde. 

Numerische Resultate: 
|t̂ * — ф 1 = | « * + Р—ф|=^р(2 —д;2—^/a). 

[7.18) 

Numerisches Verfahren 

G-Appr. (7.10) m = 4 
T-Appr. (7.10) m = 4 
G-Appr. (7.10) m = 6 
T-Appr. (7.10) m = 6 

p 

0,001 936 
0,003 644 
0,000 916 
0,001 198 

Ф(0,0) 

1,278 038 
1.277 976 
1.278 071 
1,277 953 

v (0, 0) = 1,278 103, p (0, 0) = 0,882 542. 

B e i s p i e l 2b. Hier handelte es sich um dieselbe Aufgabe wie 
in Beispiel 2a. Es wurden jedoch ф und z in (7.16), (7.17) verwendet. 
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Numerische Resultate: 
|У*-ф| = |и* + /7-.ф|;^р(2,1-*2--#а). 

Numerisches Verfahren 

G-Appr. (7.11) m = 9 -
T-Appr. (7.11) m=9 

P 

0,002 931 
0,001 267 

Ф (0,0) 

1,277 948 
1,277 382 

ü(0 , 0) und p(0, 0) wie in (7.17). 

B e m e r k u n g 1. Im Schritt F wurde die Ungleichung (7.6) 
lediglich für die Gitterpunkte eines Gitters mit der halben Maschen-
-weite 0,002 nachgeprüft, und es wurden Höhenlinien der Defekt-
Funktion ô [ф] (x, y) mit Hilfe der Maschine gezeichnet. Es ist jedoch 
•ein Programm in Vorbereitung, mit dessen Hilfe auch die Prüfung der 
Ungleichungen (7.6) unter Verwendung einer Intervallarithmetik für 
•das ganze Gebiet G exakt erfolgen soll. 

B e m e r k u n g 2. Bei allen Beispielen war die für Schritt A und 
F erforderliche Rechenzeit geringer, z. T. wesentlich geringer, als die 
iür Schritt D benötigte. 

Die numerischen Rechnungen wurden am "Institut für Instru
mentale Mathematik des Landes Nordrhein Westfalen" in Bonn 
•durchgeführt. Ich danke meinen dortigen Mitarbeitern, den Herren 
Lautenbach, Schock und Schütz. 

Mathematisches Institut 
der Universität zu Köln, 
Bundesrepublik Deutschland 
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NEUERE ERGEBNISSE DER BEWEISTHEORIE 

KURT S C H O T T E 

Die Beweistheorie wurde von David Hilbert begründet, um die 
klassische Mathematik als widerspruchsfrei nachzuweisen. Das 
ursprüngliche Ziel des Hilbertschen Programms, Widerspruchsfreiheits
beweise mit den elementarsten Methoden einer finiten Mathematik 
durchzuführen; erwies sich allerdings für die nichttrivialen Teile der 
Mathematik als grundsätzlich unerreichbar, seitdem die Unvoll-
ständigkeitssätze von Gödel bekannt wurden. Hiermit hat jedoch die 
Beweistheorie keineswegs ihre Bedeutung verloren, sondern sie ist 
vielmehr noch reichhaltiger in ihrer Aufgabenstellung geworden. 
Gerade mit der von Gödel stammenden Erkenntnis, daß sich höhere 
mathematische Theorien nicht mit den elementarsten Methoden als 
widerspruchsfrei begründen lassen, ergab sich für die Beweistheorie 
die Aufgabe, die einzelnen Teile der Mathematik hinsichtlich ihrer 
logischen Voraussetzungen und ihrer Beweiskraft gegeneinander 
abzugrenzen. Auch hierfür sind die Widerspruchsfreiheitsbeweise 
wichtig. 

Es liegen jetzt bereits für verhältnismäßig starke Teile der Mathe
matik Widerspruchsfreiheitsbeweise vor, die zwar nicht auf streng 
finiten Methoden beruhen (wie es ja auch nach Gödel gar nicht möglich 
sein kann), aber doch noch als mehr oder weniger konstruktiv anzuse
hen sind. Solche Widerspruchsfreiheitsbeweise geben, wie insbeson
dere Kreisel gezeigt hat, konstruktive Interpretationen für nichtkon
struktive mathematische Theorien, und sie liefern konstruktive 
Verschärfungen für nichtkonstruktiv bewiesene mathematische Sätze. 
Hierzu ist es wichtig, sich genau darüber klar zu sein, auf welchen 
Methoden ein Widerspruchsfreiheitsbeweis beruht, um den Konstruk-
tivitätsgrad dieses Beweises genau zu charakterisieren. 

Ich möchte in diesem Vortrag versuchen, einen kurzen Oberblick 
über beweistheoretische Abgrenzungen von einigen Teilen der Mathe
matik zu geben, wie sie sich aus den vorliegenden Widerspruchsfrei
heitsbeweisen ergeben. 

Lassen Sie mich von den Ergebnissen von Gentzen ausgehen, da 
auch die neueren Widerspruchsfreiheitsbeweise vielfach auf ähnlichen 
Methoden beruhen und zu ähnlichen Ergebnissen führen. Wie zuerst 
Gentzen erkannt hat, genügt es als methodisches Hilfsmittel zum 
Widerspruchsfreiheitsbeweis für die reine Zahlentheorie, neben streng 
finiten Mitteln eine Induktion zu verwenden, die stärker als die 
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gewöhnliche vollständige Induktion ist, nämlich eine Induktion über 
eine elementar definierte abzählbare Wohlordnung. Solche Wohlord
nungen werden durch konstruktive Ordinalzahlen der 2. Zahlenklasse 
charakterisiert. Dabei handelt es sich bei der von Gentzen benutzten 
Induktion um die kleinste e-Zahl e0. Gentzen bewies für ein forma
les System Z der reinen Zahlentheorie: 

(1) Eine Wohlordnung R der natürlichen Zahlen vom Ordnungstyp 
80 läßt sich in primitiv-rekursiver Weise so definieren, daß die 
Wohlordnung jedes echten Abschnittes von R im System Z beweis
bar ist. 

(2) Für keine Wohlordnung der natürlichen Zahlen vom Ordnungs
typ > 4 ist die Wohlordnungseigenschaft im System Z beweisbar. 

(3) Die Widerspruchsfreiheit des Systems Z ist durch Induktion 
über die unter (1) angegebene Wohlordnung R beweisbar. 

Dieser Widerspruchsfreiheitsbeweis ist konstruktiv, sogar im 
strengsten Sinne prädikativ, da die hierzu benötigte Wohlordnung R 
in primitiv-rekursiver Weise definiert ist und die Wohlordnungs-
îigenschaft von R zwar nicht mit streng finiten Mitteln, wohl aber 
auf einem einfachen konstruktiven Wege beweisbar ist. Man kann 
liesen Wohlordnungsbeweis ohne Benutzung des tertium non datur 
n einer konstruktiven Logik der 2. Stufe führen, in der nur in prädi
kativer Weise über die arithmetischen Grundprädikate quantifi-
:iert wird. 

Offensichtlich benutzt der Widerspruchsfreiheitsbeweis von Gen-
zen in optimaler Weise nur die schwächste Induktion, die zu einem 
olchen Beweis erforderlich ist. Die Induktion bis в0 liefert den Wider-
pruchsfreiheitsbeweis, und aus dem Unvollständigkeitssatz von 
jödel geht hervor, daß hierzu keine schwächere Induktion ausreichen 
riirde. Die reine Zahlentheorie wird somit beweistheoretisch durch 
lie Ordinalzahl e0 charakterisiert. Ebenso werden stärkere mathe-
natische Theorien durch höhere Ordinalzahlen charakterisiert, die 
ich zum Teil in ähnlicher Weise aus den betreffenden Widerspruchs-
reiheitsbeweisen ergeben. 

Bevor ich darauf eingehe, möchte ich jedoch noch weitere Methoden 
kizzieren, mit denen bisher konstruktive Widerspruchsfreiheitsbewei-
e durchgeführt wurden. 

Die von Gentzen benutzte Zuordnung von Ordinalzahlen zu den 
ormalen Beweisfiguren hat sich zwar als optimal erwiesen, ist aber 
urchaus nicht naheliegend, sondern verhältnismäßig kompliziert, 
)ie beweistheoretischen Untersuchungen werden grundsätzlich eirifa-. 
her und durchsichtiger, wenn man die zu untersuchenden endlichen 
teweisfiguren in unendliche Bäume auflöst, indem man die formali-
ierte vollständige Induktion durch einen Schluß mit unendlich vielen 
Prämissen ersetzt, nämlich durch den Schluß von allen Formeln A(z) 
"iv jede Ziffer z auf die Allformel VxA(x). Diese sogenannte unendk-; 

9* 
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che Induktion, die bereits von Hilbert vorgeschlagen wurde und die 
in ihrer nichtkonstruktiven Fassung als Carnap-Regel bekannt ist 
wurde zuerst von Lorenzen zum Widerspruchsfreiheitsbeweis für die 
verzweigte Typenlogik herangezogen. Bei den Widerspruchsfreiheits
beweisen, die mit Benutzung der unendlichen Induktion erfolgen, 
werden die endlichen Beweisfiguren in einer primitiv-rekursiver 
Weise in unendliche Formelbäume umgeformt, für die dann in kon
struktiver Weise geeignete Rekursionen erklärt werden, mit dener 
sich die Widerspruchsfreiheit des zugrunde liegenden formalen Systems 
ergibt. Ordnet man den Formeln der unendlichen Bäume in der Weise 
Ordinalzahlen zu, daß jeder Konklusion die kleinste Ordinalzahl 
zugeordnet wird, die größer als alle Ordinalzahlen der Prämisser 
ist, so findet man für das formale System der reinen Zahlentheorie die 
kleinste e-Zahl e0 als obere Grenze der benötigten Ordinalzahlen 
Man kommt also auf dem Wege über die unendliche Induktion ir 
natürlicher Weise zu denselben Ergebnissen, die Gentzen mit wesent
lich komplizierteren Zuordnungen gefunden hat. Hiermit ist auct 
die Möglichkeit gegeben, Widerspruchsfreiheitsbeweise für stärkere 
Systeme als für die reine Zahlentheorie in verhältnismäßig durch
sichtiger Weise zu gewinnen, 

So wurde von Ackermann ein formales System der typenfreier 
Logik auf der Grundlage der unendlichen Induktion formuliert une 
als widerspruchsfrei nachgewiesen. In diesem typenfreien System ist 
das tertium non datur nicht allgemein herleitbar. Jedenfalls ist es abei 
für alle diejenigen Formeln herleitbar, für die sich eine prädikative 
Interpretation angeben läßt. Daher kann das gesamte System dei 
verzweigten-Typenlogik, das schon vorher von Lorenzen als wider
spruchsfrei nachgewiesen wurde, in das typenfreie System von Acker
mann eingebettet werden, womit sich ein zweiter Widerspruchsfrei-
heitsbeweis für die verzweigte Typenlogik ergibt. In dem typenfreier 
System sind die Begriffe, die zu den Togischen Antinomien führen, 
formulierbar. Die Antinomien kommen jedoch in dem System nichl 
zustande, weil das tertium non datur für die betreffenden Formelr 
nicht herleitbar ist. 

Um Teile der klassischen Analysis in dem typenfreien System vor 
Ackermann darzustellen, müßte man solche Bereiche der Analysis 
abgrenzen, für die sich das tertium non datur in dem typenfreier 
System herleiten läßt. Wie weit dies über die Grenzen einer prädika
tiven Analysis hinaus möglich ist, ist bisher noch nicht genau unter
sucht worden. Ich möchte deshalb nicht näher auf die typenfreie 
Logik eingehen. 

Es ist aber noch eine weitere Methode zu nennen, mit der konstruk
tive Widerspruchsfreiheitsbeweise durchgeführt wurden. Ich meine 
die Methode, die Gödel im Jahr 1958 zum Widerspruchsfreiheitsbeweis 
für die reine Zahlentheorie entwickelt hat. Die Überschreitung des 
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finiten Standpunktes erfolgt bei diesem Gödelschen Beweis nicht durch 
liöhere Induktionen wie bei den bisher angegebenen Widerspruchs-
Freiheitsbeweisen, sondern durch Einführung von rekursiven Funk
tionalen höherer Typen. Es genügt also, sich auf gewisse abstrakte 
Objekte zu beziehen, die nicht mehr zum Gegenstand der finiten 
Betrachtung gehören, aber noch konstruktiv erklärt sind, um die 
reine Zahlentheorie als widerspruchsfrei einzusehen. Wie aus diesem 
Ergebnis hervorgeht, ist das Beweismittel der Funktionale höherer 
Typen nicht schwächer als die von Gentzen benutzte Induktion bis 
B0, aber es ist von grundsätzlich anderer Art und wohl auch einsich
tiger als das Induktionsprinzip. 

Zusammenfassend läßt sich sagen, daß bisher im wesentlichen drei 
/erschiedene Methoden für konstruktive Widerspruchsfreiheitsbe-
»veise verwendet wurden: 

1. Die von Gentzen stammende Methode der Zuordnung von 
Ordinalzahlen zu endlichen Beweisfiguren mit einer konstruktiven 
Induktion über die betreffenden Ordinalzahlen. 

2. Die Methode der unendlichen Induktion mit metamathemati
schen Induktionen über konstruktiv definierte unendliche Formel-
Däume. 

3. Die Gödelsche Methode der Einführung von höheren Funktio
nen. 

Alle drei Methoden wurden nicht nur auf die reine Zahlentheorie, 
sondern auch auf wesentlich stärkere formale Systeme angewendet. 
[ch werde bei Nennung der neueren Widerspruchsfreiheitsbeweise im 
einzelnen angeben, welche der drei genannten Methoden dabei haupt
sächlich verwendet wurden. 

Eine Abgrenzung der prädikativen Mathematik ergab sich im 
wesentlichen mit der an zweiter Stelle genannten Methode der unend
lichen Induktion. Feferman und ich fanden gleichzeitig und unab
hängig voneinander eine Ordinalzahl, die für die prädikative Mathe-
natik ebenso charakteristisch ist wie e0 für die reine Zahlentheorie. 
Diese Ordinalzahl, die ich als kleinste "stark kritische" Ordinalzahl 
к0 bezeichne, läßt sich folgendermaßen beschreiben: 

(1) Es sei q>o(a)= ĉoa. 
(2) Für v Ф 0 sei cpv die Ordnungsfunktion der Ordinalzahlen \ mit 

der Eigenschaft tp^ (Q = | für alle jx < v. Das heißt, cpv sei eine 
monoton wachsende Funktion mit dem Wertebereich 

Ц: V|i<v(<fc(6) = 6)>-
(3) Eine Ordinalzahl % heiße "stark kritisch", wenn cpH (0) =и ist, 

Die Ordinalzahl щ, die für die prädikative Mathematik charakte
ristisch ist, ist die kleinste stark kritische Ordinalzahl. 

Die entsprechenden Eigenschaften, die e0 für die reine Zahlentheo-
*ie besitzt, lassen sich für щ bezüglich der prädikativen Mathematik 
nachweisen, nämlich: 
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(1) Eine Wohlordnung W der natürlichen Zahlen vom Ordnungs
typ н0 läßt sich in primitiv-rekursiver Weise so definieren, daß die 
Wohlordnung jedes echten Abschnittes von W mit prädikativen Mit
teln beweisbar ist. 

(2) Für keine Wohlordnung vom Ordnungstyp >и 0 ist die 
Wohlordnungseigenschaft prädikativ nachweisbar. 

Feferman hat weiterhin gezeigt, daß sich diese Prädikativität 
ebenso wie durch die verzweigte Typenlogik auch durch eine unge
schichtete Folge formaler Systeme der Arithmetik 2. Stufe charakte
risieren läßt, bei der die unendliche Induktion in prädikativer Weise 
zugelassen ist. Dieser Formulierung liegt nach dem Vorschlag von 
Kreisel eine hyperarithmetische Komprehensionsregel zugrunde, die 
die Anwendung des Komprehensionsaxioms in folgender Weise ein
schränkt: Angenommen, es sei in der Arithmetik 2. Stufe folgende 
Äquivalenz beweisbar: 

Vx[VYA(x,Y)^lZB(x, Z)]. 

Dabei sei x eine Zahlenvariable, Y und Z seien Prädikatenvariablen, 
A (x, Y) und В (x, Z) seien arithmetische Formeln. Unter dieser 
Voraussetzung darf das Komprehensionsaxiom angewendet werden: 

aZVx[Z(x)*~+VYA(x, Y)]. 

Schränkt man das Komprehensionsaxiom in der Arithmetik 2. Stufe 
in dieser Weise ein und nimmt man die unendliche Induktion nur 
in prädikativer Weise hinzu, so erhält man eine prädikative Analysis 
als echten Teil der klassischen Analysis. Das heißt: Die Sprache dieser 
prädikativen Analysis ist dieselbe wie die der klassischen Analysis, 
und jeder Satz, der in der prädikativen Analysis beweisbar ist, gilt 
auch im Sinne der klassischen Analysis. Die ldeinste stark kritische 
Ordinalzahl x0 hat für diese prädikative Analysis dieselbe Bedeutung 
als Grenzzahl wie für die verzweigte Typenlogik. 

Die Ordinalzahlen e0 und и0 sind aber durchaus nicht die größten 
Ordinalzahlen, die sich in beweistheoretischen Untersuchungen als 
charakteristische Grenzzahlen für gewisse Bereiche der Mathematik 
ergeben haben. 

Kreisel formulierte ein Teilsystem der intuitionistischen Analysis 
mit Bar-Induktion vom Typ 0 unter Zugrundelegung einer formalen 
Fixierung freier Wahlfolgen. Für dieses formale System gab W. Howard 
eine Interpretation durch Funktionale höherer Typen in Verallge
meinerung der von Gödel entwickelten Methode zum Widerspruchs
freiheitsbeweis der reinen Zahlentheorie. Hiermit fand Howard eine 
Ordinalzahl, die das formale System von Kreisel ebenso abgrenzt, wie 
die prädikative Analysis durch x0 abgegrenzt wird. Die von Howard 
angegebene Ordinalzahl ist wesentlich größer als к0. Benutzt man 
nach H. Bachmann Ordinalzahlen der 3. Zahlenklasse zur Kennzeich-



К. SCHÜTTE 135 

nung der Kntischkeitsgrade von Ordinalzahlen, so ergeben sich die 
"stark kritischen" Ordinalzahlen als die Q-kritischen Zahlen, wobei Q 
die Anfangszahl der 3. Zahlenklasse ist. Es ist also x0 = q>Q (0). Die 
von Howard gefundene Grenzzahl des Teiles der intuitionistischen 
Analysis ist die kleinste Ordinalzahl <p8Q+1 (0), deren Kritischkeits-
grad gleich der ersten e-Zahl oberhalb Q ist. Natürlich läßt sich diese 
Ordinalzahl nicht mehr prädikativ verstehen, wohl aber noch in einer 
gewissen konstruktiven Weise, auf die ich noch zu sprechen kommen 
werde. 

Noch wesentlich höhere Ordinalzahlen werden in den Wider-
spruchsfreiheitsbeweisengebraucht, dieTakeuti für Teilsysteme der klas
sischen Analysis gegeben hat. Takeuti stellte die Fundamentalvermu
tung auf, daß der Qentzensche Hauptsatz über die Schnitt-Eliminier-
barkeit auch in einem geeigneten System der einfachen Typenlogik 
gilt, und er bewies, daß aus dieser Fundamentalvermutung die 
Widerspruchsfreiheit der klassischen Analysis folgt. Es war lange 
Zeit unbekannt, ob auch umgekehrt die Fundamental Vermutung mit 
den Mitteln der klassischen Analysis beweisbar ist. Es gelang mir 
lediglich, ein semantisches Äquivalent für die syntaktische Aussage 
der Fundamentalvermutung abzuleiten. Dieses semantische Äquiva
lent bezieht sich auf partielle Wertungen der einfachen Typenlogik. 
Unter einer partiellen Wertung V verstehe ich eine Zuordnung von 
BVahrheitswerten w oder / zu Formeln der einfachen Typenlogik, 
sei der nicht jede Formel einen Wahrheitswert zu erhalten braucht. 
Eine partielle Wertung V soll folgenden Bedingungen genügen: 

V-)A = w<=>VA^f. 
V~]A = f<^>VA = w. 

V(A\/ B) = w <=> VA = w oder VB = w (wobei nicht beide For-
neln A und В einen Wahrheitswert bezüglich V zu besitzen brauchen). 

V(A \J B) = f<a>VA = f und VB = f. 

"ür gebundene Variablen x vom Typ % soll gelten: 
WxxA (xx) = w <=> VA (tx) = w für jeden Term tx vom Typ т. 
УУлЛА (**) = f <=> VA (tx) = / für mindestens einen Term tx 

vom Typ т. 
Entsprechende Bedingungen sollen für V (А Д B) und V3xxA (xx) 
gelten. 

Eine solche Wertung V heiße total, wenn sie jeder Formel einen 
Л/ahrheitswert zuordnet. Es läßt sich dann beweisen: 

Die Fundamentalvermutung von Takeuti trifft genau dann zu, 
venn sich jede partielle Wertung zu einer totalen Wertung erweitern 
aßt. 
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Hiermit haben wir ein semantisches Äquivalent für die syntakti 
sehe Aussage der Fundamentalvermutung. Mit Hilfe dieses semanti 
sehen Äquivalents konnte W. Tait neuerdings die Fundamentaler 
mutung für die Prädikatenlogik 2. Stufe mit nichtkonstruktivei 
Methoden beweisen. 

Für gewisse Teile der einfachen Typenlogik hat Takeuti konstruk 
tive Beweise seiner Fundamentalvermutung gegeben, um auf diesen: 
Wege zu konstruktiven Widerspruchsfreiheitsbeweisen für Teilgebiete 
der klassischen Analysis zu gelangen. Hiermit hat Takeuti die stärk
sten Widerspruchsfreiheitsbeweise geschaffen, die bisher überhaupl 
für Teile der Analysis gefunden wurden. Sie umfassen unter anderen: 
die Arithmetik 2. Stufe mit dem Щ-Komprehensionsaxiom, das heißl 
mit dem Komprehensionsaxiom 

V*i... V*m \fY±... VFn3ZV* [Z (x) ^ A (x,x±, ..., xm,Yu ...,Yn)] 

für Zahlenvariablen x,xif..., xm und Prädikatenvariablen Yu...,Yn,Z 
unter der Voraussetzung, daß in der Formel A (x,xu...,xm,Y{,...,Yn) 
in pränexer Normalform nur Allquantoren für Prädikatenvariabler 
auftreten. Dieses Komprehensionsaxiom ist außerordentlich stark, 
Es gestattet, weite Teile der klassischen Analysis zu entwickeln, 

Die Methoden von Takeuti schließen sich an Gentzen an, das 
heißt, sie beruhen auf Zuordnungen von Ordinalzahlen zu endlicher 
Beweisfiguren. Entsprechend der Stärke der behandelten formaler 
Systeme werden für die Widerspruchsfreiheitsbeweise Induktioner 
über außerordentlich große Abschnitte der 2. Zahlenklasse gebraucht, 
Takeuti verwendet hierzu die von ihm entwickelten "ordinal dia
grams", die sehr umfangreiche Abschnitte der 2. Zahlenklasse in pri
mitiv-rekursiver Weise definieren, aber nur mit verhältnismäßig 
starken Mitteln als wohlgeordnet nachweisbar sind. Es ist natürlich 
unmöglich, diese Wohlordnungsbeweise prädikativ zu führen. Viel
mehr braucht man hierzu den Begriff der "Erreichbarkeit", wie ei 
zuerst von Ackermann verwendet wurde, in einer imprädikativen 
Weise. Das imprädikative Element, das bei den Wohlordnungsbewei
sen benutzt wird, läßt sich nach Kreisel durch das Prinzip der 
"verallgemeinerten induktiven Definition" kennzeichnen. 

Dieses Definitionsprinzip läßt sich formal folgendermaßen fixieren: 
Angenommen, für eine Aussage A (x, Y) gelte 

Yç=Z->4x[A(x,Y)->A(x,Z)), 

wobei x eine Zahlenvariable und У, Z Mengenvariablen sind. Unter 
dieser Voraussetzung darf nach dem verallgemeinerten induktiven 
Definitionsprinzip eine Menge MA definiert werden mit den Eigen-
Р П П О T T Л Т 1 

(1) Vx[A(x,MA)-*x£MA}, 
(2) Vx{A{x, Y)-+xÇ:Y\->MAç=Y. 
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Das heißt, MA soll die kleinste Menge mit der Eigenschaft (1) sein. 
Für die Wohlordnungsbeweise der ordinal diagrams braucht man außer 
finiten Methoden nur dieses verallgemeinerte induktive Definitions
prinzip. Man muß es aber in imprädikativer Weise anwenden. Das. 
heißt, man muß die Eigenschaft (2) auch auf solche Mengen Y anwen
den, deren Definition von der Menge MA abhängt. Die Widerspruchs
freiheitsbeweise von Takeuti, die auf diesem verallgemeinerten 
induktiven Definitionsprinzip beruhen, sind also nicht mehr prädika
tiv, aber doch noch in einem gewissen Sinne konstruktiv. Mehr* 
läßt sich aber auch nicht erreichen, denn die Ergebnisse von Takeuti 
sind für seine starken formalen Systeme ebenso optimal, wie es die 
Ergebnisse von Gentzen für die reine Zahlentheorie sind. Das heißt,. 
die für die Widerspruchsfreiheitsbeweise gebrauchten Induktionerb 
lassen sich durch keine schwächeren Induktionen ersetzen und können. 
daher grundsätzlich nicht prädikativ begründet werden. 

Die Ordinalzahlen, die sich aus den Widerspruchsfreiheitsbewei
sen von Takeuti als charakteristisch für die von ihm behandelten. 
Teile der klassischen Analysis ergeben, sind durch die ordinal diagrams. 
fixiert. Näher können sie nicht angegeben werden, da sie sich einer 
einfachen Beschreibung entziehen. 

Zusammenfassung. Für einzelne Teilgebiete der Mathematik habem 
sich folgende Ordinalzahlen als charakteristisch erwiesen: 

1. Reine Zahlentheorie: e0 = q>i(0) (G. Gentzen) 

2. Prädikative Mathematik: щ = фа(0) (S. Feferman, К- Schütte) 

3. Intuitionistische Arithmetik 2. Stufe mit Bar-Induktion vom Typ-
fr <PeQ+1(0) (W. Howard) 

4. Klassische Arithmetik 2. Stufe mit IIJ-Komprehensionsaxiom:: 
Eine Ordinalzahl von G. Takeuti. 
Entsprechend gehören höhere Ordinalzahlen, die aber noch» 

unbekannt sind, zu folgenden Systemen: 

5. Klassische Arithmethik 2. Stufe mit dem Prinzip der verallge
meinerten induktiven Definition. 

6. Formales System der klassischen Analysis, für das С Spector einen: 
nichtkonstruktiven Widerspruchsfreiheitsbeweis geführt hat. 
Alle diese Ordinalzahlen liegen unterhalb Kleene's kleinster 

Ordinalzahl ео4, die nicht mehr rekursiv" definierbar ist. 

Mathematisches Institut 
der Universität München, 
Bundesrepublik Deutschland 
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DIFFERENTIABLE DYNAMICAL SYSTEMS1) 

S. S M A L E 

Although motivated ultimately by ordinary differential equations 
and continuous flows, we concentrate mainly on studying the discrete 
dynamical system generated by a diffeomorphism T: M -*• M of 
a smooth manifold. One way of expressing our framework is saying 
that we aim to give a non-linear global spectral theory (finite dimen
sional) for T. In fact, we show that under fairly general conditions, M 
•decomposes into a finite number of invariant indecomposable sub-
spaces. These subspaces form a lattice under a boundary relation and 
generalize the cell decomposition of a generic gradient flow. The 
further study of these spaces, most remarkably, forces the introduction 
of group theory and compact homogeneous spaces. 

Dept. of Mathematics, 
University of California, 
Berkeley, USA 

i) This is a subset of survey article that will appear in the American Mathe
matical Society Bulletin. 



SOME RECENT DEVELOPMENTS 
IN MATHEMATICAL STATISTICS 

C H A R L E S M. S T E I N 

1. Introduction 

In this report, I shall largely restrict my attention to statistical 
decision theory and its applications to classical statistics. I shall 
also discuss the theory of similar tests, partly because of its intrinsic 
interest, mathematical and at least potentially practical, but also 
because some of the methods that have been used in it seem likely 
to be applicable to the more decision-theoretic study of problems of 
testing hypotheses. Large sample theory will also be considered because 
its ideas are close to those of statistical decision theory, and it permits 
us to get more explicit approximate results than we can hope for iri 
general problems without large samples. 

Thus, somewhat unfortunately, I shall cover only a small part of 
the mathematical apparatus relevant to statistical practice. Probabi
listic models for physical, biological and social phenomena will not 
be discussed although in serious statistical analysis of real data they 
tend to dominate the more properly mathematical statistical elements. 
See, for example, the applied papers in the Fourth and Fifth Berkeley 
Symposia. Nonparametric statistics and time series analysis will also 
be omitted. Both have been extensively studied in recent years, and 
like the rest of statistics, present many interesting problems and 
a few interesting results. However, their methods are so different from 
those of the branches considered here that I have been unable to find 
a way to include them in a reasonably short time, and so have omitted 
them. The design of experiments, both combinatorial and decision-
theoretic, will not be considered either. The decision-theoretic aspects 
have been considered most recently by Karlin (1966) and Kiefer and 
Wolfowitz (1965). 

Statistical decision theory was introduced and extensively studied! 
by Abraham Wald (1950), inspired by the ideas of Neyman and 
Pearson (1933, 1938) on testing hypotheses, and by the theory of 
estimation in which decision-theoretic ideas can be traced back at 
least to Laplace and Gauss. 

2.. The theory of games 
in statistical decision theory 

Wald, in his most extensive exposition of statistical decision theory 
(Wald, 1950) based his development on the more general framework 
of von Neumann's (1944) theory of games. It will be convenient to 
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follow the same path here, because it will enable me to indicate two 
of the basic tools, the minimax theorem and the notion of admissi
bility without the elaborate notation that is unavoidable in a precise 
formulation of the statistical applications. For brevity of presentation, 
I shall first discuss admissibility, reversing the historical and logical 
order. 

Let /( be a bounded real valued function on the Cartesian product 
S€ X У of two sets. A point y0 6 У is said to be admissible if it is 
minimal in the partial order determined by the functions К (x, •)• 
In other words, y0 is admissible if, for every xQ 6 SC, the function 
y-+ К (x0, y) is minimized, subject to К (x, y)<K (x, y0) for all x, 
by у = y0. One way to prove admissibility of a point y0 is by a Lag
range multiplier argument. Suppose /C is pseudo-convex in its second 
argument in the sense that for every yit Уг£.У and a 6 (0, 1) there 
exists у such that, for all x 6 SC 

К (x, y) < aK (x, yi) + (1 — a) К (x, y2). 

Suppose also that the space У is compact in the smallest topology in 
which all the К (x, •) are lower semicontinuous. Then, in order that 
yQ minimize К (x0, y) subject to /( (x, y)<K (x, y0) for all x it is 
necessary and sufficient that for every 8 > 0, there exist a finite 
positive measure I concentrated on a finite subset of SC such that 

E(*o) = l . 
and 

К*&у»)<ЫК*(1,у) + г 
v 

where 

K*(6, 0 = 2 *(*.*)EM-
X 

In statistical applications it is convenient to divide through by 
the total measure. Then I is required to be a probability measure, the 
condition I (x0) = 1 is replaced by I (x0) > 0, and the other condition 
becomes 

- K* & yo)<irfK*& y) + st(x0). 
• У 

We call a y0 satisfying this inequality for particular £ and e* an 
sE(#o)-Bayes solution with respect to g. 

This is a sharpening of results of Wald. The sufficiency of this 
condition, which, as far as I know, is the only part that has been 
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applied in statistics, is essentially a formalization of a method first 
used in a very special case by Blyth (1951). It is easy to prove and 
does not use the compactness or the boundedness above of /(". The 
necessity of the condition is not completely trivial and requires an 
application of theminimax theorem to the function (x, y) -+ К (x, y) — 
— К (x, Уо). In the present context, the minimax theorem (due irr 
its original form to von Neumann but generalized by others to results 
much better than any mentioned here) asserts that, subject to the 
same conditions of boundedness, pseudo-convexity, and compactness 

sup inf K* (E, y) = inf sup K* (E, y), 

where £ ranges over the set of probability measures concentrated or» 
finite subsets of SC, and the infima are attained. In many applications 
the function К is not bounded above and, especially in the necessity 
part of the condition for admissibility, this seems to lead to complica
tions that have not been fully explored. 

As far as I know, no results very close to the necessary and suffi
cient condition for admissibility (or for conditional minimization) 
has appeared in the general mathematical literature, although it is 
certainly close to the Hahn-Banach theorem. Roughly speaking, it 
seems to be useful in analysis in the following way. It frequently 
happens that a property П of a mathematical object is expressible 
either by definition or by a simple argument, at the inadmissibility 
(or failure of conditional minimization) of a certain y0 with respect 
to a certain K. The condition of the first-mentioned theorem then 
transforms the negation of П, into a condition that does not explicitly 
use negation. For example, a well-known condition for a connected 
stationary Markov process (with discrete time and denumerable state 
space) to be transient is thus transformed into a condition for the 
process to be recurrent. Such a process is reccurent if and only if for 
some state s0 and every e > 0 there exists a probability measure £ 
concentrated on a finite set such that lSQ > 0 and 2 I h — 2 hpu I <C 

3 i 

< eg80 where the ptJ are the transition probabilities. In particular^ 
the discrete case of a result of Chung and Fuchs on recurrence of sums 
of independently identically distributed random variables can be 
proved in this way by taking g to have an isosceles triangle with small 
slope as its graph, and it becomes clear that it is only required that 
the Markov process is qualitatively something like a sum of indepen
dent identically distributed random variables with nearly a first 
moment nearly equal to 0. 

In statistical problems, the sufficient condition for admissibility 
is usually applied in a slightly different form because probability 
distributions concentrated on finite sets do" not seem easy to handle. 
Let us look at an example. 
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3. Estimation with quadratic loss 

Let p be a probability density on the real line such that 

(4.1) \ zp (z) dz^O, J z*p (z) dz < oo. 

It is not difficult to prove, by a slight variant of the above method',. 
that there does not exist a measurable function ф such that q> (z) Ф z 
oil a set of positive measure pnd 

(4.2) J iq>(z)~e]*p(z-Q)dz< J [z-Q]*p(z-Q)dz, 

for all real 0. In statistical language, if we observe a random variable» 
Z distributed according to the density p (z — G) with 0 unknown,. 
Z is an admissible estimate of 0 with squared error as loss. The left-
hand side of the above inequality plays the role of the function К (0, <p} 
in the earlier general discussion. The proof is accomplished by showing 
that фо defined by ф0 (z) = z is for constant с and sufficiently large ал 

^-Bayes with respect to the prior density я а defined by 

(4.3) «.(0) = -^-, 

that is, that ф0 comes within ^ of minimizing 

(4.4) J Jt(0)iC(0, q>)def 

with JX = л 0. 
This seems like a lot of work to prove an intuitively obvious result. 

However, it turns out that the result does not generalize to the extent 
that at first seemed likely. If we consider the case where Z and 0 are 
p-dimensional coordinate vectors and interpret the squared errors 
as sums of squares of errors, the result is no longer true for p > 3. The 
difficulty in the proof is that as we vary the scale a in the prior density 
Ко we can still prove that Z is -̂ -Bayes for some c, but need it to be 
с jp-Bayes for all с For p = 2, the proof can be modified to go through 

under slightly stronger hypothesis on p, but the result fails for p > 3 . 
It is trivial that the ф that minimizes (4.4) is given by 

I Qp(x—Q)K(Q)dQ 
ф я W = ]p(x-Q)n(Q)dQ ' 
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the expectation of 0 under the posterior distribution determined by я. 
If я is a probability density, it is easy to see that this фл is admissible 
However, the formula for срл makes sense in many cases where я is 
•an improper prior density, that is, where я is not integrable. In parti
cular я (z) === 1 yields <рл (z) = z. It then turns out that in the 
1-dimensional case if p has enough moments and я is sufficiently regu
lar (e.g., monotonie at oo), фл is admissible if (and presumably only 

if>$<H) = ooand ] m = ° ° f o r a11 *• 

4. General statistical decision theory 

In describing the general statistical decision problem, which is not 
really a problem but rather a framework within which various prob
lems related to statistical practice can be discussed, I shall postpone 
the treatment of sequential problems and the design of experiments. 
I shall also omit any mention of the o-algebras involved since measure-
theoretic subtleties seem not to be important in most of the problems 
considered here. Of course, it is not claimed that the statistical deci
sion problem, as described here or elsewhere, is a realistic description 
of statistical practice, nor of the way statistics ought to be practiced. 
However, intuitive understanding of the basic notions is improved 
Ъу pretending that we are talking about a real statistical problem. 

We consider two sets % and Ш and a function P on SB to the set 
of probability measures in %. The triple (%, $ß, P) is called an expe
riment. Its interpretation is that we are going to observe a random 
point Z of the sample space % distributed according to PQ where 0 
is an unknown element of the parameter space $g. If I have time I 
shall talk later about the study of experiments without further 
structure, a subject which has many contacts with other branches 
of mathematics, and is of basic theoretical importance but limited 
immediate practical importance in statistics. To complete the des
cription of a statistical decision problem, we add an action space Jk 
and a loss function L, a non-negative valued function on $g x Л X S. 
The intuitive interpretation is that after observing Z the statistician 
is required to choose an action a Ç « i and suffer the loss L (0, a, Z). 
In order to be prepared to do this he chooses a decision function, 
that is, a function ф on % to A and then, when he observes Z, takes 
the action ф (Z). The statistician's aim is, roughly speaking, to choose 
Ф so as to keep the expected loss 

(4.1) /((0, <p)=EQL(Q, <P(Z), Z) 

small. Since he does not know 0, this aim is vague. More generally, 
he may choose a randomized decision function, that is, a function A 
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m % to the set of probability measures in Jt and then, when he obser
ves Z, choose a random action in Л distributed according to A (Z). 
3is expected loss is then 

4,2) К (0, A) = EQ J L (0, a, Z) A(z) (da). 

An important role in statistical decision theory is played by the 
lotion of posterior distribution. A probability measure П in $ß, called 
i prior distribution, induces a joint distribution of 0 and Z in which 0 
s distributed according to П, and Z, given 0, according to PQ. The 
conditional distribution of 0 given $ß, denoted here by П£ is called 
;he posterior distribution of 0. If, as we shall assume 
;4.3) dPQ(z)=pQ(z)dii(z), 
;hen 

J p0 (2) П (46) 
;4.4) Щ(Л): A 

I PQ{Z)IL(dQ) ' - -
&e 

The right-hand side of this formula is meaningful as a probabi
lity measure in many cases in which П is an infinite measure. 
In such a case we call Щ the formal posterior distribution corres
ponding to the prior distribution П. Confining our attention, for 
brevity of presentation, to non-randomized decision procedures, we 
iefine a Bayes solution with respect to the prior distribution П to 
эе а фп that minimizes 

;4.5) Eup (0, ф) - EUEQL (0, ф (Z), Z) = 

- =EnEu[L(Q, 9(Z), Z)|Z] = 

= £ n J l ( 0 , <p(Z), Z)dHi(e). 

Thus, Фп(̂ ) is to be chosen such that minimizes ' 

[4.6) JL(0, ф(2), 2)£fflJ(9). 

If the risk, that is, expected loss 

;4.7) J J L (в, фп(z), z)dPQ(z)dU(0)< oo, 

then фп is almost admissible (with respect to П) in the sense that 
if ф is any decision function for which 
;4.8) p(0, ф)<р(0, Фп), 

then strict inequality holds in (4.8) only on a set of П measure 0. 
10—1220 
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More generally, as suggested dy the necessary and sufficien 
condition for admissibility, if, instead of (4.7) it is true that fo: 
each set С in a countable family of sets covering SB and even 
e>0 there exists a function r such that 

(4.9) '(0) = ! br 0£C 

(4.10) \ [ \ L (0, фП (*), z) dPQ (z) ] r (0) dU (0) < oo 

(4.11) J J [L (0, фП (z), z)~L (0, Ф П г (z), z)\ dPQ (z) r (0) dïl (0)< t 

where 
(4.12) dUr = rdU, 
then фп is almost admissible. By an argument that has not beer 
made precise, under suitable regularity conditions if SB is a diffé
rentiable manifold and dU = stdQ where d0 is the product of the 
coordinate differentials, the condition for admissibility becomes the 
following, related to an L2 version of a general exterior Dirichlel 
problem: There should exist for every compact set С and every 
8 > 0 a continuously différentiable function q such that 

q(Q) = 1 for 0ÇC 

J <72(0)я(0)Л0<со 

Here g1' is a positive definite contravariant tensor field, deter
mined by the problem in a complicated way, and я transforms as 
a scalar density. The one-dimensional case is trivial, leading to 
the conditions 

a a 

and 

5. Problems invariant under 
a group of transformations 

In statistics, as in many branches of mathematics, it is often pos
sible to make considerable progress toward the solution of a special 
problem by observing that it is invariant under a certain group of 
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transformations. The experiment (Z, SB, P) is said to be invariant 
under the 1-1 transformation g: SC 0Ü^ SC if there exists g: SB -> SB 
such that 

A statistical decision problem, where we also have an action space 
Л and a loss function L on SBХЛХ% is said to be invariant under 
g if there also exists g: A ->• A such that 

L(g®, ga, gz) = L(Q, a, z). 
The pure decision function ф: %-*A is invariant if ф (gz) = 
= £[ф (z)] a n d the randomized decision function A invariant if 
A (gz, gA) = A (z, A). At least three fairly distinct problems 
arise in connection with these notions. 

(i) How do we obtain good invariant procedures? 
(ii) What justification is there for restricting our attention to 

invariant procedures? 
(iii) Given a statistical problem, what are the transformations 

leaving it invariant? 
Suppose we have a locally compact group S of transformations 

leaving a problem invariant, with the topological and measure theore
tic aspects hanging together properly. In talking about Problem (i), 
I shall confine my attention to problems where the group S of all g: 
SB -> SB corresponding tog£& operates transitively on SB and the 
subgroup leaving a particular 0 invariant is compact. In this case,. 
at least under regularity conditions that are commonly satisfied, the 
best invariant procedure is a formal Bayes procedure with respect 
to the prior measure П in SB induced by the right invariant measure 
in S. Since П enters only through the formal posterior distribution 
IIZ which is homogeneous of degree 0, this П is invariant in the only 
sense relevant here, that is, relatively invariant. 

Now let us look at the question of the justification for restricting 
our attention to invariant procedures. First we ask: If an invariant 
procedure is minimax among invariant procedures, is it necessarily 
minimax among all procedures? If S is finite, the affirmative answer 
is easily obtained by averaging over S. Of course, we are talking 
about invariant randomized procedures, not only mixtures of pure 
invariant procedures. If S is compact, we get the same result by 
averaging with respect to the invariant probability measure in %. 
If S is abelian, a limit of averages under Haar measure restricted 
to large compact sets works for testing problems and most other pro
blems that arise. Examples can be found, somewhat artificial, where 
the result does not hold for the additive group of real numbers. Since 
a step by step reduction is possible, at least for testing problems,, 

10* 
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the result also holds for solvable groups and for groups like the group 
of rigid motions in Euclidean space (or even similitudes). No other 
affirmative results are known to me. Numerous examples are known 
in multivariate analysis of problems invariant under the real or com
plex full linear group even in two dimensions, that do not possess 
an invariant minimax solution. There are, however, special problems 
invariant under the full linear group, where invariant minimax solu
tions do exist. In other problems, including Hotelling's TMest the 
answer is, as far as I know, still unknown. Even for simple, nonpara-
metric problems, invariant under the group of all4 increasing homeo-
morphisms, the answer is unknown. Curiously, for the group of all 
homeomorphisms of the circle a negative answer is easy. 

Next, we look at the question of whether an invariant procedure 
admissible in the class of invariant procedures is necessarily admissi
ble in the class of all procedures. If the group S is finite, or more 
generally compact, an affirmative answer is obtained as before by 
averaging over *§. If the group S is the additive group of the real 
line and operates transitively on the parameter space, and the formal 
Bayes procedure with respect to П is unique, and if, roughly speaking, 
the translation parameter has one more moment than is needed for 
the problem to be meaningful, the answer is again affirmative. This 
is not a precise result but a summary of many special results. For 
the additive'group of the two-dimensional real linear space, a similar 
result holds, under stronger restrictions. Beyond this, results are 
negative except for very special problems. 

Both the minimax problem and the admissibility problem conside
red here can sometimes be solved positively or negatively by consider
ing procedures invariant under a proper subgroup of the given group 
*§. However, it seems likely that it will be more useful in the long 
run to study statistical problems having group theoretical aspects 
by the general methods of statistical decision theory, using the groups 
only to obtain more nearly explicit and understandable résulte. 

6. Similar tests 

Let % and со be sets, $} a o-algebra of subsets of % and P a func
tion on © to the set of probability measures on 98. A a?-measurable 
function ф on % to [0,1] will be called a test and this test will be 
called a similar test of size a, where a is a real number between 0 
and 1, if 

a = £0ф (Z) = \ ф (z) PQ (dz) for all 0 £ со. 

The interpretation is that, being interested in testing the hypothesis 
that an observable random point Z of % is distributed according to 
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some PQ with 0 Ç ю, we reject this hypothesis with conditional proba
bility ф (Z), and then our probability of rejecting tue hypothesis 
if it is true is the constant a. 

We shall need the notions of sufficient sub a-algebra and suffi
cient statistic. A sub a-algebra % of 98 is said to be sufficient with 
respect to the indexed family {PQ}, 0 Ç o, introduced above, if there 
exists a determination of the conditional probability P% that does not 
depend on 0. A measurable mapping T: (Z, 98) ->• (Zi} 98^ where 
S4 is a set and 98i is a a-algebra of subsets of %t is called a statistic. 
If the a-algebra T~x98± is sufficient, the statistic T is said to be suffi
cient. It was observed, and successfully applied by Neyman, that 
if £ ^ p —a then ф is similar of size a and, if the family of 
{Peffî}, 0£Cû, is complete in the sense that there exists no bounded 
^-measurable function differing essentially from 0 whose expectation 
is 0 for all 0 £ CD, the condition £ ^ p = a is also necessary for ф to 
be similar. 

In many common statistical problems, in particular, all those 
dealing with the normal distribution, we are concerned with an expo
nential family in the following sense. The sample space Z is a finite 
dimensional real linear space, the parameter s p a c e d is an open subset 
of the dual space Z', and 

P 0(dz) = ß-x(ö>+Q>(dz), 

where \i is a a-finite measure and % is the logarithm of the Laplace 
transform of \i. We may be interested in testing the hypothesis 0 £ ш 
where со is a given subset of SB- If CD is an open subset of an affine 
subspace У of %', the class of all similar tests is easily characterized 
by the method of Neyman described above. The natural mapping T 
of Z onto the quotient space of Z modulo the annihilator of the linear 
space parallel to У is a complete sufficient statistic for the family 
{-Pe}, 0 G ю, so that the condition for ф to be similar is 
E (ф (Z) \T (Z)) = a, where the left-hand side is an alternative nota
tion for £^ф, with the sub a-algebra induced by T. It is then not dif
ficult to find, for example (by another Lemma of Neyman and Pear
son), the similar test having maximum expectation at a given PQ 
with 0 $ û). 

Except for a theorem of Lyapunov and similar tests obtained by 
considerations of group invariance, both of which will be considered 
later, this was essentially the status of the theory of similar tests until 
some recent work of Wijsman (1958) and more recent, more nearly 
definitive work of Linnik and his associates. In discussing this work 
in the case where ш is a curved submanifold of Z' it will be convenient 
to use the notion of предкотест introduced by Linnik. We suppose 
the a-finite measure \i in the exponential family considered has the 
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form 
[x (dz) = / (z) dz. 

A measurable function p on Z is called а предкотест if its Laplace 
transform is absolutely convergent and vanishes on со. If ф is a similar 
test of size a for со, then p defined by 

P (*) = [Ф <*)-«]/(*) 
is а предкотест. It was observed by Wijsman that if со = {0 : П (04,. . . 
. . ,, 0„) = 0} where П is a polynomial, then p defined by 

p(')=n (£.....-ak) G<o 
is а предкотест, provided G is such that the appropriate integration 
by parts can be performed. In an interesting special case, the hypo
thesis that the ratio of the squared mean of a normal distribution 
to its variance is a given constant, he was able to show that, suitably 
interpreted, this yields all similar tests. 

Linnik studied the class of предкотест as an ideal in the convolution 
algebra of functions possessing absolutely convergent Laplace 
transforms. In particular, he obtained in this way some interesting 
results about the Behrens-Fisher problem which I shall describe next. 

Let Xu • •• •> Xm> Yu . . ., Yn be independently normally distri
buted with unknown means and variances: EXt = £, EYj =т], and 
E (Xt — E)2 = a2, E (Yj — г))2 = г2. The Behrens-Fisher problem is 
that of testing the hypothesis that £ = ï] . It was recognized by Neyman 
that the solution proposed by Behrens and later independently by 
Fisher does not have the property of similarity imposed here. For 
a long time it was an unsolved problem, attracting the attention of 
many statisticians, including Wilks and Wald, whether there existed 
non-randomized similar tests based only on the minimal sufficient 

m n m n 

statistic for the over-all problem which i s ] 2 * i , 2 Yj,^]Xl 2 Y). 
l i i i 

Linnik has shown, roughly speaking, that there do exist such non
randomized tests (at least for a large class of pairs m, n) but no reason
able ones. The precise form of the latter result is as follows. We con
fine our attention to tests invariant under location and scale change, 
that is, tests of the form ф ( g" »52/ where 

Linnik showed that there exists no similar test of this form for which 
there exists e > 0 such that <p (tit t$ — 0 for all tt < e. 
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7. Large sample theory 

Classical large sample theory is concerned with the following sort 
of situation. There is an unknown parameter point 0 whose value 
lies in a given différentiable manifold SB, a sample space SC together 
with a a-finite measure [x in SC, and a function p on SB X SC which is, 
for fixed 0 a probability density function with respect to jx, and satis
fies certain regularity conditions as a function on SB to the set of prob
ability density functions with respect to jx. We observe Xu . . ., Xn 
independently identically distributed according to pQ. Here л is large 
and we are interested in making inferences about 0. A positive definite 
covariant tensor field, Fisher's information matrix, is introduced by 

I tew _ p dlogPe(Xi)1 aiogpo(Xi) 

and used to make SB a Riemannian manifold. Then it is proved that 
there exist estimates 0M (Xu - • •» Xn) which, for large n are, in an 
appropriate local coordinate system approximately normally distribu
ted with mean 0 and covariance— J"1 (0), for example, Bayes estima
tes with respect to a smooth prior density and, under stronger condb 
tions, maximum likelihood estimation. Also, it is proved that there 
do not exist estimates much better than these. Problems such as testing 
the hypothesis that 0 lies in a smooth submanifold are treated in the 
obvious way, but with considerable technical difficulties, by using 
the fact that the Riemannian geometry is to a first approximation 
Euclidean. Recent work in classical large sample theory has taken 
various directions. First, even when the problem is of the above sort, 
considerable ingenuity may be required to compute the estimates 
Q(n) for real data. Second, we may have independent but non-identically 
distributed observations, or observations forming a Markov process, 
or some still more general situation, where classical large sample 
methods are still applicable. It was recognized by Le Cam that this 
is the case, very roughly speaking, if the following conditions are 
satisfied. Let X be the entire sample and pQ its density. If the random 

variability of — dQ.dQ logpQ(X) is small, and its variation as a 
function of 0 is also small over appreciable distances in the Rieman
nian metric determined by 

Iij(Q) = Ed[-^logpQ(X)^J\ogpQ(X)]^ 

= - £ ö l C T T l o g / 7 e ( X ) ' 
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the usual large sample results hold. Le Cam did not use second deriva
tives. Some interesting work on estimates and tests based on order 
statistics is also close in spirit to classical large sample theory. 

Recently it has been recognized that there are many reasonable 
problems concerning large samples that are not included in the above 
framework. Hoeffding (1965) in "Asymptotically optimum tests for 
multinomial distributions", studies the behavior of tests at fixed 
alternatives when the sample size tends to oo. Here classical large 
sample theory is useless because the normal approximation does not 
give an asymptotically correct evaluation of small probabilities. 
Instead, the Kullback-Leibler information numbers, related to Shan
non's information, and the theory of large deviations, studied recently 
by Sanov (1957) and others, are important tools. 

We consider Xu • • •* Xn independently identically distributed 
according to a multinomial distribution 

P{Xi = j}=pj, for / = 1 , . . . , k (k fixed) 

with 

and let 

Z J n ) = ~ (number of i for which Xt = j). 

Suppose we are interested in testing the hypothesis H0: pj = ^ for 

/ = 1, . . ., k with a very small level of significance o^ (probability 
of rejecting # 0 if true). Hoeffding considers a much more general 
problem, but the main ideas are brought out by this special case. 
Hoeffding shows that the likelihood ratio test, which in this case 
rejects HQ when 

2 Zin) log Z i n ) > c n (an appropriate constant) 

has, for most alternatives p, a probability of rejecting HQ that is about 
as large as you could hope for, even if you knew the p at which you 
were trying to approximate this probability. The x2-test, rejecting 
H0 when 

2 И*-т)а>*. 
j = l 

is for almost all p, quite poor if n is large. In classical large sample 
theory, which studies alternatives close to HQ the likelihood-ratio« 
test and the %2-test are asymptotically equivalent. Curiously, the 
X2-test is definitely superior to the likelihood-ratio test if k is large 

and ^r moderate, for tests at moderate significance levels against not-
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too-distant alternatives. It is also true that for all k and n both the 
%2-test and the likelihood-ratio test are Bayes tests against many prior 
distributions covering the alternatives thoroughly. This and other 
results were obtained by a student, Carl Morris, in a dissertation writ
ten at Stanford. It would be desirable to have a good over-all picture 
of the behavior of symmetric tests for the hypothesis considered here 
subject only to the condition that n is large. 

8. Multivariate analysis 

Statisticians in both practical and theoretical work have long been 
interested in statistical procedures connected with the multivariate 
normal distribution. A random real coordinate vector X has a multi
variate normal distribution with mean £ and positive definite covari-
ance matrix 2 if its density with respect to Lebesgue measure is given by 

ж , v __ 1 - j tr 2-1 (*-B (x-lY 
W P W " ( t e ^ a ( d e t 2 ) ^ 6 

For a combination of reasons, it is interesting to try to apply the gene
ral ideas of statistical decision theory to this class of problems. The 
class of non-singular multivariate normal distributions is an exponen
tial family, that is, the exponential in the density is a bilinear form 
in the parameter (2~\ S"1^) and the sample point (x'x, x). The 
class of such distributions is also invariant under the full affine group 
(linear transformations combined with translations). Thus, we have 
a fair amount of general theory available for studying these problems. 
On the other hand, these problems are frequently non-trivial because 
of the large number of unknown parameters if the dimension p is 
large. A survey paper by Kiefer (1966) on optimality results in mul
tivariate analysis will soon be published. For simplicity and defini-
teness, I shall speak only about Hotelling's T2-test. 

If we have a sample Xu • . -, Xn (with n>p + 1) random vectors 
independently identically distributed according to (1) wè may be 
interested in testing the hypothesis #0: I = (̂  The standard 
test is Hotelling's T2-test which rejects H0 if T2 = X'S"1X>c where 

n n 

* = | 2 * " s = 2(xt-x)(xt-xy. 
• 

It is trivial that Hotelling's T2-test is uniformly most powerful 
among tests invariant under the full linear group. We have seen that 
the full linear group is too large to be any assurance that Hotelling's 
Г2 has any absolute optimum properties. However, it, is known that 
this test is admissible. The first proof by the author was obtained 
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as an extension of a result of Allen Birnbaum, who showed that any 
compact acceptance region is admissible for testing a simple hypothesis 
concerning an exponential family with unrestricted parameter space. 
This proof, although correct, is unsatisfactory because, roughly speak
ing, it shows that Hotelling's Ta-test cannot be improved upon for 
those parameter values where it is so powerful that we do not care 
much whether we can improve upon it. A recent proof by Kiefer and 
Schwartz is much more satisfactory. They observe that Hotelling's 
T2-test is a Bayes test with respect to the prior distribution Ш 0 + 
+ (1 —X) Uu where both П0 and П1 assign probability 1 to S's of 
the form (1 + щ')-1 with ц ranging over the set of p-dimensional 
vectors, and 

(i) Under n 0, I = 0 and rj is distributed according to the density 

*o(r\) = (i+rmTn/2. 

(ii) Under Uu Б = (1 + 'П'П,)"1т1 а п ^ Л *s distributed according to 
the density 

л-i* w / \ /i . r\~n/2 о**Ч'0+ЧЧ') Tl 

«i(4) = ( l + 4 4 ) *2 

Other prior distributions that work can be obtained by applying linear 
transformations to these, by using analogous formulas with 1 + сщ' 
rather than 1 + туг)' and by taking convex combinations. Kiefer and 
Schwartz have extended both methods to a large class of problems. 

It is still not known whether Hotelling's TMest is minimax against 
the alternatives ^ S " 1 ^ = т2 (a positive constant), except for the case 
p -= 2, n = 3, where Giri, Kiefer, and the author proved that it is 
minimax. The proof was obtained by showing that among all tests 
invariant under the (solvable) multiplicative group of lower triangular 
matrices, Hotelling's TMest is Bayes with respect to a rather compli
cated explicitly computed prior distribution. Some approximate 
results on the more general problem have been obtained by Giri and 
Kiefer and by Linnik and his associates. It seems likely that methods 
analogous to those used by Linnik in the problem of similar regions 
for exponential families, but with the role of the sample and para
meter point interchanged will be useful here. 

A contrasting result for a problem that seems at first to be similar 
to the above concerns the problem of finding confidence sets for g. 
If, after observing Xu • • -, Xn as abovq, we assert that g is in the 
ellipsoid (g — X)' S"1 (I — X)<c, with с suitably chosen depending 
on p and n, we can achieve a constant probability a of covering | , 
independent of 6 and E. However, it can be shown that the same pro
bability of covering £ can be obtained by a procedure that is not 
invariant under all affine transformations, but has an expected volume 
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smaller by a constant factor than that of the above random set based 
on Hotelling's T2. This other procedure is obtainable as the optimum 
among all procedures invariant under affine transformations having 
a linear part whose matrix in a fixed coordinate system is lower 
triangular. This has not been brought to the point where it is appli
cable in practice. 

People have recently started to study the complex analogues of the 
real multivariate normal distribution, which arise naturally in the 
spectral analysis of multiple time series. Complex analogues of all 
the common problems in the real case exist, and it is usually routine 
to develop the theory to the point that has been reached in the real 
theory. There is some indication that optimal properties of the complex 
analogues may be easier to study than the original real problems, 
because, for example, the distribution of the maximal invariant under 
the lower triangular group for the complex analogue of Hotelling's 
T2 involves only polynomials times exponentials. Also, in the complex 
case, there are problems that have no real analogue. 

A great deal of work has been done on devising tests and estimates 
for complicated practicafproblems in multivariate analysis. The work 
of Anderson and Rubin (1949) and others on structural equations is 
especially important. Also, I,should mention the work of Alan James 
(1964), Constantine, and others using the theory of group representa
tions to derive the distributions of certain multivariate statistics. 
Another interesting direction in multivariate analysis is suggested 
by some work of Wigner and other physicists, collected in Porter. 
Suppose we observe Xu- • Л п independently normally distributed 
with mean 0 and the identity matrix as covariance matrix, and let 
L be the empirical cumulative distribution function of the roots of 
the equation 

det(2X,Xi-ÄJ) = 0. 

Then, if I have not made a mistake, for p large and — moderate (but 
n>p), L will, with high probability, be close to the integral of 

[ 0 for x*Ca or x>b 

where a = (]fn— |/p)2, b = fl/л + Vpf- The proof follows the 
method used by Wigner in an analogous, but slightly simpler problem. 
The assumption of normality is not really used. I believe it will be 
useful to make a systematic study of multivariate problems of high 
dimension. 
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9. Sequential problems 

In sequential analysis, the mathematical treatment takes into 
account the possibility that the statistician may take observations, 
one at a time, deciding after each observation whether to take another 
observation or make a final decision. We shall consider only the case 
of independent identically distributed observations. We have a para
meter space SB) a terminal action spaced and a non-negative loss 
function L on SB X A, and we let Z be the space of the individual 
observations and PQ the distribution of an observation when 0 is the 
true parameter point. We have to decide on a rule for when to stop, 
which determines a random variable N, the number of observations 
taken, and we must also choose a sequence фл of functions, cp7l : SCn-+A. 
After taking N observations Xu • • •» XN we take the terminal action 
q>N (Xu ...» XN). Our aim is to choose the stopping rule so as to 
keep EQN and EQL (0, cpM (Xu ...» XN)) small. 

Again the Lagrange multiplier argument suggests that we look 
at the problem of minimizing 

с J EQN dUt (0) + J EQL (0, Ф я (Xi9 . . . , XN)) dU2 (0) 

where с is a constant and П1 and П2 are measures in SB for which 
the integrals exist for some choice of stopping rule and {q>n}. For 
simplicity we consider only the case where П4 = П2 = П, say, 
a probability measure. Thus, we are interested in minimizing 

E[cN + L(Q, <pN(Xit ••••**))] 

where 0 is distributed according to П and the Xt given 0 are indepen
dently identically distributed according to PQ. I shall assume the 
PQ are dominated by a a-finite measure \i: dPQ = pQd\i. 

The sequence of posterior distributions П ^ , , , ^ is a vector-
valued martingale and a Markov process with temporally stationary 
transition probabilities. It is also spatially stationary with respect 
to the group of projective transformations of the simplex of prior 
probability measures leaving the vertices invariant. Subject to 
a continuity condition it seems to be the most genera] process 
with all these properties. 

It has been proved under fairly general conditions that the 
Bayes procedures and the Bayes risk function 

p*(II) = infEUEQ[CN + L(Q, Vjr(Xu ...,X„))], 

the infimum being over all stopping rules and terminal decision 
functions, are obtainable as follows. The function p* satisfies the 
integral equation 

p*(n) = min[Eup*(U*Xl) + c, ф(П)] 
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where 
^(n) = min£nL(0, a) 

a 

and the rule is to take another observation if 

*№г...Хп)>Р*Щ1...Хп) 
(=) 

and otherwise to stop and take an action a0 such that 
n* 

E X*-*»L{B, ао) = г|)(Щ1...Х п)<р*(П11...Х п). 

The formalism can easily be extended to include some aspects of 
the design problem, allowing the statistician to choose at each 
stage among a number of different kinds of observations. 

The basic equation has been solved explicitly in only a few special 
cases. Some limiting results have been obtained in the case c\0 with 
other features remaining fixed. Another case that can sometimes be 
handled is that where each observation provides very little information 
and с is reduced accordingly; in the limit the continuous time case. 
Under certain conditions the basic integral equation becomes a simple 
linear differential equation with a rather complicated free boundary 
condition. One example has been considered extensively by Chernoff. 

Stanford University, USA 



CHARACTERIZATIONS OF FINITE SIMPLE GROUPS 

J O H N G. T H O M P S O N 

1. Introduction 

In the last four years, several results about finite groups have 
been obtained. The methods of proof are not easy to master, though 
in large measure they bear a striking fidelity to the foundations laid 
at the turn of the century by Frobenius, Schur, Burnside and Sylow. 

At the moment we have no idea how much further effort will be 
necessary to classify the finite simple groups. Considering the time 
which has elapsed since Mathieu discovered his groups, and conside
ring that no one pretends to understand these groups, any optimism 
must be guarded. 

However, it may also be said that recent techniques have led to 
results which ten years ago seemed impenetrable, and that the power 
of these techniques is not yet exhausted,' 

2. Characterizations 

Let tf = {L2 (q), L3 (q), Sz (q), Us (q), A7; Ma}. Most, but not 
all, of the recent characterization theorems deal with <У. For example, 

T h e o r e m . If G is a non abelian simple group and G $ tf, then 
(1) G contains a solvable subgroup Ф 1 with non solvable normalizer. 
(2) (Gorenstein-Walter) [5]. Sylow 2-subgroups of G are not 

dihedral. 
(3) (Suzuki) [9]. G contains an involution whose centralizer does 

not have a normal Sylow 2-subgroup. 
In 1963, I announced that (1) held with finitely many exceptions. 

The complete proof of (1) has not yet appeared. The proof is complica
ted and it will take several years to determine the extent to which 
the various arguments admit of useful generalization. 

One of the pregnant and technical parts of the proof of (1) is gi
ven by 

T h e o r e m ES. E2(S) and S4(3) are the only simple groups G 
such that 

(i) 2,3 6я 4 (0). 
(ii) // p 6 {2,3}, Gp is a Spsubgroup of G and A ^.^cnz(Gv), 

then V\(A) contains only 1. 
(iii) The normalizer of every non identity ^-subgroup of G is solvable. 
(iv) The centralizer of every involution of G is solvable. 
(v) 2 ~ 3 . 
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Gorenstein [4] has substantially generalized a portion of this 
theorem by characterizing the groups E2 (3n). 

To explain the meaning of the various statements of the theorem 
requires a bit of notation. If я is a set of primes, я' is the complement 
tary set of primes. A я-signalizer of a group X is a subgroup A such 
that | A | and |X : N (A) | are я'-numbers. Let <fcn(X) be the set 
of self centralizing normal subgroups of X and let m (X) be the mini
mal number of generators of X. Let 
tfcnm(X) = {A | A 6 <fcn(X), m (A)>m). Let 

jtt (X)'={p| a Sp-subgroup of X is a cyclic group Ф 1}, 
я2(Х) = {/? | a Sp-subgroup Xp of X is non cyclic and 

<SPcn3(X)p = 0 } . 
n3(X) = {/? | if Xp is a Sp-subgroup of X, then éPcn3(Xp) Ф 0 

and 1 is not the only p-signalizer of G}. 
я4(Х) = {p | if Xp is a Sp-subgroup of X, then <SPcn3(Xp) ф 0 

and 1 is the only p-signalizer of X}, 
If Я is a subgroup of X, И (#) = Их (H) is the set of all subgroups К 
of X such that /СПЯ = 1 and H ^ N (K). If X is a p-group, define 
V, (X) as follows: if Z (X) is non cyclic, ^ (X) is the set of non cyclic 
subgroups of Z (X) of order p2; if Z (X) is cyclic, % (X) is the set 
of non cyclic normal subgroups of X of order p2. For general X, let 
U (p) = 4x (p) = \}U (X?), where Xp ranges over all the Sp-sub-
groups of X. If p is an odd prime, write 2 ~ /? if and only if X has 
a solvable subgroup which contains a non cyclic abelian subgroup 
of order 8 and a non cyclic p-subgroup each element of which centra
lizes an element of °li(p). These definitions explain the hypotheses 
of Theorem ES and serve to introduce some of the objects of current 
interest. 

Another result deals with the groups E\ (q) of Ree. 

T h e o r e m R. (Ward-Janko-Thompson) [10], [7]. If G is a simple 
group with abelian S2-subgroups and if G contains an involution i such 
that G (0 == (i) X L, where L c^.L2(q) and q > 5, then 

(a) q is an odd power of 3. 
(b) | G | = 9 » f o - l ) f a » + l ) . 
(c) If P is a S3-subgroup of G and N is its normalizer, then G is-

doubly transitive on the cosets of N in G and G = N [} NtP where 
t is an involution of G which inverts a S3-subgroup of N. 

We would like to conclude that G ~ E* (q). This is still open and 
gives rise to the conjecture 

(Ct) The character table of a group determines the Brauer characters. 

If the hypothesis q > 5 is replaced by q> 5 in Theorem R, Janko 
[6] has shown that precisely one further group arises. This group is 
new and is another tantalizing reason for studying simple groups. 
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Janko's work disclosed a lamentable error in one of my announcements 
which vitiates some results of Sah [8]. Janko's work contains a lovely 
application of the results of Brauer for blocks of defect 1. 

Brauer and Fong [1] have characterized Mi2 and Wong [11] has 
characterized A&. The isomorphism A8 C±L Lk (2) places A3 in the family 
of Chevalley groups. We have yet to take our first steps toward the 
characterization of An for n > 9 . 

3. Corollaries 

(I) The group G is solvable if and only if every pair of elements 
generates a solvable subgroup. 

(II) G is non solvable if and only if there are non identity elements 
a, ft, с of G of pairwise coprime orders with abc = 1. 

(III) (Gallagher [2]) G is non solvable if and only if there is a non 
principal irreducible character of G whose restriction to each Sylow 
subgroup contains the principal character. 

(IV) If G is non solvable of order paqhrc, then one of the following 
groups is a subquotient of G: 

L2(q), 9 = 5, 7, 8, 17, L3(3). 

We may mention the conjectures 

(С$ There are only finitely many simple non abelian groups of order 
paqhr°. 

(C3) If G is a non abelian simple group and 3 f | G |, then G is a Suzu
ki group. 

4. Techniques 

If NifN2, N3 are subgroups of a group X and if for every permutation 
a of {1,2,3}, Na(i)^NG(2)No(3), then NiN2 is a subgroup. This 
elementary observation has numerous applications. When stripped 
of their group theoretic significance, these applications sometimes 
depend on the fact that the proposition (p V Q) À (<7 V r) Л ( r V P) *s 

equivalent to the proposition obtained by interchanging V and Д. 
I can illustrate this symmetry rather easily. Suppose P is a Sp-subgroup 
of a group X, Au A2, A3 are weakly closed subgroups of P, and 
Nt =H(Ai). Suppose also that 

(a) N (P) is a maximal subgroup of X. 
(b) X =: NtN2 = N2N3 = N3Nt. 

Then at leajst 2 of Au A2, A3 are normal in X. 
There are many variations of this theme, and taken together, they 

are quite helpful. The difficulty is in finding subgroups At of P. This 
requires some discussion. 
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In working on the problem so brilliantly solved by Shafarevich 
nd Golod, I was led to consider the following invariant of a p-group 
>: d = d(P) = max {m (A)}, where A ranges over all the abelian 
ubgroups of P. This invariant leads fnto thickets which I could not 
enetrate. However, my efforts were not without value, for I even-
ually realized that the related group J (P) = (A \ A" = 1, 
г (A) =d (P) ) plays an exploitable role in the structure of p-solvable 
roups. In particular, if X is a p-solvable group, Op' (X) = 1 and 
\b (2, p) is not a subquotient of X, then X = NiN2, Nt = Ы(Лг), 
li = Z (Xp), A2 = J (Xp), and where X p is a Sp-subgroup of X. 

When one considers the above result one is led to try to find 
uniformly normal subgroup. This term requires some elaboration. 

rnppose P is a p-group Ф 1. Let <У(Р) be the set of all p-sojvable 
roups X such that Op' (X) = 1 and P is a Sp-subgroup of X. The 
ubgroup H of P is said to be uniformly normal provided 1 фН<\Х 
or all X in tf (P). It is a remarkable result of Glauberman [3] that 
f p > 5 , Z ( J ( J P ) ) is uniformly normal. This result has already led 
0 a subtheory of finite groups with substantial ramifications. 
f p < 3 , the "old" factorizations still appear indispensable, though 
nuch remains to be done. 

A second technique involves transitivity theorems. As these have 
)een discussed elsewhere, I need not elaborate. 

The object of the factorizations and the transitivity theorems is 
;o obtain information about Jt*(G). To define GM*(G), we let éfol(G) 
)e the set of solvable subgroups of G. éfol (G) is partially ordered by 
nclusion; QMQP (G) is the set of maximal elements of tfol (G) and 
iS*(G) is the set of elements of éfol (G) which are contained in just 
1 element of <MéP (G). Thus, there is a map M : aiï* (G) ->- <Mtf (G) 
defined by M (H) = the unique element of oktf (G) which contains H. 
Several difficult results in the proof of (1) are of the shape H £ <M* (G). 

A third technique has been introduced by Suzuki and has its roots 
in work of Zassenhaus. So far this technique has been used only for 
i limited class of doubly transitive groups. Suppose G is doubly tran
sitive on Q and a 6 Q. Let H =Ga and suppose H = QK, where 
2 < H, Q{]K = 1, and where Q is regular and transitive on Q —a. 
Suppose also that t is an involution of G which normalizes K- Then 
3 = H[)HtQ and if x 6 Q — {1}, txt =h(x) tf (x), where h (x) 6 H, 
F (x) € Q. These equations are the structure equations for G and G 
is completely deretmined by H, the structure equations and the auto
morphism of К induced by t. The groups L2(q), U3 (q), Sz (q) and 
E* (q) satisfy these hypotheses. 

Elegant and subtle arguments of Suzuki deal with the structure 
equations. In the hope of extending Suzuki's ideas to obtain a characte
rization of E* (q), I have studied the structure equations of the groups 
which appear in Theorem R. Oneof the difficulties is that the structure-
1 1 — 1 2 2 0 
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equations for E* (q) have never been determined. If (Q) is true 
the difficulties can probably be avoided. 

Dept. of Mathematics, 
University of Chicago, USA 
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О РАЗВИТИИ ЗА ПОСЛЕДНИЕ ГОДЫ 
АНАЛИТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ 

И. М. ВИНОГРАДОВ, А. Г. п о с т н и к о в 

Введение 

Цель нашего доклада состоит в том, чтобы на примере новых 
исследований в теории чисел показать некоторые связи этой науки 
: другими областями математики, а также взаимодействие различ
ных направлений внутри нее самой. 

Наш доклад не является полным обзором. Ряда направлений 
аналитической теории чисел мы не затронем совсем, а по другим 
цадим лишь беглые сведения. В этом нет никакой принципиальной 
установки, дело в лимите времени, отпущенном на доклад. 

В подготовке доклада нам оказали большую помощь многие 
юветские математики. Мы приносим им нашу сердечную благо
дарность. 

Диофантовы приближения и применения 
метода тригонометрических сумм 

Классической задачей, относящейся к теории диофантовых 
1риближений, является оценка количества целых точек (точек 
: целыми координатами) в областях евклидова пространства. 
1ри широких ограничениях на область это количество приближенно 
)авно объему области. Поэтому предметом исследования явились 
щенки погрешности в этом соотношении. На этих задачах формиро-
*ался и формируется метод тригонометрических сумм. 

Мы остановимся сейчас на связях задачи о подсчете количества 
;елых точек в областях с исследованием асимптотического поведения1 
юбственных чисел краевой задачи 

Att + A,M = Of u£D, (f> 

и\в = 0 или - ^ L = 0, (2) или-(2'> 

yje D есть конечная область л-мерного пространства, В — ее гра-
шца, Au — оператор Лапласа. Речь будет идти об асимптотическом! 
товедении величины X в зависимости от ее номера (собственные 
шачения располагаем в порядке возрастания). Эту задачу можно 
формулировать как исследование при Т -*• оо асимптотического 
юведения величины 

11* 
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Ограничимся плоским случаем. Г. Вейль получил свою асимптоти
ческую формулу 

# ( T ) ~ 2 f ^ . т, 

аппроксимируя область D квадратами. Для квадрата со стороной, 
равной единице, собственные числа X = я2(п2 + m2), где л и т — 
натуральные числа. Ввиду этого к изучению величины N(T) молено 
применить теорию целых точек в круге. Для уравнения (1) при 
условии (2) получается 

fCn—sr-^+o^T). 
Наличие в этой асимптотической формуле двух членов, по-видимому, 
дало повод Г. Вейлю высказать гипотезу, что в «общем случае» 
формула для N(T) должна иметь вид 

(L (D) — периметр области). Эта гипотеза до сих пор не доказана. 
Н. В. Кузнецов (первая работа, совместная с Б. Ф. Федосовым) 

доказал гипотезу Г. Вейля для областей, в которых краевая задача 
допускает разделение переменных. Таких типов областей конечное 
число, и все они описаны Эйзенхартом. Следуя одной идее Титч-
марша, собственные числа молено занумеровать двумя целочислен
ными индексами % = % (n, m) таким образом, что количество целых 
точек в области 

к(п, т)*£Т 

равняется количеству собственных чисел, не превосходящих Т. 
Для оценки количества целых точек в этих областях применяются 
результаты И. М. Виноградова и Ван дер Корпута. При исследова
нии кривой 

К (n, т) = Т 

применяется так называемый модельный метод теории обыкновен
ных дифференциальных уравнений. 

Задачи на целые точки имеют связи и с интегральной геометрией. 
В 1948 году Кендалл опубликовал работу о попадании целых точек 
в случайно брошенный круг. Пусть А (х, а, ß) — количество целых 
точек, попавших в круг с центром в точке (а, ß) радиуса Ух. Грубо 
говоря, результат Кендалла таков: для почти всех точек 

А(х, а, ß) — тсх= 0(xk ). 
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Результат Кендалла не допускает существенного улучшения, 
а именно Ландау показал, что для любого положения центра 

m \А(х'а'Р>-пх\>с>о. 

Недавно А. А. Юдин, применив в этой задаче сообралеения теории 
почти периодических функций, дал новое доказательство этой 
теоремы Ландау. 

Переходим к вопросу о распределении дробных долей функций. 
Аналитическая теория чисел имеет также взаимно плодотворные 
связи с теорией вероятностей (как с метрическим, так и со стати
стическим направлениями). Особенно отчетливо видны эти связи 
в задаче о распределении дробных долей показательной функции. 
Пусть g > 2 — фиксированное целое число, 0 <; а < 1 — веще
ственное число; рассматривается последовательность дробных долей 
{agx}, х = 0, 1, 2 Представим а бесконечной £-ичной 
дробью 

O^fli^g"— 1, и тем самым сопоставим а бесконечную последова
тельность, составленную из знаков 0, 1, . . ., g— 1: 

ai} а2, . . . . (4) 

Вопрос о распределении дробных долей {ag*} может трактоваться 
как исследование распределения знаков и групп знаков в последо
вательности (4). Такой метод будем называть методом знаков. 

Пусть производится неограниченное количество независимых 
испытаний, при каждом из которых с равной вероятностью может 
произойти один из g возмоленых исходов 0, 1, . . ., g — 1. Резуль
тат этой серии испытаний запишем в виде строки (4). Естественно 
возникает вопрос о том, какие требования нужно налолшть на 
последовательность (4), чтобы иметь основание сказать, что в ней 
отражено типичное течение случайного процесса. Как известно, 
Мизес потребовал, чтобы в последовательности (4) все знаки 
О, 1, . . ., g— 1 встречались бы с одинаковой частотой (равной 
l/g). Но этого требования, очевидно, мало: течение процесса 

О, 1, . . . , g-1, О, 1, . . . , £ - 1 , 0 , 1, . . . , g - l , . . . 

удовлетворяет требованию Мизеса, но такое течение процесса 
*ельзя назвать типичным. Второе условие Мизеса состоит в том, 
ггобы в любой а priori заданной подпоследовательности сохраня
юсь бы частота появления знаков 0, 1, . . ., g — 1. Это условие 
1ельзя считать точно сформулированным, поскольку не уточнен 
еласс рассматриваемых подпоследовательностей. Первое, что при-
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ходит на ум,—это отнести требование Мизеса лишь к подпоследова 
тельностям, номера которых образуют арифметические прогрессии 
т. е. рассматривать последовательности (4), «случайность» которы; 
имеет, так сказать, линейный характер. Такие последовательносте 
будем называть линейными коллективами Мизеса. 

Пусть число а задано разложением, (3). Легко доказать, что дл* 
того, чтобы дробные доли {agx}, х = 0, 1, . . ., были равномернс 
распределены, необходимо и достаточно, чтобы соответствующая 
последовательность (4) была линейным коллективом Мизеса. Такт 
образом, задача о распределении дробных долей показательное 
функции оказывается связанной с традиционной натурфилософское 
темой: анализом понятия случайной последовательности. 

Метрические результаты, относящиеся к распределению дроб
ных долей показательной функции, можно получать как следствие 
классических теорем теории вероятностей. Например, для трактовке 
теорем о равномерном распределении дробных долей показательное 
функции надо рассмотреть как вероятностное пространство отре
зок [0, 1], на этом отрезке сг-алгебру измеримых по Лебегу множестЕ 
и меру Лебега в качестве вероятности. Пусть 

_ ai (а) . a2 (а) 

"Основой теории является соображение, что функции at (а) 
i = 1, 2, . . ., являются независимыми. Поэтому в метрическое 
теории распределения дробных долей показательной функцие 
можно применить теорию суммирования независимых и слабс 
зависимых случайных величин. В качестве примера такого резуль
тата приведем теорему, принадлежащую Форте (центральная пре
дельная теорема для дробных долей показательной функции). 
Пусть / (х) — вещественнозначная периодическая с периодом 1 
функция, удовлетворяющая определенным ограничениям на модуль 
непрерывности. Тогда при любом вещественном Я 

lim mes {а: 0 < а < 1 , У, f(agx)-P[f(t)dt<C%VP\-= 
Р-+оо ^ п И J 

зс=0 О 

У2я Of J 

(величина о) определяется по функции f). 
Общим методом исследования равномерного распределения дроб

ных долей является метод тригонометрических сумм. В применении 
к задаче о равномерном распределении дробных долей показа
тельной функции он состоит в изучении тригонометрических 
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сумм вида 
p-i 
V e2niagx 

i связанной с этим вопросом задаче об оценке количества решений 
щофантова уравнения 

gXl + gX2+... +tfeb=zgUi + gl'*+... | gV*, 

0 < л ъ .."., xh, уи . . . , yk<P — 1, 

i более сложных уравнений такого лее типа. По-видимому, перспек
тивна работа по сравнению метода знаков и метода тригонометриче
ских сумм. Чтобы проиллюстрировать работу метода тригонометри-
1еских сумм ч в задачах с показательной функцией, приведем две 
георемы, доказанные недавно Л. П. Усольцевым, Первая теорема 
касается оценки тригонометрической суммы с показательной функ
цией: пусть g > 4 — фиксированное целое, Р>3 — натуральное 
1исло, а — вещественное число, такое, что 

g' 

Справедливо неравенство 
p-i 

1 ., | ^ _ 1 _ 
F " ^ l a l ^ 2(g—1) 

2«2^|<^(i-w) 
х=0 

Этметим, что это неравенство близко к достижимой границе. Из этой 
щенки выводится аддитивная теорема. Пусть g > 4 — фиксиро-
занное натуральное число, Ak (Р) — количество решений диофан-
гова уравнения 

i целых 0 < * i , . . ., у ^ < Р — 1. Пусть k-+- oo, P - > со, причем 
p = 0 ( j / f c ) . Тогда 

j 2ft+- -

Теорему Форте методом тригонометрических сумм доказал 
№. П. Минеев. Метод тригонометрических сумм удобен тем, что 
эн применим к исследованию распределения дробных долей мат
ричной показательной функции {Аха}, где А — невыролсденная 
целочисленная матрица, а — вещественный вектор, дробная доля 
берется покомпонентно. В 1964 году опубликовано исследование 
В. П. Леонова, в котором методом тригонометрических сумм 
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(являющимся развитием метода М. П. Минеева) доказывается обоб
щение упомянутой выше теоремы Форте на дробные доли матрич
ной показательной функции. Дальнейшие исследования в этол 
направлении были проведены Р. X. Мухутдиновым. 
^ Для нового развития теории диофантовых приближений харак 

терно проникновение эргодических методов. Под эргодическоЛ 
теорией мы разумеем не только метрические теоремы, но и теоремы, 
относящиеся к отдельным траекториям динамических систем. 

Эргодическая теория позволяет объединить в одной схеме как 
задачи, относящиеся к дробным долям многочлена, так и задачи, 
относящиеся к распределению дробных долей показательной функ
ции. Рассмотрим целочисленную невыроледенную матрицу А и век
тор Ь с вещественными компонентами. Определим на /г-мерном 
;горе преобразование 

Tâ = {Aâ+b}. 
Легко показать, что оно сохраняет меру Лебега, так что с по
мощью этого преобразования можно построить динамическую си
стему. Мы будем изучать последовательность степеней Т, т. е, 
последовательность векторов 

а, Та, Т2а, 
Очевидно, что вопрос о дробных долях матричной показательной 
функции содержится в этой схеме: нулсно пололшть b = 0. Пусть 
у — фиксированное иррациональное число. Определим на двумер
ном торе преобразование 

/ I I 1 2 

Г(*1. а2) = (1]о 1 (а1? а 2) + (у, у) 

Преобразование Т, повторенное х раз, дает 
Тх(аь a2) = ({ai + 2a,2x + yx*}, {а2 + ух}). 

Мы видим, что первая координата описывается дробными долями 
многочлена второй степени. 

Значение эргодического подхода состоит в том, что он позволил 
распространить методы, применяющиеся в задаче о распределении 
дробных долей многочлена на другие объекты: в частности, эргоди
ческая идея была ведущей при доказательстве ряда результатов 
о случайных последовательностях и дробных долях показательной 
функции. 

Методы теории чисел нашли применение в задачах приблюкен-
ного анализа, в частности в вопросах о квадратурных формулах 
для многомерных интегралов. Эти работы связаны с именами 
С. Л. Соболева, Н. М. Коробова, Е. Главки. Надеемся, что на 

'Конгрессе это направление будет освещено в достаточной мере. 
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Теория мультипликативных функций. 

Мультипликативными функциями называются функции нату
рального аргумента, которые удовлетворяют функциональному 
уравнению 

f(nu n2) = f(nx)f(n2) 

для взаимно простых чисел щип2. Эти функции возникают в вопро
сах, связанных с разложением чисел на простые множители. 
С помощью мультипликативных функций могут быть изучены 
многие вопросы о распределении целых точек на кривых и поверх
ностях, вопросы распределения простых чисел. 

Мы остановимся на трех связанных между собой аспектах 
теории мультипликативных функций. 

а) Вероятностная теория чисел. По-видимому, Туран впервые 
обратил внимание на параллелизм между доказательством нера
венства Чебышева в теории вероятностей и неравенства Раману-
джана, касающегося распределения значений функции ю (п) — 
количества различных простых делителей числа п. Этот паралле
лизм, который мы будем называть вероятностной интерпретацией, 
обнаруживается в разнообразных задачах теории чисел и служит 
канвой, на которой развивается большое направление аналитиче
ской теории чисел. В СССР вероятностная теория чисел представ
лена литовской школой И. П. Кубилюса. 

За исходный пункт возьмем аналогию меледу анализом и теорией 
чисел. Точнее говоря, здесь существует целая система аналогий, 
и мы остановимся на одной из них. Выпишем аналогичные понятия: 

Анализ 

Интервал 

Мера множества 

Кусочно постоянные функции 

Интегральная сумма с равным 
разбиением 

Теория чисел 

Арифметическая прогрессия 
Dx+l, D>0 

Асимптотическая плотность мно
жества натуральных чисел 

Периодические с целым периодом 
функции натурального аргумента 

1 N 

Выражение вида тг 2 f (rt) 
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Функцию / (п) назовем целочисленно непрерывной, если для 
любого е > 0 найдется такое N, что при а ss b (mod N) 

\f(a)-f(b)\<e. 

Легко доказать, что для целочисленно непрерывных функций 
существует предел 

N 

lim ~%f(n). 
N-+00 " , 

n=i 

Это аналог теоремы о существовании интеграла. 
В классе целочисленно непрерывных функций, точнее, в несколь

ко более широком классе, содержатся некоторые популярные функ
ции теории чисел. Например, ^ ^ , где ср (п) —функция Эйлера, и 

2 i S , где G (n) — сумма делителей числа п. Указанная выше анало
гия является ведущей идеей при изучении распределения значений 
многих арифметических функций. Укажем в качестве примера на 

следующую теорему. Пусть v ^ ( ^ - ^ < X , j означает частоту нату

ральных чисел m, m*CN, для которых 2 1 р ^ %. Существует 

непрерывная функция распределения v (к), такая, что 

Ч^<*)-"«+°(тПГЕл)-
В связи с метрическими теоремами о распределении дробных 

долей показательной функции мы говорили о «теории вероятностей» 
на отрезке [0, 11. Некоторые стороны вероятностной интерпретации, 
о которой шла речь, мы можем трактовать как аналогичную теорию, 
в которой вероятностным пространством является натуральный ряд 
чисел, или лучше кольцо целых чисел, а в качестве меры берется 
асимптотическая плотность множества. Для каждого простого р 
определим функцию целочисленного аргумента 

f 1, если р\п, 
8р (л) = j РК ' [0, если p \ п. 

Функции ер (п) и 6g (ft) для разных р и q являются независимыми. 
Плотность является лишь конечно аддитивной, но не счетно 

аддитивной функцией множеств. Например, можно разложить нату
ральный ряд в бесконечную сумму непересекающихся арифметиче
ских прогрессий {Dtx + lt} так, что S п " < е- Из-за этого обстоя-
ельства -при предельных переходах нельзя пользоваться общими 
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теоремами теории вероятностей и приходится проводить выклад
ки. Есть несколько способов для преодоления этой трудности. 
Е. В. Новоселов предложил способ, основанный на вложении коль
ца целых рациональных чисел в некоторое большее кольцо. Рас
сматривается прямое произведение 

@ = П"; 
Р 

PI 

где Нр—кольцо целых р-адических чисел, и в @ вводится тихонов
ская топология. Мера Хаара на аддитивной группе © есть счетно-
аддитивная функция множеств. В кольце целых рациональных 
чисел эта мера индуцирует плотность. Метод Новоселова позволяет 
дать новые доказательства основных теорем вероятностной теории 
чисел; с помощью этого метода были установлены новые асимптоти
ческие законы теории чисел и подсчитаны остаточные члены в неко
торых формулах. 

Заметим, что конструкция Е. В. Новоселова родственна кон
струкции аделей, предложенной Шевалле (более точно, конструкция 
аделей содержит конструкцию Е. В. Новоселова как промежуточный 
этап), 

б) Метод производящих функций. Как известно, аналитическим 
методом в вопросах суммирования мультипликативных функций 
и в вопросе о распределении простых чисел является метод произво
дящих функций, связанный с использованием дзета-функции Римана 

C(s) = 2 -jjr ПРИ Res>l 
n = l 

и L-функций Дирихле 

(X (n) — характер Дирихле). С помощью этого аппарата устанавлива
ются асимптотические формулы для величины я (х) — количества 
простых чисел, не превосходящих х, для n (x,D, t) — количества 
простых чисел, не превосходящих х и сравнимых с / по модулю D, 
а также асимптотические формулы для сумм значений мультипли
кативных функций 

М(х)= 2 f(n) ПРИ #-*•«>. 

Как известно, характер % (п) есть вполне мультипликативная 
функция, т. е. для любых двух натуральных чисел л и т 

Х(ят) = х(л)хИ-
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Это соотношение определяет некоторые свойства L-рядов. Успехи, 
достигнутые с помощью аппарата теории L-рядов, побудили ряд 
математиков, в первую очередь Н. Г. Чудакова, исследовать вопрос 
о том, для каких еще вполне мультипликативных функций h (ft) 
можно построить содержательную теорию рядов вида 

оо 

v i А (л) 

п=1 

В этой связи отметим теорему Глазкова: пусть h (п) — вполне 
мультипликативная функция, принимающая конечное количество 
значений и • 

S Ä(n) = otf + O(l), 

где а Ф 0. Тогда h (п) есть главный характер Дирихле по некоторр-
му модулю. 

Основную роль в теории L-рядов играют оценки для сумм 
характеров 

2 Х(я). 

Мы сейчас остановимся на описании прогресса, который достигнут 
в этом вопросе. 

Прелсде всего в вопросе об оценке сумм характеров сыграло 
роль доказательство гипотезы Артина — Римана для дзета-функций 
кривых над конечным полем (теорема А. Вейля). С помощью теоремы 
ВейляБерджесс получил оценки сумм характеров. Оцецки Б ер длсесса 
находят новые применения в аналитической теории чисел. Недавно 
А. И. Виноградов и Ю. В. Линник получили приложения оценок 
Берджесса для сумм вещественных характеров Дирихле. Известна 
теорема Минковского: во всяком поле алгебраических чисел есть 
целый идеал, норма которого не превосходит корня квадратного 
из дискриминанта поля. Оказывается, что для квадратичных расши
рений поля рациональных чисел R fl/ß) этот результат усиливает
ся. Именно для любого в > 0 и любого \D \>D0(e) в поле 
/?.(j/D) есть целый идеал, норма которого не превосходит \D \ 1/А+в. 
Оценки количества идеалов с малой нормой, полученные 
А. И. Виноградовым и Ю. В. Линником, имеют значение для вопро
са о распределении целых точек на алгебраических поверхностях. 
Как известно, Ю. В. Линник доказал, что целые точки на трехмер
ной сфере ' 

x2 + y2 + z* = N 
распределены равномерно по телесным углам. Ученики Ю. В. Лин-
ника А. В. Малышев и Б. Ф, Скубенко развили идеи Линника; тем 
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самым была создана теория распределения целых точек на- невы
рожденных поверхностях второго порядка. Это — трудная теория, 
Новые результаты А. И. Виноградова и Ю. В. Линника позволяют 
значительно упростить теорию. 

Далее, сочетая оценки Бердлсесса с оценками Зигеля числа 
классов, А. И. Виноградов и Ю. В. Линник получили оценку 
наименьшего простого квадратичного вычета по простому модулю D 
Рт\п (D): при любом е > О 

Pmm(D) = 0(DÏ+\ 

Одной из основных творческих идей в теории L-рядов Дирихле 
является аналогия (замеченная Ландау и Литтлвудом) между пове
дением дзета-функции Римана 

i(s) = t(c+it) 
при росте мнимой части аргумента | t | ->• оо и теоремами о поведе
нии L-рядов, когда стремится к бесконечности модуль характера D. 
Теория для | t | -> оо разработана лучше, чем для D ->• оо; иссле
дователи стараются теоремы ^-аспекта перенести на D-аспект. 
«t-D» аналогия помогает и в вопросе об оценках сумм характеров 
в случае, когда модуль есть степень простого числа D = ph. 
В теории дзета-функций существенную роль играют оценки сумм 

2 e-itlnn. 
n=Ni 

Для получения этих оценок функцию In х приближают с помощью 
строки Тейлора многочленом, и вопрос сводится к оценке тригоно
метрической суммы типа Вейля — здесь можно применять оценки, 
полученные по методу И. М. Виноградова. С другой стороны, 
в случае модуля, равного степени простого числа, сумма характеров 
имеет вид 

»я! i n d n 

2 х Н = 2 * р*-^-1). 
С помощью обрыва в подходящем месте ряда для р-адического лога
рифма получается полиномиальное выражение для индексов, 
и вопрос о сумме характеров опять редуцируется к оценкам сумм 
Вейля. Аналогия Ландау — Литтлвуда оказывается связанной 
с аналогией между вещественными и р-адическими числами. Особен
но ясно трактуется эта идея в одной недавней работе Н. Г. Чудакова. 

Полученные оценки сумм характеров в случае модуля, равного 
степени простого числа, имеют арифметические следствия. 

Как широко известно, Ю. В. Линник установил существование 
абсолютной постоянной С, такой, что для наименьшего простого 
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числа <7mim принадлежащего арифметической прогрессии 

Dx + l, (D, l)=h 1 < / < D — 1 , 

справедлива оценка 

ftnln « Dc. 

Численный подсчет постоянной С, произведенный Чен Чжин Райом, 
дал неравенство 

С<777." 

Сочетая метод Линийка с оценками сумм характера по модулю, 
равному степени простого числа, М. Б. Барбан, Ю. В. Линник 
и Н. Г. Чудаков дали для наименьшего простого числа, лежащего 
в прогрессии с разностью D = pk, оценку 

Гипотеза Римана дает для всех модулей оценку 

' Чтт € L>2+e. 

В работах Ю. В. Линника показано, что теория L-рядов имеет 
приложения к аддитивным задачам с простыми числами; особенное 
значение при этом приобретают плотностные теоремы: под этим 
понимают теоремы, относящиеся к оценкам количества нулей 
L-функций, лелсащих в критической полосе. Ю. В. Линник открыл, 
что для многих аддитивных приложений нет необходимости в тео
ремах, относящихся к L-рядам. с индивидуальным модулем D, 
достаточно теорем, в которых производится осреднение по D. Это 
направление теории будем называть теорией L-рядов в среднем. 
Ю. В. Линник создал основной метод этого направления, так назы
ваемый метод большого решета. Характер полученных здесь резуль
татов можно продемонстрировать на так называемом усредненном 
законе распределения простых чисел в арифметической прогрессии 

max 
i «<*-D-e-çwS-Kr|-0(-H»)v 

где к (N, D, t) — количество простых чисел, принадлежащих про
грессии Dx + ' и не превосходящих границы N, <р (D) — обозна
чение для функции Эйлера. М. Б. Барбан получил эту теорему 

c v = j . А. А. Бухштаб, внеся улучшение в метод решета 

и используя теорему М. Б. Барбана, доказал, что всякое достаточно 
большое четное число представимо в виде суммы простого числа 
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и числа, имеющего не больше трех простых сомножителей. 
А. И. Виноградов и далее Э. Бомбьери довели исследование в изве
стном смысле до конца; это означает, что дал<е справедливость 
расширенной гипотезы Римана мало что прибавит к силе результата. 

А. И. Виноградов получил закон с v = -j, а в работе Э. Бомбьери 

получено, грубо говоря, снятие е. Следует отметить, что исследова
ние Э. Бомбьери вносит упрощение в методы. Теорема А, И. Вино
градова — Э, Бомбьери позволяет с единой точки зрения решать 
широкий класс задач, которые требовали для своего решения разных 
методов. Например, получено новое решение проблемы Харди 
и Литтлвуда о представимости достаточно больших чисел п в виде 
суммы простого и двух квадратов целых чисел: 

п = р + х* + у\ 

и некоторых других задач, которые были ранее решены дисперсион
ным методом Линника, и дано новое доказательство упомянутой 
выше теоремы Бухштаба. 

в) Теория характеров Гекке. Плодотворным аналитическим 
аппаратом теории чисел являются характеры величины или харак
теры Гекке, Поясним о чем идет речь. Пусть мы имеем поле гаус
совых чисел R (i), т. е. поле чисел вида а + Ы,,где а и b — рацио
нальные числа. Характер Гекке первого рода в данном случае 
имеет вид 

• » < « + » о - № ) ' . 

где k — фиксированное натуральное число. 
С помощью оценок тригонометрических сумм вида 

S Eh(x + iy) 
X2+y2=N 

Г. Бабаев получил теорему, которую, грубо говоря, молшо выра
зить так: если на окружности много целых точек, то они прибли
зительно равномерно распределены по углам; 

Количество целых точек, лежащих на окружности, зависит от 
разложения числа N на простые множители. Отметим следующее . 
обстоятельство, которое в свое время было замечено Б. И. Сегалом; 
если разложение N состоит из степеней фиксированных простых 
чисел, то можно применить теорему А. О. Гельфонда о приближе
нии отношения логарифмов алгебраических чисел, что ведет к зна
чительному усилению оценок; это новые применения теории транс
цендентных чисел. 

Характеры Гекке находят применение и в аддитивных задачах 
с простыми числами. Мы уже говорили о том, что Ю. В. Линник 
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получил асимптотическую формулу для количества представлений 
числа ft в виде суммы простого и двух квадратов: 

п = р + х* + у* 

{гипотетическую формулу Харди и Литтлвуда), главный член кото
рой 

У W - Inn l l l 1 + p ( p - l ) j l l p 2 _ p + X 4 ( p ) 
v vin 

(%4(ft) — неглавный характер по модулю 4). 
Недавно Б. М. Бредихин и Ю. В. Линник разработали метод 

доказательства того, что решения уравнения Харди — Литтлвуда 
асимптотически равномерно распределены по углам; было доказа
но, что для числа решений уравнения Харди — Литтлвуда, в кото
рых точка х + i y лежит в предписанном угле Аф, Q (п, Аф), спра
ведлива асимптотическая формула 

д(„ ) Дф) = АфС*(„)(1 + о ( ^ - ^ 8 ) ) . 

Доказательство этого соотношения может быть проведено в двух 
редакциях: это можно сделать эргодическим методом, а можно про
вести доказательство с помощью характеров Гекке. 

Метод характеров Гекке, как показал Г. Бабаев, распростра
няется и на исследование распределения решений обобщенного 
уравнения Харди и Литтлвуда 

n = p + q(x, у) 

по углам, где q (х, у) — целочисленная квадратичная форма, не 
обязательно одноклассная. 

Математический институт им. В. А. Стеклова, 
Москва, СССР 



ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

Н. В. Е Ф И М О В 

1. Предметом доклада являются задачи о связях меледу внут
ренней метрикой и внешними свойствами поверхностей трехмер
ного пространства Е3. При этом имеются в виду только те случаи, 
когда гауссова кривизна поверхности всюду отрицательна. Если 
считать, что метрика известна, а сама поверхность ищется или изу
чается, то задачи, о которых мы будем говорить, называют также 
задачами о погрулсении данной метрики в пространство Е3. Эти 
задачи молшо выразить с помощью системы двух квазилинейных 
дифференциальных уравнений. Для метрики отрицательной кри
визны они приводятся к гиперболической системе. Соответственно 
этому мы называем их гиперболическими задачами теории поверх
ностей. 

2. В недавний, период весьма интенсивно разрабатывались эллип
тические задачи, отвечающие случаю положительной кривизны. 
Здесь достигнуты завершающие успехи (главным образом в иссле
дованиях А. Д. Александрова и А. В. Погорелова). 

Гиперболические задачи, составляющие другую половину тео
рии поверхностей, разработаны в гораздо меньшей степени. 

Однако теперь и здесь наметились заметные сдвиги. В работах 
Амслера, Стокера, Оссермана, Ефимова, Позняка, Розендорна, 
Вернера, Шефеля и других авторов получен ряд конкретных резуль
татов, которые, как нам кажется, заслуживают внимания. Пожа
луй, дал<е полученный материал уже настолько велик, что систе
матический его обзор трудно сделать хотя бы и в часовом докладе. 
Поэтому мы будем говорить только о немногих вещах. Заранее ого
воримся, что их выбор существенно связан с математическими инте
ресами докладчика. На характер доклада повлияет также и наше 
стремление сделать его возможно более доступным. 

Мы хотим еще заметить, что излагаемые далее результаты уда
лось получить благодаря известному продвюкению в разработке 
общих методов, которые позволяют получать и другие выводы. Но 
дать представление о методах трудно, и к этому мы будем стремить
ся в наименьшей мере. 

3. В геометрии широкое изучение тех или иных областей часто 
определялось некоторым конкретным вопросом, который концен
трировал усилия и интерес математиков. Для эллиптических задач 

12-1220 
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таким вопросом была проблема Вейля. В гиперболическом случае 
аналогичная роль принадлежит проблеме обобщения теоремы Гиль
берта. 

Как известно, Гильбертом доказано, что регулярная поверх
ность постоянной отрицательной кривизны не может быть полной. 
Иначе говоря, если неограниченно продоллшть регулярный кусок 
поверхности с отрицательной и постоянной гауссовой кривизной, 
сохраняя кривизну постоянной, то мы неизбелшо натолкнемся на 
особенность в виде острия, или ребра возврата, или края, за кото
рый поверхность дальше нельзя продоллдагь, или какое-либо иное 
нарушение регулярности. Что касается условия регулярности, то 
после работ Хартмана и Уинтнера оно доведено до класса С2 (т. е. 
предполагается непрерывность вторых производных). 

Теорема Гильберта давно привлекала к себе внимание мате
матиков. Вместе с тем давно возникло предположение, что в тео
реме Гильберта условие постоянства кривизны не существенно. 
В самом деле, если обратиться к любым примерам полных регу
лярных поверхностей отрицательной гауссовой кривизны К (К <С 
< 0), то на каледой такой поверхности легко усматривается после
довательность точек, по которой К -*• 0. Представляется вероят
ным, что это обстоятельство имеет место вообще и что именно оно 
является существенным. Таким образом, речь идет о том, что в про
странстве Е3 невозможна полная регулярная поверхность с пере
менной гауссовой кривизной /С<! const < 0. То же можно выска
зать в виде следующей общей теоремы: в пространстве Е3на всякой 
полной регулярной поверхности sup/C<0. Мы будем называть ее 
теоремой А. Предпололсение об этой теореме публиковалось Кон-
Фоссеном и другими авторами. Долгое время оно не поддавалось 
доказательству и было основным ориентиром в работах, которым 
посвящен наш доклад. 

Заметим, что в данном случае сложность топологической при
роды поверхности не играет никакой роли, поскольку всегда молено 
от произвольной поверхности перейти к ее универсальной накры
вающей. Тем самым ясно, что вопрос достаточно решить, предпола
гая поверхность односвязной. Его можно формулировать таюке 
в терминах теории изометрических погружений. Будем рассматри
вать плоскость (х, у) и зададим на ней произвольную гауссову мет
рику ds2 с кривизной К < 0; плоскость с этой' метрикой обозначим 
через R2. Предположим, что метрика ds2 полна на плоскости, т. е. что 
многообразие R2 является полным метрическим пространством. 
Тогда теорема А равносильна утверждению: если К < const < 
< 0, то R2 не допускает регулярного изометрического погружения 
в Е3. 

Теорема Гильберта соответствует частному случаю, когда R2 

есть полная плоскость Лобачевского. 
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4. Коэффициенты метрики ds2 являются функциями от (я, у). 
Эти функции следует считать известными. Они входят в основную 
систему дифференциальных уравнений задачи об изометрическом 
погрул^ении в качестве определяющих параметров. Таким обра
зом, дело сводится к системе уравнений, заданной на обычной плос
кости (я, у). Как мы уже говорили, эта система, будучи квазилиней
ной, имеет в случае /<"< 0 гиперболический тип. 

Кал<дое решение основной системы, регулярное в некоторой 
области D плоскости (х, у), определяет изометрическое погружение 
этой области в £V Одновременно по данному решению в D уста
навливается сеть характеристик основной системы. 

5. Если кривизна поверхности постоянна, то основная система 
уравнений приводится к очень простому виду в локальных коорди
натах (и, v) сети характеристик. Но при переходе к поверхности 
переменной кривизны дело весьма затрудняется. В общем случае 
получается система вида 

*i = M t t» ü» ß> £"> ®)| gu = h{u* v, e, g, со); 
<ù"UV = F(U, v, e, g, © , * ; , . . . , ©;), 

где e, g — метрические параметры сети характеристик, ю — сете
вой угол. Правые части этой системы сложны и плохо обозримы. 
Делать непосредственно из такой системы какие-либо выводы прак-
тически нельзя. Поэтому естественно было прежде всего направить 
усилия к ее обработке. Мы считаем серьезной удачей, что для нее 
оказалось возмолшым найти вполне обозримые канонические фор
мы записи. Существенно при этом, что для некоторых валяных внеш
них величин, входящих в уравнения, получились внутренние оцен
ки (т. е. оценки, зависящие только от внутренней метрики). Об 
этом см. Н. В. Ефимов [1], Н. В. Ефимов и Э. Г. Позняк [2], [3],. 
Н. В. Ефимов 14], Э. Р. Розендорн [Б], [61, 17], [8]. Кроме того, см. 
Б. Л. Роледественский [91, Э. Г. Позняк [10], где основные урав
нения приведены к римановым инвариантам r, s в координатах (х, у)-
В римановых инвариантах они получают вид 

rx + sr'y = f(x, у, r, s), 

s'x + rs'y = f(x, у, s, r), 

где / — многочлен относительно r, s, коэффициенты которого являют
ся функциями от (х, у) и определяются метрикой. 

Удачная обработка основных уравнений продвинула общие 
методы для гиперболических задач теории поверхностей. В цитиро
ванных статьях содержится много конкретных результатов, которые 
получены с помощью дифференциальных уравнений. Некоторые 
из них мы сейчас сообщим. 

12* 
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6. Мы будем говорить о трех циклах теорем. 
I, Т е о р е м ы г и л ь б е р т о в а т и п а . Здесь речь будет 

идти о некоторых глобальных явлениях, связанных с медленным 
изменением гауссовой кривизны. Если пытаться выразить их в са
мых общих чертах, то молшо сказать, что медленное изменение 
кривизны предъявляет высокие требования к структуре сети харак
теристик и обременительно для поверхности. Эти явления в пол
ной мере проявляются и легко усматриваются, когда кривизна 
постоянна. Они проявляются также и в случае переменной, медлен
но изменяющейся кривизны, но лишь до известного порога, т. е. ес
ли кривизна изменяется в некотором смысле очень медленно. 

Пусть для простоты изложения всюду BD будет /С<—1. Пусть, 
кроме того, |/C' |<Ci = const, | /Ç*|<Ca = const, где производ
ные берутся по дуге любой геодезической. Последние два нера
венства сами по себе означают медленное изменение кривизны. 
Но мы рассматриваем некоторый класс метрик при условии, что 
Ci и С2 подчинены определенному дополнительному ограничению, 
Приводить его здесь мы не станем, ограничиваясь ссылкой на ста
тью [41; если не стремиться к общности, то можно считать, напри
мер, Ci = 1/2, С2 = 1. Этот класс метрик полезно как-нибудь наз
вать; будем говорить, например, что он состоит из метрик с весьма 
медленно изменяющейся кривизной. 

Условимся еще называть область D с метрикой ds2 простой зо
ной, если ее метрическая граница относительно ds2 состоит не более 
чем из двух связных некомпактных компонент. Для наглядности 
укажем примеры простых зон с евклидовой метрикой: полоса между 
параллельными прямыми, область между двумя ветвями гиперболы, 
полуплоскость, наконец, вся плоскость. 

Справедливы следующие теоремы: 
(1) Всякая простая зона с весьма медленно изменяющейся кривиз

ной при любом регулярном погружении в Ев может включать не более 
одной полной характеристики. 

Если кривизна изменяется недостаточно медленно, то эффект 
этой теоремы теряется. В самом деле, на обыкновенном геликоиде, 
очевидно, имеются простые зоны (даже сколь угодно узкие), содер
жащие бесконечно много полных характеристик (см. рис. 1). 

Из теоремы (1) сразу следует, что полное многообразие с весьма 
медленно изменяющейся отрицательной кривизной не допускает 
регулярного погружения в £3- Это утверждение установлено неза
висимо от теоремы (1) в совместной работе Н. В. Ефимова и Э. Г. Поз-
няка [3]. В свое время оно было первым результатом, включающим 
теорему Гильберта как частный случай. 

Приведем еще одну теорему того же цикла, где ограничение 
модулей вторых производных от кривизны не предполагается (дру
гие теоремы см. в статье [4]). 
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(2) Полное многообразие R2, кривизна которого отрицательна 
и удовлетворяет условию 

|grad l/V^K\ < 1/1/3, 

не может быть регулярно погружено в Е8 (Н. В. Ефимов [12]). 
Заметим, что здесь предполагается только, что / « О (отгорол<ен-

ность от нуля не требуется). Таким 
эбразом, для всех полных и регу
лярных поверхностей отрицатель
ной кривизны имеет место универ-
:альная оценка1) 

sup|grad l / K " = ^ > l / J / 3 . " 

II. Т е о р е м ы с у щ е с т в о 
в а н и я . Улсе на основании изло-, 
кенных сейчас предложений видно, 
1то полное многообразие R2 с от-
шцательной кривизной во многих 
случаях не допускает регулярного 
югружения в Е3. Наряду с этим 
юдавно Э. Г. Позняк (см. [10]) до
казал ряд теорем существования, 
юторые утверлдают возмолшость 
>егулярного погрул<ения для неко
торых частей такого многообразия. 
1риведем одну из них. 

Если на R2 всюду К < 0, то 
гюбая компактная часть R2 может быть регулярно погружена в Е8. 

Эта теорема получена ценою очень трудного анализа основной 
шстемы уравнений, как следствие большого числа вспомогатель
ных теорем (некоторые из них могут быть полезными и в других 
юпросах). 

Заметим, что для многообразия, которое, как и R2, гомеоморфно 
шоскости, но имеет знакопеременную кривизну, утверждение тео-
)емы, вообще говоря, неверно. Соответствующий пример построен 
Э. Г. Позняком [13]. Он очень прост по своей идее, и мы хотим его 
юобщить. Пусть S — поверхность с краем /, состоящая из частей S' 
i S" (см. рис. 2). Здесь S' — коническая поверхность с вершиной О, 
эегулярно продолженная в S" через замкнутую кривую t. Полный 
шутренний угол S' в вершине О берется равным 2я. Поэтому внут-
эенняя метрика поверхности S всюду регулярна. С другой стороны, 

г) Недавно другими методами (отличными от методов статьи [12]) автор 
усилил этот результат и получил соотношение sup | grad 1/Y — К \ = + о о . 
Добавлено в корректуре.) 

Р и с . 1. 
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Рис. 2. 

S' и S" подбираются так, что любые две точки кривой t соединяют^ 
на S" значительно более коротким путем, чем путь через точку О 
Отсюда следует, что метрика поверхности не мол<ет быть регулярнс 

погружена в Е3, так как в случае регулярной 
погрулшния на линии t нашлись бы две точ 
ки, расстояние меледу которыми в простран 
стве превосходило бы длину некоторого сое 
диняющего эти точки пути на S". Но этс 
невозмолшо. 

Поверхность S легко продолжить через 
до полного многообразия. Тем самым строит 
ся гомеоморфное плоскости полное многооб 
разие с регулярной метрикой, которое содер 
жит компактную часть, не допускающую ни 
какого регулярного погружения в Е3. 

III. Т е о р е м ы о р е г у л я р н о с т и 
Э. Р. Розендорном установлен ряд теорем 
которые гарантируют для поверхностей от 
рицательной кривизны наличие определен 
ных свойств регулярности в объемлюще! 
пространстве Е3 в зависимости от регулярно 
сти внутренней метрики (см. J6], [7], [8], i 
также [11]). 

Приведем для примера одну из теорем этого цикла: 
Пусть S — компактный кусок поверхности отрицательной кри 

визны, S'— сколь угодно узкая его полоса вдоль границы (см. рис. 3) 
Пусть поверхность имеет регулярность 
класса С2 и более высокую регулярность 
класса Сп (п > 2) в S'. Тогда, если мет
рика ds2 поверхности S принадлежит 
классу Cn+1, то сама поверхность имеет 
регулярность класса Сп всюду. 

Следует обратить внимание, что тео
рема установлена при весьма скупых 
требованиях начальной регулярности — 
от поверхности требуется всего лишь 
принадлежность классу С2. Поэтому 
Э. Р. Розендорну пришлось провести 
большую работу, преледе чем оказалось 
возможным применись аппарат диффе
ренциальных уравнений. Еще более тон
кими в смысле минимальности требований являются теорем1 
Э. Р. Розендорна об устранимости изолированных особенностей 
К сожалению, ввиду недостатка времени мы не можем на них оста 
новиться и отсылаем слушателей к цитированным выше статьям 

Рис. 3. 
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7. Теоремы гильбертова типа, о которых мы говорили выше, 
включают предлол^ение Гильберта как частный случай. Однако 
нельзя считать, что они означают какое-либо приблилсение к теоре
ме А, сформулированной в'начале доклада. В самом деле, предме
том этих теорем по существу является влияние скорости изменения 
кривизны на структуру сети характеристик; метод их доказатель
ства непосредственно связан с основной 
системой дифференциальных уравнений. 
Что же касается теоремы А, то в ней 
обусловлена только верхняя грань кри
визны, а характер локального поведе
ния кривизны молсет быть каким угодно. 
Таким образом, здесь приходится иметь 
дело с явлениями совсем другой приро
ды. Соответственно здесь потребовались 
и другие методы; точнее сказать, мы не 
видим подходов к этим вещам со сторо
ны дифференциальных уравнений. 

Теорема А была недавно доказана в 
результате некоторой специальной раз
работки геометрии отображений; см. 
Н. В. Ефимов [14], [15]. На более ран
них стадиях методы отображений при
менялись также в других вопросах о 
поверхностях отрицательной кривизны; 
см. Н. В. Ефимов [16], [17], [18]. Указанные сейчас работы со
ставляют отдельный цикл, мало связанный с тем, что излага
лось раньше. 

8. Мы постараемся хотя бы в самых общих чертах пояснить сущ
ность дела в теореме А. 

Ради наглядности обратимся к рис. 4, на которомг изобрал^ена 
часть универсальной накрывающей однополостного гиперболоида 
вблизи его горловой линии. Вследствие отрицательности кривизны 
отобрал<ение рассматриваемой поверхности на гауссову сферу по 
параллельности нормалей является локально гомеоморфным. Из ри
сунка видно, что это отображение в целом не грмеоморфно: образ 
поверхности многолистно покрывает некоторую зону сферы вблизи 
экватора. Но такое обстоятельство можно было бы предвидеть и 
заранее, без всякого чертел^а. В самом деле, с помощью подобного 
преобразования мы мол*ем добиться для гауссовой кривизны в рас
сматриваемой части поверхности неравенства К < — 1 . Тогда площадь 
образа на сфере больше площади прообраза. А так как площадь всей 
поверхности бесконечна, то перекрытия ее образа на сфере неиз* 
бежны. 

Рис. 4. 
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Совершенно такое же пололсение имело бы место, если бы в Е3 

существовала полная поверхность с кривизной / « c o n s t <;0 . 
Мы имеем в виду, что ее образ на гауссовой сфере был бы многолист-
ным. Поэтому для доказательства теоремы достаточно установить, 
что в данной ситуации отображение поверхности на свой образ на 
сфере доллшо быть гомеоморфным в целом; тем самым получится 
нулшое противоречие. 

9. Дело приводится, следовательно, к общему вопросу об усло
виях, при которых локально гомеоморфное отобрал<ение является 
гомеоморфным глобально. 

В цитированных статьях Н. В. Ефимова [14], [16] найдены пред
ложения, которые ̂ приводят к дифференциальным признакам го
меоморфизмов. Мы хотим обратить внимание, что они могут приме
няться не только в дифференциальной геометрии. Укал*ем одно 
следствие этих предлолсений, лежащее вне теории поверхностей. 

Пусть дано непрерывно дифференцируемое отображение всей 
плоскости (х, у) в плоскость (p, q) : p = p (x, у), q = q (x, у). Пусть 
и = {p, q), rot и=ру — р'х, Det и — якобиан p, q по х, у. Бу
дем предполагать, что Det и < 0. 

Имеет место теорема: если (rot и|<const, |Det w | > const > 0, 
то отображение (х, у) -*- (p, q) гомеоморфно, т. е. вся плоскость 
(х, у) взаимно однозначно отображается на свой образ в плоскости 
(Р. Ч). 

Заметим, что одного лишь сохранения знака Det и здесь недоста
точно. Например, в случае p = exsin у, q = ß*cos у имеем rot и = 0, 
Det и <С 0; однако в этом случае образ всей плоскости (х, у) много-
листен; нулевая точка (р = 0, q = 0) не входит в образ и является 
для него точкой логарифмического ветвления. 

10. Другое следствие тех же предложений относится к отобра
жениям поверхностей на гауссову сферу и приводит к доказатель
ству теоремы А так, как было указано выше. Теперь мы сформули
руем эту теорему с точным вырал^ением условия регулярности: 

В пространстве Е3 на всякой полной поверхности класса регу
лярности С2 верхняя грань гауссовой кривизны не меньше нуля 
(sup К>0) . 

Как мы видим, доказательство теоремы А получено не методами 
дифференциальных уравнений, а чисто геометрическими путями. 
Наоборот, из нее следует свойство всех решений основной системы 
уравнений терять регулярность. 

11. В теореме А допустимые поверхности предполагаются регу
лярными локально, но могут иметь любые самопересечения. По
просту говоря, наличие самопересечений никак не отражается на 
доказательстве. 
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Труднее проанализировать значение других условий теоремы. 
-1тобы это сделать, нужно хорошо представлять себе, какими вооб-
це бывают полные локально седловые поверхности. В связи с этим 
ш сообщим сейчас об интересных конструкциях Э. Р. Розендорна. 

Прежде всего — по поводу условия полноты. Как в последней 
'еореме, так и всюду раньше, когда мы говорили о полноте поверх-
юсти, мы имели в виду полноту в смысле внутренней геометрии. 
Заранее не ясно, в какой мере сильно 
1Граничивает это условие внешнюю 
труктуру поверхности, если ее кривизна 
ie меняет знака. Заметим, что у многих 
еометров имелось суеверие, будто в этих 
лучаях поверхность обязательно дол-
кна уходить в бесконечность объемлю
щего пространства. Э. Р. Розендорн по-
троил в Е3 локально седловую поверх-
юсть с гауссовой кривизной / « О и с 
юлной внутренней метрикой так, что 
,ся эта поверхность лелшт внутри дан-
юго шара; все ее бесконечно удаленные Рис. б. 
очки в смысле внутренней геометрии ле-
кат на периферии шара (см. [19]). Заметим, что поверхность, по-
троенная Розендорном, не имеет самопересечений. Этот пример 
[оказывает, насколько причудливыми могут быть седловые поверх-
юсти, дал<е при условии внутренней полноты, если /С-<0. Вместе 
: тем ясно, что интуитивная убежденность в справедливости теоре-
1ы А вряд ли имела серьезные основания. Конечно, не исключено, 
[то предположение К<.0 более существенно сул^ает класс рас-
матриваемых поверхностей. Но на этот счет никаких достовер
ных данных у нас нет. 

Обратимся теперь к условиям регулярности. В теореме А'пред-
галагается регулярность класса С2. Оказалось, что в смысле обычной 
:лассификации это предположение является точным: теорема не 
ерна улсе в классе С1»1 (т. е. при условии Липшица на первые 
[роизводные). Соответствующий пример, построенный Э. Р. Розен-
ррном (см. [7], [11]), прост по исходной идее, и нам хочется остано--
шъся на нем подробнее. 

Пусть z = ах2 — by2, a, b > 0,— гиперболический параболоид, 
де а и b подобраны с расчетом, чтобы в нулевой точке угол мелоду 
[рямолинейными образующими был равен я/3. Вырежем сектор 
[ежду этими образующими и размножим его в шести экземплярах. 
1меющиеся экземпляры молшо расположить вокруг точки О так, 
то получится гладкая седловая поверхность S («S £ С1); см. рис. 5. 
1орядок седла в точке О равен 2, т. е. здесь имеется так называемое 
безьянье седло. С помощью специальной и довольно сложной 



186 ЧАСОВЫЕ ДОКЛАДЫ ONE-HOUR REPORTS 

техники заглаживания нерегулярных седловых поверхности 
Э. Р. Розендорн строит поверхность S', близкую к S (S' « S) 
так, что 1) S' 6 С1; 2) S' \ О £ Сп, где ft может быть сколь угоди 
большим; 3) поверхность S' в точке О имеет гауссову кривизн; 
в смысле предельного значения; 4) гауссова кривизна на S' всюд; 
меньше нуля (/С<0), однако в точке О порядок седла остаетс: 

Рис. 6, 

равным 2. Возьмем четыре экземпляра поверхности S'. Если крас 
вой обрез поверхности 5' сделать специальной формы, то из.имек 
щихся экземпляров можно слолшть поверхность с четырьмя OTBef 
стиями, напоминающую тетраэдр (см. рис. 6). Теперь к отверстия 
можно пристроить четыре бесконечно сужающиеся трубки так, чт 
получится полная седловая поверхность. После дополнительно 
закладки получается полная поверхность класса регулярности С1»: 

на которой /С<const < 0. 
Наконец, по поводу условия о размерности объемлющего прс 

странства. Используя детали предыдущей конструкции, Э. Р. Розе! 
дорн построил в четырехмерном пространстве £ 4 полную, даж 
замкнутую поверхность, на которой всюду К < const <. 0. Степей 
регулярности этой поверхности может быть сколь угодно высоко! 

Таким образом, как в отношении условий регулярности, та 
и в отношении условий размерности объемлющего пространств 
формулировка теоремы А является по существу окончательной. 



H. В. ЕФИМОВ 187 

В заключение мы хотим сказать, что круг задач, которых мы 
касались, допускает практически неограниченное и вместе с тем 
вполне естественное расширение. По существу речь идет об изуче
нии седловых поверхностей вообще. К седловым поверхностям 
приводят многие вопросы математики. Сошлемся на работы 
В. П. Паламодова, где седловая поверхность встречается как 
естественная граница при продолжении решений некоторых систем 
дифференциальных уравнений, или на. исследование изгибаний 
торообразных поверхностей, которые проводил Ниренберг. И в том 
и в другом случае возникли задачи о седловых поверхностях, не 
решенные до сих пор. Но и помимо возможных применений, седло
вые поверхности сами по себе заслуживают внимания. Они являют
ся антиподами выпуклых поверхностей и составляют, вероятно, 
не менее интересный класс. Однако изучались они несравненно 
меньше, чем выпуклые поверхности. Может быть, это связано 
с тем, что выпуклые поверхности легко представляются наглядно, 
а седловые не поддаются столь непосредственному обозрению. 
Кстати, только что сообщенные примеры могут привести к мысли, 
что в разнообразии седловых поверхностей совсем нельзя разо
браться. Однако такой вывод ошибочен. Дело в том, что конструк
ции, о которых сейчас говорилось, не получаются уже при сравни
тельно слабых дополнительных условиях. Иногда даже удается 
точно установить их невозмолшость. Например, невозможно осу
ществить розендорновскую конструкцию поверхности класса С1»1, 
если только от метрики потребовать хотя бы скромной регулярно
сти. Таким образом, здесь существуют очень строгие зависимости. 
Несомненно, имеется много не известных нам содержательных 
теорем о седловых поверхностях, о том, что здесь может быть и чего 
нет. Построение содержательной теории седловых поверхностей 
является общей геометрической проблемой. Нам хотелось бы 
своим докладом привлечь к ней внимание. 

Московский университет, 
Москва, СССР 
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АНАЛИТИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ И РЕЗУЛЬТАТЫ 
ТЕОРИИ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 
В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

М. Г. КРЕЙН 

В этом году исполняется шестьдесят лет с момента, когда 
в Göttingen Nachrichten появилось четвертое сообщение Дави
да Гильберта. В этом сообщении Гильберт подвел итог своим иссле
дованиям по теории квадратичных форм с бесконечным числом 
переменных и по сути впервые получил для любого ограниченного 
самосопряженного оператора спектральное разложение. 

Работа Гильберта определила развитие теории операторов на 
многие годы; это был один из тех могучих толчков, которыми совре
менная математика обязана великому ученому. 

Исследования Гильберта тотчас же привлекли внимание многих 
выдающихся математиков мира; вместе с тем лишь к концу 20-х 
годов Дж. Нейман и М. Стоун выработали точное понятие не
ограниченного самосопрялсенного оператора и в обобщение 
результата Гильберта получили для такого оператора спектральное 
разложение. Одновременно Длс. Нейман построил удивительно 
прозрачную теорию расширений эрмитовых операторов. 

К этому моменту уже свершилось нечто непредвиденное и неве
роятное. Когда механики и физики прошлых времен при описании 
каких-либо явлений прибегали к линейным дифференциальным 
уравнениям, они делали это в глубоком убелдении, что истинные-то 
уравнения нелинейны, а их исследования являются исследованиями 
в первом приближении. 

И вдруг новая механика — квантовая механика объявила: 
линейность операторов, описывающих явления микромира, есть 
закон природы. Более того, этими операторами оказались имейно 
операторы, действующие в гильбертовом пространстве, — про
странстве состояний микрообъекта, 

Отныне к усилиям математического ума присоединилась физиче
ская интуиция с ее смелостью и прозрением. Это не замедлило 
сказаться. В связи с различными вопросами квантовой статистики 
и теории квантованных полей в теории возмущений линейных опера
торов накопилось к настоящему времени множество с математической 
точки зрения полуфабрикатов, и трудно хотя бы приблизительно 
себе представить, во что переплавятся они в математическом гор
ниле. В этой связи я укажу; например, на понятие S-матрицы 
Гейзенберга, которое как бы повторно роледается в математике. 
Это понятие обрело четкие математические контуры в теории воз-
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мущения "самосопряженных операторов: S-матрицу обнарулшвают 
в классических вопросах математической физики, в вопросах, 
связанных с теорией стационарных случайных процессов, и самое 
удивительное — в различных вопросах теории несамосопряженных 
операторов. 

Весьма значительные результаты в теории гильбертовых про
странств получены в процессе встречного чисто внутреннего раз
вития этой теории. В настоящее время мы наблюдаем, как на арене 
гильбертовых пространств разыгрываются события, свидетель
ствующие о том, что теория операторов в этих пространствах полна 
лшзни и устремлена к новым крупным проблемам. 

Я смогу рассказать здесь лишь об одной цепочке этих событий. 
Не знаю, удастся ли это передать, но все они принадлежат некоему 
связному мнолееству — некоему массиву, который имеет совер
шенно своеобразную архитектуру, свой особый аналитический 
аппарат и, можно далее сказать, свое особое исчисление. Сюда 
относятся различные вопросы теории эрмитовых, самосопряженных 
и несамосопряженных операторов, теории возмущений,' теории 
рассеяния, разнообразные вопросы теории пространств с индефи
нитной метрикой, теория прямых и обратных спектральных задач 
для канонических уравнений, различные аналитические проблемы 
и многое другое. 

1. Некоторые положения теории возмущений 

Условимся относительно некоторых обозначений и терминологии. 
Через 4ft = Ш (!Q) обозначим банахову алгебру всех линейных 
ограниченных операторов, действующих в сепарабельном гильбер
товом пространстве $, а через ©«> — замкнутый идеал кольца 8?, 
состоящий из всех вполне непрерывных операторов. 

Каледому оператору А £ ©оо соответствует последовательность 
s-чисел {sj (А)}™, которая определяется как последовательность 
всех собственных чисел неотрицательного оператора | А \ = 
= (Л*Л) ]/ 2>0, занумерованных с учетом их кратности в порядке 
убывания. 

Через @5р обозначаются идеалы Неймана — Шаттена: 

@ р = {А: A e ®оо, S s? (А) < со}. 

Особую роль играет идеал (Si — идеал ядерных операторов. 
Ядерный оператор А среди других операторов из ЯП характери
зуется тем, что в любом ортонормированном базисе {fy}j° у него 
существует абсолютно сходящийся матричный след, иными словами, 

оо 

ряд 2 (Aej, ej) абсолютно сходится. Этот матричный след, по тео-
*=1 
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зме В. Б. Лидского, совпадает со спектральным следом, 
е. с суммой собственных чисел оператора Л: 

sçA^(Aej,ej) = ^Xj(A). 
Для ядерных операторов А имеет смысл определитель 

det (I-A) = lim det || ôjk-(Ae3, eh) |jj = Ц (1 -%j (A)). 
3 

Известно, что в теории возмущений ядерные операторы выделяют-
I среди прочих вполне непрерывных операторов своим сравни-
У1ьно спокойным характером. Имеется в виду следующее: пусть 
го и Hi — два самосопряженных оператора, отличающиеся на 
церный Hi = Но + V (V 6'©i). Тогда всегда абсолютно непре-
ывный спектр операторов Но и Hi один и тот же; более того, абсо-
ютно непрерывные части этих операторов унитарно эквивалентны. 
го выяснилось в результате работ Розенблюма и Като. По поводу 
гих работ, как и ряда других предшествующих и последующих 
ажных исследований М. Ш. Бирмана, Т. Като, Дж. Кука, С. Ку-
оды, О. А. Ладыженской, К. Меллера, П. А. Рейто, Л. Д. Фад
еева, К. О. Фридрихса (основоположных), Я. М. Яуха и др. я 
огу лцшь отослать к двум книгам по теории возмущений — к 
ниге К. О. Фридрихса [1] и к книге Т. Като [2]. 

Как было установлено Г. Вейлем, Дж. Нейманом и С. Куродой, 
эзмущениями V из идеалов более широких, чем ©4, молено всегда 
эбиться того, чтобы непрерывный спектр превратился в точеч-
ый. Вместе с тем мы укажем сейчас идеал вполне непрерывных 
ператоров, который содержит в себе все идеалы ©р, и все же опе-
аторы из этого идеала оказываются вполне благонадежными в дру-
ях вопросах теории возмущений. Этот замечательный идеал ©^ 
ыл введен В. И. Мацаевым; его определение следующее: 

© И = { Л : Лсбоо, 2 т 5 ^ Л ) < ° ° } ' 

Оказывается, многие окончательные формулировки в спектраль-
ом анализе несамосопрял<енных операторов могут быть даны 
элько с помощью этого идеала. 

Приведем в качестве примера следующую теорему В. И. Ма-
аева [За]: 

Пусть оператор H — Я* имеет дискретный спектр (т. е. 
чектр, состоящий из собственных чисел конечной кратности с един-
ивенной точкой сгущения на бесконечности). Тогда, каков бы ни был 
ператор V 6 ©ю, система корневых векторов оператора А = H+V 
олна в g. 

Если oice вполне непрерывный оператор V не входит в © м , то 
айдется самосопряженный оператор H с дискретным спектром, 
шкой, что у оператора А = H + V спектра не будет вовсе. 
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Первая часть этого утверждения допускает более сильную 
формулировку, дополняющую известную теорему М. В. Келдыш; 
[4] о полноте. 

Вообще вопросы полноты системы корневых векторов линейны: 
операторов, как таковые, не входят в план доклада. В частности 
вне его останутся многочисленные исследования (в основном совет 
ских) математиков, отправляющихся от основоположной работь 
М. В. Келдыша [4]. Некоторое представление об имеющихся 
здесь возможностях и достюкениях молшо получить из nepBoi 
книги Гокра [6а], а также из обзорного доклада М. В. Келдыш* 
и В. Б. Лидского [5]. 

При изучении спектральных свойств операторов со слол^ньпу 
спектром вопрос о полноте заменяется вопросом о существованш 
у оператора достаточно полного набора инвариантных подпро 
странств. 

Здесь таюке исключительная роль принадлежит операторам 
мацаевского класса. 

Соответствующую теорему снова молено было бы сформулиро 
вать как теорему о несамосопряженных возмущениях самосопря 
женного оператора. Однако мы выиграем в общности и закончен 
ности, если перейдем от самосопряженных операторов к унитарным 

Пусть U —произвольный унитарный оператор, V £ ©©, и пустх 
весь спектр оператора Т = U + V находится на единичной окруж 
ности. Тогда каждой дуге единичной окружности 

оа,1з = {е*8: a < 0 < ß } 
отвечает инвариантное подпространство S a , ß оператора Т со еле 
дующими свойствами: 

1. Sa, р является максимальным инвариантным подпространством 
оператора Т, в котором спектр оператора Т лежит на дуге 6 а > р 

2. Если конечная система {о} открытых дуг ß покрывает единич 
ную окружность, то алгебраическая сумма соответствующие 
подпространств {2ь} плотна в ig. 

Для оператора Т, удовлетворяющего условиям теоремы, ка* 
показал В. И. Мацаев [36], выполняется «билогарифмическое уело 
вие»: 

J l n + l n + M r ( p ) d p < o o (е>0) , (1 
1 - е 

где 
MT(9) = max\\(T-VT1\\ (?Ф^ 

1£|=Р 
Условие (1), согласно исследованию Ю. И. Любича и В. И. Ма 

цаева, уже обеспечивает указанные в теореме свойства оператор* 
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Т. Из исследований этих же двух авторов следует, что билогарифми-
ческое условие (1) эквивалентно условию 

S Ц&<°°- W 
П = — о о 

Последнее условие в несколько усложненной форме впервые рас
сматривал Дж. Уэрмер. 

Необходимо отметить, что к работе Ю. И. Любича и В. И. Мацаева 
[7] тесно примыкают выполненная параллельно работа Е. Бишопа, 
работа Ч. Фойяша, предшествующие работы Дж:. Уэрмера и Ф. Воль
фа, а также недавняя работа Л. де Бранжа [8а]. В работах В. И. Ма
цаева и де Бранжа доказывается точность этой теоремы. Для фор
мулировки этого предлолеения заметим, что для обратимого опера
тора Т условие D r = / —• 71* Г É ©щ эквивалентно возмолшости пред
ставления Т в виде Т = U + V, где U — унитарный оператор, 
a V 6 6 . -

Пусть оператор D 6 ©«> \ ©щ, тогда при некоторых ограничениях 
на размерность ядра оператора D можно построить обратимый опе
ратор T(6SR), такой, что DT = D, и в каледом инвариантном отно
сительно Т и Г"1 подпространстве спектр оператора Т совпадает 
со всей окрулшостью. 

2. Диссипативные операторы и операторы сжатия 

Всякая линеаризованная механическая система, в которой имеет
ся диссипация энергии, описывается линейным оператором Л, плот
но определенным в $, со значениями формы (Af, f) в левой полу
плоскости: 

Re(Af,f)<0 (fe®A). 

В квантовой механике диссипация энергии характеризуется тем, что 
форма линейного оператора, описывающего физическую систему, 
лежит в верхней полуплоскости, т. е. 

Im (Л/, / ) > 0 (/6 Ф а ) . 

Для определенности, говоря о диссипативных операторах, мы будем 
иметь в виду операторы последнего типа, т. е. диссипативные опера
торы квантовой механики. 

Диссипативный оператор называется максимальным, если его 
нельзя расширить с сохранением свойства диссипативности. По 
теореме Ральфа Филлипса, для того чтобы диссипативный оператор 
был максимальным, достаточно, чтобы он имел хотя бы одну регу
лярную точку внутри нижней полуплоскости, и необходимо, чтобы 
все внутренние точки этой полуплоскости были регулярными. 
13—1220 
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Р. Филлипс показал также, что всякий диссипативный операто] 
допускает расширение до максимального. 

Как и в теории Неймана расширения эрмитовых операторов 
в исследованиях Р. Филлипса существенную роль играет преобра 
зование Кэли 

Т = (А—И)(А + и)-К 

Если оператор Л является максимальным диссипативным, то в это] 
и только этом случае преобразование Кэли будет давать оператор 
определенный на всем $ с нормой || Г Ц ^ Ь Такие операторы име 
нуются сжатиями. Как правило, всякий вопрос, касающийся ма 
ксимальных диссипативных операторов, можно переформулироват; 
как некоторый вопрос, относящийся к сжатиям. 

Мы преимущественно будем говорить о сжатиях, поскольк; 
понятие оператора сжатия является более элементарным. 

Сжатие называется простым, если ни на каком из своих инва 
риантных подпространств оно не индуцирует унитарного оператора 
По теореме Г. К. Лангера — Б. С. Надя — Ч. Фойяша, всяко 
сжатие распадается в ортогональную сумму унитарного оператор 
и простого сжатия. 

В наших целях достаточно ограничиться только простыми ежа 
тиями и соответственно только простыми диссипативными операто 
рами, которые определяются аналогично. 

Сжатие Т будем называть слабым, если выполняются два уело 
вия: 

а) оператор Т обратим: Т*"1 6 SR; 
б) оператор отклонения DT(= I — т*Т) оператора Т от унитар 

ного является ядерным. 
Условие а) молшо было бы заменить более общим, а именно 

у оператора Т существует хотя бы одна регулярная точка внутр] 
единичного круга. 

Хотя условие б) является весьма стеснительным, все же пр] 
переходе от слабых сжатий к соответствующим диссипативньи 
операторам получается класс операторов, содерлшций, в частности 
операторы, поролсдаемые радиальным уравнением Шредингер* 
с комплексным потенциалом достаточного общего типа. 

В исследованиях по теории линейных операторов общего тиш 
задача о построении континуального аналога теории элементарный 
делителей, подобно синей птице, всегда оставалось неуловимой 
Именно в поисках этой птицы И. М. Гельфанд пришел к теории ком 
мутативных нормированных колец — одному из самых красивы; 
творений современного анализа. 

Эти же стремления привели Н. Данфорда, Дж. Шварца и m 
последователей к развитию известной теории спектральных опера 
торов. 
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Однако после всего до недавнего времени трудно было указать 
жолько-нибудь общий класс операторов, для которого был бы по
строен некоторый аналог теории элементарных делителей, В настоя-
цее время можно уже говорить о некоторых достижениях в этом 
направлении. А если речь идет о слабых сжатиях, то со всей кате
горичностью можно утверждать, что здесь мы уже достигли Мыса 
Доброй Наделсды. 

Превде всего укажем, что для слабых сжатий можно построить 
некоторый эрзац векового определителя, а именно 

dT (С) = det (Г* ( Г - С/) ( / - СП"*)-

Пегко показывается, что под знаком определителя стоит выражение 
рипа / + Л, где Л Ç. ©i- Этот определитель допускает следующее 
представление: 

dT(£) = уЩрТ) Вт (С) ехр { - \ Д у ± 1 d<* (*)} , (3) 
*- о > 

-де Вт (С) — произведение Бляшке: 

a ю(*) — неубьшающая функция, нормированная условием a>(ö) = 
= Cû(+0) = 0. 

Все элементы в этом представлении допускают операторно-спек-
гральное истолкование. 

В частности, числа {hj} суть собственные числа сжатия Т, при
чем каждое из них фигурирует столько раз, какова его алгебраи
ческая кратность (т. е. какова размерность соответствующего кор
невого подпространства). 

Если в равенстве (3) положить £ = 0, то получим 
2Л 

1/det (Т*Т) = П | Х31ехр { — J dco (t)} . 
о 

Имеет место следующая группа утверждений: 
I. Пространство ig единственным образом распадается в квази-

грямую сумму двух инвариантных относительно Т и Т*1 подпро
странств (5 и fèo' 

« = в+во (©П& = {0};!+1о = £), 
где (S — замкнутая линейная оболочка всех корневых подпространств 
тератора Т. Спектр оператора Т в $ 0 лежит на единичной окруж
ности. ' • • :J 

13* 
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Система корневых векторов Т будет полной, т. е. ig = (S, в TON 
и только том случае, когда dT (Q = Вт (£), т. е. det (Т*Т) = [] | ^ |а 

Таким образом, следующие три утверледения эквивалентны: 

iê = ©<^>dr(Q = 5T(Ç)<=>det(T*r)=ni^|2. 
Обозначим через Го сужение сжатия Т на ig0. Пусть ut — ма

ксимальное инвариантное подпространство оператора Т0, в которое 
его спектр лежит на дуге eiQ ( О < 0 < t). Тогда 

со (t + 0) = — у In det (I+PtDTPt), (4; 

где P f — ортопроектор, проектирующий ig на ST, aDT = I —T*T, 
Оператор Л Ç SR называется одноклеточным, если множество все> 

его инвариантных подпространств упорядочено по вложению. Для 
оператора в я-мерном пространстве одноклеточность означает, чтс 
оператор состоит из одной лшрдановой клетки. 

Если у одноклеточного оператора Т (6 9Ü) оператор отклонения 
DT принадлежит мацаевскому классу, то, как легко заключить 
из предыдущего, спектр оператора Т состоит из одной точки, лежа
щей на единичной окружности. 

У одноклеточного оператора в n-мерном пространстве спектр так
же состоит из одной точки. Но это еще его не характеризует пол
ностью. Одна из полных характеристик такого оператора заклю
чается в том, что его резольвента имеет полюс п-го (максимального 
возмолшого) порядка. Оказывается, что среди слабых сжатий одно
клеточные также вполне характеризуются наивысшим порядком 
роста резольвенты. Точно теорема формулируется следующим обра
зом: 

II. Для того чтобы простое слабое commue Т было одноклеточ
ным, необходимо и достаточно, чтобы I) оператор Т не имел собст
венных чисел внутри единичного круга и 2) выполнялось равенство 

Шп {(1 - р ) 1пМг (р)} = —4-In det (Г*Т), (5) 
p f i L 

где, как и выше, 

М г(р)=тах || (T-U)-i\\ (Р^Ц-
1 £ 1 = р 

Если выполняется первое условие, но оператор Т не является 
одноклеточным, то в (5) имеет место знак < . 

В таком виде теорема приведена во второй книге Гокра [66]. 
Она представляет собой некоторую переработку с уточнением крите
рия Бродского — Кисилевского одноклеточное™ вольтеррова опе
ратора. Оператор Л называется вольтерровым, если он вполне не
прерывен и весь его спектр сосредоточен в нуле, 
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Не прибегая пока к понятию характеристической функции, тео-
)ему Бродского — Кисилевского [9] молшо сформулировать следую-
цим образом: 

1Г. Пусть А — вольтерров диссипативный оператор с ядерной 
шимой компонентой, т. е. 

ЛС©оо, а(Л) = {0}, Л.г = - 1 - ( Л - Л * ) > 0 , 8 рЛ,,<оо. 

Тогда оператор А одноклеточен в том и только том случае, 
югда 

lim г In || ( Л — i r i y 1 \ \ = 2spAj. 
гфО 

В линейной алгебре линейный оператор Л одноклеточен в том 
i только том случае, когда он имеет единственную точку спектра 
i цикличен, т. е. существует такой вектор Д что система /, Л/,..., Л""1/ 
доставляет базис пространства. Легко показывается, что всякий 
ограниченный одноклеточный оператор является циклическим, 
\ е. существует такой вектор /, что 

V Л7=«-

Однако в бесконечномерном гильбертовом пространстве, даже 
ели ограничиться вольтерровыми операторами, цикличность опе-
>атора, вообще говоря, не влечет его одноклеточности. Вместе с тем, 
:ак недавно показал Г. Э. Кисилевский, всякий циклический про-
той диссипативный вольтерров оператор с ядерной мнимой ком-
юнентой одноклеточен. 

Всякий линейный оператор, действующий в конечномерном про-
транстве, либо одноклеточен, либо распадается в прямую сумму 
дноклеточных. Г. Э. Кисилевский [10] распространил это предло-
кение на диссипативные вольтерровы операторы, действующие 
i гильбертовом пространстве. 

III. Всякий простой вольтерров диссипативный оператор с ядер-
ой мнимой компонентой либо одноклеточен, либо имеет место еле-
ующее: 

а) пространство ig распадается в квазипрямую сумму подпро-
транств SÄ (k = 1, 2, . . . , © < со), инвариантных относительно А: 

ß = 2 + S Ä , ЛЙАс=£А; 

б) сужение оператора A naäh(k = 1,2, ...) является одноклеточ-
ым оператором. 

Кардинальное число ю и положительные числа 

тА = Бр(Л|ЙА) 

уть инварианты оператора А. 
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Таким образом, для простых диссипативных вольтерровых one 
раторов с ядерной мнимой компонентой установлены аналоги мно 
гих основных предложений линейной алгебры. Однако следует 
особо подчеркнуть одно поразительное обстоятельство. Все эти ана
логи установлены для операторов, для которых н е т н и к а к о г о 
а н а л о г а в линейной алгебре. Действительно, если в линей
ной алгебре а (А) = {0}, то 

sp Л = sp AR + i sp Aj = 0, 

следовательно, spA} = 0, a так как Л / > 0 , то Aj = 0. Т а к т 
образом, оператор Л самосопряжен, т. е. в конечномерном про
странстве не существует простых диссипативных вольтерровых опе
раторов. 

Аналогичным образом показывается, что в линейной алгебре 
абсурдно понятие простого сжатия со спектром на единичной окруж
ности. 

Вместе с тем наиболее замечательные факты в теории сжатий 
относятся к простым сжатиям со спектром на единичной окружно
сти. 

Мы не исчерпали всех результатов, полученных для одноклеточ
ных операторов. Отметим, что родственные, иногда эквивалентные, 
иногда дополняющие результаты для сжатий были недавно получены 
Б.С.-Надем и Ч. Фойяшем в их замечательной серии работ по сжа
тиям1). 

В алгебраическом случае при исследовании спектральных свойств 
оператора невозмолшо обойтись одним вековым определителем. 
Тем более невозможно обойтись его суррогатом в бесконечномерном 
случае. В предыдущих утверл«дениях нам неоднократно приходи
лось обращаться к резольвенте оператора. Оказывается, имеется 
объект, который определяется значительно сложнее, чем резольвен
та, но который хранит в себе ключи к решению многих вопросов тео
рии несамосопряженных операторов. В частности, значительная 
часть предыдущих утверждений была получена с помощью этого 
объекта. 

Таким объектом является характеристическая функция несамо
сопряженного оператора. В настоящее время имеются разнообраз
ные определения характеристической функции — этого спутника 
несамосопряженного оператора. Молшо различать два типа харак
теристических функций. Функции первого типа характеризуют 
отклонение оператора от унитарного, а второго типа — от само-
сопрял^енного. Характеристическая функция 6Г(£) первого типа 

1) Эта серия публикуется в журнале Acta Math. Szeged начиная 
с 1953 г. и в настоящее время насчитывает 13 работ; в дальнейшем цитируют
ся только некоторые из этих работ. (См. примечание, добавленное при коррек-
Tt;no ня р.тп. 90Q N туре, на стр. 209.) 
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оператора Т определяется равенством 

где через |Л | обозначается операторный модуль самосопряженного 
оператора Л, т. е. неотрицательный оператор, квадрат которого 
равен Л2, а через Л | ß — сужение оператора Л на подпростран
ство 8. 

При каледом £, для которого (/ — ÇT*)"1 £ SR, значение 0Т(£) 
является линейным ограниченным оператором, действующим из" 
подпространства DT!$ в подпространство DT*!Q-

При весьма общих условиях характеристическая оператор-функ
ция задает простой оператор с точностью до унитарной эквивалент
ности. 

Впервые эта функция была введена в докторской диссертации 
М. С. Лившица в 1944 г. для случая, когда 

dimjDTJg= I. 

В этом случае 9Г(£)' является, в сущности, скалярной функцией, 
а сам оператор Т будет либо растяжением, либо сжатием. Вообще 
в случае, когда оператор отклоненияОт конечномерен, функцию 9Т (£) 
мюяшо рассматривать как матрицу-функцию. Для этого случая она 
по существу была получена в 1950 году М. С. Лившицем и В. П. По
таповым [13]. К сожалению, недостаток времени не позволяет изло
жить эволюцию этого важнейшего понятия — эволюцию, которая 
продолл^алась в течение двадцати лет под влиянием и при участии 
автора понятия и которая продолжается в настоящее время. 

В частности, я не имею возможности остановиться на характери
стической функции второго типа, также впервые введенной М. С. Лив
шицем и получившей существенное развитие в работах М. С. Брод
ского [14, 15а]. 

С совершенно новых позиций к характеристической функции для 
сжатий пришли в 1963 г. Б. С.-Надь и Ч. Фойяш [Па]. В работах 
этих авторов она впервые изучалась без предпололсения полной 
непрерывности операторов отклонения DT и Dr*. 

В случае сжатия Т определение функции 0Т (£) упрощается: 

о* ( 0 = [ Г - № £ (1-£Т*)-ЮУ2] | ВД. 

В этом случае оператор-функция 0T(Q голоморфна внутри 
единичного круга, причем 

1|0г(С)| |<1 ( |С|<1). • 

Умнолсая произвольный линейный ограниченный оператор на 
достаточно малую константу, можно превратить его в сл^атие со 
сколь угодно малой нормой. Затем для полученного сжатия можно 
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составить характеристическую функцию. Однако вряд ли можно 
рассчитывать на то, что характеристическая функция доставит 
в этом случае какую-либо новую ценную информацию. По-видимо
му, эта функция оказывается полезной, лишь когда оператор в ка
ком-то смысле близок к унитарному. До недавнего времени в рабо
тах советских математиков мерилом такой близости служило усло
вие полной непрерывности операторов отклонения DT и DT*- Но воз
можна близость другого рода, а именно подобие оператора Т уни
тарному, означающее существование ограниченного и обратимого 
S (S"1 6 SR), такого, что 

T = S~WS, (6) 

где U — унитарный оператор. Сравнительно давно было обнару
жено, что простое сжатие молсет быть подобно унитарному опера
тору. В алгебраическом случае всякое сжатие, подобное унитарно
му оператору, само является унитарным оператором. Большое дости
жение теории Надя — Фойяша составляет следующий общий кри
терий подобия сжатия унитарному оператору. 

IV. Сжатие Т подобно унитарному оператору в том и только 
том случае, когда при любом Е ( |Е|< 1) оператор 8Г(£) взаимно 
однозначно отображает подпространство DT!& на DT*SQ и 

sup||e* l(£)||<co. 
1У<1 

Легко видеть, что если некоторый оператор Т (не обязательно 
сжатие) подобен унитарному, то он обладает следующими двумя 
свойствами: 

а) а (Т) с { Л 0 < ср < 2я} 
и 

P) s U p( l - |S | ) | | (T -£ / ) - 1 | l < °o -

Как следствие критерия Надя — Фойяша получается, что в слу
чае сжатия Т эти условия являются не только необходимыми, но и до
статочными для подобия Т унитарному оператору; см. [6г]. 

Как заметил А. С. Маркус, молено построить операторы с напе
ред заданным спектром на единичной окружности, удовлетворяю
щие условиям а) и ß) и не подобные никакому унитарному. Разу
меется, всякий такой оператор уже не будет сжатием. 

Критерий Надя — Фойяша для слабых сжатий дает следующий 
достаточный признак: 

Слабое сжатие Т со спектром на единичной окружности подоб
но унитарному оператору, коль скоро его функция спектрального 
сдвига ю (t) принадлежит классу Lipi (0, 2я). 
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Если операторы отклонения конечномерны, то этот признак 
является также достаточным. Можно указать и другой случай, ког
да этот признак является достаточным. Для его получения требует
ся точный анализ структуры инвариантных подпространств опера-' 
тора. 

Если сжатие Т подобно унитарному оператору, то 
2Л 

Г = ^eudF(t), 
о 

где F (t) — некоторое косое разложение единицы, нормирован
ное, например, условием F (t — 0) = F (t) (0 < *<2зх, F (0) = 0, 
F (2я) = I). Обозначим через P (t) ортопроектор, проектирующий 
все пространство ig на подпространство F(t)JQ ( 0 < £ < 2 я ) . Раз
ложение единицы P(t) (0<£<2jt) называется спрямленной спек
тральной функцией оператора Т. Имеет место следующая теорема. 

Пусть заданы неотрицательный оператор H с \\ H || < 1 и неко
торое ортогональное разложение единицы P(f) ( 0 < £ < 2 я ) . 

Для того чтобы существовало сжатие Т, подобное унитарному 
оператору, с отклонением DT = H и со спрямленной спектральной 
функцией P(t) (0<^<2я), необходимо и достаточно, чтобы опе
ратор-функция Н^ъР (t) H1/* удовлетворяла условию Липшица 

|| Я1 / а (P (t)—P (s)) # 1 / а [| < const \t—s\. 

При выполнении этого условия оператор Т = U (I — V)-1, где 
2л 

U= J eildP(t) 
о 

и 
2Л 

V= I (I-P(t)HP(t))-ip(t)HdP(t), (7) 
о 

является единственным сжатием со свойствами: 
1) спектр Т лежит на единичной окружности, 
2) Р (t + 0)ig (0 < t<. 2я) является максимальным инвариант

ным подпространством оператора Т, в котором его спектр лежит 
на дуге е1* (0<ф<*). 

Здесь опускается формулировка аналогичной теоремы, дающей 
описание диссипативных операторов, подобных самосопряженным. 

В качестве примера рассмотрим в пространстве n-мерных век
тор-функций L<n>(0,l) оператор сжатия следующего вида: 

i 

(77) (t) = éW> f (t) + l К (f, s) f (s) ds, 
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где K(t, s) (0<tf, s < l ) — (для простоты) непрерывное эрмитово 
матричное ядро, порождающее ядерный оператор. Тогда функция 
(ù(t) вычисляется по формуле 

(t)= \ sp /С (s, s)ds, 

Принадлежность функции Où (t) классу Lip4 является необхо
димым и* достаточным условием подобия оператора Т унитарному. 

Это же условие (со Ç Lip!) для диссипативного оператора 

i 

(Af) (t) = a(t)f (t) + 2i\K (t, s) f (s) ds (f 6 L2 (0, 1)), 

где К (U s) — произвольное непрерывное эрмитово положительное 
ядро, является необходимым и достаточным для подобия оператора 
Л самосопряженному оператору. 

Последний результат для случая п = 1 и К (U s) = 1 был полу
чен ранее в статье [Ив]. При a(t) = t оператор Л всегда будет 
подобен самосопряженному (смг. [166]). 

3. Треугольное представление операторов 
и мультипликативные представления оператор-функций 

Сформулированная выше теорема, дающая полное описание 
сжатий, подобных унитарным, была получена Гокром [6 г] с исполь
зованием упоминавшихся результатов Надя — Фойяша, а также 
новых средств, связанных с теорией абстрактных треугольных 
и мультипликативных интегралов. В самой формулировке теоремы 
уже фигурирует треугольный интеграл (правая часть (7) ). 

Приведем ряд определений. Замкнутое (в смысле сильной схо
димости) мнолеество ортогональных проекторов Sß = {Р} называет
ся цепочкой, если оно упорядочено (естественным образом) и содер
жит проекторы 0 и /. Пара проекторов (Р-, Р+) (Р~<.Р+; Р± € ф) 
называется разрывом цепочки Sß, если в 5JS нет ни одного проек
тора, расположенного меледу Р- и Р+. Цепочка, не имеющая ни 
одного разрыва, называется непрерывной. 

Цепочка 5ß называется максимальной, если она не является 
правильной частью никакой другой цепочки. Цепочка *ß называет
ся собственной цепочкой данного оператора А (£ SR), если все под
пространства Р!& инвариантны относительно Л, т. е. если АР = 
= PAP (Р е $). 
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Согласно теореме Гильберта, всякий линейный самосопряжен
ный ограниченный оператор Я допускает представление 

ь 
ХаЕь, »-i 

где Е% — разложение единицы, порождаемое оператором Я. Пусть 
5ß — произвольная собственная цепочка оператора Я, содержащая 
цепочку {Ех}а<к<ъ> Тогда последний интеграл можно переписать 
в виде 

Я= $A,(P)dP=J %(P)PdP, 

где Х(Р) — верхняя грань спектра оператора Я в инвариантном 
подпространстве Pfè. Этот интеграл молено было бы назвать диаго
нальным интегралом вдоль цепочки. Он является частным случаем 
треугольного интеграла вдоль цепочки, имеющего вид 

J=^F(P)dP, (8) 

где F(P) — функция на цепочке с операторными значениями. 
Интеграл (8) понимается в смысле сходимости по норме операто

ров соответствующих частных сумм, причем предел понимается 
по направленному множеству всех разбиений цепочки $($. 

Если выполнено условие 

F(P) = PF(P), 

то интеграл (8) называется треугольным. В этом случае цепочка 5ß 
будет собственной для оператора J. 

В конечномерном случае треугольный интеграл в базисе, расши
ряющемся вместе с цепочкой $, будет изображаться треугольной 
матрицей. 

Простейшим треугольным интегралом, естественно, является 
интеграл 

^PCdP, <9) 

где С — вполне непрерывный оператор. Этот интеграл впервые 
появился в 1958 г. в работе М. С. Бродского в результате некоторой 
переработки треугольной модели несамосопряженного оператора, 
предложенной М. С. Лившицем. М. С. Бродский показал, что 
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для всякого вольтеррова оператора Л имеет место представ
ление 

A=\^PCdP, 

где Щ — какая-либо собственная максимальная цепочка оператора 
Л, а С = 2iAj (существование такой цепочки вытекает из результа
тов Неймана — Ароншайна — Смита [17]). 

Этим представлением, однако, не решался следующий вопрос: 
пусть наперед задан оператор С и цепочка 5ß; при каких условиях 
существует интеграл (9), а если он существует, то какому классу 
операторов принадлежит этот интеграл, когда оператор С при
надлежит тому или иному классу? В связи с этим вопросом были 
обнарул<ены весьма неолшданные связи между спектрами эрмитовых 
компонент вольтерровых операторов. Мацаевский класс операторов 
оказался и здесь исключительным по своей роли. Выяснилось, что 
интеграл (9) сходится вдоль любой непрерывной цепочки 5JS в том 
и только том случае, когда оператор С 6 ©ю- Самая трудная часть 
этой теоремы — достаточность — была доказана В. И. Мацаевым. 

Теорию треугольного интеграла (9), вместе с ее прилолсениями 
к самосопряженным краевым задачам для канонических систем 
дифференциальных уравнений, молшо найти во второй книге Гокра 
[66]. Там же можно найти прилолсения теории этого интеграла 
в вопросах устойчивости решений канонических систем дифферен
циальных уравнений с периодическим гамильтонианом. 

Мы не имеем возможности остановиться здесь на более общих тре
угольных представлениях операторов — представлениях, содержа
щих еще и диагональную часть операторов. 

В основе теории треугольного интеграла лежит идея существо
вания неких континуальных аналогов элементарной теоремы 
И. Шура о возможности приведения любой матрицы к треугольному 
виду с помощью унитарного преобразования. 

Лагранж за целое столетие до Шура предложил метод приведения 
квадратичной формы к сумме квадратов. На языке теории матриц 
этот метод давал, в частности, решение задачи о представлении 
положительно определенной матрицы в виде 

G = A*A, (10) 

где А —треугольная матрица. Континуальный аналог этой задачи 
в общем виде был рассмотрен Гокром [6]. 

В операторном случае задача формулируется следующим обра
зом: пусть, для простоты, G — пололштельно определенный опера
тор, a SJ5 — некоторая цепочка; требуется представить оператор G 
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в виде (10), где Л (£ SR) — некоторый оператор с собственной 
цепочкой Sß: PAP = АР (Р £ Sß). Будем называть эту задачу зада
чей о факторизации оператора G вдоль цепочки 5ß. 

Если эта задача допускает решение, то оператор Л определяется, 
очевидно, с точностью до правого унитарного множителя, коммути
рующего с проекторами Р £ 5JS. Однако если оператор G имеет вид 
G = I + Н, где Я £ (Зоо, а мнолштель Л разыскивается в тадом же 
виде Л = / + Х,Х£@оо,тов факторизации (10), если она суще
ствует, оператор Л определяется единственным образом. 

Оператор Л выражается через оператор Я и цепочку 5JS тре
угольным интегралом 

(Л—/)-i = / + J (I—PHPy^PHdP (11) 

* 

или мультипликативным*) интегралом 

Л=^ exp(dPHP(I—PHP)"1). 

¥ 
Оказывается, что принадлежность Я мацаевскому классу обес

печивает сходимость рассматриваемых интегралов вдоль любой 
непрерывной цепочки 5JJ. Если, однако, в случае простейшего тре
угольного интеграла (9) Гокру удалось показать, что условие C f 6 f f l 

является также необходимым, то здесь аналогичный вопрос остает
ся открытым. 

Следует подчеркнуть, что для фиксированной непрерывной 
цепочки 5ß интеграл (9) (или (11)) может сходиться даже и в том 
случае, когда оператор С (соответственно Я) не вполне непрерывен. 
Это будет, например, иметь место, если цепочка $ß является доста
точно гладкой по отношению к оператору С(Н). Именно с таким 
случаем мы и встретились в интеграле (7). 

Не вдаваясь ни в какие детали, укажем лишь, что та факториза
ция, которая встречается в теории уравнений типа Винера — Хоп-

*) Отметим вообще,- что при широких условиях треугольный интеграл 

/=Д F(P)dP 

связан с мультипликативным следующим равенством: 

( J + / ) " 1 = S exp(dPF(P)). 

Последний интеграл понимается как предел по норме соответствующих 
частных произведений по направленному множеству разбиений цепочки. 
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фа, укладывается в приведенную общую схему абстрактной задачи 
факторизации вдоль цепочки. 

В исследованиях Гокра задача факторизации не была самоцелью. 
Она розникла как некий промежуточный этап, необходимый для 
построения теории треугольных представлений операторов, бдизких 
к унитарным. Решение этой задачи сыграло валшую роль при полу
чении мультипликативного представления характеристической опе
ратор-функции операторов, близких к унитарным. Ограничимся, 
для простоты, случаем сжатия Т без спектра внутри единичного 
круга. Такое представление молшо записать в следующем виде: 

Г6 Г (С) = | Г | $ ехр ( - J J J ^ - J ) «•(?)£№»(?), .(12) 

где 5ß — собственная максимальная цепочка оператора Т, содер
жащая цепочку Pt, которая уже определялась, a SR (Р) — некоторая 
оператор-функция на цепочке 5ß, вычисляемая по вполне опреде
ленным правилам. В случае слабого сжатия или сжатия, подобного 
унитарному, интеграл определяется обычным способом. В других 
случаях, например, когда DT £ ©^ — а в этом случае представле
ние (12) всегда имеет место,— интеграл надо, вообще говоря, опре
делять специальным образом. 

Отметим, что в этих исследованиях Гокра принимал участие 
В. М. Бродский (младший). Они проводились под влиянием пред
шествовавших исследований М. С. Бродского [15а, б], которому 
удалось впервые получить мултипликативное представление харак
теристической функции (второго типа) для ограниченного оператора 
с вполне непрерывной мнимой компонентой как следствие треуголь
ного представления операторов. 

Отметим, что поскольку собственная цепочка 5ßr, вообще говоря, 
не определяется однозначно по оператору, то и представление (12) 
его характеристической функции не определяется единственным 
образом. 

Аналитические проблемы, связанные с описанием и классификаци
ей всех мультипликативных представлений характеристической 
оператор-функции данного оператора, по-видимому, и должны 
составить ту теорию, которая заменит теорию элементарных 
делителей при переходе от конечномерного случая к бесконечно
мерному. 

Изложенным чисто операторным исследованиям предшествовали 
фундаментальные исследования В. П. Потапова [18] -и его ученика 
Ю. П. Гинзбурга [19] о мультипликативном представлении аналити
ческих матриц- и оператор-функций. Сформулируем теорему 
В. П. Потапова для так называемого дефинитного случая. 
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Пусть 0 (£) — голоморфная внутри единичного круга матрица-
функция, значениями которой являются сжатия. Тогда 0 (£) допу
скает следующее представление: 

* ч _ 1ф(0 

e(0=£/J е х р { - Л ф ( О ^ ^ ( 0 } Д ( £ ) , (13) 

где 

s < 0 =n(-^- ig i'>»+«»)' 
J7 — постоянный унитарный оператор, ср (£) — неубывающая функ
ция (0 < ф (t) < 2я лри а < t< &), JF (0 — монотонная эрмито-
возначная матрица-функция, Pk — ортопроекторы, Qk = / — PÄ. 

Эта теорема обобщает соответствующую теорему о мультипли
кативном представлении голоморфной внутри круга скалярной 
ограниченной функции. Последнюю мы, в сущности, использовали 
при записи мультипликативного представления определителя dT (£) 
для слабого сжатия. Более общим классом скалярных функций 
является класс, введенный Р. Неванлинной,—так называемый класс 
функций ограниченного вида. Его известными подклассами являют
ся классы Ф. Рисса, М. Рисса, Харди и др. Ю. П. Гинзбургу уда
лось определить матричные и операторные аналоги этих классов 
и получить для них мультипликативные представления. 

Возникает вопрос, как связаны теоремы В. П. Потапова и 
Ю. П. Гинзбурга с теоремами о мультипликативном представлении 
характеристической оператор-функции? Связь самая тесная, хотя 
в настоящее время эти результаты не перекрывают друг друга. 
Дело в том, что всякая голоморфная внутри круга функция Э (£), 
значениями которой служат сжатия в некотором пространстве 5R, 
допускает следующее представление: 

e(C)=veT(C)®£/, (14) 

где V, U — некоторые постоянные унитарные операторы, а 0Т(£) — 
характеристическая функция некоторого простого сжатия Т. 
Последнее восстанавливается с точностью до унитарной эквивалент
ности и действует в некотором новом пространстве Jg. 

Представление (14) далее в случае скалярной функции 0(£), 
когда U = 0, а V — число, равное по модулю единице, уже состав
ляло некоторое открытие, сделанное М. С. Лившицем в упоминавшей
ся работе 1944 г. (см. [12а]). Впоследствии оно обобщалось этим авто
ром, его учениками и сотрудниками. Наконец, в самом общем виде 
это представление было установлено в работах Надя и Фойяша. Ряд 
результатов и общая идея связи мелоду мультипликативным пред
ставлением матрицы-функции цли оператор-функции и структурой 
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инвариантных подпространств некоторого несамосопряженного опе
ратора также принадлежит М. С. Лившицу, 

Большим успехом явились установленные Ю. П. Гинзбургом 
теоремы единственности мультипликативных представлений (13) 
•сжимающих матриц-функций, которые он распространил на так 
называемый ядерный случай. Характерно, что для получения опре
деленной части этих результатов пришлось воспользоваться связью 
•с теорией характеристических функций операторов и теоремами 
•об одноклеточности слабых сжатий. Отметим, наконец, что 
В. П. Потапов получил также мультипликативное представление 
для матриц-функций, мероморфных внутри единичного круга, 
значениями которых являются операторы сжатия по отношению 
к некоторой индефинитной метрике. Эти результаты, а тем более 
последующие обобщения Ю. П. Гинзбурга до сих пор не удалось 
в полном объеме получить чисто операторными методами. 

Следует надеяться, что в ближайшие годы будет ликвидировано 
расхонедение между тем, что дают чисто аналитические методы 
в проблеме мультипликативного представления, с одной стороны, 
и операторное методы, опирающиеся на треугольные представления 
и теорию характеристических функций, с другой стороны. 

Это расхоледение в значительной мере объясняется тем, что для 
операторов, близких к унитарным и отличных от сжатий или растя
жений, по-видимому, все еще не получено достаточно общего опре
деления характеристической оператор-функции. Дело в том, что при 
имеющихся определениях этой функции в индефинитном случае нет 
разложения, аналогичного разложению (14). 

Разумеется, когда речь идет о мультипликативном представлении 
оператор-функций, разделение методов на чисто аналитические и 
чисто операторные весьма условно. Ведь объект, подлежащий 
рассмотрению,— некий гибрид: это аналитическая функция, но 
ее значениями служат операторы. 

В частности, этот гибрид имеет особо сложную операторную при
роду в индефинитном случае. Мы не имеем никакой возможности 
останавливаться на трудностях, порожденных индефинитностью. 
Они доставили много неприятностей даже в конечномерном случае. 

В теории интеграла Стильтьеса — Коши играют важную роль 
формулы Сохоцкого — Племеля. В весьма широких предположени
ях аналоги этих формул для мультипликативных интегралов полу
чил Л. А. Сахнович [16 а, б]. Эти формулы позволили ему при 
достаточно общих предположениях о характере диссипативных 
возмущений построить теорию рассеяния, сходную во многом с тео
рией рассеяния Розенблюма — Като для самосопряженных опера
торов. Отмечу также перекрывающуюся с этими результатами 
недавнюю работу Тосио Като по теории уравнений Шредингера 

,с комплексным потенциалом [21. Я до сих пор ни разу не отметил, 
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что отправным пунктом исследований Секефальви-Надя — Фойяша 
слул<ит теорема Б. Секефальви-Надя о существовании у каждого 
сжатия унитарного растяжения. Последовательное развитие теории 
растялсения сжатий выявило ее связи с задачей о рассеянии и тео
рией прогнозирования стационарных случайных процессов. 

В результате выяснилось, что характеристическую функцию 
сжатия всегда можно трактовать как гейзенберговскую 5-матрицу 
соответствующим образом сформулированной задачи рассеяния. 

Все это обнаружилось, когда П. Лаке и Р. Филлипс построили 
новую теорию рассеяния акустических волн на препятствиях. Эта 
изящная теория замечательна единством методов классической 
математической физики, абстрактной теории операторов и идей, 
заимствованных из квантовой механики и теории прогнозирования 
стационарных случайных процессов. В этой теории и была предло
жена новая абстрактная схема задачи.о рассеянии, которая сразу 
сблизила исследования этих авторов с исследованиями Надя — 
Фойяша. Связь между двумя теориями четко разъяснена в недавних 
работах двух молодых математиков: В. М. Адамяна и Д. 3. Арова. 
В этих работах часть исследований четырех авторов, о которых 
шла речь, обобщена (в направлении дальнейшего их сближения 
с исследованиями по прогнозированию) в виде своеобразной теории 
сцеплений полу унитарных операторов [25 а, б, в, г]. 

Насколько мне известно, в самом недалеком будущем мы будем 
иметь удовольствие ознакомиться в деталях с теориями Надя — 
Фойяша и филлипса—Лакса по книгам этих авторов1). 

Здесь же укажу на недавнюю книгу М. С. Лившица [12 в], 
в которой изложены применения характеристической матрицы-
функции в разнообразных задачах теории электрических сетей, 
волноводов и задачах ядерной физики. 

4. Целые эрмитовы операторы 
и теория канонических представлений операторов 

Все предыдущие рассуледения носили сугубо несамосопряжен
ный характер. Вместе с тем, часть изложенного имеет кардинальное 
значение и в тех исследованиях по теории самосопряженных опера
торов, которые молшо объединить под названием «Теория канони
ческих представлений самосопряженных операторов». 

К концу 30-х годов после работ Т. Карлемана, Дж. Неймана, 
М. Стоуна и М. А. Наймарка теория эрмитовых и самосопряженных 
операторов казалась завершенной; создавалось впечатление, что 

Ц Во время подготовки настоящего издания указанные книги вышли в свет 
[21, 26]. 

14—1220 
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на долю последующих исследователей и поколений остается лшш 
внедрение законченной теории в смежные области математик* 
И физики. На самом деле, впереди лежали трудные вопросы, тре
бующие большого нового аналитического аппарата. 

Чтобы дать первое представление об одной из столь позднс 
замеченных проблем, напомним следующий элементарный факт иа 
линейной алгебры. Как известно, для всякого эрмитова оператора 
с простым спектром, действующего в конечномерном пространстве, 
существует бесконечное число ортонормированных базисов, в кото
рых оператор изображается якобиевой (т. е. трехдиагональной) 
эрмитовой матрицей. 

Этот результат непосредственно переносится на ограниченные 
операторы. Пусть G (Ç SR) — самосопряженный оператор с простым 
спектром. Простота спектра означает цикличность оператора G, 
т. е. наличие вектора и £ ig, для которого последовательность 
и, Gu, G2u, . . . полна в ig. Если эту последовательность ортогонали-
зовать по Шмидту, то в полученном базисе оператору G будет отве
чать якобиева матрица 

а% bi 0 

G< 
bi а2 &2 0 

0 b2 а3 

Это представление, разумеется, не единственно и определяется 
выбором производящего вектора и. 

А что произойдет, если наш оператор G = Я неограничен? 
Заведомо известно, что не для всякого оператора с простым спект
ром существует ортонормированный базис, в котором оператор 
будет изображаться якобиевой матрицей. 

С другой стороны, давно известно, что дифференциальные опе
раторы второго порядка следует рассматривать как континуальные 
аналоги операторов, задаваемых якобиевыми матрицами. Спраши
вается, достаточен ли запас дифференциальных операторов для 
получения изображения произвольного самосопряженного опера
тора Я по любому наперед заданному его производящему элемен
ту и? Этот запас оказывается,.вообще говоря, недостаточным, если 
даже допускать в качестве коэффициентов у дифференциального 
оператора обобщенные функции. Мы получим нужный нам класс, 
если введем в рассмотрение канонические дифференциальные опе
раторы. С помощью этих дифференциальных операторов уже молено 
описывать любые самосопряженные операторы, причем со спектром 
любой кратности. Центральным в этой теории является понятие 
целого эрмитова оператора. 
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Приведем определение целого оператора, точнее ^целого эрми
това оператора. Пусть Я — некоторый простой замкнутый эрмитов 
оператор с плотной областью определения ©(Я). Обозначим через 
Wz множество значений оператора Я — zl: 

Я», = (Я—г/)Ф(Я). 

Пусть й — некоторое подпространство в ig. Данный простой 
эрмитов оператор Я называется й-целым, если для любого г 

1) Шг = Шг И 2) 8fts + ß « e -

Отметим, что уже из первого условия следует, что дефектные чисда 
оператора Я равны, т. е. dim ($ 0 Wz) = dim S. Обозначим через 
% (z) косой проектор, проектирующий пространство ig на й парал
лельно Wz- Если оператор Я является Й-целым, то % (г) оказывает
ся целой оператор-функцией. Это означает, что отображение 
f~+f&(z) = % (z) f относит каждому вектору / £ ig целую функцию 
от z со значениями в й. Это отображение является одно-однознач
ным. При этом отображении оператор Я переходит в оператор 
умножения на z, т. е. если g = Я/, то g$(z) = zf%(z). Этим 
и объясняется название «fi-целый оператор». 

В полученном представлении скалярное произведение будет 
записываться следующим образом: 

оо 

(Л ё)= \ «S W**Wfo(*) • (Л *€«). (15) 
—оо 

где а (X) = о (К — 0) (а (— сю) = 0) — неубывающая ограниченная 
оператор-функция, значениями которой служат неотрицательные 
операторы, действующие в й. Если й одномерно, то все стоящие 
здесь функции можно рассматривать как скалярные. Для придания 
правой части более изящного вида использовано следующее обозна
чение для скалярного произведения векторов из й: 

(a,b) = b*a К о Си). 
Формулой 

о(Х) = Р2Е(Х)Р2, 

где Е(К) — какая-либо обобщенная спектральная функция опера
тора Я, a P ß — ортогональный проектор на й, описывается мно
жество S (Я; й) всех спектральных функций а(Я), дающих пред
ставление (15). Существует чисто аналитическое описание множества 
S (Я, й); оно получается с помощью так называемой резольвентной 
матрицы W(z) второго порядка, элементы которой суть операторы, 
действующие в й. В недавней работе докладчика и Ш. Н. Саакяна 

14* 
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.[23] было получено следующее компактное представление этой 
матрицы: 

^ - ( 7 - z F ( * ) g * ( 0 ) - * w < ° > ï tm 
() ~ \z$(z)$* (0) / + z%(z) F* (0))' Kl0) 

где F (z) — целая оператор-функция, союзная с функцией % (z); 
она определяется равенством 

F(z)=P a ( t f-2/)-*( l-*(2)) . 

С помощью этой матрицы-функции W (z) находится общий вид 
интеграла 

оо 

\тВ ' (<г<Х)€2(Я;3)). 
—оо 

Получаемый при этом результат следует рассматривать как обобще
ние классического результата Рольфа Неванлинны, дающего описа
ние всех решений неопределенной проблемы моментов. В некотором 
отношении это не является неожиданным. На спектральную функ
цию а (К) можно смотреть как на решение обобщенной проблемы 
моментов. В самом деле, %в равенстве (15) в левой части стоит 
известная величина для любых f и g £ ig, известными являются 
также функции f%(z) Hgg(z). Этот результат примыкает к старым 
исследованиям М. А. Наймарка и докладчика по описанию обобщен
ных резольвент и последующим работам А. В. Штрауса и его уче
ников. 

Неожиданным оказалось, что при весьма общих условиях W (—А 
является характеристической функцией (в смысле М. С. Бродского) 
некоторого вольтеррова оператора. Поэтому на основании результа
тов В. П. Потапова и М. С. Бродского эта функция допускает 
мультипликативное представление 

г 

W(z)=[ exp(—zJ$6(t)dt), 

где Sß (f) — функция, значениями которой являются ограниченные 
эрмитовы операторы, действующие в ортогональной сумме двух 
копий пространства й: й © й, a J — вещественный квадратный 
корень из — /: 

-(4 ?) 



M. Г. К Р Е Й Н 213 

Этому представлению отвечает каноническое дифференциальное 
уравнение 

/ - ^ = Ш ( * ) ф ( 0 < * < / ) . 

Сказывается, что множество 2 (Я; й) спектральных функций а (X) 
совпадает с множеством спектральных функций неполной краевой 
шдачи для приведенного канонического уравнения. Неполнота 
означает, что граничное условие задается только на левом конце. 
Три этом сами функции f%(z) можно интерпретировать как обоб-
ценные преобразования Фурье соответствующих функций из 
L2(0, /; й) с помощью определенным образом нормированной* фун-
*аментальной функции <p(t; X). 

Пусть теперь Я — произвольный самосопряженный оператор, 

Я= J XdE(X) 

— его спектральное разложение, а й — некоторое минимальное 
юспроизводящее подпространство, т. е. 

V {£(*.)£} = & 
I — оо<Я<оо 

Оказывается, оператор Я можно рассматривать как предел 
>асширяющейся системы й-целых операторов. Иначе это означает, 
[то ему можно сопоставить каноническое уравнение типа (15), одна-. 
[о уже на полуоси, которое будет иметь в качестве своей единствен-
юй спектральной функции функцию а(Х) = Р£Е(Х)Р%. 

Мы видим, что нам удалось обойтись уравнениями первого 
юрядка, однако фазовая размерность этих уравнений равна удво
енной размерности й (если й конечномерно). Если оператор Я 
голожителен и имеет простой спектр, то отвечающее ему канониче-
кое уравнение можно преобразовать в уравнение струны с про
дольным распределением масс. К сожалению, гамильтониан Se (f), 
юобще говоря, определяется неоднозначно. По-видимому, вопрос 
) том, какие дополнительные условия следует налагать на гамиль-
ониан Ш (t), чтобы он определялся однозначно, является вопросом 
тромной трудности, и вряд ли можно надеяться, что он будет решен 
; блюкайшие несколько лет. 

Для случая п = dim й = 1, когда спектральная функция 
г (X) — скалярная неубывающая функция, ей всегда можно сопоста-
;ить каноническую систему с вещественным гамильтонианом $Ё (t) 
со следом = 1). Около пятнадцати лет тому назад я пришел 
: предположению, что при такой нормировке в этом случае гамильт
ониан будет определяться однозначно. В ряде важных случаев оно 
шою было подтверждено. Полное доказательство этого предположе-
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ния недавно получил Луи де Бранж [86] в его исследованиях по 
гильбертовым пространствам целых функций. Тем самым было до
казано и второе мое предположение [24] о том, что всякий веще
ственный простой вольтерров оператор с двумерной кососимметри-
ческой компонентой является вещественно одноклеточным. 

Я не имею возможности сформулировать различные предположе
ния и проблемы, возникшие в теории канонических представлений 
самосопряженных операторов. Для развития этой теории весьма 
существенно распространить ее на тот случай, когда в качестве й 
выбирается пространство обобщенных элементов первого порядка 
сингулярности относительно оператора Я. Для случая конечно
мерного й соответствующее обобщение получается без труда. 
В случае бесконечномерного й здесь не выработана еще точная 
постановка проблемы. Вероятно, с этим связано, что до сих пор 
еще не построены целые эрмитовы операторы, изображаемые диф
ференциальными операторами в частных производных. 

Заканчивая свой доклад, я хотел бы подчеркнуть, что исполнял 
рбязанности не архитектора, а скорее гида, показывающего отдель
ные достопримечательности большого нового центра. Иногда мы шли 
медленнее, иногда мчались, пролетая стремглав целые магистрали. 
Естественно, за предоставленный короткий срок я не мог не огорчить 
руководителей целых районов, территории которых мы проскочили 
или даже обошли стороной. Приношу им мои извинения *). 

Одесский инженерно-строительный институт, СССР 
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О НЕКОТОРЫХ ПОГРАНИЧНЫХ ВОПРОСАХ АЛГЕБРЫ 
И ЛОГИКИ 

А. И. М А Л Ь Ц Е В 

В настоящем докладе мы хотим сделать обзор некоторых резуль-
атов и проблем, относящихся к математической дисциплине, воз-
[икшей в последние десятилетия на рубеже между математической 
[огикой и классической абстрактной алгеброй и пока не получив
ши общепринятого наименования. Наиболее часто она называется 
е о р и е й м о д е л е й и у н и в е р с а л ь н о й а л г е б -
о й, некоторые же говорят об о б щ е й а л г е б р е . 

Основными математическими структурами, изучаемыми в этой 
б щ е й а л г е б р е , являются алгебраические системы, т. е. 

нсамбли, состоящие из какого-то непустого множества и некоторого 
исла определенных на нем операций и отношений различных 
онечцых а р н о с т е й . Типичным примером алгебраической 
истемы может служить упорядоченное кольцо (А;—, -, < ; т ) , 
эстойщее из основного множества А элементов кольца, называемо-
э также его н о с и т е л е м , символов —, • , бинарных операций 
ычитания и умножения, символа < бинарного отношения поряд-
а и отображения т, ставящего упомянутым символам —, •, < те 
онкретные операции и отношение, которые служат значениями 
шволов в данном конкретном кольце. Совокупность символов. 
- , - , < , рассматриваемых вместе с их арностями 2, 2, 2, называет-
ï с и г н а т у р о й упорядоченного кольца. 

В общем случае с и г н а т у р о й называется пара Q/, Qp 

епересекающихся множеств и отображение a: Q/U^p-> N объе-
янения их в множество натуральных чисел N = {0, 1, 2, . . .}. 
лементы Q/ называются функциональными, а элементы из Qp — 
редикатными сигнатурными символами. В дальнейшем сигнатура-
множество всех сигнатурных символов будут обозначаться одной 
той же буквой Q. Отвечающее произвольному сигнатурному сим-

элу © £ Q натуральное число око называется а р н о с т ь ю сим-
эла со. 

Алгебраической системой данной сигнатуры Q называется 
зсамбль 

А-(Л;Й;т>, 

)стоящий из непустого множества Л, сигнатуры Q и отображения т, 
гавящего в соответствие каждому / £ Qf некоторую функцию-
:Л а ' -> А и каждому предикатному сигнатурному символу рбЦ* 
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некоторый предикат рх s Л а р . Функции /т и предикаты р% назы
ваются з н а ч е н и я м и соответствующих сигнатурных симво
лов f, р в системе А, а отображение т называется о з н а ч и в а ю 
щ и м о т о б р а ж е н и е м или просто о з н а ч и в а н и е м . 
Символ означивания т при записи алгебраических систем обычно 
опускается и вместо (A;Q; т) пишется (A; Q). Алгебраическая 
система называется а л г е б р о й , если ее сигнатура не содержит 
предикатных символов, и называется м о д е л ь ю , если ее сигна
тура не содержит функциональных символов. Алгебраическая 
система А конечна, если конечно ее основное множество А. 

Обычным путем определяются ' понятия подсистемы данной 
алгебраической системы и гомоморфного и изоморфного отображе
ний одной алгебраической системы в произвольную систему той же 
сигнатуры. Произвольная совокупность алгебраических систем 
•одной и той же сигнатуры Q называется классом систем сигнату
ры Q. Класс систем называется абстрактным, если он вместе с каж
дой своей системой содержит и все ей изоморфные. 

Идея о необходимости изучения свойств алгебр произвольной 
сигнатуры возникла еще в конце прошлого века.- Однако в течение 
•более трех последующих десятилетий она не получила сколько-
нибудь существенного развития. Вместо этого, с одной стороны, были 
созданы глубокие теории частных классов алгебр—полей, колец, 
групп, решеток, а с другой стороны, в математической логике были 
проведены широкие исследования простейших формальных языков. 
Во второй* пол овине 30-х годов было замечено, что объединение 
идей алгебраической системы и языка 1-й ступени позволяет сфор
мулировать предложения, специализации которых для классических 
систем — полей, групп — не только дают нетривиальные уже изве
стные теоремы теорий групп и полей, но дают ответ и на некоторые 
в то время открытые вопросы общей теории групп. Так на стыке 
классической абстрактной алгебры и математической логики воз
никла новая дисциплина — общая алгебра, в которой в отличие 
•от классической алгебры видное место заняли проблемы зависимо
стей между структурными свойствами классов алгебр и свойствами 
«формальных языков, на которых могут быть определены упомяну
тые классы. Полного развития исследования по общей алгебре 
достигли в послевоенные годы. Особенно значительные законченные 
результаты были получены в конце 50-х и 60-х годов. Достаточно 
назвать создание теории фильтрованных произведений и теории 
полных классов. Подробные обзоры этих теорий уже появились 
в журналах, и потому в дальнейшем мы будем рассматривать лишь 
другие направления исследований. 

Напомним еще несколько понятий. Пусть задана какая-нибудь 
сигнатура Q. Комбинируя по известным правилам сигнатурные 
символы, скобки, символы Xi, Хъ, . . . предметных переменных, 
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:имволы логических связок &, V» -*"» ~~1» — и кванторы 
V** — «для шоюдого элемента х% носителя А системы», 

3xt — «существует такой элемент Xt^A, что», 
юл учим конечные последовательности символов, называемые фор-. 
пулами 1-Й ступени сигнатуры Q. Например, последовательности 

(V*i) (V*2) (xi+x2 = x2 + xi)i (1) 
(V*4) (Э*8) (X* <Xi&Xi^ x2) (2) 

шляются формулами 1-й ступени любой сигнатуры, включающей 
шаки + , < . Если теперь заданы какая-нибудь алгебраическая 
система А сигнатуры Q и формула Л той же сигнатуры, то в соот
ветствии с содержательным смыслом символов, участвующих в запи
си формулы Jk, определяется истинность или ложность формулы Jk 
\ системе А. Например, если 

А = <{0, 1,2, . . . } ; + , < > , 

де символы +» < имеют обычные арифметические значения, то 
[юрмула (2) ложна, а формула (1) истинна в А. 

Символом % условимся обозначать класс всевозможных формул 
-ступени любой сигнатуры, а символом j£Q будем обозначать мно-
кество формул 1-й ступени, сигнатура которых содержится в Q. 
Томимо класса % далее нам потребуются некоторые подклассы 
юрмул специального вида. Напомним, что формулы, в записи кото-
>ых участвуют лишь функциональные символы и символы пред-
*етных переменных, называются термами (полиномами) от указан
ных переменных. Например, если+, Д суть бинарные функцио-
гальные символы, то выражения 

х + (х'/\у), (х + х) + (х+х) 

шляются термами от x, у сигнатуры { + , Д}. 
Введем теперь следующие специальные классы формул: 
J — класс тождеств, т. е. формул вида 

(VXi)...(y/Xn)P{fu f.). 

де Я—какой-нибудь предикатный сигнатурный символ или знак 
>авенства, а Д, . . ., Д — термы от х±, . . ., д^; 

& — класс квазитождеств, т. е. формул вида 

V*i) . . . (V*„) (P t (Д, ..., fr)& . . . &Ph(hi ha)->P(li Z,)), 

де Pi, . . ., Ph, P — некоторые предикатные сигнатурные симво-
[ы или знаки равенства, а Д, . . ., Д.» Ai» • • • » hs, hi • • м h— 

ермы от хи . . . , хп\ 
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V — класс общностных (универсальных) формул, т. е. формул 
вида 

( V * ) . . . (V*») Я, 

где $} — формула, не содержащая кванторов; 
V3 — класс формул вида 

(V*4).-.. (V*™) (Зл™+1) . . . (Зхп) Ж, 

где снова SS — формула, не содержащая кванторов; 
ЗВ — класс диофантовых формул, т. е. формул вида 

(3*0 . . . (lxm)(Pi(fi, . . . , Д.)& . . . &Pk(hu . . . , А.)), 

где Pi, . . ., Pk — предикатные символы или знаки равенства, 
а Д, . . ., Д» Ai hs — термы от xit . . ., л^. 

Пусть Г — класс формул 1 -й ступени какого-нибудь специально
го вида, например один из только что введенных классов J, 
&, . . ., 3), и пусть Ä — какой-нибудь класс алгебраических 
систем сигнатуры Q. Тогда Г-теорией класса Ä называется сово
купность ГА всех тех (закрытых) формул из Г, сигнатура которых 
содержится в Q и которые истинны в каждой системе класса Ä. 
Напротив, если задано какое-то конкретное множество формул Г, 
то через /СдГ обозначается класс всех тех алгебраических систем 
сигнатуры Q, на которых истинна любая формула из Г, сигнатура 
которой содержится в Q. В частности, /Со 0 является классом 
«всех» алгебраических систем сигнатуры Q. Он будет более кратко 
обозначаться через KQ. Через Äfln будет обозначаться класс всех 
конечных систем, принадлежащих Ä. 

Множество Щ& формул 1-й ступени сигнатуры Q является частью 
совокупности WQ всех конечных последовательностей, составлен
ных из символов сигнатуры Q, скобок, логических знаков &, . . . 
. . ., = , V, 3 и символа х *), т. е. является подмножеством множе
ства слов в алфавите, состоящем из упомянутых символов. Сово
купность всех слов в фиксированном алфавите несет на себе изве
стную структуру индуктивной алгебры, которая позволяет ввести 
для совокупностей слов понятия рекурсивности, рекурсивной пере
числимости и т. п. Эти понятия хорошо исследованы в теории алго
ритмов для конечных алфавитов, но недавно Р. Петер, Ф. Швенкель 
[9] изучили некоторые их свойства и для бесконечных алфавитов, 
что позволяет ныне говорить о рекурсивности или нерекурсивное™ 
теорий не только классов алгебраических систем конечной сигнату
ры, но и классов систем бесконечной сигнатуры. 

г) Как обычно, предметное переменное *j обозначается при этом сло
вом (хх... х). 
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В результате естественно возникают следующие 2 круга вопросов: 
1) для наиболее важных классов Ä алгебраических систем 

i наиболее интересных классов Г формул найти алгоритмическую 
1рироду теории ГА; 

2) для наиболее интересных классов формул Г найти общие 
1лгебраические свойства классов алгебраических систем вида 
KQTU г д е Г 4 s Г . 

Классы вида KoTi (Г4 s Г) обычно называются Г-классами. 
3 частности, J-классы называются м н о г о о б р а з и я м и , 
Й-классы — к в а з и м н о г о о б р а з и я м и и V-классы — 
у н и в е р с а л ь н о а к с и о м а т и з и р у е м ы м и классами 
или у н и в е р с а л а м и ) алгебраических систем. 

Мы хотим теперь сделать небольшие обзоры новых результатов 
i открытых проблем, примыкающих к указанным направлениям. 

1. Алгоритмическая природа теорий 

1.1. g-теории и теории тотальных классов. Вопрос о рекурсив-
юсти теории gKQ был известен как проблема разрешимости узкого 
1счисления предикатов. Для достаточно богатой сигнатуры Q он был 
>ешен отрицательно А. Черчем (1939) [10]. Вопрос о рекурсивности 
е̂ории TKQ, П Ф ш для различных типов формул Г и различных 

сигнатур Q привлекал внимание многих авторов. Один из наиболее 
;амечательных результатов этого направления был получен Ван 
£ао, доказавшим нерекурсивность теории V131V1KQ, где через 
/131V1 обозначен класс формул вида V*3#Vzi? (98 кванторов 
ie содержит); a Q состоит из одного бинарного и бесконечного числа 
щарных предикатных символов. Пользуясь методами Ван Хао, 
"уревич [12] получил в конце прошлого года в каком-то смысле 
жончательный результат в указанном направлении. Вводя вместе 
\ Гуревичем обозначения 

Г — некоторая совокупность слов вида (Qi*i) ( Q ^ ) . • • (QmXm) 

(Qt = V,3, Qt Ф Q i + 1, m = 1, 2, 3, . . .); 

Q — с и г н а т у р а , не содержащая функциональных символов; 
r ß — совокупность замкнутых формул пренексного вида, не содер

жащих знака равенства, имеющих сигнатуру Q, кванторная 
часть которых принадлежит Г; 

Го — то же, но допускается знак равенства; 

r 2 = {Vm3n: m, n = 0, 1,2, . . . } ; 

Г 8 = {З т У*З п : f = l , 2 ; m,n = 0, 1,2, . . . } ; 

H i — с и г н а т у р а , состоящая лишь из одноместных предикатных 
символов, 
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можно представить его результаты в следующем виде: 

RecrQKÛ <=> RecTSKÖ <=> Recr0(KÜ)fm <=> 
<=> Rec Tg (KQ)fin <=> ~1 Creat Г0КЙ <=> 

<=^Q^Q1Vrsr2ur3V(FinQ&Fin(r\(r2ur3))), 
где RecAÎ, Creat M, FlnAl означают, что совокупность M COOT 
ветственно рекурсивна, креативна, конечна. 

По традиции эти исследования причисляются к «чистой логике» 
Напротив, вопросы о рекурсивности теорий gÄ, ®Ä, JÄ, гд< 
Ä — тот или иной специальный класс систем, например клао 
групп или класс конечных групп, чаще относятся уже к теорш 
самого класса Ä (теории групп, теории конечных групп и т. п.) 
Исходными результатами этого направления можно считать теоремь 
Россера о нерекурсивности арифметики % ( N; + , • ) и Пресбурге 
ра о рекурсивности % ( N; + )• 

Значение этой области исследований стало особенно ясно посл< 
работ А. Тарского, доказавшего рекурсивность § { К; + , • ) 
% ( С; Н-, • ), и работы Ю. Робинсон [13], обнаружившее 
нерекурсивность % ( R; + , - . ) , где К, С, R — поля комплексных 
вещественных и рациональных чисел. В известной книге Тарского 
Мостовского и Робинсона [14] были подведены первые итоги разви 
тия новой области. Однако для очень многих важных классов $ 
алгоритмическая природа теории gÄ оставалась в то время неизве 
стной. В течение следующего десятилетия была доказана нерекур 
сивность элементарных теорий многих классов систем и, в частно 
сти, элементарных теорий вида 8Жиш т. е. элементарных теори! 
совокупностей всех конечных систем, содержащихся в тех ил! 
иных более известных классах Ä. Были найдены также сравнитель 
но немногие классы Ä, для которых теория gÄ оказалась рекур 
сивной. В обзоре Ершова, Лаврова, Тайманова и Тайцлина [15 
дана сводка результатов, полученных к 1964 году. 

В последние годы резко увеличилось внимание, уделяемое тео 
риям вида ГА для различных типов Г. С другой стороны, естествен 
но спрашивать, не только рекурсивна или нет какая-нибудь теорш 
ГА, но и какова ее степень неразрешимости. Наконец, большое 
интерес представляет и вопрос о том, для каких Ä, S, Г имеег 

место равенство ГЖ = Гй. 
В связи с работами по структуре теорий был развит ряд общйз 

методов. В частности, для доказательства неразрешимости теори! 
детально исследован метод интерпретаций. Для доказательств* 
рекурсивности наряду с прямым методом исключения кванторо! 
основное значение приобрел метод модельной полноты, открыты! 
А. Робинсоном [16]. Методы доказательств совпадения элементарный 
теорий также известны ныне в различных формах: метод перекиды 
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вания, метод ультрапроизведений, метод стратегий. Тем не менее 
и сегодня существует большое число важных теорий, алгоритмиче
ская природа которых остается совершенно неизвестной. 

Ниже я позволю себе указать ряд важных новых результатов, 
полученных после прошлого конгресса, и напомнить в связи с ними 
о некоторых открытых проблемах. 

1.2. Теория чисел. Одной из наиболее замечательных нерешен
ных проблем все еще остается так называемая 10-я проблема Гиль
берта: 

а) рекурсивна или нет теория 3)(N; — - )f 
Не решен и тесно связанный с этой проблемой вопрос: 
б) можно ли для любого рекурсивно-перечислимого множества M 

натуральных чисел найти такой многочлен f (х0, xi9 . . ., Хп)с целы
ми коэффициентами, что 

х6М<=>(Зуи . . ., yn)(f(x,yu . . ., #п) = 0)? 

Интересен также следующий' вариант проблемы Гильберта: 
в) существуют ли натуральное число s и целозначные многочлены 

fit(n), . . ., f8i(n), такие, что совокупность тех п, для которых 
разрешимо уравнение 

2 ±^ ( nV2^ ( n^...^ ( n )=o, 

является нерекурсивной? Если существуют, то каковы наименьшие 
значения s, t и степеней fhi (п)? 

Хотя эти проблемы остаются все еще открытыми, тем не менее 
эчень близкая проблема существования алгоритма, распознающе
го по коэффициентам полинома f(xu . . ., хт, yit . . ., ут) разре
шимость показательного уравнения 

/ \Xiy • • • 7 Хт, À , . . . , 2 ) = U, 

была решена отрицательно в замечательной работе Девиса, Путна-
ма и Робинсон [17]. Но и здесь остался открытым вопрос о нахожде
нии многочленов / по возможности простого вида, для которых 
все еще не существует алгоритма решения. 

1.8. Теория полей. В каком-то смысле родственными проблеме 
Гильберта являются вопросы о рекурсивности элементарных теорий 
классов полей. Поскольку на данном конгрессе этому вопросу 
посвящен специальный доклад Ю. Л. Ершова, я ограничусь лишь 
некоторыми замечаниями. В течение почти 15 лет известны были 
по существу только 2 класса бесконечных полей с разрешимыми 
теориями: алгебраически замкнутые поля фиксированной характе
ристики и вещественно замкнутые поля. В то же время число изве
стных классов полей с неразрешимыми теориями быстро росло. 
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Только в 1964—1965 гг. Аксом и Коченом [18] методом ультра 
произведений и независимо Ю. Л. Ершовым [19], [20], [21] методом 
модельной полноты была установлена разрешимость элементарное 
теории Р-адического поля и элементарных теорий ряда других полей 
Можно считать, что сегодня работами Ю. Л. Ершова и Акса — 
Кочена уже заложен фундамент теории полей, имеющих разрешимые 
элементарные теории. Отметим также, что, используя тонкий аппарат 
теории моделей, Акс, Кочен и Ершов смогли попутно доказать 
и некоторые гипотезы Ленга и Артина о формах. 

Работы по проблеме Гильберта и работы Акса, Кочена v 
Ершова представляются особенно интересными, так как они откры
вают пути «внедрения» теории моделей в область классической 
теории чисел и, возможно, в алгебраическую геометрию. 

Несмотря на большие успехи в изучении элементарных теорий 
классов полей, много очень простых по формулировке проблем, 
относящихся к этой области, остаются открытыми. Упомянем лишь, 
что сегодня не известно, рекурсивна или нет элементарная теория 

а) класса всех конечных полей (Ю. Р о б и н с о н ) ; 
б) поля рациональных функций от переменных Xi хт нас 

произвольным полем коэффициентов; 
в) поля тех комплексных чисел, которые могут быть построена 

при помощи циркуля и линейки, и его подполя вещественных чисел 
(A. T а р с к и й). 

В самой теории чисел большой интерес представляют проблемы 
эффективизации в теоремах типа теоремы Туе. Применение методоЕ 
теории моделей, возможно, окажется полезным и в этой области, 

1.4. Теория групп и полугрупп. Неразрешимость элементарной 
теории класса всех групп ® была установлена А. Тарским. Более 
тонкая теорема о неразрешимости ®<3 доказана П. С. Новиковым 
и Буном. В 60-х годах доказана нерекурсивность элементарных 
теорий многих классов групп, в том числе класса всех конечные 
групп, всех n-ступенно (я>2) разрешимых групп и т. п. Не изве
стно, рекурсивны или нет 

а) теория ®@л (проблема эквивалентности слов в классе (Зл 

л-стуценно разрешимых групп (п = 2, 3, 4, . . .)); 
б) теории 3)?п, 3Fn, %?п, где Fn — свободная группа ранга 

п (п>2); 
Недавно А. Д. Тайманов показал, что 

V3V3Fm = V3V3Fn (m, n > 2 ) . 

Однако все еще неизвестно, верны ли утверждения 

в) %?т = %?п (т,п>2); 

г) gG0 = %Gi & g # 0 = %Н^% (G0 * Н0) = % (Gi *Я4), 
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де Gt*Hi означает свободное произведение произвольных групп 
?*, Ht (i = 0, 1). 

Ю. И. Мерзляков показал, что в Fn нет неабелевых подгрупп, 
[редставимых позитивными формулами. Однако остается не
жным, 

д) есть или нет в Fn неабелевы формульные подгруппы, отличные 
m ¥п (п>2)? 

Еще в 1949 г. В. Шмелева доказала разрешимость элементарной 
еории класса всех абелевых групп. В 1964 г. Ю. Ш. Гуревич [22] 
.оказал, что элементарная теория класса всех упорядоченных 
белевых групп также разрешима. Им же найдены и условия совпа-
ения элементарных теорий двух упорядоченных абелевых групп. 
L И, Кокорин и Н. Г. Хисамиев [23] изучили элементарные теории 
труктурно-упорядоченных абелевых групп. Ими были найдены 
словия совпадения S-теорий структурно-упорядоченных групп, 
меющих конечное число нитей. Н. Г. Хисамиевым (1966) [24] было 
оказано, что V-теория абелевых структурно-упорядоченных групп 
екурсивна. Вопрос, 

е) рекурсивна или нет элементарная теория класса всех абелевых 
труктурно-упорядоченных групп, остался пока открытым г ) . 

Класс абелевых полугрупп более сложный, чем класс абелевых 
рупп. М. А. Тайцлин и А. Тарский показали, чтс элементарная 
еория класса абелевых полугрупп с сокращением нерекурсивна. 
\ текущем году М. А. Тайцлин [25] нашел серию классов абелевых 
олугрупп, имеющих разрешимые t-теории. В частности, он обна-
ужил, что ^-теория каждой отдельной конечно-порожденной абе-
евой полугруппы рекурсивна. 

Для теории абелевых полугрупп имеет принципиальное значение 
ледующая проблема изоморфизма: 

ж) существует ли алгоритм, позволяющий для любых двух полу-
рупповых конечных систем определяющих соотношений узнать, 
пределяют ли эти системы в классе всех абелевых полугрупп изо-
юрфные полугруппы? 

Для соотношений с двумя порождающими упомянутый алгоритм 
>ыл известен (ср. Редей [26]). М. А. Тайцлин указал соответствую
щий алгоритм для полугрупп с 4 порождающими. В классе абелевых 
юлугрупп с сокращением проблема изоморфизма была решена 
ï. А. Халезовым. М. А. Тайцлин нашел большое число других важ-
[ых классов абелевых полугрупп, в которых проблема изоморфизма 
1акже решается положительно. Если бы 10-я проблема Гильберта 

1) В сентябре 1966 г. Ю. Ш. Гуревич обычными методами решил эту 
[роблему отрицательно. 

1220 
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имела положительное решение, то и проблема изоморфизма дл* 
абелевых полугрупп решалась бы положительно. Верно ли обрат 
ное — неизвестно. 

Согласно П. С. Новикову, проблема изоморфизма в многообразие 
всех групп решается отрицательно. В многообразии абелевых груш 
эта проблема решается положительно. Она решается положительно 
и в нескольких других многообразиях групп, обладающих тел 
свойством, что все конечно-порожденные их группы конечны. Как 
решается проблема изоморфизма в других многообразиях — неизве
стно. В частности, неизвестно, как решается эта проблема в неабе-
левых полинильпотентных многообразиях групп и даже в много
образии метабелевых групп. 

1.5. Проблема тождеств. Рекурсивность теории JÄ для какого-
нибудь многообразия Ä означает, что свободные алгебры в классе 
Ä допускают конструктивное описание (см. [27]). Во многих случа
ях такое описание было найдено, например, если Ж — класс всех 
колец, ассоциативных колец, колец Ли, решеток или произвольное 
полинильпотентное многообразие групп. Однако существуют конеч
но-аксиоматизируемые многообразия коммутативных луп, J-теория 
которых нерекурсивна [27]. Интересно было бы выяснить, 

а) существуют ли конечно-аксиоматизируемые многообразия 
групп, обладающие нерекурсивной J-теорией, и 

б) существуют ли конечно-аксиоматизируемые многообразия ассо
циативных (или лиевых) колец, имеющих нерекурсивную У-теорию. 

В настоящее время неизвестно даже, 
в) является ли каждое многообразие групп конечно-аксиоматизи

руемым (Б. H е й м а н) и 
г) является ли конечно-аксиоматизируемым каждое многообразие 

ассоциативных (лиевых) колец ( Ш п е х т ) . 

1.6. Степени неразрешимости теорий. Из теоремы полноты Геде-
ля следует, что для каждого рекурсивно-аксиоматизируемого класса 
систем Ä теории Щ$, JA, ®Ä, VÄ заведомо рекурсивно-пере-
числимы. Какие степени неразрешимости могут иметь эти теории? 
В частности, какие степени неразрешимости могут иметь упомяну
тые теории для конечно-аксиоматизируемых многообразий Ä? Сов
сем нетрудно для каждой рекурсивно-перечислимой степени нераз
решимости построить бесконечно-аксимоматизируемый класс Ж, 
у которого теория ^Ж имеет заданную степень неразрешимости. 
Для конечно-аксиоматизируемых многообразий аналогичный резуль
тат получен Ханфом [8]. Тем не менее у всех естественных (т. е. 
построенных независимо от данной проблемы) конечно-аксиомати
зируемых классов Ä, у которых степень неразрешимости теории Ш$ 
известна, эта степень оказалась или нулевой (множество Ш$ 
рекурсивно), или наивысшей О'. 
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В связи с изложенным представляет особенный интерес следую
щий вопрос (Г ж е г о р ч и к): 

а) какова степень неразрешимости теории 

g (С; +,-,ехр>, 

где С — совокупность вещественных чисел? 
Пусть AT •— совокупность подмножеств некоторого топологиче

ского пространства Т и U , ', суть операции объединения, допол
нения и замыкания множеств. Рассмотрим теорию 

*Г^%(Ач\ U , ' , ~ > . 

Если Т — квадрат (0,1) X (0,1), то, согласно Гжегорчику [28], 
теория ЗГ нерекурсивна. Однако до сих пор неизвестно, 

б) какова степень неразрешимости 2Г, если Т — простой интер
вал (0,1) (Г ж е г о р ч и к), 

Было бы интересно найти возможные степени неразрешимости 
проблемы изоморфизма в конечно-аксиоматизируемых многообра
зиях, а также, пользуясь понятиями метрической теории алгорит
мов, найти степени с л о ж н о с т и теорий gÄ, JÄ в тех слу
чаях, когда эти теории рекурсивны. 

2. Многообразия и квазимногообразия 

2.1. Решетки подмногообразий. Пусть фиксирован какой-нибудь 
тип Г формул. Совокупность всех Г-подклассов произвольного 
Г-класса Ж является полной решеткой относительно теоретико-
множественного отношения включения. 

Эту решетку мы условимся обозначать через Lr$. 
Атомы решетки Lr/(ß называются Г-минимальными или Г-пол-

ными классами. Ясно, что Г-класс Ä тогда и только тогда L-мини-
мальный, когда решетка L r $ двухэлементная. Заметим, что наи
меньшим элементом в LrÄ может оказаться пустой класс. Создание 
общей теории g-полных классов (см. [29]) было, по-видимому, одним 
из главных событий в общей алгебре в последние годы. 

С чисто алгебраической точки зрения такое же большое значение 
имело бы и создание, по возможности, детальной теории J , & и V 
классов, наиболее простых с точки зрения логического языка, 
на котором эти классы задаются. Хотя удобные теоретико-множе
ственные характеристики указанных классов хорошо известны [34], 
тем не менее эти характеристики могут служить лишь отправным 
пунктом исследований. 

Началом общей теории многообразий алгебр можно считать 
статью Г. Биркгофа (1935) [4], а началом теории многообразий 

16* 
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t 

групп—статью Б. Неймана (1937) [30]. Уделяемое обоим этим аспек
там теории многообразий внимание резко увеличилось в 50-х годах. 
Прямой вопрос о явном описании решетки L^Ä для классических 
многообразий Ä оказался весьма трудным и был решен только для 
очень простых многообразий. Например, обозначим через SftÄ мно
гообразие всех й-ступенно нильпотентных и через @Ä многообразие 
всех Ä-ступенно разрешимых групп (k = 1, 2, 3, . . .; Ш± = @£ — 
многообразие абелевых групп). Давно известно, что решетка L^SRi 
состоит из подмногообразий Stm, выделяемых в 3̂ ± тождествами 
хт = i (m = о, 1, 2, . . Л, причем И<*з21„г равносильно услови-
вию d | т. Решетка L ŜJci недавно найдена А. А. Виноградовым 
[35]. В отличие от счетной решетки L^Wt решетка L^SRi оказалась 
мощности континуума. В настоящее время полностью описаны 
решетки L^5)fl2, Ly$l3 (см. [436], [37]) и частично решетка Lj&2. 
В связи с некоторыми гипотезами о строении решеток представляет
ся важным. 

а) найти полное описание решетки Ly<32 (Б. Н е й м а н 
и X. Н е й м а н ) , а такоюе найти строение решетки L^3l4-

Мало что известно о строении решетки LjS, где й — многообра
зие всех решеток. Наиболее известные ее элементы — это много
образие всех модулярных решеток и многообразие дистрибутивных 
решеток. Последнее из них является единственным атомом в LjS. 
Другие многообразия решеток указаны Икбалуннизой [39], а также 
Лёвигом [40]. По-видимому, пока не потеряна надежда, что решетка 
LjS или решетка ЪуШ (Ш — класс модулярных решеток) не очень 
сложна и удастся 

б) найти описание Ly& или L̂ Süft. 
Из общих соображений вытекает, что в каждом многообразии 

содержится хотя бы одно J-полное многообразие и в каждом квази
многообразии содержится хотя бы одно й-полное квазимногообра
зие. В частности, каждое минимальное многообразие содержит 
минимальное квазимногообразие. Однако не каждое минимальное 
квазимногообразие содержится в подходящем минимальном много
образии. Поэтому число минимальных квазимногообразий в про
извольном многообразии Ж больше или равно числу минимальных 
многообразий, содержащихся в Ä. 

Атомы решетки LjS для многих классических многообразий Ä 
были в явном виде найдены Калицким и Тарским. Калицкий дока
зал также, что многообразие всех группоидов содержит континуум 
минимальных подмногообразий. В текущем году этот результат 
был усилен Больботом (Новосибирск), показавшим, что многообра
зие группоидов, определяемое тождествами х-ху = ух-х ~ х, также 
содержит континуум минимальных подмногообразий. 
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Из теоремы компактности следует, что решетки LgÄ, Ly$, L$$ 
не могут иметь произвольное строение. Спрашивается, 

в) какие решетки могут быть реализованы в виде решеток L^Ä, 
L^Ä для подходящих многообразий (квазимногообразий) Ä? 

2.2. Группоиды квазимногообразий. Новый подход к изучению 
многообразий групп нашла в 1956 г. X. Нейман [31]. Она ввела 
ассоциативную операцию перемножения многообразий групп 
и предложила вместо решетки L<y® изучать полугруппу Gj® всех 
групповых многообразий относительно упомянутого умножения. 
Опираясь на результаты цитированной статьи [31], Б. Нейман, 
X. Нейман и П. Нейман (1962) [32] и независимо от них А. Шмелькин 
(1963) [33] показали, ч т о G j ® является свободной полугруппой с ну
лем и единицей. Однако мощность этой полугруппы (заведомо беско
нечная и не превышающая мощности континуума) остается все еще 
неизвестной. 

Вероятно, целесообразно по аналогии с умножением многообра
зий групп ввести следующее Ж-умножение любых подклассов про
извольного фиксированного класса Ä алгебраических систем. 
А именно для любых ÏÏ9S, S g Ä полагаем А £ SI ° й, если 
А £ Ä и существует такая факторсистема А/9, что А/Э 6 S и любой 
смежный класс а0 (а 6 А), являющийся Ä-подсистемой в А, при
надлежит Щ (см. [41]). Легко показывается, что если Аесть V-класс 
или Й-класс конечной сигнатуры, то Ä-произведение любых двух 
его V-подклассов (соответственно ß-подклассов) является снова 
V-подклассом (^-подклассом). Таким образом, наряду с решетками 
LVÄ, L^Ä в указанных случаях можно рассматривать группоиды 
GVÄ, Gß-R. Интересно отметить, что. даже в случае, когда Ä — 
многообразие полугрупп, Ä-произведение подмногообразий может 
не быть подмногообразием. Однако если на всех алгебрах какого-
нибудь многообразия Ä конгруэнции перестановочны и существует 
герм, все значения которого совпадают и образуют одноэлементную 
подалгебру в каждой Ä-алгебре, то Ж-произведение подмногообра
зий будет подмногообразием в Ä, т. е. в этом случае группоид 
GßÄ будет содержать Gy$ в качестве своего подгруппоида. Можно 
указать и условия, при выполнении которых группоиды G^Ä, 
GjSi будут ассоциативны (см. [41]). 

Пусть Ä — квазимногообразие конечной сигнатуры и й £ G^Ä. 
Ясно, что в общем случае fî-произведение двух подквазимногообра-
зий из й будет отличаться от Ä-произведения их и потому G^S 
не будет подгруппоидом группоида G$Ä. Если же окажется, что 

~ = й, то G^S будет подгруппоидом в G^Ä. Это показывает, 
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что, помимо нахождения общей структуры группоидов G^Ä, особый 
интерес представляет задача нахождения идемпотентов этих группо
идов. 

С последней задачей тесно связана задача Т. Тамуры [38] 
о нахождении так называемых д о с т и ж и м ы х подквазимного-
образий в данном квазимногообразии. Действительно, легко заме
тить, что из достижимости подквазимногообразия 9t в Ä вытекает, 
что 

(3eoSt)oSt = 3goSt 

для произвольного Ж 6 Gg Ä. При некоторых условиях верно и 
и обратное. 

Из сказанного выше вытекает, в частности, что если Ä — много
образие колец, луп или коммутативных луп, то подмногообразия Ä 
образуют группоид относительно ^-умножения. Возможно, что 
некоторые из этих группоидов будут иметь не очень сложную струк
туру. 

Сибирское отделение АН СССР, 
Новосибирск, СССР 
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АВТОМОРФНЫЕ ФУНКЦИИ 
И АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ГРУППЫ 

И. И. П Я Т Е Ц К И Й - Ш А П И Р О 

Введение 

Теория автоморфных функций от многих переменных совершен 
но не аналогична классической теории автоморфных функций о 
одного комплексного переменного. Одна из причин этого в том 
что все алгебраические кривые униформизируемы, в то время ка 
в случае многих переменных алгебраические многообразия, ка 
правило, не униформизируемы. Аналогичная ситуация имеет мест 
для дискретных групп. В случае одного комплексного переменног 
дискретные группы сравнительно просто строятся и описываютс 
с помощью геометрических соображений. В многомерном ел уча 
соответствующие дискретные группы строятся, как правиле 
с помощью арифметических соображений. Весьма вероятно, чте 
за небольшим числом исключений, все дискретные подгруппы полу 
простых групп Ли (не только вещественных, но даже и р-адических 
являются арифметическими группами. Точная формулировка это: 
гипотезы, обсуждение исключений из нее и некоторые обобщени 
даются ниже в п. 3 и 11 настоящего доклада. 

Совершенно не ясны в настоящее время истинное место и рол 
многомерных униформизируемых алгебраических многообразий, н 
ясен даже язык, на котором можно было бы описать эти многообра 
зия. Складывается впечатление, что стандартный язык алгебраиче 
ской геометрии не подходит для этой цели. Вполне возможно, чт 
для решения этой проблемы нужно алгебраизовать теорию авте 
морфных функций, т. е. придать ей форму, в которой она бы имел 
смысл над произвольным полем констант. 

Классическая теория абелевых функций полностью раствори 
лась в современной алгебраической теории абелевых многообрази 
над произвольным полем (см. также работу Мамфорда [25]). Подобн 
этому современная теория комплексно-аналитических автоморфны 
функций, быть может, лишь должна послужить источником дл 
какой-нибудь более алгебраической теории (например, теори 
алгебраических многообразий, обладающих квазиоднородным 
накрытиями; см. п. 9). 

В классической теории автоморфных функций от одного ком 
плексного переменного возможна и другая концепция, в которо: 
на первое место выдвигается не процесс униформизации алгебраиче 
ской кривой, а способы конструкции дискретной группы. Эта кон 
цепция также подверглась в последние годы значительному разви 
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тию и обобщению. Прежде всего отметим, что с точки зрения 
дискретных групп было неестественно ограничиться только слу
чаями, связанными с комплексно-аналитическими автоморфными 
функциями; более естественной является задача исследования 
дискретных подгрупп всех групп Ли, в первую очередь полупростых 
групп Ли. По-видимому, нецелесообразно ограничиться только 
вещественными группами Ли; /?-адические группы Ли должны 
занять равноправное место наряду с вещественными группами Ли. 
Не исключено, что наиболее интересные арифметические приложе
ния будут связаны именно с р-адическими группами Ли. 

Задача исследования свойств комплексно-аналитических авто
морфных функций и автоморфных форм трансформировалась в зада
чу исследования всех функций на данной топологической группе Gr 

которые инвариантны относительно данной дискретной группы Г. 
В основном здесь интересно разложить на неприводимые представле
ния представление группы G в пространстве L2 (T\G). 

Наиболее содержательным здесь является случай, когда G — 
группа аделей некоторой редуктивной алгебраической группы, 
определенной над Q, а Г — ее подгруппа главных аделей. В этом 
случае естественно возникают некоторые дзета-функции, тесно свя
занные с классической дзета-функцией Римана, а иногда даже явно-
выражающиеся через нее. Отметим также, что известная гипотеза 
Петерсона о собственных значениях операторов Гекке очень есте
ственно интерпретируется в терминах свойств неприводимых пред
ставлений, входящих в представление в пространстве L2 ( Г \ б ) ; 
см. [9], [22]. Более подробно об этом будет сказано в п. 6. 

1. Области существования автоморфных функций 

. Пусть D — ограниченная область в n-мерном комплексном про
странстве, а Г — дискретная группа аналитических автоморфизмов*. 
(взаимно однозначных аналитических отображений) области D на 
себя. Мероморфная в D функция, инвариантная относительно всех 
преобразований из группы Г, называется автоморфной функцией. 
В случае когда D — единичный круг, накладывается дополнитель
ное ограничение мероморфности в параболических вершинах гра
ницы. 

Наиболее важный класс областей для теории автоморфных 
функций — это так называемые ограниченные симметрические обла
сти. Как известно, область D называется симметрической, если для 
каждой ее точки г0 существует инволюция, т. е. автоморфизм ср0. 
области D, квадрат которого равен единице и у которого нет в обла
сти D неподвижных точек, за исключением точки z0. Всякая ограни
ченная симметрическая область однородна, но обратное неверно. 
Каждая ограниченная симметрическая область является одновре-
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менно симметрическим римановым пространством. Пользуясь этим, 
.3. Картан [1] полностью расклассифицировал все ограниченные 
•симметрические области. 

Типичным примером симметрических областей является так 
"называемый круг Зигеля. Пусть р — некоторое положительное 

целое число. Рассмотрим ^i^Li-мерное комплексное пространство, 

точками которого служат симметрические матрицы Z порядка р. 
Обозначим через Кр совокупность таких матриц Z, у которых все 
собственные значения матрицы Z меньше 1. Кр есть круг Зигеля. 

Упомянем здесь также об ограниченных однородных областях. 
Полная классификация и исследование свойства однородных обла
стей были получены сравнительно недавно [15], [16], [17]. Оказалось, 
что они обладают рядом свойств, сходных со свойствами симметри
ческих областей. Например, все однородные области обладают 
реализацией в виде неограниченной аффинно однородной области, 
-аналогичной реализации, которая существует для симметрических 
•областей. Все однородные области гомеоморфны внутренности шара 
и т. д. Однако однородных областей значительно больше, чем сим
метрических, например число симметрических областей данной раз
мерности конечно, а однородных областей, начиная с размерно
сти 7, уже континуум [17]. 

Хотя однородные области обладают многими свойствами, анало
гичными свойствам симметрических областей, их непосредственная 
роль в теории автоморфных функций, видимо, невелика. Это объяс
няется следующим. Наиболее важную роль играет класс дискретных 
групп с конечным объемом фундаментальной области. Таких диск
ретных групп нет в однородных несимметрических областях. 

Насколько знает автор, в настоящее время неизвестно, могут ли 
•существовать неоднородные ограниченные области с дискретными 
группами аналитических автоморфизмов с конечным объемом *) 
«фундаментальной области. 

Очень возможно, что пространство Тайхмюллера является такой 
областью. Эту гипотезу высказывал профессор Берс. Не исключено, 
что такие области можно построить, рассматривая подходящие 
подмногообразия симметрических областей, аналогично тому, что 
всякую ограниченную однородную область можно вложить в виде 
комплексно-аналитического подмногообразия в симметрическую 
область, например в круг Зигеля /Ср при некотором достаточно 
большем р. Это вложение даже можно сделать однородным, т. е. 
таким, что подгруппа группы всех аналитических автоморфизмов 
•области /Ср, переводящая данное подмногообразие в себя, транзи-
тивна на нем [15]. 

г) Имеется в виду объем в смысле меры, связанной с метрикой Бергмана. 
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2. Поля автоморфных функций 

Совокупность всех автоморфных относительно данной дискретной 
группы функций, очевидно, образует поле. Какова структура этого 
поля? Это один из центральных вопросов классической теории 
комплексно-аналитических автоморфных функций. В типичных 
случаях это поле является полем алгебраических функций от тако
го же числа переменных, какова размерность области D. 

Пусть D — единичный круг: | z | < 1, Г — дискретная группа 
дробно-линейных преобразований D на себя. Обозначим через Р 
поле автоморфных функций относительно группы Г. Хорошо изве
стно, что поле Р является полем алгебраических функций от одного 
переменного тогда и только тогда, когда факторпространство JD/Г 
имеет конечную площадь в смысле меры Лобачевского. Весьма 
вероятно, что аналогичная теорема справедлива для любой ограни
ченной симметрической области или даже для любой ограниченной 
области D. Однако, насколько известно автору, это до сих пор .не 
доказано. 

3. Арифметические группы 

Наиболее важный класс дискретных групп в симметрических 
областях — это арифметические группы. Типичным примером ариф
метической группы может служить модулярная группа, т. е. группа 
дробно-линейных преобразований верхней полуплоскости Im z > О 
с целыми коэффициентами и определителем 1: 

az+b 
z—> T . . 

CZ + fl 

Арифметические группы определяются как множества целых точед 
некоторой алгебраической группы, определенной над полем рацио
нальных чисел Q. 

Напомним вначале определение алгебраической группы. Пусть 
GL (п, С) — совокупность всех комплексных невырожденных матриц 
порядка п. Алгебраической группой называется подгруппа группы 
GL (п, С), выделяемая условиями обращения в нуль некоторого 
числа полиномов от элементов матриц. Если эти полиномы можно 
выбрать так, чтобы все их коэффициенты принадлежали полю 
рациональных чисел Q, то говорят, что эта группа определена над 
полем Q. Если k — некоторое кольцо, то через Gh обозначается 
множество точек группы G, определенных над k, определитель кото
рых есть единица кольца k. Подгруппа Gz (Z — кольцо целых чисел) 
называется арифметической подгруппой группы GR. Любая дискрет
ная подгруппа Г группы GR, пересечение которой с подгруппой Gz 



236 ЧАСОВЫЕ ДОКЛАДЫ ONE-HOUR REPORTS 

представляет подгруппу, имеющую конечный индекс как в Г, та* 
и в Gz, также называется арифметической подгруппой. Отметил 
еще следующее. Пусть группа GR представляет собой прямое про 
изведение компактной группы /С и некоторой группы G±. Обозначил 
через ф естественную проекцию GR на Gi. Нетрудно видеть, что q 
переводит множество, дискретное в GR, в множество, дискретное 
в Gi. Следовательно, <p(Gz) представляет собой дискретную подгруп 
пу группы Gf. Дискретные группы, получаемые такой конструкцией 
из арифметических групп, также называются арифметическим* 
группами. Таким образом, окончательно для описания всех арифме 
тических подгрупп данной вещественной полупростой группы Л* 
Gj нужно найти все алгебраические группы G, определенные над Q 
и такие, что GR = К X Gu где К> — некоторая компактная групп? 
Ли. 

Фундаментальный результат принадлежит А. Борелю и Хариш-
Чандра [4]. Они показали, что если G — полупростая группа Л* 
и Г — ее арифметическая подгруппа, то объем факторпростран 
ства Г \ G конечен. 

Давно известно, как построить дискретные группы в плоскост* 
Лобачевского с конечной площадью фундаментальной области 
В других случаях очень долго не удавалось построить такие приме 
ры. А. Сельберг высказал гипотезу, что все дискретные подгруппы I 
полупростых вещественных групп Ли с конечным, объемом фактор-
пространства, за небольшим числом исключений, являются арифме
тическими группами. В пользу этого предположения говорят полу
ченные недавно замечательные результаты А. Вейля [20] и А. Сель-
берга [3]. 

А. Вейль показал, что пространство несопряженных дискретные 
подгрупп вещественной простой группы Ли G с компактным фактор-
пространством состоит из изолированных точек (если G отличнс 
от группы вещественных матриц второго порядка). 

А. Сельберг при тех же предположениях показал, что существует 
представление группы G, при котсром все элементы группы Г запи
сываются матрицами с алгебраическими элементами. Последний 
результат с первого взгляда кажется эквивалентным гипотезе о том, 
что группа Г арифметическая. Хотя это впечатление и обманчиво, 
все же надежда использовать этот результат для доказательства 
гипотезы А. Сельберга остается. 

В настоящее время гипотезу А. Сельберга удалось доказать 
лишь при некоторых дополнительных предположениях. Наиболее 
интересный результат в этом направлении принадлежит самому 
А. Сельбергу, который рассматривал дискретные группы в произве
дении п (п > 1) плоскостей Лобачевского. Этот результат был 
объявлен А. Сельбергом на международной конференции по теории 
функций комплексного переменного в Ереване в 1965 г. 
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Другой результат в этом направлении принадлежит докладчику. 
)н состоит в том, что всякая дискретная подгруппа типа Гекке 
[ростой группы Ли G, расщепляемой над R, является арифметиче-
кой, если ранг группы G больше чем единица. 

Прежде чем привести определение группы типа Гекке, нам при-
ется напомнить ряд понятий. Пусть G — простая вещественная 
руппа Ли, А — максимальная коммутативная подгруппа груп-
:ы G, диагонализуемая над полем вещественных чисел. Обозначим 
ерез Z (А) и N (А) централизатор и нормализатор группы А. 
руппу S = N (A)/Z (А) принято называть группой Вейля груп-
ы G. 

Дискретную подгруппу Г группы G условимся называть группой 
ипа Гекке, если существуют такая максимальная нильпотентная 
одгруппа Z и максимальная диагонализуемая над полем веще-
твенных чисел R подгруппа А, что 

1) факторпространство Z/A (где А = Tf|Z) компактно, 
2) А принадлежит нормализатору Z, 
3) факторгруппа N(A) {] T/Z (А) {] Г совпадает с S. 
Например, пусть G — группа вещественных матриц «-го порядка 

определителем 1. Обозначим через Z верхнюю треугольную под-
руппу группы G, а через А — диагональную подгруппу груп-
biG. 

Пусть дискретная подгруппа Г содержит две подгруппы А и W, 
акие, что 

1) A c Z и факторпространство Z/A компактно, 
2) W£N(A), порядок группы W/W[)Z(A) равен п\ 
Тогда группа Г является группой типа Гекке. 
После того как мы привели и пояснили полную формулировку, 

кажем несколько слов о методе доказательства. Центральный 
ункт доказательства — это построение по дискретной группе Г 
[екоторой алгебры Ли над Q. Разумеется, такая конструкция не 
е имеет смысла в общей ситуации. Однако в условиях теоремы 
искретные группы оказываются корневыми, т. е. их пересечение 
некоторой системой соответствующих корневых подгрупп нетри-

иально. Пользуясь этим, молено определить некоторую алгебру 
[и Ш над Q. Конструкцию этой алгебры Ли можно провести, даже 
ели в условиях теоремы отказаться от требования, чтобы ранг 
руппы G был больше единицы. Однако в этом случае размерность 
лгебры SU над Q может оказаться даже бесконечной. В случае же 
огда ранг группы G больше чем единица, можно показать, что 
азмерность алгебры §1 над Q равна тому, чему ей положено быть 
авным, т. е. вещественной размерности группы G. Отметим, что 
дея конструкции алгебры Ли по дискретной группе, быть может, 
бобщается на случай, когда факторпространство P \ G ком-
актно. 
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4. Примеры неарифметических дискретных групп 

Первый пример неарифметической дискретной группы движений 
в трехмерном пространстве Лобачевского с конечным объемол< 
фундаментальной области принадлежит В. С. Макарову Е28]. 
Э. Б. Винбергу [29] удалось обобщить конструкцию Макарова 
и построить аналогичные примеры в 4- и 5-мерных пространствам 
Лобачевского. 

Все эти примеры представляют собой группы, порожденные 
отражениями. Общую теорию групп, порожденных отражениям* 
в евклидовом и псевдоевклидовом пространстве, разработал Коксе-
тер. Э. Б. Винбергу удалось успешно использовать ее для построе
ния примеров неарифметических дискретных групп. 

Отметим, что построенные дискретные группы, по-видимому 
обладают жесткостью, хотя это и не доказано в настоящее время 
Э. Б. Винбергу удалось также построить пример неарифметическое 
дискретной группы с компактным факторпространством в 3- * 
и 4-мерных пространствах Лобачевского. 

5. Поля автоморфных функций 
относительно арифметических групп 

Пусть D — ограниченная симметрическая область в я-мерной 
комплексном пространстве. Группа G всех аналитических авто 
морфизмов области D представляет собой, как хорошо известно 
полупростую вещественную группу Ли. Условимся арифметически 
подгруппы группы G называть арифметическими группами анали 
тических автоморфизмов. 

Обозначим через Р(Т) поле всех функций в D, автоморфны: 
относительно данной арифметической группы Г. Сравнительш 
недавно было доказано [21], [22], [14], что это поле всегда пред 
ставляет собой поле алгебраических функций от п неизвестных 
где п — комплексная размерность области D. 

Весьма вероятно также, что поле определения автоморфны: 
функций относительно арифметической группы представляет coöoi 
поле алгебраических чисел. Однако, насколько известно докладчи 
ку, это в общем виде еще не доказано. Для многих важных случае] 
это доказано в работах Шимуры, Бейли и др. 

Остановимся вкратце на способе доказательства теоремы о том 
что поле всех автоморфных функций относительно данной арифме 
тической группы является полем алгебраических функций. Эт; 
теорема в дальнейшем будет называться теоремой об алгебраически; 
соотношениях. 

Как известно, поле мероморфных функций на /г-мерном компакт 
ном комплексном многообразии всегда представляет 'собой пол 
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алгебраических функций от г неизвестных, где г«< п. Из этой теоре
мы сразу следует нужное нам утверждение, в случае, когда фактор-
пространство DIY компактно. Нужно воспользоваться тем, что* 
зсякая автоморфная функция может рассматриваться как меро-
морфная функция на DIT и обратно. В случае когда факторпро
странство DIT некомпактно, доказательство теоремы значительно-
сложней. Естественно было бы попробовать построить компакти-
}шкацию, т. е. компактное комплексное многообразие, в которое 
DIT вкладывалось бы в виде всюду плотного аналитического под
многообразия. Однако пока такую компактификацию не удалось. 
построить для любой арифметической группы. Удалось доказать. 
лишь более слабое утверждение, которое, впрочем, достаточно для 
доказательства теоремы об,алгебраических соотношениях, а именно» 
îTO существует компактификация, являющаяся нормальным анали
тическим пространством, причем коразмерность добавляемого мно
гообразия не меньше 2. 

Другой подход к доказательству теоремы об алгебраических 
соотношениях состоит в том, чтобы проверить условия псевдовыпук
лости, которые были найдены Андреотти и Грауэртом [24]. Это» 
5ыло проделано в работе [14]. Поскольку, однако, такая проверка. 
хотя и проще, но основана примерно на тех же соображениях, что* 
и построение компактификации, мы ограничимся изложением лишь-
последней. Конструкция компактификации основана на правиль
ном обобщении понятия параболической вершины. 

Как известно, граница любой ограниченной симметрической* 
эбласти D состоит из аналитических кусочков (компонент) разной 
размерности. Каждая из компонент аналитически эквивалентна« 
некоторой ограниченной симметрической области в пространстве 
меньшего числа измерений. Обобщением понятия параболической 
зершины служит понятие компоненты, рациональной относительно 
цанной дискретной группы Г или, более кратко, Г-рациональной 
компоненты. В случае одного переменного компактификация, как 
хорошо известно, производится путем добавления к фундаменталь
ной области некоторого числа параболических вершин. В случае* 
многих переменных компактификация производится путем добавле
ния некоторого числа Г-рациональных компонент границы. Приве
дем теперь определение Г-рациональной компоненты границы. Отме
тим, что это понятие Г-рациональной компоненты может быть опре
делено для любой дискретной группы Г аналитических автоморфиз
мов области D. Можно также указать процесс аналитического» 
расширения функциональной области и показать, что он приводит 
к некоторому аналитическому нормальному пространству. Однако* 
показать, что это пространство является компактным, удалось лишь 
идя арифметических групп [14], [21]. Ниже мы ограничимся опре
делением Г-рациональной компоненты лишь для случая, когда 
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Г есть арифметическая группа. Пусть F — некоторая компонента 
границы области D. Без ограничения общности можно считать, 
что Г есть множество всех целых точек группы Gz, где G — некото
рая алгебраическая группа, определенная над Q, причем группа @ 
всех аналитических автоморфизмов области D совпадает с GR. 
Обозначим через @ (F) группу всех аналитических автоморфизмов 
области D, переводящих F в себя. Условимся говорить, что компо
нента F является Г-рациональной компонентой, если группа О (F) 
представляет собой подгруппу группы GR, определенную над полем 
рациональных чисел Q. 

При проведении различных доказательств, связанных с процес
сом компактификации, весьма полезным является то, что с каждой 
компонентой границы связано однородное расслоение, базой которо
го является данная компонента границы. Это расслоение можно 
описать, например, следующим образом. Можно показать, что для 
каждой геодезической z (t) существует lim z (t) = z (oo), являю-

щийся точкой границы области D. Оказывается, что любую точку 
области!) можно соединить геодезической в точности с одной точкой 
данной компоненты границы. Тем самым возникает естественное 
отображение области D на данную компоненту границы. Это отобра
жение и задает расслоение. Таким образом, слой, соответствующий 
данной точке компоненты, состоит из всех точек области D, которые 
можно соединить с этой точкой геодезическими. Можно показать, 
-что каждый слой аналитически эквивалентен некоторой ограничен
ной однородной области, вообще говоря, не являющейся симметри
ческой. Именно таким образом был построен первый пример [18] 
ограниченной несимметрической однородной области. Отметим еще, 
что указанные выше расслоения являются однородными, т. е. груп
па аналитических автоморфизмов, сохраняющих данное расслоение, 
транзитивна в области D. Можно показать, что все однородные рас
слоения области D получаются указанной выше конструкцией. 
Полное описание всех однородных расслоений всех ограниченных 
однородных областей было получено в [15]. 

Пользуясь понятием однородного расслоения, можно описать 
компактификацию еще другим способом: добавляемые точки можно 
интерпретировать как аналитические подмногообразия D, а именно 
как слои Г-рациональных однородных расслоений. Существует 
и другое более прямое описание подмногообразий, являющихся 
•слоями Г-рациональных однородных расслоений. Для того чтобы 
его провести, нужно сформулировать два определения: а) ограничен
ной голоморфной оболочки, б) некоторого специального класса 
разрешимых подгрупп, называемых подгруппами Сатаке. Эти опре
деления таковы. 

Пусть X — некоторое множество точек области D. Ограниченной 
голоморфной оболочкой 0(Х) множества X называется совокуп-
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яость всех точек z 6 D, таких, что для любой аналитической и огра
ниченной в D функции <p(z) справедливо неравенство 

|q>(2)|<sup|q>(*)|. 
xÇX 

Подчеркнем, что требование ограниченности в D функции cp(z) 
весьма существенно. 

Приведем теперь определение подгруппы Сатаке. Пусть N — 
разрешимая подгруппа группы G, определенная над Q. Предполо
жим, что подгруппа N расщепима над Q. Условимся называть под
группу N подгруппой Сатаке, если она является в своем нормали
заторе максимальным разрешимым и расщепимым над Q нормальным 
целителем. 

После того как эти определения приведены, остается выполнить 
обещание и дать с их помощью иное описание слоев Г-рациональных 
однородных расслоений. Оно состоит в том, что слои Г-рациональ
ных однородных расслоений суть ограниченные голоморфные 
оболочки орбиты подгруппы Сатаке. 

6. Представление в пространстве L\T \ О) 

Пусть G — некоторая топологическая группа, Г — ее дискретная 
подгруппа, a X = T \ G — ф а к т о р п р о с т р а н с т в о . Пусть u ( r \ G ) < o o . 
Рассмотрим совокупность H = L2 (T\G) всех функций f (х) на X 
с суммируемым квадратом. В Я, естественно, действует унитарное 
представление группы G, определяемое следующим образом: 

Ttf(x) = f(xg). 

Как правило, это представление приводимо. 
Вопросу, как разлагать это представление на неприводимое, 

посвящен обзорный доклад И. М. Гельфанда на прошлом конгрессе 
[б]. Поэтому мы здесь остановимся только на одном довольно част
ном вопросе. Петерсону принадлежит гипотеза, что собственные 
значения операторов Гекке Тр в пространстве модулярных форм 
не превосходят 2]/р. Оказывается, что эта гипотеза эквивалентна 
следующему факту, связанному со структурой представлений в 
пространстве GQ\GA для случая, когда G—группа матриц второго 
порядка. Именно каждое неприводимое представление группы GA, 
в частности тр, которое входит в L2 (GQ \ GA), разлагается в тензор
ное произведение представлений групп Gp. Гипотеза Петерсона озна
чает, что соответствующие неприводимые представления группы GA, 
содержащиеся в L2 (GQ \ GA), разлагаются в тензорное произведение 
представлений групп Gp и, таким образом, лишь конечное число 
может принадлежать дополнительной серии [9], [22]. 

16-1220 
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7. Максимальные дискретные подгруппы 

Вместе с данной группой Г любая соизмеримая с ней групш 
также является арифметической. В связи с этим приобретает зна 
чение описание всех подгрупп, соизмеримых с данной арифметиче 
ской группой Г. В этом пункте речь идет об описании всех макси 
мальных дискретных подгрупп, соизмеримых с данной группой Г 

Если группа G не имеет центра, то можно доказать, что Г cz G< 
[14], [22]. Обозначим через Г р замыкание группы Г в р-адическоь 
топологии. В ряде случаев имеет место следующая теорема. Груп
па Г является максимальной дискретной подгруппой группы GB 

тогда и только тогда, когда группа Р 3 при любом конечном р являет
ся максимальной компактной подгруппой группы GQp. Для рядг 
групп эта теорема проверена; насколько известно автору доклада, 
общего исследования ситуации пока нет. 

8. Подгруппы конечного индекса арифметических групп 

Пусть Г — арифметическая группа, заданная своим матричным 
представлением. Без существенного ограничения можно считать, 
что это представление целочисленно. Пусть m — некоторое целое 
число. Обозначим через Т(т) совокупность всех матриц из Г, 
сравнимых с единичной матрицей по модулю т. Подгруппа Т(т), 
очевидно, имеет конечный индекс в Г. Условимся называть конгру-
энц-подгруппой любую подгруппу Т± группы Г, содержащую 
подгруппу Г (mi) при некотором щ. 

Естественно поставить вопрос, существуют ли у данной арифме
тической группы подгруппы конечного индекса, не являющиеся 
конгруэнц-подгруппами? 

Ниже мы приводим пример, когда все подгруппы конечного 
индекса являются конгруэнц-подгруппами: 

1) Г = SL(n, Z), где п>3; см. [23]; 
2) Г — группа целых точек некоторой простой односвязной 

алгебраической группы, расщепимой над полем алгебраических 
чисел k, ранг которой г > 2 , к — не абсолютно мнимо; см. [22]; 

3) Г — группа целых точек спинорной группы, связанной 
с некоторой квадратичной формой с пятью или большим числом 
переменных, в которой число отрицательных квадратов, так же как 
число положительных квадратов, не меньше двух (Л. Н. Васер-
штейн, готовится к печати). 

Во всех рассмотренных случаях одновременно показывалось, 
что унипотентные элементы, принадлежащие данной подгруппе 
конечного индекса, порождают в ней всегда подгруппу конечного 
индекса. Рассмотрение унипотентных элементов играет важную 
роль в доказательстве перечисленных выше результатов. 
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Для арифметических групп, которые действуют в единичном 
[руге | z | < 1, ситуация другая. Именно во всех них есть подгруппы 
конечного индекса, не являющиеся конгруэнц-подгруппами. Как 
;аметил И. Р. Шафаревич, это молено доказать следующим образом. 
каждая арифметическая группа Г дробно-линейных преобразований 
циничного круга содержит подгруппу конечного индекса, которая 
ши свободная, или с одним соотношением. Пользуясь этим, можно 
юказать, что пополнение Г группы Г по топологии, индуцирован-
юй всеми подгруппами конечного индекса, не есть произведение 
>-адических групп Ли. В то же время легко проверить, что если 
5ы все подгруппы конечного индекса были бы конгруэнц-подгрупйа-
дй, то Г была бы произведением р-адических групп Ли. 

9. Накрытия над арифметическими многообразиями 

Здесь будет изложена одна работа И. Р. Шафаревича и доклад-
шка [19]. Условимся на протяжении настоящего пункта алгебраиче
ские многообразия, униформизируемые автоморфными функциями 
\ арифметической дискретной группой, называть арифметическими 
лногообразиями. В настоящем пункте описывается некоторое свой
ство арифметических многообразий в терминах, имеющих смысл 
над произвольным полем, а не только над полем комплексных чисел. 
весьма правдоподобно, хотя это не доказано, что этим свойством 
)бладают только арифметические многообразия. 

Свойство арифметических многообразий, о котором мы говорим, 
гесно связано со следующим свойством арифметических подгрупп 
юлупростых связных групп Ли. 

Приведем вначале следующее определение. Пусть Г — дискрет-
1ая подгруппа топологической группы G. Назовем элемент g Ç G 
Г-рациональным, если подгруппы Г и gTg-1 соизмеримы, т. е. их 
пересечение имеет конечный индекс в каждой из них. Легко пока^ 
шть, что совокупность всех Г-рациональных элементов образует 
группу. Оказывается, все арифметические подгруппы Г полупростых 
групп G обладают следующим свойством: подгруппа Г', состоящая 
аз всех Г-рациональных элементов, всюду плотна в G. 

Не доказано До сих пор, хотя и весьма вероятно, что это свойство 
имеет место только для арифметических групп. 

Однако без труда можно показать следующее. Пусть D — огра
ниченная область в О . Г — дискретная подгруппа аналитических 
автоморфизмов области D, такая, что соответствующая фундамент 
гальная область имеет конечный объем. 

Обозначим через Г' совокупность всех аналитических автомор
физмов g" области D, таких, что группы Г и gTg-1 соизмеримы, т.е* 
нх пересечение имеет конечный индекс в каждой из них. Пусть 

16* 
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группа Г' обладает орбитой, которая всюду плотна в D, тогда 
область D является симметрической областью. 

Однако в случае, когда D есть симметрическая область, не дока 
зано, что указанное выше свойство выделяет только арифметиче 
ские группы. Насколько известно автору, это не сделано даж< 
в случае, когда D — единичный круг в плоскости одного комплексно
го переменного. 

Свойство арифметических многообразий, о котором идет речь 
.состоит в следующем. Каждое арифметическое многообразие обла
дает накрытием, как правило не конечным, которое является квази
однородным и которое разветвлено только на подмногообразие 
меньшей размерности. 

Поясним это утверждение. Накрытие, о котором идет речь, 
представляет собой проективный предел конечных накрытий данно
го алгебраического многообразия. Представление в виде' проектив
ного предела позволяет ввести в него структуру кольцованногс 
пространства и тем самым одновременно определить топологик 
и группу морфизмов. Это накрытие называется квазиоднородным, 
если существует орбита группы морфизмов, которая всюду в ней 
плотна. 

Опишем теперь конструкцию квазиоднородного накрытия данно
го арифметического многообразия. Пусть D — симметрическая 
область, Г — арифметическая группа аналитических автоморфиз
мов области D. Обозначим через Хт факторпространство DIT, если 
оно компактно, или его нормальную компактификацию, если оно 
некомпактно. Если А — подгруппа конечного индекса группы Г, 
то Хд есть конечное накрытие X?. Пусть Х(Т) обозначает проектив
ный предел Хд. Легко показать, что Х(Т) есть квазиоднородное 
накрытие арифметического многообразия Хг. Отметим, что' квази-
.однородное накрытие также можно получить, если брать проектив-
.ный предел Хд, когда А пробегает не все подгруппы конечного 
индекса, а лишь все конгруэнц-подгруппы или даже только конгру-
энц-подгруппы, соответствующие данному множеству простых 
лисел. Интересно отметить, что группы морфизмов этих квазиодно-
•родных накрытий обычно являются или р-адическими группами 
Ли, или их произведениями такого же типа, как в теории групп 
гаделей. Весьма правдоподобно, что эта группа морфизмов квази
однородного накрытия при естественных дополнительных предпо
ложениях является всегда р-адической группой Ли. 
/ Аналогия между фактом существования однородного топологи
ческого накрытия и квазиоднородного алгебраического накрытия 
простирается довольно далеко. В частности, для алгебраического 
•многообразия X, обладающего квазиоднородным накрытием, нетруд-
до определить понятие автоморфной формы и показать, что авто-
.дарфные формы данного веса образуют конечномерное линейное 
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[ространство и т. д. Именно автоморфные формы веса m на X опре-. 
шляются как дифференциалы порядка m на X, которые регулярны 
[a Q. 

В настоящее время исследование алгебраических многообразий, 
»бладающих квазиоднородными накрытиями, находится в зачаточ-
[ом состоянии. Даже самые первоначальные вопросы здесь неясны. 
)днако эта теория привлекает своим общим подходом и возможно-
тью алгебраизации классической теории автоморфных функций»-

10. Дискретные подгруппы групп Ли 

Пусть @ — вещественная или р-адическая группа Ли. Тогда 
уществует такая ее дискретная подгруппа Г, что мера фактор-
[ространства Г \ ® конечна. Как отметил Зигель, для существова-
[ия такой дискретной подгруппы необходимо, чтобы группа @ была 
нимодулярна, т. е. чтобы левоинвариантная мера на @ совпадала 
правоинвариантной мерой. Этого условия, как известно, недоста-

очно даже для линейных групп Ли. Дело по-разному обстоит для 
едуктивных и нильпотентных групп Ли. Для нильпотентных групп 
1и таковые дискретные группы или не существуют, как в случае 
-адических групп, или существуют при дополнительных условиях, 
[айденных А. И. Мальцевым (рациональность структурных констант 
лгебры Ли). С другой стороны, во всех редуктивных группах Ли 
акие дискретные группы, по-видимому, существуют. Для веществен-
ых редуктивных групп Ли это было доказано А. Борелем [26]. 

Отметим еще, что если © есть р-адическая группа Ли, то, как не-
рудно показать, если Г \ @ имеет конечный объем, то Г \ @ ком-
[актно. В то же время в вещественных группах Ли существуют ди-
кретные подгруппы с некомпактным фактор пространством конечного 
бъема. Как хорошо известно, в любой вещественной некомпактной 
[олупростой группе Ли @ есть такая дискретная подгруппа Г, что 
(Г \ ©) < оо и Г \@ не компактно. Существование таких дискрет-

[ых подгрупп связано с существованием специального класса уни-
ютентных подгрупп, так называемых орисферических подгрупп. 

11. Дискретные подгруппы произведений групп Ли 

Пусть S — некоторое конечное или бесконечное множество прр-
тых чисел, в частности S может содержать оо. Пусть для каждого 
6 S указана р-адическая группа Ли Gp и для каждого рФ оо 
Gp отмечена некоторая открытая компактная подгруппа Кр. 

Обозначим через Gg ограниченное прямое произведение групп 
fp с отмеченными подгруппами /Ср. Было бы интересно выяснить, 
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когда в группе GB существует дискретная подгруппа Г с конечным 
объемом факторпространства. 

Разумеется, при этом интересен только случай, когда пара (Г, GB) 
в естественном смысле слова неприводима. Во всех известных при
мерах групп Gs, когда удавалось построить соответствующие 
дискретные, группы, отдельные компоненты Gp оказывались согла
сованными. А именно существует такая алгебраическая группа G, 
определенная над полем рациональных чисел Q, что группы Gp 

представляют собой множество ее точек над полем р-адических чисел. 
Весьма вероятно, что это условие необходимо. При некотором уточ
нении оно является достаточным. Пусть G — линейная алгебраиче
ская группа, определенная над Q. Обозначим через Gp множество 
ее точек, определенных над полем р-адических чисел, а через Кр — 
множество целых точек группы Gp. Пусть далее G8 — ограниченное 
прямое произведение групп Gp с отмеченными подгруппами Кр. 
Предположим, что или оо £ S, или группа Goo компактна. 

Рассмотрим группу Г, состоящую из всех точек в GQ, которые 
являются целыми при любом конечном p (J S. Группу Г можно 
естественным образом вложить в Gß в виде дискретной подгруппы 
и, как известно, ü ( r \ G ß ) < o o , если у группы G нет характеров, 
определенных над Q. 

Дискретную подгруппу Г группы G8, полученную указанной 
конструкцией, естественно назвать арифметической подгруппой 
группы G s. Отметим еще, что если группа Gß обладает компактным 
нормальным делителем 8Î, то образ группы Г в группе © = GS/SR 
также дискретен и его также естественно назвать арифметической 
группой в © = GS/5R. Таким образом, чтобы найти все арифметиче
ские подгруппы данной группы ©-ограниченного произведения 
р-адических групп Ли, надо перебрать все представления © 
в виде Gß/Sft, где 5R — некоторый компактный нормальный 
делитель. 

Правдоподобно, что если S содержит не менее двух простых, 
то у группы © все дискретные подгруппы Г такие, что v (Г \@) <оо, 
являются арифметическими. 

В заключение автор считает своим приятным долгом поблагода
рить профессора А. Бореля, ознакомившегося с предварительные 
текстом доклада и сделавшего ряд чрезвычайно ценных замечаний, 
учтенных автором при окончательном редактировании. 

Автор считает своим приятным долгом поблагодарить также 
профессора И. Р. Шафаревича за ценное обсуждение предваритель
ного текста доклада. 

Институт прикладной математики АН СССР, 
Москва, СССР 
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Математическая логика и основания математики 

Mathematical logic and foundations of mathematics 

Logique mathématique et fondements des mathématiques 

Mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik 

MODEL THEORY AND SET THEORY 

R O B E R T L. V A U O H T 

A number of results in model theory lie near the borderline of 
model theory and set theory. I shall discuss a group of such results, 
all of which can be considered as extensions in one direction or another 
of the well-known Löwenheim-Skolem-Tarski theorem. 

For a more detailed summary of results and open problems in 
this area up to two years ago, see [15]. 
. x, % and [x will denote infinite cardinals (initial ordinals); a, ß 

ordinals; m, n natural numbers. A (unitary) relational structure 
m= (M, иш, Rf >„е«> (U unary) has type <x, X) if x = | M | (the 
power of M) and X = | U |. We write x, X = ф X", X" if every countable 
set of elementary sentences having a model of type <x, X) also has 
oneof type (x\ X*). For simplicity, weadopt throughout the generalized 
continuum hypothesis. 

T h e o r e m 1. (a) (R. Robinson) © a + n , © a ^> ю р + п + 1 , ©ß. 
(b) ([11]) If х > Я , t h e n * , Я*=»©ь ©0. 
(c) (Chang-Deisler [2]) x, Я=»хЛ, Xй, if к>кй>%*>%. 
(à) (Chang [1]) х Д => \L+, [x if x > X, \i > ю, jx regular. 
(e) ([14]) (ua + ( a, юа=фЯ, |x if X>\i. 
It is conjectured that in general а>а+п, <оа =Ф cop+7l, юр. In [14] 

are several generalizations of (e), for example (extending the ^ n o t a 
tion in an obvious way): 

(e') ю«0 , . . ., ®ап=Ф *o ««л if a* > ttf+t + tt> and 
Kt>Ki+i for t < я. 

A different proof of (e) was given by Morley [10]. 
The language Q^ is obtained from the elementary language by 

adding a new quantifier Qx meaning "there are at least x x such that." 
We write x -*• X if every countable set of Q-sentences having a Q*-mo-
del also has a Q^-model. 

T h e o r e m 2 (Furhken [3], [4]). (a) x y^ h if x is singular, 
X, not; or if x is a successor cardinal, X not; or if x ^ ю , X = ©. 
(b) x+ ->• h+ if Л is regular, (c) x -> ©i if x is inaccessible, (d) со ->• x. 
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The proof of 2 (d) makes use of a theorem of MacDowell and 
Specker [9] on extensions of models of arithmetic. 

Fuhrken has conjectured that x -+X holds in all cases not blocked 
by 2 (a). Recently some more cases of this conjecture have been 
established. 

T h e o r e m 2. (e) (Helling [6]) x -> X if X ф © and x is weakly 
compact, (f) (J. Silver) x->- X if x is inaccessible and X singular1). 

Recently Keisler [7] has obtained some results which much 
strengthen both 1 (b) and 2 (c). Let QHt ffl be the language having two 
new quantifiers Q and Q" interpreted as in Q* and Qa>, respectively. 
By Fuhrken's "normal form theorems" ([3]), Keisler's results imply: 

T h e o r e m 3. (Keisler) Let x ф © be regular. If a countable 
set of Q, Q'-sentences has a Q^-model, then it has a Q^, ©-model. 

Notice that in such results, Qffl has the same expressive power as the 
so-called weak second order language. 

Call a language L complete if its valid sentences are r.e. (recursive
ly enumerable); ©-compact if a countable set of L-sentences must 
have a model if all its finite subsets do. Fuhr ken [3] showed that Q* 
is ©-compact if x = ©4 or if x $ Cffl = {X: cf X = ©} U {X+:d X=(ù} . 
The author showed in [13] that Qffll is complete. An intermediate step 
is that the set T of all elementary sentences true in all models of 
type (©!, ©>,is r.e. Recently Keisler [8] has given an explicit set 
of axioms for T. 

The Hanf number v>JL of a language L is the smallest [x such that, 
for any set 2 of fewer than X sentences, if S has a model of power at 
least |x, then 2 has arbitrarily large models. 

T h e o r e m 4. ([14], [15]) (a) v^Q^ = v^Q^ = ©ш. 

V(ûQ« = VK+QK = © a + ( D if x = © a $ Cû>. 

Morley discovered a powerful method for obtaining Hanf numbers 
which uses a transfinite version of Ramsey's theorem due to Erdös 
and Rado. 

T h e o r e m 5. (a) (Morley [10]) v^Q^ = 0%. 
(b) (Helling [5]) Indeed vx+Q« = ©*+ whenever cf x = ©. 
Recently, J. Silver [12] obtained detailed information about the 

Hanf number of the very strong ß-language (in which < always 
denotes a well-ordering). 

University of California, 
Berkeley, USA 

x) Silver's result is stated here for the first time, with his kind permission. 
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PECULIARITIES OF CONSTRUCTIVE 
MATHEMATICAL ANALYSIS 

G. S. T S E Y T I N, I .D. Z A S L A V S K Y , N. A. S H A N I N 

By constructive mathematics we understand the approach characte
rized by the following features (see [1], [2]): 

(1) only constructive objects are considered; abstraction of poten
tial realizability is used, while actual infinity is never considered; 

(2) constructive understanding of mathematical statements and 
constructive rules of conclusion are used; 

(3) Markov's principle of constructive choice is accepted. 
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A more detailed characterization of this approach and our views» 
as to its role in mathematics are given in the abstract of the report [3J 
and we shall not repeat them1). 

During the last decades a number of works appeared dedicated to-
mathematical analysis based on the constructive principles mentioned' 
above. In this report we shall speak mainly of the works by pro
fessor A. A. Markov and his school. 

There are works on the constructive theory of real numbers, 
theories of various kinds of functions of real variable (uniformly, 
continuous, différentiable, Riemann integrable, functions of bounded1 

variation, etc.), theories of metric spaces, Banach and Hubert spaces, 
etc. (See the reference list at the end of the paper.) 

In all these theories were not merely constructive fundamental' 
notions introduced in place of non-constructive notions of the corres
ponding classical theories, but preference was always given to notions 
based on algorithms in order to make clear the computational sense 
of the theorems. 

On the basis of mathematicians' experience with these theories 
we can expect that other theories of constructive mathematical analy
sis analogous to various theories of classic analysis can be developed 
in a similar way. The aim о jthis report is to describe some general 
features of these constructive theories and their correspondence to the 
respective theories of classic analysis. 

1. Types of constructive objects (i.e., constructive notions) are 
introduced by the following means: 

1) basic types of objects (like integers, words in various alpha
bets, integer matrices) are introduced by means of generating rules; 

2) subordinate types of objects are introduced by pointing out 
a basic type of objects and a selecting condition; 

3) the definition of a type of objects may be supplied with a spe
cial equality predicate. 

The word "set" means to us the same as the expression "type of 
constructive objects". If some basic type of objects and some language 
for selecting conditions and equality predicates is fixed, then 
"definable sets" can be regarded also as constructive objects of a certain 
type. No general notion of set valid for all constructive mathematics 
is introduced. 

2. Many notions of constructive mathematics are introduced as 
"constructive translations" of some non-constructive notions of classic 
mathematics. They correspond to the same real situations as the 
classic notions and are similar in many respects to those classic no
tions. But the mathematical basis of these notions, the "material" they 
are made of is essentially different from that of classic notions; there-

*) This paper gives a more detailed exhibition of the item 7 of the abstract. 
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fore serious differences in some properties between constructive and 
classic notions are inevitable. 

For example, for real numbers we use the notion of FR-number, 
based on algorithmic fundamental sequences of rational numbers 
(some details are given below). In terms of FR-numbers we can« 
introduce, for instance, all the algebraic real numbers; the continuum 
of FR-numbers is also complete and connected (completeness and 
connectivity are understood here in the proper constructive sense), 
But the most essential difference from the classic continuum is the 
fact that for the FR-continuum Borel's theorem of coverings does not 
hold,- namely, there exists a constructive sequence of intervals covering 
a segment and having no finite sub-covering [41. In the theory of 
functions based on FR-numbers this fact leads to greater differences 
between local and integral properties of functions defined on a segment, 
e.g., there is a function continuous at every point of the segment 
(and even uniformly continuous in the neighbourhood of every point) 
but not bounded on the segment [4], [6]. On the other hand, every 
constructive function proves to be continuous at every point where 
it is defined [6], [7]. 

Perhaps we could achieve closer similarity to the classic analysis 
if we chose a different constructive version of the notion of real num
ber. For example, we could consider fundamental sequences defined 
not by algorithms, but by predicates of some kind (cf. [8]). But in 
the constructive mathematics considered here the algorithmic notion 
has been deliberately chosen since we concern ourselves with problems 
of computability, and some "uncommon" properties of our real num
bers are the price we pay for it. 

In general, when in a classic definition such notions as "function", 
"sequence", "operator" occur we use "algorithm" as their standard 
translation for forming the definition of the respective constructive 
notion. But the classic "set" in such cases may be translated by some 
kind of "definable set", i.e., by a more general notion than "algorithm". 
For instance, constructive Hilbert space is defined as a set of words 
with a l g o r i t h m s for addition, multiplication by constructive 
complex number and scalar product. 

3. In many cases for one notion of classic analysis several con
structive analogues are introduced that lead to different theories, 
(these theories in general may be not equally interesting and fruitful). 
This "splitting of notions" is due to various reasons. We shall illu
strate this again on real numbers. 

1) Various classic definitions may be taken as a starting point.. 
For example, "constructive Dedekind sections" may be considered,. 
as well as FR-numbers based on constructive fundamental sequen
ces. 
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2) Sometimes slight changes in the classic definition are made 
that are not essential for the classic notion but are very essential 
for its constructive translation. For example, we can define con
structive Dedekind section directly as an algorithm attributing 
every rational number to one of the two classes. But under this defini
tion there does not even exist any algorithm for the addition of two 
numbers. If we change the definition of the constructive Dedekind 
section to make the classifying algorithm applicable not to every 
rational number, but to every except at most one, then we obtain 
a notion, equivalent in a certain sense to FR-numbers [4]. 

3) Differences in completeness of information contained in the 
object can be essential. An FR-number is by definition a word con
sisting of codes of two algorithms: 

the "base"—an algorithm defining a sequence of rational num
bers, and 

the "regulator"—an algorithm certifying its fundamentality 
(Cauchy's criterion of convergence). 

The notion of F-number can be introduced. F-number is a code 
only of a "base" on the condition that a regulator does exist (see [9]). 
Every F-number by definition can be completed to' an FR-number, 
but there is no algorithm for such completing [10]. Moreover it can 
be proved that there is no algorithm giving for each F-number 
an FR-number, n o t e q u a l to it. 

4) "Splitting of notions" can arise from constructive non-equiva
lence of classically equivalent logical connectives (e.g., because of 
double negation). While the F-number is defined as a code of a "base" 
for which a "regulator" exists, a quasi-number is defined as a code 
of a "base" for which the double negation of existence of a "regulator" 
holds. Of course every F-number is a quasi-number and there is no 
quasi-number that is not an F-number. But these two notions are 
very different, which can be seen, for example, by considering sequen
ces of F-numbers and of quasi-numbers. B. A. Kushner has constructed 
a fundamental sequence of quasi-numbers that has no limit [11]. 

For the notion of function we shall consider a still greater number 
of constructive versions than for real numbers. The variety of con
structive notions of function arises not only because of the variety 
of notions of real number, but mainly because of the variety of 
aspects of functions that are considered in various theories. There are 
constructive theories for uniformly continuous functions, différentiable 
functions, Riemann and Lebesgue integrable functions, functions 
of bounded variation, etc. As we shall see later on, in many of such 
theories separate notions of function appear. In some of such theories 
functions are introduced not as number-to-number algorithms, but 
as elements of special metric spaces; these spaces are constructed 
by means of completing with respect to metric. Essential ideas of this 
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pproach appear as early as in Goodstein's papers on uniformly con-
nuous functions [12], [13], [14]. In the same way constructive 
îeasurable functions and Lebesgue integral are introduced [15]. 
t should be noted here that some theories of classic analysis also 
se notions of function that are not based on point-to-point corres-
Dndence (generalized functions). In constructive analysis the use 
F function notions of this type has increased. 

4. We will now discuss some peculiarities connected with the use 
F certain types of sets and variables. Let л; be a variable for objects 
F some basic type, A (x) a selecting condition defining a subordinate 
fpe of objects, y a variable for such objects, and M the set of all 
ich objects. By the rules of constructive interpretation [16], [17] 
le statement A (x) can be reduced to one of the forms: В (x) or 

' 3zJ3 (x, z), 

here г is a variable for objects of a certain basic type and В (in both 
ases) is a so-called normal formula, i.e., a formula without disjunc-
:ons and existential quantifiers (every normal formula is equivalent 
) its double negation). In the first case the variable у and the set M 
re called normal. A normal set is equal to its "double complement", 
е., to the complement of its complement. This is not the case for 
ets that are not normal and this fact leads to some peculiarities. We 
nil refer to an interesting example from the theory of constructive 
эса11у convex topologie spaces developed by Phan-dînh-Diçu [18]. 
"here is a space where every neighbourhood of zero is a set whose 
ouble complement is equal to the whole space. Thus no point can be 
eparated from zero by a neighbourhood. However the intersection 
f all neighbourhoods of zero contains only zero. 

Another peculiarity is connected with quantifiers on abnormal 
ariables. A statement of the form 

VxluR (x, u), 
being a basic variable, is interpreted as the existence of an algorithm 

', applicable to every x and such that 
VxR(x, a(x)). 

•or a subordinate variable y the statement 
Vy3uR(y,u) 

[leans that 
V* (A (x) ZD luR (x, u)), 

о its interpretation depends on the character of A (x). It can be seen 
hat for y normal the same interpretation 

W(y,*(y)) 
7—1220 
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as for basic variables can be used, But for the second case the correct 
interpretation of 

VyBuR (у, u) 

is that an algorithm ß exists such that 

V*Vz [B (x, z) =D ( !ß (x, z)&R (x, ß (x, z))) ) 

(Iß (x, z) means that ß (x, z) is defined). Thus in some cases the state
ment of the form V#3 uR (у, u) is true though no algorithm a such 
that yfyR (у, a (y)) exists. 

A lot of examples of this kind are found in various constructive 
theories. The example of completing F-numbers to FR-numbers has 
already been mentioned. Here is another example. Every function 
uniformly continuous on a segment has a least upper bound (l.u.b.), 
but no algorithm exists giving the l.u.b. for any uniformly continuous 
function [41. The following example is offered by G. E. Minz: there 
exists no algorithm giving a derivative for any function différentiable 
on a segment though the condition of differentiability means just 
that a derivative exists [19]. 

In classic analysis operators are often introduced in the following 
way. If a binary predicate 31 is defined such that for any Y there is no 
more than one U such that M (Y, U), then an operator Л is immediately 
introduced such that Jk (Y) is defined if and only if 3 U M (Y, U), 
and in this case M (Y, Jk (Y)). In such cases the operator notation 
is usually preferred to the predicate notation. This is, for instance, 
the way of introducing the differentiation operator. 

But in constructive analysis, if we want operators to be algorithmic, 
we cannot follow this way. We have an alternative: either we regard 
uniformly - continuous functions, différentiable functions, etc., as 
particular cases of the general notion of function and then we have 
no operators for l.u.b., derivative, etc., and use only predicates, or 
else we introduce special normalized notions for these kinds of func
tions. For example, the normalization of the notion of uniformly 
continuous function is the notion of "uniformly continuous duplex". 
Uniformly continuous duplex is a pair consisting of a function and 
a special algorithm certifying its uniform continuity. Likewise the 
notion of FR-number is the normalization of the notion of F-number. 
In theories using normalized notions of différentiable function, uni
formly continuous function algorithms for obtaining derivative, 
resp. l.u.b. do exist. This approach is usually preferred in the con
structive mathematics now discussed because we are interested in 
problems of what information is really needed for a certain computa
tional procedure. But as a result of this approach we have separate 
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normalized notions in each theory instead of a single notion of 
Function. 

5. Theorems proved in constructive analysis have different degrees 
Df similarity to classic theorems. 

1) Some theorems have exactly the same formulations as theorems 
)f classic analysis, but the terms and logical connectives involved 
ire understood constructively. 

E x a m p l e s . Every fundamental sequence of real numbers has 
i limit. Eveiy function différentiable on a segment and having 
i non-negative derivative is non-decreasing [10]. 

2) Sometimes a formulation of constructive theorem differs from 
the classic formulation in details that are unessential for the classic 
theorem. However the constructive statement obtained by literal 
translation of the original classic formulation does not hold. For 
instance, classically every bounded linear functional in the Hilbert 
фасе I2 can be presented as a scalar product by a fixed element. 
instructively, we must say "strictly bounded" instead of "bounded" 
'15], [19]. This means that the values of the functional on the unit 
iphere are not only bounded, but also have a l.u.b.; without this 
condition the theorem is not valid [15]. Another example is the 
Cauchy theorem saying that a continuous function taking values 
)f opposite signs vanishes at some point. Constructively, only the 
iouble negation of existence of such a point is true [10]. 

3) Sometimes in a constructive theorem analogous to a certain classic 
theorem different constructive versions of the same classic notion 
ire considered simultaneously. For example, for the Cauchy theorem 
ust mentioned a constructive version can be proved stating that 
;here exists a q u a s i - n u m b e r in which the function vanishes 
10]. Another example is the classic theorem saying that every func-
;ion of bounded variation is a difference of two monotonous functions 
md vice versa. In constructive analysis we distinguish functions 
)f weakly bounded variation for which the variation sums are bounded 
md functions of strongly bounded variation for which these sums have 
i l.u.b. It can be proved that every function of strongly bounded 
variation is a difference of two monotonous functions and that the 
lifference of any two monotonous functions is a function of weakly 
)ounded variation. The converse theorems in both cases are not 
yalid [4]. 

4) Some constructive theorems can be regarded as approximate 
inalogues of classic theorems. 

E x a m p l e s . Every function différentiable on a segment is 
iniformly continuous in the neighbourhood of every point of this. 
;egment [20]. Every constructive function defined at least at one; 
>oint is the limit of a sequence of polygonal functions (not necessarily 

17* 
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uniformly convergent) [21]. Every constructive function ' defined at 
least at one point is the limit of a uniformly convergent sequence 
of (so-called) pseudo-polygonal functions [6], [7]. For every cons
tructive function / defined on a segment and taking values of opposite 
signs and for every positive e there is a point x where | / ( # ) | < e [14]. 

5) Some theorems of constructive analysis show a substantial 
difference from classic analysis. We know a lot of examples of func
tions with combinations of properties that are impossible from the 
classic standpoint. 

E x a m p 1 e s. V. P. Orevkov's example of a continuous mapping 
of a circle into itself without a fixed point [22]. A continuous function 
defined on a segment and having no primitive function (and even 
no integral in a certain generalized sense) [23]. A. A. Markov's 
example of a function analytic on a segment and unbounded on it 
(see also [24]). A function, analytic on a segment, vanishing in infi
nitely many points, but not identical to zero. 

Each of these functions is a counter-example disproving the literal 
constructive translation of a certain classic theorem. It should be 
noted that the literal constructive translations of some of the classic 
theorems mentioned above are not valid though they cannot be 
disproved, by a counter-example (e.g., the Cauchy theorem). 

6. But in general these differences between classic and constructive 
analysis usually appear in problems remote from concrete computation. 
The nearer we come to concrete computational problems the less are 
the differences. For example, tables of integration of elementary 
functions are valid for constructive analysis as well as for classic 
analysis. In some cases the difference between a classic theorem and 
its constructive analogue warns us that the classic theorem suggests 
an incorrect formulation of the computational problem, i.e., an 
algorithm with the properties suggested by the classic formulation 
proves to be impossible (consider, for instance, computation of zeros 
of a continuous function). Thus constructive analysis can be regarded 
as a theory of correctness of computational problems when we are 
interested only in computability in principle. 

On the other hand, because of unrestricted use of potential realiz-
ability this approach is inadequate for problems of computation within 
given time and given memory capacity. This is of course a subject 
of special theories and perhaps also of some kind of "hyper-construc
tive" analysis still to be created. 

Ленинградское отделение 
математического института им. В. А. Стеклова, 
Ленинград, СССР 
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WHITEHEAD GROUPS AND GROTHENDIECK GROUPS 
OF GROUP RINGS 

H Y M A N B A S S 

1. Introduction 

A number of problems in algebraic and differential topology have 
led to the construction of invariants of an arithmetic nature, defined 
in terms of the group ring, Zat, where я is some intervening funda
mental group. These invariants live in groups which can, essentially, 
be defined over any ring A. One is KQA, the "Grothendieck group" of 
finitely generated projective (left) Л-modules. KQA denotes the quo
tient modulo the subgroup generated by the free modules. Another 
is the "Whitehead group", KiA =GL(A)/E(A). Here GL (A) = 
= [)GLn(A) is the infinite linear group, and E (A) is the subgroup 

n 
generated by elementary matrices; we have Whitehead's commutator 
formula, E (A) = [E (A), E (A)] = [GL (A), GL (A)]. The definition 
supplies homomorphisms GLn (A)-+ Kx A, and, for n = 1, we write 
U (A) = GLi (Л)-*- K\A. If A is commutative then determinant: 
KiA-+U(A) splits the latter, so KiA =U(A)®SKiA, where 
SKiA =SL (A)/E (A). If я is a group then ± i t c U (Zît), and 
we write Wh (я) = coker (± я->- KiZn). Thus, if я is abelian, 
Wh (я) = (U (Zn)/±K) © SKiZn. 

This report will survey the few cases in which relatively complete 
calculations of K0Zn and of Wh (я) have been made. Some of this 
material is discussed in Milnor's very readable report [10] on White
head Torsion. The following contains both new results, and corrections 
of results that I prematurely announced to Milnor (see [10, p. 360]). 
Before giving the algebraic calculations, however, let me briefly 
indicate some of the sources of interest of these groups to topologists. 

Around 1950 J. H. С Whitehead, developing earlier ideas of 
Reidemeister, Franz, and de Rham, constructed his theory of simple 
homotopy types [18]. Whitehead attached to a homotopy equivalence, 
f: X-* Y, of finite complexes with fundamental group я, a "torsion" 
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invariant x (f) £ Wh (я). % (f) = 0 if and only if / is a "simple homo-
;opy equivalence." 

G. Higman's thesis (see [8]), written then under Whitehead, con
tins the first and, until 1962, the only non-trivial calculations of 
;he groups Wh (я). 

Since about 1963 Whitehead's torsion has begun to play an essen-
ial role in differential topology, due to the s-cobordism theorem 
>f Barden-Mazur-Stallings (see, e.g. [10, § 10-11] or [11, exposé 71). 
This asserts, in higher dimensions, that an A-cobordism (W; M, M'). 
s classified by M together with т'(/), where f is the inclusion of M 
n W, with a ^-triangulation of (W, M). 

С T.C. Wall [17], around 1964, constructed, for a CW-compIex 
vhich is dominated by a finite CW-complex, an invariant in KQZn 
it —щ (X)). It vanishes if and only if X has the homotopy type 
\l EL finite complex. In L. Siebenmann's 1965 thesis [13] he found 
m obstruction to putting a boundary on an end, e, of an open mani-
old. This obstruction also lives in î(QZn, where, this time, я = 
= яА (e). 

I will close -this introduction by mentioning that recent work 
Л Novikov, Wall, and others, some of it discussed at this congress, 
las led to the introduction of other Grothendieck and Whitehead 
[roups, defined in terms of hermitian and anti-hermitian forms on 
^я-modules. These present a rich store of interesting, and difficult, 
ilgebraic problems that have yet hardly been touched. 

2. Finite Groups 

In this section я always denotes a finite group, and all modules 
те understood to be finitely generated. We shall describe /С^я 
i = 0, 1) with the aid of the homomorphisms 

ft: KiZn->KtQn (* = 0, 1) 

nduced by the inclusion 2я с: Оя. 

Image f0: "Rank" 

' h e o r e m 2.1 (Swan [15]). If P is a projective Zn-module then 
31 ® z P is\Q,jt-free. Therefore Im (f0) ^ Z. 

Kernel /0: "Class number" 

1 h e о r e tn 2.2 (Swan [15]). Every projective Zvt-module is the direct 
im of a free module and a projective ideal. Therefore (thanks to 
ordan-Zassenhaus) Ker (/0) ^ K0Zn is a finite group. 
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E x a m p l e (Reiner-Rim, see [12] or [13, appendix]). If я is cyclic 
of prime order p then TÇQZM is isomorphic to the ideal class group oi 
the field of pih roots of unity. 

Image/A: "Unit theorem" 

We will say я has exponent e if xe = 1 for all x g я, and write 
ехр (я) for the smallest such e > 0. If я is an additive group, having 
exponent e means e • я = 0 . 

We shall also write r0 (я) (resp., Гоо (я)) for the number of irreduc
ible representations of я over Q (resp., R). These numbers can Ы 
computed from я as follows: 

T h e o r e m 2.3 (see [7, Theorem 42.8]). 
(E. Artin): r0 (я) is the number of conjugacy classes of cyclic sub

groups of n. 
(S.D. Berman, E. Witt): г«, (я) is the number of conjugacy classa 

of unordered pairs [x, x"1] in я. 
The reason for introducing these numbers appears in the next 

theorem. 
T h e o r e m 2.4 (see [1] and [2]). GLn (Zst) -+• K\Zn is surjective foi 
alt n>2. Therefore (thanks to Siegel), KiZn is a finitely generatec 
abelian group. 

Im (/i) has rank г» (я)—г0(к) and its torsion subgroup has exponent 
e (or 2e, if e is odd) where e = ехр (я). 

Q u e s t i o n . The units ± я in 2 я map into the torsion subgroup oi 
Im (fi) (with kernel [я, я]); do they map onto this torsion subgroup? 
For abelian я this was proved by Higman [81, and Lam [9] has verified 
it for the symmetric group, S3, and for the quaternion group. 

The method of proof of Theorem 2.4 gives more precise information 
on the torsion free part of Im (fi), as follows: Suppose p : я -+• GL^(R) 
is a real representation of я. This induces p : Z*t-> Mn (R) (n X n 

matrices), and therefore KtZ*t 5% KiMn (R) - - ^ U (R)—-У R. Write 
gp : /С^я->- R for the composite homomorphism. Now let p0, . . ., рГоо 

represent the distinct irreducible real representations of я, and 
ai9 . . ., o> the distinct irreducible rational representations. Define 

nuZZbyOi ^ 2 /iyQj(l<*<r 0 ). 

T h e o r e m 2.5 ("Dirichlet", see [2, Theorem 1]). The image of 
.r( PO 

g = (gPi gPrJ: * i Z r t - > R 

is a lattice of rank л» — r0 in the subspace, V, defined by the equations 

S ntjXj^O (l<i<r0). 
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We can further give generators and relations for V. Suppose t 
and s = ta generate a cyclic group of order m in я. If A is a mul
tiple of ф(т) then 

a = = (j +t+ . . . +ta-i)h ±£=1 (1 +t+ . . . +f**) 

is a unit in Z*t, not depending on a. a represents an element, say [a], 
of KtZn, and 

[s/t] = (llh).g[a]eV 
depends only on s and t, not h. The following theorem was conjectured, 
and first proved in special cases, by Milnor. 

T h e o r e m 2.6 (see [2, Theorem 5]). With the notation above, 
{[s/t] | s and t generate the same subgroup ofn} spans V. A comptete set 
of linear relations between these generators is: 
For all s, t, и generating the same subgroup of я, and for all x'6 я, 
(Rt) [s~1lt] = [slt], 
(R2) [slt] + [tlu] = [slu], 
(Rs) [xsx^lxtx-^islt]. 

Kernel fj. "Congruence subgroup problem" 

Suppose A is the ring of integers in an algebraic number field. 
SLn (A) is said to have the CSP (congruence subgroup property) if 
each subgroup of finite index contains all matrices ==/ modulo some 
non zero ideal. It was known that if this were always true (with n 
large) then it would follow, for finite abelian я, that Ker (f±) = 
= SKiZn = 0 (see [10, appendix 11 for a proof of this implication). 
While this hypothesis had long been conjectured by several people, 
including the* author, (see [2, § 5] and [10, appendix 1]), it was 
recently proved not to be the case (see [6]). As yet, however, no 
example of a non zero SKiZn is known, though the existence of 
one no longer seems unreasonable. We have, at least, the following: 

T h e o r e m 2.7 (Bass-Milnor-Serre [6]j. Let к be a finite abelian 
group of exponent e. Then Ker (ft) = SKiZn has exponent e, and it is 
trivial if e = 2. // the Sylow p-subgroup of я is cyclic, then SKiZn 
has no p torsion. 

In the general case (я not necessarily abelian) we have: 
T h e o r e m 2.8 (Lam [9]). Ker (Д) is a finite group of exponent 
[я : IP. 

Lam proves this by making a reduction to the abelian case, using 
the method of induced representations originated by E. Artin, and 
later extended by Swan to integral representations. The main point 
is to establish that KiZn is, functorially in я, a module over GQ (Zn), 
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the Grothendieck ring of integral representations of я, and that these 
structures obey a form of Frobenius reciprocity for induced represen
tations. In fact fi is a morphism of such G0-modules, so that Ker (ft) 
is another. It then follows formally from an "induction argument", 
used already in other contexts by Swan (see, e.g. [16]) that Theo
rem 2.8 follows from the vanishing of Ker (/4) for cyclic я (Theo
rem 2.7), and from Swan's generalization to G0(Zn) [15, Theorem 4.1] 
of Artin's induction theorem on G0(QTC). Lam's axiomatization of this 
argument yields a number of new results of the same genre. 

3. Free Products 

The situation when я s= я* * я 2 is a free product is quite satis
factory. 

T h e o r e m 3.1 (Stallings [14]). Wh (щ * я2) = Wh (я4) ® Wh (яа). 

T h e o r e m 3.2 (G. Higman [8]). Wh (Z) = 0 . 

C o r o l l a r y 3.3 Wh (я) = 0 if я is a free group. 
Only the latter has been generalized to K0. 

T h e o r e m 3.4 ([3]). // я is free then projective Zn-modules are free. 
Hence К<^я = 0. 
Q u e s t i o n . Is K0Z [я4 * я2] ^ KoZfti ® K0Z^ This seems to 
be rather plausible1). 

4. Abelian Groups 

Here я will always denote an abelian group, and, modulo a simple 
direct limit argument, there is no loss in assuming that я is finitely 
generated. The theorems below on Ko a r e rather complete, modulo 
the case of finite abelian groups. Those on Ki are much less precise. 
Recall that KtZn = (U (Zn)/±n) ®SKiZn, now that я is abelian. 

T h e o r e m 4.1. Suppose я has rank r and torsion subgroup т. 
(a) (See [2, § 11], [5, Proposition 5.12], and [8].) 

U(Zr)l±*->U(Zn)l±it 

is an isomorphism of torsion free groups. 
(b) ([1, Ch. II]) SLn (Zn) ->- SKiZn is surjective for n>r+ 2. 
The next theorem can be construed as a strengthened analogue, 

for /Co» of 4.1(b) above on /C4. Let A be any commutative ring with 
no non-trivial idempotents, e.g. Zft, Then a projective Л-module P 

г) Added in proof. This question has been answered affirmatively by Cer-
sten, using the retults of [4] and [14]. 
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(always assumed to be finitely generated) has a well defined rank 
n > 0 (see, e.g. [ 1, § 15]). We write det P = AnP. Since det (P ® Q) <** 
^ det P ® л det Q, we obtain a homomorphism, which is surjective, 

det: R0A-> Pic (A), 

where Pic(j4) denotes the group, under ® д , of projective Л-modules 
of rank one. 

T h e o r e m 4.2 (Bass-Murthy [5]). For any abelian group я, 
det: ^oZtt —> Pic (Zn) is an isomorphism. 

When я is finite this is equivalent to a "stable" form of Swan's 
Theorem 2.2 above. 

Henceforth we shall deal with a finitely generated abelian group, 
which we can write as a direct product, я X T, wherç я is finite, 
say of order m, and where T is free abelian of rank r > 0. (The case 
r = 0 is treated in § 2.) If p is a prime we shall write я р for the Sylow 
p-subgroup of я. We also denote by rp (я) the number of irreducible 
representations of я over Z/pZ. Recall that r0 (я) and rTC (я) were 
defined similarly above, by replacing Z/pZ by Q and R, respectively. 

T h e o r e m 4.3 (Bass-Murthy [5, § 8]). 
Pic (Z [я x T]) Q* Pic (Zit) ® (T <g>ZM (я)) ® N0 (я, T), where: 
(a) Pic (Zirt) is a finite group (Theorem 2.2); 
(b) M (л) is a certain free abelian group whose rank is 

( 2 rp(n)-(r0(np)-l))-(r0(n)-l). 
P\m, 

v prime 

M (я) = 0 if and only if m is a prime power. 
(c) N0 (я, T) is a torsion group of exponent some power of m. 

N0 ( я , T) = 0 if m is square free, and otherwise it is not even finitely 
generated. 

T h e o r e m 4.4 (Bass-Murthy [5, § 10]). With the notation above, 
Wh (я x T)^Wh (K)@(T <g>z Pic (Zn)) ® (A*T<g>z M (я)) ® Nt (я, T), 
where Ni(n, Т) is a torsion group in which each element has order divide 
ing a power of m. (Hence Nt (я, T) = 0 if я = 0, i.e. if m = 1.) 
// m is not square free and if r> 2 then Ni (я, T) is not finitely genera
ted. The rank of Wh (я x T) is 

<Гоо(я)-Го(я)) + ( ^ ^ . ( ( 2 ^(я).(Го(яр)~1))-(гоИ-1)). 
PI m, 

p prime 

The term Nt (я, T) above remains somewhat inaccessible, whereas 
all the others are reasonably well understood. In particular one 
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doesn't know whether N± (я, T) has bounded exponent, nor when, 
precisely, it is finitely generated. It is plausible that the latter occurs 
whenever m is square free, 

Theorems 4.3 and 4.4 are proved with the aid of theorems of 
Grothendieck and of Bass-Heller-Swan (see [4]) describing KtA [T] 
when Л is a regular ring. However Z Ы X T] = A [T] where A — Zn> 
is never regular unless я = 0. The theorems just mentioned intervene 
on passing from Zn to its integral closure, and on passing from Zft 
modulo the conductor to the latter's reduction modulo its nil radical. 
A variety of techniques are used to carry out the detailed analysis. 

Institute of Advanced Study, 
Princeton, USA 
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SOME PROBLEMS IN DIFFERENTIAL ALGEBRA 

E. R. K O L C H I N 

Introduction ' 

It is 36 years since the publication of Ritt's first paper in differen-
;ial algebra [1], and almost 16 years since his death. The fact is that 
luring the twenty years preceding his death the subject progressed 
it a much faster rate than afterward. This is in no way due to a lack 
)f worthwhile problems, but rather is a reflection of the scanty atten-
;ion these problems have received. The experience and techniques 
)f algebrists and especially algebraic, geometers are particularly 
;uited to differential algebra, and it is surprising that so few of them 
lave turned their talents in this direction. I hope that my description 
)f a few of the more challenging unsolved problems will lure some 
nto accepting the challenge. 

Consider a differential field §, i.e., a field in the usual sense (which 
ve shall suppose to have characteristic 0) together with a finite num-
)er of mutually commuting derivation operators б ь . . ., ô^; when 
n = 1 the differential field is ordinary (and we usually write a" 
nstead of ôta), and when m > 1 it is partial. Our problems have 
о do with algebraic differential equations of the form A = 0, where A 
s a differential polynomial over % in a finite number n of diffe-
ential indeterminates (i.e. Л is a polynomial, with coefficients in 
?, in the derivatives ô? . . . Ö^Yj (0<ti<oo, . . ., " 0 < im < oo, 
</</z). The set SR = %{YU . . . Yn) of all differential poly-

îomials over Щ in Yi9 . . ., Yn is a differential ring. A subset 2 
if 3t defines a system of differential equations: A = 0 (Л 6 S). 
4 solution (ir|i, . . ., r\n) of this system, having coordinates in an 
extension (i.e. differential field extension) of g, is also called a zero 
if 2. It is convenient (albeit not essential) to work in a fixed universal 
extension U of $. Such a tt, which always exists, is, roughly speaking, 
о large that it contains enough elements for every purpose we can 
lave. 

An ideal И of Ш is differential if 6Д c= SI ( l < t < m ) , and 
s perfect if the condition A2 £ St implies that A 6 ЭД. The smallest 
inferential ideal containing the set 2 is denoted by [SI, and the 
mallest perfect differential ideal containing S is denoted by {2}; 
lecause the field characteristic is 0, {2} is the radical of [2]. The 
eros of 2 are the same as the zeros of {2}. A fundamental fact is 
hat 2 always has a finite subset Ф such that {Ф} = {2}; this is 
he Ritt-Raudenbush basis theorem. As a consequence, every perfect 
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differential ideal SI is the intersection of finitely many prime differ
ential ideals none of which contains another; these are the minimal 
prime differential ideals containing SI, and are called the components 
of St. These general facts from the Ritt theory, as well as others 
referred to below, can be found in his book [2]. 

1. Singular solutions 

Ritt's theory of components is especially interesting when St is 
the perfect differential ideal {A} generated by an irreducible differ
ential polynomial A 6 SR. Consider any total ordering of the sel 
of all derivatives 6Î1 . . . &%™Yj, such that for all such derivatives и 
and v and all 62 

(i) u<&tu, (ii) u<v=$àiU<,àtv; 

such orderings exist (e.g. the lexicographic ordering relative tc 
(ii+. . . +im> /» h> • • •> *m)) but in general are not unique. The 
highest derivatives present in A is called the leader of A, and the 
partial derivative дА/ди is called the séparant of Л; of course, a diffe
rent choice of ordering may give to Л a different leader and séparant. 
A zero of A is called singular if it is a zero of every sépa
rant of Л. 

Among the components of {A} there is one, which we denote by 
p(A), that contains no séparant, whereas each other component 
contains every séparant: р(Л) is the general component, and the 
others are the singular components, of A. Every zero of a singular 
component is singular, but a singular zero may be a zero of the gene
ral component. It is remarkable that all the singular components 
of Л are the general components of other irreducible differential poly
nomials in SR; furthermore, there is an effective procedure for finding 
these others. Yet, given a zero r\ — (r)b . . ., т)71) and a component, 
no general method is known for deciding whether т) is a zero of that 
component. Because it is possible to translate by ц (extending g ii 
necessary), this question reduces to the following problem posed 
by Ritt: 

Given an irreducible differential polynomial A 6 SR, to determine 
whether (0, . . ., 0) is a zero of $ (A). 

Only very special cases have been solved. When m = 1, n = I 
(ordinary differential equation in one unknown), and the order of A 
is<2 the solution was given by Ritt [3]. Beyond this there are only 
certain sufficient conditions and other necessary conditions, which 
are far apart; these conditions, successively developed by Ritt, 
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H. Levi, A. Hillman, and me, are described in [4] where references 
are given. 

The condition that (0, . . . ., 0) be a zero of p (A) is equivalent 
to the condition that p(A) с [Yi9 . . . ., Yn]. Thus, the above 
problem about Л is a special case of the following: given a prime differ
ential ideal p of SR, to determine whether or not p (A) cz p. 
A second interesting special case is that in which p is the general compo
nent of another irreducible differential polynomial B\ Given A and 
B, to determine whether p (А) с p (B). Here, too, the results are 
meager. 

2. Extensions of differential specializations 

Let (%, . . ., т]п) and (£b . . ., Z>n) be points of Un. We say 
that (k, . . ., £n) is a differential specialization of (%, . . ., r\n) 
over $, and write (%, . . ., r]7l) —> (£i, . . ., £n)> if every differential 

polynomial in fj {Y±, . . ., Yn) that vanishes at (%, . . ., r\n) 
vanishes also at (d, . . ., £n). When this is the case, and when k is an 
integer with 1 < £ < n, then obviously (% T)ä) -r» (£i, - • •> £A); 

и 
we say that the former differential specialization is an extension 
of this one. 

Let (t\i, . .., T)n) and k be given, and let В £ %{Y±, . . ., Уп}, 
^Oli» • • -, v\n) Ф 0- It is known ([5], [6], [7]) that there exists 
a nonzero B0 £ g {^i, . . ., Yh) with B0 (%, . . ., тц) ф0 such 
that every differential specialization (%, . . ., T)Ä) —> (d, . . . Sä) 

S . 
with ß 0 (Ci» • - -, Ik) Ф0 can be extended to a differential speciali
zation (T|lf . . ., т|д) - ^ (U £„) with В (Ь, . . ., W =^0. 

It might be expected, in analogy with the usual notion of speciali
zation as used in algebraic geometry, that every differential specializa
tion (T|lf . . ., T]ä) —» (£ь . . ., £ä) can be extended to some diffe-

3f 
rential specialization (т)ь . . ., т)„) —> (d, . . -, ÊJ, provided that 

S 
some of the elements £ä+ 1 , . . ., £n are allowed to be oo in an appro
priate sense. It is noteworthy that this is not so, even in the simple 
case in which m = 1, n = 2, k = 1, and $ is the ordinary differen
tial field С (x) of rational functions of a complex variable x. For 
example, if we take % = Г (x), where Г (x) is the usual gamma func
tion, and т)2 = Р̂ (\ Г (xYxdx\ , where g> is a doubly periodic func
tion of Weierstrass, then % —> 0 but there does not exist any £2 such 
that (TU, T)2) - ^ (0, W or (rib V ) - ^ (0, £2). 
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The problem, then, is to find a criterion that a differential speciali
zation (%, . . ., r\k) —> (£1 £ä) can be extended to a differential 
specialization (TU, . . ., т)д) ~> (&, ...., ^ ) . 

A special case is met in the problem of indeterminate forms. 
Let F, G 6 g {Yu . . ., Yn) be relatively prime, with G фО, and 
suppose that F and G vanish at (0, . . ., 0). The problem is to assign 
a value to the quotient FIG at (0 0). If elements t±, . . .}tn 6 U 
are differentially algebraically independent over % and we set и = 
= F (Ai . • v ^)/ö(^t» • • •» *n)> it is natural to say that FIG admits 
thevaluea at (0, . . ., 0) when (tu . . ., tn, u) —> (0, . . ., 0, a). Thus, 

the problem becomes that of finding the extensions of (t± tn) —> 

—> (0, . . ., 0) to (tu . . ., tn, u). This is equivalent to determining 

the elements a 6 U such that (0, , . ., 0, a) is a zero of .the general 
component of the differential polynomial Yn+i G — F 6 § {Yu . . . 
. . . , Yn+i}. Ritt conjectured [8] that either a is unique (possibly oo) 
or else a is completely arbitrary: he proved his conjecture in the 
case m = 1, n = 1, ord (FG) = 1. 

3. Differential dimension polynomials 
A prime differential ideal p of % {Yu . . ., Yn} has a generic 

zero: this is a zero (%, . . ., т)д) such that every element of 
${Y±, ..., Yn} that vanishes at (%, . . . , t\n) is an element oï p. The 
extension @ = $(rii, . . ., v\n) has a finite differential transcendence 
degree that we denote by a(p). This number d(p) is called the 
differential dimension of p, and is the "correct" definition of what in 
the classical literature is called the number of arbitrary functions of 
m complex variables'on which the solution of the system P = 0 
(P 6 P) depends; it measures the size of the set of zeros of p. If 
<\ is another prime differential ideal, and if p c ( | , then d(t>)> 
>d(<[), but if the inclusion is strict, the inequality need not be. 
For this reason a finer measure of the size is desirable. This is provided 
by the differential dimension polynomial a>p of p; we recall its defini
tion [9]. For any natural number s the ring SRs = g[(ôii1 . . . 
. . . öTYj)il+... +im^s> i<^n] is a polynomial algebra- over g in 
r"^mJ n indeterminates; the intersection p{]SR8 is a prime ideal 
of SR? and therefore has a dimension in the usual sense; there exists 
a unique polynomial cop in one variable over Q such that dim (p (] 
П SR8) = ©p (s) for all sufficiently big natural numbers s'. This poly-
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îomial has degree <де, and therefore can be written in the 

orm cûp (s) = S a* (p) (*+*) . The coefficients aj(tt) are then' 

ntegers. We order these differential dimension polynomials by 
lefining (ûp>û)q to mean that o p (5)>œq (s) for all sufficiently big 
ntegers s, i.e. we order them lexicographically with respect to 
a,n (p), . . ., Oo (P)). Then the inclusion p cz q implies the 
nequality ЮрХОд, and when the inclusion is strict so is the inequa-
ity. The connection with the differential dimension is given by the 
equation a,n (p) =d(p). 

It may happen that am (p) = 0. The biggest natural number 
r = T (p) such that а т (р)ф0 is called the differential type of p, and 
&T (p) is called the typical differential dimension of p. This terminolo
gy is justified by the1 fact that if we regard g and @ as differential 
Eields with respect to % new derivation operators ôj, = 2 ctt'$i 

' 1 < Г < т ) , where the ci%> are constants in g subject to a cer
tain inequation, then @ becomes a finitely generated extension of 
$ of differential transcendence degree ax (p). 

The differential dimension polynomial аь is a birational invariant 
but not a differential birational invariant; this means that if ц and £ 
are generic zeros of p and <j, respectively, then the condition g (т]) = 
= g (Q implies that (ùp = Cû̂  but the weaker condition g (т]) = 
= g (£) does not. Nevertheless, соp carries certain differential 
birational invariants with it. An obvious example is the differential 
dimension ain(p)\ two others are % (p) and ax^\(p). It would be 
interesting to discover other differential birational invariants, for 
any such invariant should have great significance for p. I should 
mention that an interesting connection between wp and the character
istic polynomials of Hilbert-Serre has recently been discovered by 
Joseph L. Johnson; his work will appear in his Columbia University 
dissertation. 

Consider a subset 2 of g {Y± Yn}. If the elements of 2 
have bounded orders then the differential dimension polynomials 
of the components of {2} are subject to certain restriction. Specifically, 
if for each Yj the order in Yj of every element of 2 is < eh then for any 
component p of {2}, the condition Ojn (p) = 0 implies the condition 
Om-i (p) < S eJ- (This generalizes to any m the result proved by 
Ritt [2, p. 135] for m = 1.) There are grounds for conjecturing that 
in general 

/ ч xi (ej + m-x(p)-l\ 

l^i^n 

18—1220 
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When т (p) = m this states that am(p)^.m, which is obvious, 
and when % (p) = m — 1 this reduces to the result just mentioned. 

When the set 2 cz g {Yu . . ., Y1}} consists of precisely n 
differential polynomials» Fi9 . . ., Fn then there are two further 
conjectures. Set etj = ordy.Fj ( 1 < J < / I , i</</i) and h = 
*= max (eijt(i)+ . . . + епП(П)), where я runs through the symmetric 

n 
group 6 л . This number h, heuristically arrived at by Jacobi, is in 

-general smaller than the number S */• The first of the conjectures 
then is: For any component p of {Fu . . ., Fn}, if a^ (p) = 0 then 
am-i(p)<h. Ritt [10] proved this conjecture in two special 
cases: 1° m =? 1, n = 2; 2° m = 1, each Fj linear. Aside from these 
cases, nothing seems to be known. The second of the conjectures is: 
For any component p of {Fif . . ., Fn}, if am (p) =am-i(p) = 0 
then ©p = 0. When the fij are linear this may be regarded as a pre
cise formulation of a conjecture made by Janet [11]. Even in this 
case the problem is open. 

4. Picard-Vessiot theory 

Now let g be an ordinary differential field and denote its field 
of constants by (£; denote the field of constants of tt by Ä. Consider 
a homogeneous linear differential polynomial/, ;= 7(п) + а1У(п-1> + 
+ . • - + OjyY with coefficients in g. If (S is algebraically closed 
then L has a fundamental system of zeros (%, . . . , % ) such that the 
extension @ = g (%, . . ., ч\п) of g has the same field of con
stants (S, and then the set of all isomorphisms over g of & onto an 
extension of g in U has a natural group structure; by means of the 
fundamental system of zeros (тц, . . ., r\n) this group can be iden
tified with an algebraic subgroup G of GLk (n) defined over ©. This 
G can be called the Galois group of L over g. Of course, a different 
choice of fundamental systems of zeros in general gives a different 
Galois group; G is determined only up to conjugation in GL (n) by 
a matrix that is rational over ©. (This ambiguity can be removed 
by taking for G an algebraic subgroup of the group GL (V) of all auto
morphisms of the vector space V of zeros of L.) 

As in ordinary Galois theory, there are two general problems: 
1° Given L, to determine G. 
2° Given G, to find an L of which G is the Galois group. 
Of course, the nature of these problems depends on the differential 

field g which is given. For example, when g = © then it is easy to 
see that, for every L, G is reducible to triangular form (and hence 
is solvable). A. Bialynicki-Birula [12] has shown that if g has 
finite transcendence degree over ® and G is a connected and nilpo-
tent algebraic subgroup of GL (n) defined over K, then there exists 
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a homogeneous linear differential polynomial L with coefficients in 
g such that the Galois group of L over g is isomorphic to G. Aside 
from this and some work in a slightly different direction by Lawrence 
Goldman [13], even when g = С (x) very little of a general nature 
is known. For the second problem this is not" unexpected, in view of 
the history of the analogous problem in classical Galois theory. The 
obstinacy of the first problem is somewhat of a surprise, and it now 
appears that we should be grateful for almost any kind of information 
about G; the difficulty stems in part from the fact that a zero of L 
that is not a zero of any linear differential polynomial over С (x) of 
lower order may very well be a zero of a nonlinear one. 

5. Rational approximation 

Let me close with my favorite problem. This is to prove1 for alge
braic differential equations an analog of the Thue-Siegel-Roth 
theorem [14] on approximation to algebraic numbers by rational 
ones. 

Let /C be any field and x be an indeterminate over K. The field 
К ((AT1) ) of formal power series in x~l over К contains the field 
/(" (AT1) =. % (x) of rational fractions in x over /Ç. There is a discrete 
nonarchimedean valuation of К (С*-1)) such that | 2 ch (xr1)11 | = 

= e~T when cr ф 0; К((х~г)) is the completion of К (x) with respect 
to this valuation. 

Relative to the derivation operator dldx, К ((xr1)) is an ordi
nary differential field; К (x) is a differential subfield of К ((х~г))г 
and Klx] is a differential subring of К (x) such that \b | > 1 for 
every nonzero b 6 К lx]. Suppose henceforth that the characteristic 
of К is 0. Then the field of constants of К ((xr1)) is it, and | b' | = 
= | b \e for every b 6 К ((AT1)) such that | b \ ф 1. 

Consider any differential polynomial P in one differential indeter
minate y, and let z be another differential indeterminate. There is 
a smallest natural number d such that P (ylz) zd is a differential 
polynomial in y, z; we call this smallest d the denomination of P. 
(When P is a polynomial, i. e. a differential polynomial of order 0r 
then the denomination of P is its degree.) An element и 6 K((xr1)) 
that is differentially algebraic over К (x) is said to have denomination 
d, if и is a zero of a differential polynomial in К (x) {y} of denomina
tion d but is not a zero of one of denomination < d. 

It is known ([15], [16]) that if и 6 К ((xr1)) is differentially algeb
raic over К (x) and of denomination d then there exists a real number 
a > 0 such that 

a I a 
Ъ \b\d 

18* 
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for all a, b Ç К Ix] with b фО and и фа/b. This generalizes the ana-
t log for algebraic functions of Liouville's simple precurser of the 
Thue-Siegel-Roth theorem. 

The problem, then, is to show that the exponent à here can be rep
laced by any number greater than 2. This seems to be extremely diffi
cult, and at present any improvement in the exponent would be of 
interest. One of the difficulties arises from the fact that in Ritt's 
process of reducing a differential polynomial A, by a differential 
polynomial В (analog of Euclidean divisiQn of polynomials), it is 
necessary to multiply Л by a power of the séparant of B\ this spoils 
all estimates. 

Dept. of Mathematics, 
Columbia University, 
New York, USA 
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CLASSES OF ELEMENTS OF SEMISIMPLE 
ALGEBRAIC GROUPS 

R O B E R T S T E I N B E R G 

Given a semisimple algebraic group G, we ask: how are the ele
ments of G partitioned into conjugacy classes and how do these classes 
fit together to form G? The answers to these questions not only throw 
light on the algebraic and topological structure of G, but are impor
tant for the representation theory and functional analysis of G; 
conversely, of course, we can expect the representations and functions 
on G to contribute to the answers to the questions. In what follows, 
we discuss some aspects of these questions, present some known results, 
and pose some unsolved problems. 

To do this, we first recall some basic facts about semisimple algeb
raic groups. Our reference for all this is [7]. A linear algebraic group G 
is a.subgroup of some GLn (К) (n>\, К an algebraically closed field) 
which is the complete set of zeros of some set of polynomials over К 
in the n2 matric entries. The Zariski topology, in which the closed 
sets are the algebraic subsets of G, is used. G is semisimple if it is 
connected and has no nontrivial connected solvable normal subgroup; 
it is then the product, possibly with amalgamation of centers, of some 
simple groups. The simple groups have been classified, in the KilHng-
Cartan tradition. Thus there are the classical groups (unimodular, 
symplectic, orthogonal, spin, etc.) and the five exceptional types. 
The rank of a semisimple group is the dimension of a maximal torus 
(a subgroup isomorphic to a product of GL4's). We also need the 
notions of simple connectedness and Lie algebra as they apply to linear 
algebraic groups, but we omit the definitions. Henceforth К denotes 
a fixed algebraically closed field, p its characteristic, G a simply conne
cted semisimple algebraic group over K, and r the rank of Gf The 
simplest example is G = SLr+i (K)- L denotes the Lie algebra of G. 
If x is an element of G, we write Gx (resp. Lx) for the centralizer of x 
in G (resp. L). We shorten conjugacy class to class, and dimension 
to dim. 

Now we take up the problem of surveying the conjugacy classes 
3f G and finding for them suitable representative elements. Recall 
that an element of G is semisimple if it is diagonalizable, and unipo-
tent if its characteristic values are all 1, and that every element can 
be decomposed uniquely x =xsxu as a product of commuting semisim-
ple and unipotent elements. An element x will be called regular if 
dim Gx = r, or, equivalently, if dim Gx is minimal [12, p. 49]; here x 
need not be semisimple and may in fact be unipotent. Various chara-
:terizations, hence alternate possible definitions, of regular elements 
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may be found in [12]. The regular (resp. semisimple) elements form 
a dense open set with complement of codimension 3 (resp. 1) in G 
[12, 1.3 and 6,8]; thus most elements are regular (resp. semisimple). 
In [12, 1.4] we have constructed a closed irreducible cross-section, C, 
isomorphic to affine r-space, for the regular classes of G. Also, we have 
proved [12, 1.2]: 

(1) The map x-±- xs sets up a I-I correspondence between the regular 
and the semisimple classes of G. 

Thus by choosing the elements of С and their semisimple parts 
we obtain a system of representatives for the regular classes and for 
the semisimple classes of G. If G is the group SLn, the representatives 
of the regular classes chosen turn out to be in one of the Jordan cano
nical forms. Thus we are led to our first problem. • 

(2) P r o b l e m . Determine canonical representatives, simitar to 
those given by the Jordan normal forms in SLn, for all of the classes 
of G, not just the regular ones. 

In proving the results described above, we are naturally led to 
consider the algebra of regular class functions, those regular functions 
on G that are constant on the conjugacy classes of G. This is a poly
nomial algebra generated by the characters Xi> OC2, • • *> Xr of the 
fundamental representations of G [12, 6.1]. (If G = SLr+i, the %'s 
are just the coefficients of the characteristic polynomial with the 
first and last terms excluded.) First of all these functions give a 
very useful characterization of regular elements of G: x is regular if 
and only if the differentials of %u %2 Xr are linearly independent 
at x [12, 1.5]. And secondly they are related to our classification 
problem by the following result [12, 6.17]: 

(3) The map x ->• (%{(x), %2 (x) %r (x)) on G induces a bijection 
of the regular classes, and of the semisimple classes, onto the points of 
affine r-space. 

(4) P r o b l e m . . Assume that x and y in G are such that for every 
rational representation (p, V) of G the elements p (x) and p (y) are con
jugate in GL (V). Prove that x and y are conjugate in G. 

By (3) this holds if x and y are both regular or both semisimple, 
and it can presumably de checked when G is a classical group, but 
we have not done this in all cases. 

To continue our discussion, we will use the following result. 
(5) If y is a semisimple element of G, then Gy is a connected reductive 

group (i.e. the product of a semisimple group and a central torus). 
More generally one can show: The group of fixed points of every 

semisimple automorphism of G is connected. Such connectedness the
orems are important in problems concerning conjugacy classes, as we 
shall see, and also in problems about cohomology [1, p. 224]. 

Assume now that x and x' in G have the same semisimple part y. 
Then x and x' are conjugate in G if and only if xu and x'u are conjugate 
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in Gy, in fact, by (5), in the semisimple part of Gy. The latter group 
may not be simply connected, but this is immaterial for the study of 
unipotent elements. Thus the study of arbitrary classes is reduced to 
the study of unipotent classes, and these are the clases we now consider: 

At present not much is known about the classification of the uni
potent classes of G. Observe, though, that (1) implies that regular 
unipotent elements exist and that they in fact form a single conjugacy 
class. 

(6) P r o b l e m . Classify the unipotent classes and determine cano
nical representatives for them. 

Up =0, the study of unipotent classes in G is equivalent to that 
of nilpotent classes in L, and a classification of these latter classes 
together with representative elements may be found in [3; 4]. The result, 
however, is in the form of a list, which, though finite, is very long, 
thus subject to error and inconvenient for applications. The main proce
dure in the construction of the list, that of imbedding each nilpotent 
element in an algebra of type s/2 and then using the representation 
theory of this algebra, or the corresponding procedure with G in place 
of L, is not available if p фО [12, p. 60]. In studying the nilpotent 
classes of L (still for p =0) one is naturally led to study the class H of 
G-harmonic polynomials on L: indeed these polynomials are in natural 
correspondence with the regular functions on the variety of all nilpo-
tent elements of L, by results in [61. To our knowledge, no one has 
succeeded in effectively relating H to the classification problem 
at hand. 

(7) P г о b 1 e m. Do this. 
(8) P г о b 1 e m. Do the same for the unipotent classes of G (for p 

arbitrary), having first found an analogue for H. 
Now it follows from (5) that a unipotent element centralized by 

a semisimple element not in the center of G is contained in a proper 
semisimple subgroup of G. Thus an important special case of (6) is: 

(9) P г о b 1 e m. Same as (6) for the classes of unipotent elements x 
such that Gx is the product of the center of G and a unipotent subgroup. 

As is easily seen, the class of regular unipotent elements always 
satisfies this condition. If p = 0, then relatively few other classes 
do [3, Th. 10.6]. 

. A more modest problem is as follows. 
(10) P r o b l e m . Prove that the number of unipotent classes of G 

is finite. 
Here only classes which satisfy (9) need be considered. Observe 

that a proof of (4) would yield the finiteness together with a bound on 
the number of classes. From the work of Kostant one obtains a rather 
lengthy proof of (10) together with the bound 3 r, in case / 7 = 0 . 
Richardson [6] has found a simple, short proof that works not only 
if p = 0 , but, more generally, if p does not divide any coefficient of 
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the highest root of any simple component of G, this root being expressed 
in terms of the simple ones. In the sequel such a value of p will be 
called good. Richardson's method depends eventually on the fact that 
an algebraic set has only a finite number ,of irreducible components; 
thus it yields no bound on the number of unipotent classes, but it 
does yield the following useful result. 

(11) If p is good and G has no simple component of type An, then Lx 

is the Lie algebra of Gx for every x in G. 
(12) P г о b 1 e m. Extend (11) to all p and G, with the conclusion 

replaced by: Lx is the sum of the Lie algebra of Gx and the center of L. 
This is easy if x is semisimple and known if x is regular (cf. [ 12,4.3] ). 
Finally let us mention an old problem which seems to be closely 

related to (6). 
(13) P r o b l e m . Determine, within a general framework, the 

conjugacy classes of the Weyl group W of G, and assuming that W acts, 
as usual, on a real r-dimensional space V, relate them to the W-harmonic 
polynomials on V. 

Next we consider some results and problems about centralizers 
of elements of G. We have already stated, in (5) and (11) above, two 
such results. Springer [10] has proved that for any x in G the group 
Gx contains an Abelian subgroup of dimension r. It follows that if x 
is regular, then the identity component Gx of Gx is Abelian. 

(14) P г о b 1 e m. // x is regular, prove that Gx is Abelian. 
(15) P r o b l e m . Prove conversely that if Gx is Abelian, then x is 

regular. 
These results would yield an abstract characterization of the 

regular elements, but other such characterizations are known [ 12, 3.14]. 
Both problems may easily be reduced to the unipotent case. If x is 
a regular unipotent element, then, as already mentioned, Gx is the 
product of the center of G and a unipotent group Ux. Springer [11,4.Ill 
has proved: 

(16) If p is good, then Ux is connected (hence Abelian). 
Thus (14) holds in this case. If p is bad, (16) is false, in fact x $ U%. 
(17) P r o b l e m . For p bad determine the structure of Ux/Ux and 

whether Ux is Abelian. 
A solution to (16) would complete the proof of (14), and quite 

likely would also have cohomological applications (cf. [11, § 3]). 
We do not know whether (15) is true even if p = 0 . 

(18) P r o b l e m . Prove that dim Gx— r is always even. In other 
word, the dimension of each conjugacy class is even. 

This has been proved in the following cases: if p = 0 [5, Prop. 15], 
if p is good (because of (11) the same type of proof as for p = 0 can be 
given), if x is semisimple (this is easy); and presumably can be checked 
when G is a classical group. 
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All of the above problems are special cases of one big final problem 
about central izers. 

(19) P T о b 1 e m. For every element x of G determine the structure 
>fGx. 

Next we discuss briefly the individual classes, and their closures. 
Each class is, of course, an irreducible subvariety of G (because G is 
connected). A class is closed if and only if it is semisimple [12, 6.13]. 
Vlore generally, the closure of a class consists of a number of classes 
)f which exactly one is semisimple [12, 6.11]. Whether the number 
s always finite or not depends on (10). The most important case 
>ccurs when we start with the class UQ of regular unipotent ele-
nents; then the closure U is just the variety of all unipotent elements 
)f G. Although some results about U are known, e.g. U is a complete 
ntersection specified by the equations %t(x) = %t(l) ( l < t < r ) (the 
t's are still the fundamental characters), and the codimension 
>f U — UQ in U is at least 2 [12, 6.11], we feel that U should be 
tudied thoroughly. 

(20) P r o b l e m . Study U thoroughly. 
Of course this problem is related to (8). 
Using the properties of U just mentioned and also (16), Springer 

las proved the following result. 
(21) If p is good, then the variety U (of unipotent elements of G) is 

amorphic, as a G-space, to the variety N of nilpotent elements 
fL. 

If p is bad, this is false, because (16) is. If p = 0, Kostant [5] 
ias obtained results about the structure and cohomology of N, in 
articular that N and any Cartan subalgebra of L intersect at 0 with 
multiplicity equal to the order of the Weyl group W. 

(22) P r o b l e m . Find a natural action of W on affine 
dim G — r)-space so that the quotient variety is isomorphic to N. 

So far we have been considering G over an algebraically closed 
eld K- From now on we shall assume that G is defined over a perfect 
eld k which has К as an algebraic closure; thus the polynomials 
rtiich define G as an algebraic group can be chosen so that their 
oefficients are in k. The problem is to study the classes of Gh, the group 
f elements of G which are defined over k, i.e. which have their coor-
inates in k. The main idea is to relate the classes of Gh to those of 
! with the help of the Galois theory. We will discuss mainly the pro-
lem of surveying, and finding canonical representatives for, the 
lasses of GÄ. Recalling our solution to this problem for the regular 
md semisimple) classes of G, we naturally try to adapt our cross-
action С of the regular classes to the present situation. Consider a regu-
ir class of G which meets GÄ. This class, call it R, is necessarily defined 
is a variety) over k. How can we ensure that the representative ele-
îent С П R of R is in GÄ? The obvious way is to construct С so that 
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it also is defined over k. For this to be possible, the unique unipotent 
element of С must be in GA, and then the unique Borel (i.e. maximal 
connected solvable) subgroup of G containing this element [12, 3.2 
pnd 3.3] must de defined over k; i.e. G must contain a Borel subgroup 
defined over k. This last condition is a natural one which arises in 
other classification problems, and, although a bit restrictive, holds 
for a significant class of groups, e.g. for the so-called Chevalley groups 
12], of which one is the group SLn. Conversely, if this condition holds, 
then it turns out that with a few exceptions (certain groups of type 
Am (but not SLm+i) are forbidden as simple components of G) С 
can be constructed over k [12, § 9]. Thus if we form С (] Gk, we obtain 
a set of canonical representatives for those regular classes of G which 
meet Gk; but not necessarily for the regular classes of Gk since 
a single class of G may intersect Gk in several classes. In other words, 
elements of GA conjugate in G may not be conjugate in Gk. Looking 
for an idea to remedy this situation, we consider the case G = SLn,. 
We have the Jordan normal forms for all the classes of SLn (K), no! 
just the regular ones, and, though this fails in SLn (K), it does hold 
in GLn(k). Now the action of GLn(k) by conjugation is that oi 
PGLn (k), i.e. of öh, if we let ù denote the adjoint group of G, i.e. 
the quotient of G over its center, which is PSLn in the present case. 
Thus we are led to the following problem. 

(23) P r o b l e m . Asume that G contains a Borel subgroup definec 
over k (and perhaps that G has no simple component of type Am) 
(a) Prove that every class of G defined over k meets Gk, i.e. contains an eh 
ment defined over k. (b) Prove that two elements of Gk which are conjugatt 
in G are conjugate under Gh. 

As we have seen, (a) holds for regular classes. It holds also foi 
semisimple classes, without any restriction on the components o: 
type Am [12, 1.7]. 

(24) Assume that G contains a Borel subgroup defined over k. Thet 
every semisimple class of G defined over k meets Gh. (And conversely*.] 

This result has a number of applications to classification problem: 
[12, p. 51-2], especially if (cohomological) dim fe<l. We recal 
[8, p. 11-8] that dim fe<l is equivalent to: every finite dimensiona 
division algebra over k is commutative. This holds in several casei 
of interest in number theory, in particular if k is finite [8, p. 11-10] 
As a consequence of (24), we haveJI2, 1.9]: 

(25) / / dim &< 1 and H is any connected linear group defined over k 
then the Galois cohomology H1 (k, H) is trivial. 

This result and an extension due to Springer [8, p. 111-16] lea| 
to the classification of semisimple groups defined over k, if dim &< '. 
(we get [12, 10.2] that there is always a Borel subgroup defined ove 
k), and answer most of the questions raised above. Concerning (23a), w< 
get [12, 10.2]: 
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(26) J/ k and H are as in (25), then every class of H defined over 
k meets Hh. 

Concerning (23b), we get [21, 10.3]: 
(27) / / d i m £ < l , then two semisimple elements of Gk which are 

conjugate in G are conjugate in Gh. 
This result is false for arbitrary elements, e.g. for regular ones. 

To show a typical kind of argument, we give the proof of (27). Let 
y and z be semisimple elements of Gk conjugate in G; thus ayar1 = z 
with a in G. Combining this equation with the one obtained by 
applying a general element y of the Galois group of К over k, we 
see that arxy (a), call it xy, is in Gy. As we check at once, x satisfies 
the cocycle condition ху& = xyy (x6), hence represents an element 
of Нг(к, Gy), which is trivial, by (25), because G„ is connected, by (5), 
Thus xy = by (b"1) for all у and some b in Gy. We conclude that 
у and z are conjugate in Gh, by the element ab in fact. The same 
argument, with (16) in place of (5), shows that regular unipotent 
elements of ôk which are conjugate in ô (the adjoint group) are con
jugate in ôh, if p is good (here dimfe<l is not necessary, but p 
good is). 

By combining (26) and (27), we get a complete survey of the semi-
simple classes of GA, if d i m £ < l ; in particular, these classes corres
pond to the rational points of affine r-space, suitably defined over k 
(cf. [12, 10.3]). Thus, if A is a finite field of q elements, so that Gk 
is a simply"connected version of one of the simple finite Chevalley 
groups or their twisted analogues, the number of such classes is qT, 
a useful fact in the representation theory of these groups [ 11]. A related 
result, whose proof, unfortunately, does not use the same ideas, states 
that the number of unipotent elements of Gh is (/d,mG-r [13]. 

Finally we conclude our paper with another problem. 
(28) P r o b l e m . If G is defined over k (any perfect field), prove 

that every unipotent class of G is defined over k. 
This would yield a proof of (10). In fact, assuming p Ф 0, as we 

may, choosing k as the field of p elements, applying (28) with G suitably 
defined, and then using (26), we would get (10) with the number boun
ded by \Gk\. 
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О НЕКОТОРЫХ ПРОБЛЕМАХ БЕРНСАЙДОВСКОГО ТИПА 

Е. С. Г О Л О Д 

Целью доклада является описание приема, который позволяет 
строить контрпримеры для некоторых проблем бернсайдовского 
типа [1] в случае «неограниченного» показателя. Как известно, 
в случае «ограниченного» показателя большинство из этих проблем 
имеет положительное решение [2, 3, 4], за исключением собственно 
проблемы Бернсайда о периодических группах [5]. Далее будет 
доказана следующая 

Т е о р е м а . Пусть k — произвольное поле. Существует А-алгеб-
ра А (без единицы) с d > 2 образующими, которая бесконечно
мерна как векторное пространство над k, в которой всякая подал
гебра с числом образующих < d нильпотентна и которая такова, 

что П Ап = (0). 
n=i 

Частными случаями этой теоремы являются результаты, получен
ные тем же методом в [6], а также следующие утверждения: 

С л е д с т в и е 1. Существует финитно-аппроксимируемая бес
конечная р-группа с d > 2 образующими, в которой всякая под
группа с числом образующих <С ^.койечна *). 

х) Как доказал С. П. Струнков [7], если в группе с числом образующих 
d > 3 всякая собственная подгруппа конечна, то и сама группа также конечна. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А — алгебра над полем Fp из р 
элементов с d образующими xi9 . . ., х&, которая удовлетворяет 
геореме. Рассмотрим в алгебре Â, полученной из А присоединением 
единицы 1, мультипликативную подполугруппу, порожденную эле
ментами 1 + Xi (i = 1, . . ., d) и их обратными (1 + х%Гг (которые 
существуют, так как все элементы в А нильпотентны). Очевидно, 
что G — группа, причем р-группа. Если 1 + щ (/ = 1, . . ., s, 
г < d) — элементы из G, то порожденная ими подгруппа конечна, 
гак как все ее элементы имеют вид 1 + и, где и принадлежит под
алгебре, порожденной элементами щ, которая нильпотентна, следо-
зательно, конечномерна над k и поэтому состоит из конечного числа 
элементов. Группа G бесконечна, поскольку бесконечномерная 
алгебра Â является гомоморфным образом групповой алгебры 
группы G над Fp. Наконец, группа G финитно-аппроксимируема, 
гак как если элемент g = 1 + и £ G лежит в пересечении всех 

оо 

членов нижнего центрального ряда группы G, то и 6 П Ап, а пото-
п=1 

лу и = 0, g = 1. 
С л е д с т в и е 2. Существует финитно-аппроксимируемая 

генильпотентная группа G с числом образующих d>3, которая 
удовлетворяет условию Энгеля, т. е. для любых x,y£G существует 
г = п (х, у), "такое, что 

1^.11х,у]}у]...у] = 1г). 
> , ,—' 

n рае 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Частный случай следствия 1. 

С л е д с т в и е 3. Пусть k — произвольное поле. Существует 
;-алгебра Ли L с d > 2 образующими, которая бесконечномерна как 
;екторное пространство над k, в которой всякая подалгебра с числом 

оо 

»бразующих < d нильпотентна и которая такова, что П Ln = (0). 
n = l 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А — ассоциативная алгебра над 
: с образующими Хи . . ., xd, удовлетворяющая условиям теоремы. 
lycTb L—алгебра Ли, порожденная элементами #ь . . ., Ха относи-
ельно операции коммутирования [х, у] = ху — ух. Нужно про
брить только, что алгебра L бесконечномерна над k. Это вытекает 
о того, что А как векторное пространство над k порождается про
ведениями вида y*i . . , у\в, где уи у2, . . . — некоторый 

х ) Аналогичное утверждение справедливо и в случае d = 2, однако тогда 
но не является формальным следствием теоремы, а должно доказываться 
«посредственно тем же приемом, что и теорема, 
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Ä-базис в L и ii < i2 < . . . < i8- Если бы алгебра L была конечно
мерна, то, поскольку все элементы в А нильпотентны, из элементоЕ 
указанного выше вида можно было бы выбрать конечный базис для 
А — противоречие. 

С л е д с т в и е 4. Существует бесконечномерная алгебра Лк 
с числом образующих d > 3, удовлетворяющая условию Энгел* 
(так же как и в следствии 2 с показателем п, зависящим от х, у)г) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Частный случай следствия 3. 
Доказательство теоремы основывается на признаке бесконечно 

мерности алгебры, доказанном в [8]. Ниже этот признак формули 
руется в виде леммы и воспроизводится та часть из рассуждение 
в [8], которая необходима для ее доказательства. 

Л е м м а . Пусть R — свободная ассоциативная алгебра от с 
образующих над некоторым полем k, I — идеал в R, порожденные 
последовательностью форм (т. е. однородных элементов) степеш 
> 2, в которой для всякого i число форм степени i конечно и равн< 
гх. Пусть ri<Sf. Если все коэффициенты степенного ряда 

оо 

(l-dt+^sSy1 -
неотрицательны, то факторалгебра * А = RII бесконечномерна 
В частности, это справедливо, если г г < e2 (d — 2е)<-2 (е > 0) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Алгебра А = RII является градуиро 
оо 

ванной. Обозначим через At ее i-ю составляющую: А = Ц At. Пуст! 
_ i = o __ 

Xi, . . ., Xd — образующие свободной алгебры R, х±, . . ., xd — 
их канонические образы в А. Вообще, если х — элемент из R, тс 
его канонический образ в А обозначаем через х. Пусть Д, Д» . . . — 
формы, порождающие идеал I, ъ. степень f) равна kj. Если i < 0 
то полагаем А% = 0. Пусть Bt — прямая сумма d экземпляро! 

оо 

-̂векторного пространства A/_i : Bt = fj А\-\ и Ct = Ц A^hj. Опре 
rfpae j = l 

делим отображения a: Bt ->• At и ß :̂ Ct ->- Bt. Отображение a опре 
деляется по формуле 

(flu .. ., ad)~->aiXi+ ...+adxd, av^At-u v = l,...,d. 
Отображение ß есть сумма отображений ß/ At-k. ->• Bt, где ßy опре 
деляется следующим образом: запишем форму fj в виде 

d 

v = l 

*) См. сноску на предыдущей странице. 
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где /У — некоторые формы степени kj — 1 ; тогда 

fa(z)~(zfhzT% ...,z/f), z^A^hj. 

Покажем, что последовательность 

С | Д ^ Д * ^ - > 0 (1) 

точная, если i > 0 . Очевидно, что а сюръективно и что aoß = 0. 
Проверим, что если а = (а4> . . .^ad) 6 Ker а, то a,£ Im ß. Пред
ставим элементы ау в виде av = yv, где yv — некоторые элементы 

d 

степени i — 1 из R. Так как а(а) = 0, то # = 2#v#v G /, а потому 
v = l 

d d оо 

S #*#v = S "v*v + S *//./, где ttv £ / и Z/ Ç R — однородные эле-
v = l v = l j = l __ _ 

vfeHTÉi степени i — kj соответственно. Тогда если z = (zif z2, . . .), 
го, очевидно, ß(z) = а. 

Пусть теперь bt = dim Л*. Точная последовательность (1) дает 
неравенство 

bi>dbi-i— Soi-/*,. 

Умножая его на ^ и суммируя по всем t от 1 до оо, получим'нера-
зенство для формальных степенных рядов (которое нужно понимать 
хак неравенство, выполняющееся для всех соответствующих коэф
фициентов в правой и левой частях): 

оо оо оо оо 

S bit1 ̂ dt^ ôi-^-i - S tllJ S *<-*, **"*'. 
*=1 i = l j = l i = l ' 

oo 

lycTb PA (0 = 2 &***• Так как-60 = 1, имеем 
i = 0 

PA(t)-\>dtPA(t)-{^ rht
h)PA(t) 

*ЛИ 

{\-dt+Y>rht
h)PA(t)>\. 

Ä=l 
oo 

Если коэффициенты степенного ряда (l —dt + 2 ТнРУ1 неотри-
Ä=2 

*ательны, то 

оо 

й=2 
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и алгебра А бесконечномерна. Наконец, если st > rt и неотрицатель-
оо 

ны коэффициенты степенного ряда (l — dt + 2 ^t1)"1, то, как 
i=2 

легко видеть, 

{\-dt+ 2 rii
iT1>(l-~dt+ 2 ***)"*• 

i=2 i=2 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Пусть снова R —- сво

бодная ассоциативная алгебра от d образующих xi9 . . ,, xd над 
полем k, R+ — совокупность ее элементов, не имеющих свободных 
членов. В силу леммы для построения бесконечномерной алгебры А 
с d образующими, в которой любые d — 1 элементов порождают 
нильпотентную подалгебру, достаточно составить в R последователь
ность форм fu /2, . . . степени > 2 , такую, что 1) r * < e 2 ( d — 2e) i _ 2 

для всякого i>2; 2) если / — идеал, порожденный последова
тельностью форм fi, /2, . . ., то для любых d — 1 элементов 
У и . . ., Уа-i из R+ существует показатель п = п (уи . . ., yd^), 
такой, что всякий одночлен от yif . . ., yd-i степени > п лежит 
в^7. Последовательность форм с указанными свойствами строится 
по индукции. Предположим, что уже построена конечная 
система форм Д, . . ., Uk__i9 удовлетворяющая условию 1) и такая, 
что условие 2) выполняется для идеала Ih~i9 порожденного формами 
/it • • ->.fnk__i9 и элементов степени < k— 1. Покажем, что эту 
систему можно расширить до конечной системы форм f±, /2, . . . 
. . ., fnh, по-прежнему удовлетворяющей условию 1), а условию 
2) —для идеала Ik = (Д /Wft) и элементов степени < £ . Рас
смотрим d — 1 общих элементов степени k: 

^=4V/i + . . . + Ä d + 4 i ) 4 + . . . + 4 Ä ^ 4 '=1 d— i. 
и произвольное их произведение степени N: 

ghëh • • • S V 

Это выражение есть многочлен от коэффициентов сЭД, . . ., cty , 
которые рассматриваются как неизвестные. Коэффициентами при 
одночленах от с\{), . . ., cW J л служат формы OT#I, . . ., xd степе-

1 1 dft, d—1 
ни t, где N<Ci*CkN. Именно эти формы мы и добавляем к постро
енным ранее для получения системы /4> . . ., /nft. Тогда, очевидно, 
условие 2) для элементов степени < £ выполняется. Выполнение 
условия 1) обеспечивается за счет выбора числа N достаточно боль
шим. Прежде всего пусть N больше, чем степень любой из форм 
/ii •• •> fnk__. В этом случае общее число форм степени > N в систе
ме fi, . . ., fnk равно числу коммутативных одночленов степени N 
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т q = (d — 1) (d + . . . + dh) неизвестных, умноженному на 
i — 1)^ — число некоммутативных одночленов g"̂  . . . gtN степе-
и N от d — 1 неизвестных. Это число, таким образом, есть 

IycTb а = ~ f • Если е < 1/2, то а > 1. Поэтому для достаточно 

олыних значений N будем иметь 

(*+?-i)M<-çi=igr«*. 
ткуда для i>N получаем 

ri<(d—lf(N + q—l)^1<E^(d—2ef'-2. 

[ри i < N условие 1) также выполняется, ибо оно выполнялось 
ля системы fu . . ., /nAHL- Таким образом, система Д, . . ., /Пд 

остроена. Объединение всех этих систем Д fnk, k = l, 2, . . ., 
является искомой последовательностью форм Д, /2, . . . . Алгебра 

[ = R+/I удовлетворяет условиям теоремы. 

Московский текстильный институт, 
Москва, СССР 
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Теория чисел 

Theory of numbers 

Théorie des nombres 

Zahlentheorie 

NUMBER FIELDS AND ZETA FUNCTIONS ASSOCIATED 
WITH DISCONTINUOUS GROUPS 

AND ALGEBRAIC VARIETIES 

G O R O S H I M U R A 

1. Introduction 

Let Г be an arithmetically defined discontinuous group operatin 
on a bounded symmetric domain H, and <p a holomorphic mappin 
of H into a projective space which induces a biregular morphisi 
of HIT onto a Zariski open subset V of a projective variety. Then on 
can set the following problems. 

(A) Find a model V defined over an algebraic number field. 
(B) With suitably chosen V and cp, characterize number-theorel 

ically the field generated by the coordinates of <p (z0) for an ellipti 
fixed point z0 of an analytic automorphism a of Я such that аГа~ 
is commensurable with Г. 

(C) Find a connection between the zeta function of V and th 
Hecke operators defined for the automorphic forms with respect to Г 

A typical example is the case where Г is a principal congruenc 
subgroup of the modular group SL2 (Z) and H is the upper half plane 
Then one finds a curve У so as to be defined over the rational numbe 
field Q. The classical theory of complex multiplication solves Prob 
lern (В). The last problem (C) has been investigated by Eichler [1 
and myself [81, [9]. 

The main purpose of this lecture is to answer the above question! 
for all possible arithmetic Г (at least up to commensurability) acting 
on the upper half plane. This provides a complete analogue to the 
results obtained for SL2(Z). It turns out especially, that the maxima; 
abelian extension of a totally imaginary quadratic extension oi 
a totally real algebraic number field F can be generated, over th* 
maximal abelian extension of F, by the special values of automorphic 
functions of one variable. Although the principal part is thus con
cerned with the one-dimensional # , I shall first discuss Problems (A) 
and (B) in the higher dimensional case, because it will give a clear 
sight to the whole theory. 
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2. The moduli*variety for a family of abelian varieties 

In many cases, we can attach to H and Г a family 2 = {Qz \z 6 H}, 
parametrized by the points on H, of structures Qz, each of which is 
formed by an abelian variety Az, a polarization of Az, endomorphisms 
of Az, and points of finite order on Az. Two members Q2 and Qw of 
2 are isomorphic if and only if 7 (z) = w for some y Ç Г. We say that 
HIT is of type (P), if the members of 2 can be characterized only 
by the type of polarization, endomorphisms, and points of finite 
order. In such a case, one can approach Problems (A) and (B) as 
follows. First the algebro-geometric characterization of the members 
enables us to show the existence of an algebraic number field k with 
the property that, for every Qz £ 2 and an automorphism о of C, a is the 
identity mapping on k if and only if (Q2)° is isomorphic to a member 
of 2 . Then one can choose V and ф so that the following conditions 
are satisfied [13]. 

(2.1) V is defined over k. 
(2.2) // Q and Q' are structures isomorphic to members Qz and Qw 

of 2 respectively, and if Q' is a specialization of Q over k, then (<p (w), Q') 
is a specialization of (ф (z), Q) over k. 

For a given 2, such V and ф are unique up to biregular morphisms 
over k. The field k (ф (z)), for each point z £ H, has an invariant 
meaning for the structure Qz> since it can be characterized by the 
following property. 

(2.3) An automorphism a of С is the identity mapping on k (q>(z)) 
if and only if (Qz)

a is isomorphic to Qz. 
We call k (ф(г)) the field of moduli of Qz. 
Now if z is an isolated fixed point of an analytic automorphism 

of H described in (B), then Az has sufficiently many complex multi
plications. Therefore the determination of the number field k (ф(г)) 
can be essentially done by applying the theory of complex multipli
cation of abelian varieties [16] to Az. However it is not always 
a simple task but actually an interesting problem to determine the 
structure of Az. The study of some special ones among these Az is 
very effectively employed to characterize the field k number-
theoretically [12]. 

It should be observed that this recognition of HIT as moduli-variety 
does not necessarily give the ultimate answer to our problems, for 
some reasons which will be explained in the following section. 
Nevertheless, by this means, one can obtain at least the first appro
ximation to the solution, which is really the best possible in a number 
of cases, as is seen in the classical case of SL 2(Z) and elliptic 
curves. 

19* 
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3. Reflections on the idea of Section 2 

There are some spaces Я7Г which are not of type (P), but can 
be embedded holomorphically into Я/Г of type (P) through injections 
H' -+ H and Г' -> Г. I found a non-trivial example for this in the 
case of quaternion unitary group defined by Siegel [17], and communi
cated the possibility of generalization to Kuga, who, together with 
Satake, has investigated such an embedding in a general framework 
(cf. [4], [6], [7]). In such a case, one can still show that Я7Г' has 
a model defined over an algebraic number field. To show this, first 
we take V and ф for Я/Г so as to satisfy (2.1) and (2.2), and then 
choose a point z on Я* so that Az has sufficiently many complex 
multiplications. The points w on Я' such that Aw is isogenous to Az 
form a dense subset X of Я'. Since k(q>(w)) is the field of moduli 
of Qw, we see that the coordinates of the points in ф (X) are all algeb
raic numbers. Therefore, if a, is an automorphism of С over the algeb
raic closure of Q, then one has ф (X) = ф (X)a с ф (Я')а, so that 
<p (Я') = ф (H')°. It follows that ф (H'), a model for Я7Г', is defined 
»over an algebraic number field. The case of unitary groups of quater
nion hefmitian or anti-hermitian forms will be discussed in detail 
in [14]. In this way, we know that Я7Г has a model defined over 
an algebraic number field, so far as there "is a family of abelian 
varieties attached to Я7Г" in the sense of Kuga and Satake. A careful 
analysis of the special members Qz and the fields k (ф (z)) may yield 
я more precise result. 

The field k determined for the family 2 of § 2 is not necessarily 
the smallest field of definition for the field of automorphic functions 
with respect to Г. In reality, k is a number field which has an essential 
meaning for the family 2 of abelian varieties, but not always so 
for HIT. For example, to a certain Я/Г, one can attach infinitely 
many distinct families of abelian varieties; the field k may depend 

. on the choice of a family. These phenomena can happen both in the 
cases of type (P) and not of type (P). Therefore if we ask for "abso
lute" statements concerning HIT without reference to abelian varieties, 
the answer of § 2 to our questions may be considered incomplete in 
such a case. However, by studying these families more closely, it is 
possible to obtain an "absolute result" at least for the one-dimensional 
Я, which is our object in the following sections. 

4. Construction of class fields by automorphic functions 
with respect to an arithmetic fuchsian group 

Let В be a quaternion algebra over a totally real algebraic number 
field F of degree g. If r is the number of archimedean primes of F 
unramified in B, one can identify ßR = В <g)QR with the product 



G. SHIMURA 293 

M г (R)r X K*~r of r copies of the total matrix ring M2 (R) of degree 2 
over the real number field R, and g — r copies of the division ring К of 
real quaternions. For every a Ç ß R , let a = ( a 4 ag) with 
av£Al2(R) or К according as v < r or v > r. Denote by ß + the 
set of all a in В such that det (av) > 0 for v < r . If a £ 5 + , the 
action of a on the product $ r of r copies of the upper half plane 
IQ = {z £ С | Im (z) > 0} is defined by 

a(*i, . . . , zr)==(w±, . . . , ov), 

OJv = (ßvZv + bv)l(cvzv + dv), a v 

Let о be a maximal order in B, and с an integral ideal in F. Let 
Г (о, с) denote the set of all units 7 in 0, belonging to B+, such that' 
1 — У 6 с о. Then Г (о, с) can be considered as a discontinuous group 
acting on $ r . It is well-known that $ г/Г(о, с) is compact if В is 
a division ring, especially if r < g. Hereafter let us assume that 
r = 1, and the archimedean prime of F corresponding to the unique 
factor Mi (R) of ß R is obtained from the identity mapping of F. 

L e m m a . Let M be a totally imaginary quadratic extension of F 
which is isomorphic to a quadratic subfield of В over F. Thon the 
following assertions hold. 

(1) If f is an F4inear isomorphism of M into B, then f (M) — {0} cz 
cz B+, and every element in f (M) — F has exactly one fixed point on 
g which is common to all elements of f (M) — F. 

(2) // Тм denotes the ring of integers in M, then there exists an 
F4inear isomorphism f of M into В such that f (xM) cz 0. 

For an algebraic number field,К of finite degree and an integral 
ideal a in /C, we denote by С (К, a) the abelian extension of К in 
which a prime ideal p of /C, prime to a, decomposes completely if 
and only if p = (b) with an element b of К which is congruent multi-
plicativély to 1 modulo a and positive at every archimedean prime 
Df K. 

T h e o r e m I. The notation and assumption being as above, there 
exists a complete non-singular algebraic curve V and a holomorphic 
mapping ф of Jg into V, satisfying the following three conditions. 

(LI) V is defined over С (F, с). 
(1.2) ф gives a biregutar isomorphism of fè IT (о, с) into V. 
(1.3) Let M and f be as in (2) of Lemma, and z the fixed point ofx 

the elements of f (M) — F on $. Then С (M, с) is the composite of 
M ( ф (z)) and С (F, с). 

We call such a (V, ф) a canonical model for Jg/Г (о, c). If (V, ф) 
and (V, ф') are two canonical models for $/Г (о, с), then one can 
show the existence of a biregular morphism / of V to V, defined over 
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• ' • ' ' ' 

С (F, с), such that /оф = ф'. In this sense, (V, ф) is uniquely deter
mined for $/Г (о, c). 

1 The reciprocity-law for the extension С (M, c)IM can be described 
explicitly in terms of the special points ф (z). For simplicity, let 
us consider the case с =(1). Classify all the right o-ideals with respect 
to the left multiplication by the elements of ß+ . Let {yu . . ., ph} 
be a set of representatives for the classes of right o-ideals in this 
sense, Let ^ be the left order of fa. Set y ^ = ftju1. For every right 
o^-ideal y, let N(p) denote the ideal in F generated by the elements 
N (I) for all g 6 У, where N (I) denotes the reduced norm of g to F. 
We notice that, for each \i, {Nfa^), . . ., N (у/щ)} is a set oï repre
sentatives for the ideal-classes modulo the product и of all archimedean 
primes of F, and ft = [C (F, 1): F]. 

T h e o r e m II. The notation being as above, there exists a system 
{V%> фя (^ = 1, • . -, h)} satisfying the following conditions. 

(II. 1) For each K, (Vx, ф а , ) is a canonical model for !Q/T (o*,, 1). 

(II.3) Let M and f be as in Lemma, under the condition f (xM) cz o .̂ 
Let z be the fixed point on $& of the elements of f (M) — F, and Ь an 
ideal in M. Suppose that f is normalized in the sense defined below. 
Then there exist an element a of 5 + and a unique К such that ap^ = 

= /(Ь)0ц. With such an element a and т = ( С ^ ' ) / i V f) , one has 

Фи (z)T = Фя (a"1 (z)). 
Here we say that / is normalizedJf (d/dw) lf_(a) (w)]w==z = a/a for 

every a 6 Af, =^0. If^we define / by f (a) = / (a) for a£ M, then we 
see that either f or / is normalized. 

Example. Let d = 7, 9 or 11, and let F =Fd = Q ( £ + Г 1) 
with £ = ß2jti/dt The n there exists a quaternion algebra В over F 
which is ùnramified _at exactly one archimedean prime ôf F corres
ponding to the identity mapping of F, and unramified at every finite 
prime spot of F. Such а В is unique up to isomorphisms over F. In this 
case we have h = 1 and С (F, 1) = F. Let о be a maximal order in B. 
For every maximal order o' in B, there exists an element ß of B+ such 
that o' = ßoß"1. One can show that Г (о, 1), modulo the center, is 
a triangle group with three classes of elliptic elements of order 2, 3, d, 
hence $/Г (о, 1) is of genus 0. Let w2, w3, wd be corresponding elliptic 
points on ig which are unique modulo Г (о, 1). Then there is an auto
morphic function ф on $ with respect to Г (о, 1) which can be charac
terized by the property that ф (до2) = 1, ф (w3) = 0 , ф (wd) = o o 
and ф gives a biregular morphism of ig/Г (o, 1) onto the complex 
projective line V. Then it can be shown that this (V, ф) is a canonical 
model for Jg/Г (o, 1). In this case, for every totally imaginary quadra-
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ic extension M of F, there exists an ^-linear isomorphism / of M 
nto В such that / (xM) cz о. Let {zi9 . . ., zq) be a set of representati
ves for the Г (о, Inequivalence classes of the fixed points of / (M) — F 
or all such f. Then q is exactly the class number of M ; and from the 
tatements (1.3) and (IL3), one obtains the following assertion. 

The values Ф (z4), . . ., ф (z„) form a complete set of conjugates 
f ф (Zi) over M, and M (ф (z$) is the maximal unramified abelian 
xtension of M for each i. 

Thus ф affords a complete analogue of the classical modular 
unction / (T), with the field F a in place of Q. 

Remark 1. We can actually prove certain existence-theorems 
>f a canonical model (V, ф) for $7Г (о, с) with any r ^ 1, which 
nclude the above theorems as particular cases. The cases where 
• = 1 and r = g will be treated in [15]. We can also release the con-
lition / (tM) с: о in (1.3) by replacing С (M, с) by a suitably defined 
Jass field over M. I shall discuss the most general theorems including 
ill these in a paper subsequent to [15]. 

Remark 2. It may be worth inserting a short history of the fuchsian 
roup of our type. In the case F = Q, Poincarê found that the integral 
ransformations of an indefinite ternary quadratic form generate 
fuchsian group [5]. He realized this when he was walking on a cliff, 

s he described it as an example of mathematical discoveries in his 
Science et Méthode". Then Fricke treated the case of F of higher 
egree. A considerable part of two volumes of Fricke-Klein [2J is 
evoted to the investigation of this group and its transformation-
quation. The possibility of transformation theory was already noticed 
i [5]. If В = M2 (F), the group Г (о, 1) is essentially the so-called 
Hlbçrt modular group. The case where r = g = 2 was-studied by 
[ecke in his dissertation [3]. In this work, discussing the analytic 
motions nleaningful for the construction of abelian extensions, 
[ecke, curiously enough, referred to the results of Fricke mentioned 
bove as being without specific meaning in number theory (Werke, 
. 23). Actually, as I have shown, Fricke's automorphic functions 
rovide a more transparent result for the construction of class fields 
mn the functions of Hilbert-Hecke type, though we can regard 
зШ as special cases of a more general theory as noted in Remark 1. 
he discontinuous groups defined by Siegel [17] may be considered 
; a generalization of the Poincaré-Fricke group to the higher dimen-
onal case. These are of course special cases of what recent authors 
ill arithmetically defined discontinuous groups. 

5. The zeta functions of В and V 

Let Vj,, фя, and oa, be as in Th. IL Set I\ = Г (о*,, 1). We regard В 
: a subring of Mz (R) through the projection of Z?R to M2 (R). Then 
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N (а) = det (а) for every а £ В. For I = \a b~\ g GL2 (R) with 

det (I) > 0, and for z £ $, s e t / (%> z) = det (g)Vi (cz + d)~\ Lei 
Sm (I\), for a positive integer m, denote the vector space of all cusp 
forms of weight m with respect to Гя. Every element of Sm (I\) is 
a holomorphic function / (z) on ig such that / (y (z)) = / (z) j (y, z)~w 

for all у £ I\. If а 6 5+, one can define a linear map (Г^аГя)^: 
e 

Sm (Tx) -*• 5т(Гц) as follows. Let Г а̂Гд, = U аД\ be a disjoint 

union. Then, for / £ Sm (Гя), 

(1>Гя)т/ = J j / («T1 (z)) y (dt*t z)w. -

For an integral ideal a in F, let Тця (<*)m denote the sum of all the 
(Г̂ аГя)™ such that ap%v, is integral and N (ауяц) = a. It should 
be observed that % and a determine \i uniquely. Further let Rv%t(d)m = 
= (rvßrÄ)m with an element ß £ J3+ such that ßĵ v = <**>v Then we 
let T (й)т (resp. # (й)т) denote the linear transformation on 

Sm = Sm(Ti)@.,,@Sm(Th) 

whose restriction to Sm (I\) coincides with Гця (b)m (resp. /?VA,(<*)m)-
Now define a Dirichlet series Dm (s) by 

Dm(s) = 2r(a)miV(ar, 

where a runs over all integral ideals in F. It can be shown that Dm (s) 
converges for sufficiently large Re (s) and has an Euler product: 

Dm(s) = n[l-T(^)mN()?rr1X 
X П [ 1 - T (P)m N (РГ + R (p)m N ($Г**Г\ 

where the first product is taken over all the prime ideals p ramified 
in B, and the second over all p unramified in B. Moreover, Dm (s) 
is holomorphically continued to the whole s-plane and satisfies a func
tional equation: 

Rm(s) = Tm(s)Dm(s) = ZY.Rm(2-s).Y-\ 
Tm (s) = (2я)~*8 d*/*T (s)*"1 Г (s— 1 + m/2), 

where Z and Y are certain invertible linear transformations on Sm, 
and d is a certain integer (for details, see [11]). 

Let (V, ф) be as in Th. I. Let p be a prime ideal in F, and Sß 
a prime ideal in С (F, 1) dividing p. Let us denote by 5ß (V) the 
reduction of V modulo SJ$, and assume that 25 (V) is a non-singular 
curve. The zeta function Z^(u) of the curve Sß (V), over the residue 
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field mod 5ß, has the form 
Z%(u) = Zk(u)l[(l-.u)(l-N($)u)], 

where ZL (u) is a polynomial in и of degree 2t, if t denotes the genus 
of V. 

T h e o r e m III. The notation being as above, for almost all p 
which is unramified in B, one has 

IIW pZ^ (N ($)-) = det [1 - T (PhN (РГ* + R (p)2N (р)*~2в]. 
It follows that if we define the global zeta function £ (s, V) of V, 

in the sense of Hasse and Weil, by 

Z(s,V) = U^(N(%fT\ 
the product being taken over all Sß with good reduction, then £ (s, V) 
differs from det [D2 (s)] only by a finite number of p-factors. Therefore 
£ (s, V) can be continued holomorphically to the whole s-plane and 
satisfies a functional equation. We can actually obtain a more general 
result on certain L-functions for the coverings of V defined by the 
congruence subgroups of Гя [15]. 

6. Ideas of proofs 

One can attach two types of families of abelian varieties to the 
quotient igr/r (o, c) .Let К be a totally imaginary quadratic extension 
of F and let r t %g be isomorphisms of I( into С such that 
{%i, . . ., %g, %ф, . . ., Tgp} is the set of all isomorphisms of К 
into C, where p means the complex conjugation. Let L = В <g)p K-
We consider an abelian variety A belonging to one of the following 
two types. 

(i) dim (A) = 2g; there exists an isomorphism 6 of К into 
EndQ(i4) such that the analytic representation (i.e. the representation 
in the tangent space of A at the origin) of 6 (a) is equivalent to 
Sv=i (tv + T-vp) + 2 2£=r+i Tv-

(ii) dim (A) = 4g; and there exists an isomorphism 6 of L into 
EndQ(i4) such that the analytic representation of G (a) for aÇ/C 
is equivalent to 2 2v=i (*v + TvP) + 4 2v=r+i 4-

vVith a suitable polarization and points of finite order, one obtains 
a family 2 = {Qz |z£ig r} of the type described in § 1, with 
Г = Г (о, с). For the families of type (i), one has to assume that В 
splits over K. Let us assume r == 1, though one can investigate the 
general case r ^ 1 by the same method. Let K' denote the field gene
rated over Q by 2 ? = 2 * t v for all x £ K- Define the field k as in § 1 for 

this 2 . It can be shown that k cz С (K\ c). Here and in the following 
we assume that с is generated by a rational integer. (The general 
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case can be easily reduced to this case.) Take V and ф satisfying (2.1-2) 
for the present 2 . Let M and z be as in (1.3). Then either KM or 
В ® FKM is contained in the endomorphism algebra of the special 
member Qz according as Qz is of the above type (i) or (ii). In any case 
Qz has sufficiently many complex multiplications. The general theo
ry [16] tells us that the field of moduli of Qz, which coincides with 
k (ф (z)) by virtue of (2.3), is an abelian extension E of K'M. The na
ture of the class field/?has been investigated in [10]. Up to this point, 
we have chosen one K, and constructed (V, ф) with respect to this 
fixed K. Now there are infinitely many choices of jFf. The class field 
С (M, с) can be obtained as the intersection of the composite 
E-C (K'> c) for all K- This fact enables us to apply Weil's criterion 
[J8] to lower the field of definition to С (F, с), and then to find a new 
model (V, ф) satisfying (1.1-3). Theorem II can be proved by investi
gating more closely the isogenies between Qz and its transforms by 
Frobenius automorphisms of E. 

To explain the proof of Th. Il l , let us first define some algebraic 
correspondences. Let {V^, фл} be as in Th. II, and let 

X^ (p) = {фя (z) X ФЦ (a (z)) | z £ ig} c= l/я X V», 

Yw (P) = {<Pv (z) X Фц (ß (z)) I z £ %} cz Vv X VV, 
with elements a and ß of B+ such that ap%^ is integral and N (ауяц) =P> 
ßpVMi = рОц. Further let Я-+-Я' be a permutation of {1, ft} 
such that N (py) and N (pi1) belong to the same ideal class modulo u 
in F, and let оя be an element of B+ such that 6л?я = N (Уя) ?v 
(cf. [11, p. 257]). Let 

U% = {фя (z) X q>x, (оя (г)) | z £ ig} с Vx X Vv 

Then Хр,ь (p), Yp,v (p) and (/я are algebraic correspondences defined 
over С (F, 1), and U% is birational. The operators T^ (p)z and 
Riiv (Ph are nothing but the representations of X^ (p) and Y^ (p) 
by differential forms of the first kind on the curves. Let $ be a prime 
ideal in С (F, 1) dividing p. Denote by tilde the reduction modulo 5ß. 
Then one has 

(5.1) ^ я ( « = 'П1А + ^ 1 о П я - [ 7 я , 

(5.2) ?^(р) = и^о0^ 

Here Пя denotes the locus of л; X xN№ on VK x V*to\9 and 'Щ its 
transpose. These congruence relations are obtained from the recipro
city law (II.3). By a simple computation, one can easily derive Th. I l l 
from (5.1-2). 

Dept. of Mathematics, Princeton University, 
Princeton, New Jersey, USA 
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ТРАНСЦЕНДЕНТНОСТЬ И АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ 
НЕЗАВИСИМОСТЬ ЗНАЧЕНИЙ ^-ФУНКЦИЙ 

А. Б. Ш И Д Л О В С К И Й 

В 1929—1930 гг. К. Зигель [1] опубликовал метод, который 
позволяет устанавливать трансцендентность и алгебраическую 
независимость значений в алгебраических точках одного достаточно 
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широкого класса целых функций, названных им ^-функциями, 
являющихся решениями линейных дифференциальных уравнений 
с полиномиальными коэффициентами. Этот метод является непосред
ственным обобщением известных классических результатов Ш. Эрми-
та о трансцендентности числа е и Ф. Линдемана о трансцендентно
сти и алгебраической независимости значений показательной функ
ции в алгебраических точках, а также использует обобщение идеи 
А. Туэ из теории приближения алгебраических чисел рациональны
ми дробями. 

Зигель называет целую функцию 
оо 

JL 
П\ 

п=0 
/м=2 с^ 

^-функцией, если: 1) все коэффициенты Сп функции / (z) принадле
жат алгебраическому полю К. конечной степени над полем рацио
нальных чисел; 2) при любом е > 0 

\^\=0(п*»), 

где | а | — максимум модулей алгебраического числа а и всех 
его сопряженных относительно поля IÇ; 3) существует после
довательность натуральных чисел {qn}, такая, что числа qnch 

(k = 0, 1, . . ., п) — целые алгебраические, а при любом е > 0 

. - qn=0(n*»). v 

Нетрудно убедиться, что ^-функции образуют кольцо функций, 
замкнутое по отношению к операциям дифференцирования, инте
грирования в пределах от 0 до z и замены аргумента z на Xz, где 
X — алгебраическое число. 

Любая алгебраическая постоянная, всякий многочлен от z 
с алгебраическими коэффициентами, функции ez, siiï z, cos z, функ
ция Бесселя J0 (z) являются простейшими примерами £-функций. 

Свой метод Зигель применил к функциям 
оо 

Яя(*) = 2 Я |(Х+1)..,(Я+я)(т) ' Я ^ " " Ь - 2 ' •••» 
п=0 

являющимся решениями линейного однородного дифференциального 
уравнения второго порядка и отличающимся только множителем 

гач-П ( т ) о т ФУнкДий Бесселя с соответствующим.индексом X. 
Он доказал, что если X — рациональное число, отличное от отрица
тельных целых и половины нечетного числа, то для любого алгебраи
ческого значения а Ф 0 числа К% (а) и КлДр) алгебраически неза-
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шсимы, а также обобщение этого предложения на случай совокуп-
юсти функций К% (z) с различными значениями параметра X 
i различными значениями аргумента а. 

В 1949 г. К. Зигель [2] изложил свой метод в форме общей тео-
)емы об алгебраической независимости значений совокупности 
?-функций, составляющих решение системы линейных однородных 
дифференциальных уравнений первого порядка. Из этой теоремы 
следует теорема Линдемана, а при помощи дополнительных пред-
гажений — упомянутые выше результаты Зигеля о значениях 
функций Бесселя. Каких-либо новых результатов эта работа Зигеля 
ie содержала, так как общая теорема сводит арифметическую про
блему доказательства алгебраической независимости значений сово-
супности функций к проверке некоторого аналитического условия 
юрмальности различных произведений степеней этих функций, 
i последняя весьма затруднительна и до сих пор удается только 
[ля совокупности Zi-функций, каждая из которых является реше-
[ием линейного дифференциального уравнения порядка не выше 
второго. Поэтому общая теорема Зигеля имела мало приложений 
с конкретным функциям. 

В 1953 г. автор [3] установил теорему, аналогичную теореме 
Мигеля, но при менее стеснительных предположениях и распро-
транил ее на случай совокупности функций, удовлетворяющих 
:истеме линейных неоднородных дифференциальных уравнений. При 
юмощи этой теоремы удалось установить трансцендентность 
[ алгебраическую независимость значений некоторых Я-функций, 
шляющихся решениями линейных однородных и неоднородных 
дифференциальных уравнений не только 1-го и 2-го порядков, 
ю 3-го и 4-го порядков. 

В 1954 г. [4] путем обобщения метода Зигеля удалось найти 
[еобходимое и достаточное условие, при котором верна подобная 
еорема. 

П е р в а я о с н о в н а я т е о р е м а . Пусть совокупность 
1-функций Д (z), . . ., fm (z), т>\, является решением системы 
\з m линейных дифференциальных уравнений первого порядка 

m 

«/ft = Qft,o+S ОклУи ä = 1, . . . . m, (1) 
i = l 

се^коэффициенты которых Qkti — рациональные функции от z, 
: а — любое алгебраическое число, отличное от нуля и полюсов всех 
Ьункций Qkti. Тогда, для того чтобы m чисел f± (а), . . ., fm (а) 
ыли алгебраически независимы, необходимо и достаточно, чтобы 
Ьункций Д (z), . . ., fm (z) 'были алгебраически независимы над полем 
национальных функций. 
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Эту теорему легко переформулировать для случая Я-функцш 
/ (z)} являющейся решением линейного дифференциального уравне 
ния 

РтУ{т) + . . . + Pdf + РоУ = Q, (2 

и ряда ее последовательных производных. 

Т е о р е м а 1. Пусть Е-функция f (z) является решением линей 
ного дифференциального уравнения т-го порядка (2), все коэффициен 
ты которого — многочлены от z, а а — любое алгебраическое число 
отличное от нуля и нулей многочлена Рт. Тогда, для того чтобы п 
чисел f (о), f (о), . . ., Рп~г(а) были алгебраически независимы 
необходимо и достаточно, чтобы функции f (z), f (z), . . ., f'n~l (z 
были алгебраически независимы над полем рациональных функций 

Из теоремы 1 при m = 1 следует 

Т е о р е м а 2. Пусть Е-функция f (z) трансцендентна и явля 
ется решением линейного дифференциального уравнения первое 
порядка 

Piy' + Poy = Q, (3 

где Pi, Р0, Q — многочлены omz, а а — любое алгебраическое число 
aPi (а) Ф 0. Тогда f (а) трансцендентно. 

В частности, показательная функция ez удовлетворяет уравне 
нию у' =у. Поэтому число е а трансцендентно при любом алгебраиче 
ском значении а Ф 0. Далее функция 

оо 

4 ^ = 2 (Х+1) Г. (*+«)' * * - ! . - 2 (* 
п=0 

является при рациональном X ^-функцией и удовлетворяет урав 
нению 

'+(*-»)'-т-
Значит, число фд,(а) трансцендентно при любом алгебраическоь 
значении а ^ О и любом рациональном X. 

Из первой основной теоремы сразу следует теорема Линдемана 
которая обобщается на случай произвольной трансцендентно! 
^-функции, удовлетворяющей уравнению (3), в частности функцш 
(4) (см. [5]). Доказательство всех результатов Зигеля относительнс 
функций /Ся (z) при помощи этой теоремы также существенно упро 
щается. Если рассмотреть «неполную» гамма-функцию 
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при любом дробном рациональном р > 0, то легко доказать, что 
числа F (а) и еа алгебраически независимы при любом алгебраиче
ском а Ф 0. 

Применение первой основной теоремы к конкретным функциям 
не представляет тех трудностей, как в случае Зигеля. При ее помо
щи можно устанавливать трансцендентность и алгебраическую 
независимость значений Л-функций, являющихся решением линей
ных дифференциальных уравнений любых порядков. Например, 
если положить 

оо 

(ùk(z)=l+ 2 "TT» fe = 0> If •••» w, 
n = l 

kn 

**<*>« 2тлт. *>»• 
n=0 v ' 

то легко устанавливаются следующие утверждения: 1) при любом 
алгебраическом значении а Ф 0 m + 1 чисел юА(а), А = 0, 1, . . . 
. . ., т, алгебраически независимы; 2) при любом А>1 и любом 
алгебраическом значении афО числа ^ ( а ) , 1|)£(а), . . ., ipjT^a) 
алгебраически независимы. 

Заметим, что функции coÄ(a) и г|зА(а) являются решениями 
линейных дифференциальных уравнений порядков k + 1 и А. 

В 1955 г. [6, 7] получен ряд теорем о трансцендентности 
и алгебраической независимости значений совокупности ^-функций 
при наличии между ними одного алгебраического уравнения в поле 
рациональных функций, а в 1956 г. [8, 9] — общие теоремы о транс
цендентности и алгебраической независимости значений в алгебраи
ческих точках у совокупности £"-функций, связанных любым числом 
алгебраических уравнений в поле рациональных функций. Под
робные доказательства последних результатов опубликованы 
в 1962 г. [11]. 

В т о р а я о с н о в н а я т е о р е м а . Пусть Е-функции 
fi (z), . . ., fm(z) и число а удовлетворяют всем условиям первой 
основной теоремы, а I — какое-либо целое число, 0 < / < т . Тогда 
для того, чтобы среди чисел Д (а), . . ., Дп (а) наибольшее число 
алгебраически независимых было равно I, необходимо и достаточно, 
чтобы среди функций fi (z), . . ., fm (z) наибольшее число алгебраи
чески независимых над полем рациональных функций было равно I. 

Эту теорему также легко переформулировать для случая Я-функ-
ции / (z), являющейся решением дифференциального уравнения (2), 
и ряда ее последовательных производных. 

При помощи этой теоремы доказываются следующие утвержде
ния: 1) если ^-функция / (z) трансцендентна и удовлетворяет линей-
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ному дифференциальному уравнению с полиномиальными коэффи
циентами, то она принимает трансцендентное значение в любой 
алгебраической точке, за исключением конечного числа таких 
точек; 2) если ^-функции Д (z), . . ., fm (z) удовлетворяют условиям 
первой основной теоремы и функции Д (z), . . ., Д (z), l<Z</7i, 
алгебраически независимы над полем рациональных функций, то 
при любом алгебраическом значении а, за исключением конечного 
числа таких значений, числа Д (а), . . ., Д (а) алгебраически не
зависимы. 

Исключительные алгебраические точки, в которых не имеет 
места трансцендентность или алгебраическая независимость зна
чений функций в этих утверждениях, определяются из алгебраиче
ских уравнений, связывающих рассматриваемые функции в поле 
рациональных функций. Если дана конкретная совокупность функ
ций, то, отыскав алгебраические уравнения, связывающие эти 
функции, можно найти все исключительные точки, в которых не 
выполняются сформулированные утверждения. 

Устанавливаются и некоторые общие теоремы с аналогичными 
формулировками, в которых налагаются некоторые ограничения 
на алгебраические уравнения, связывающие рассматриваемые функ
ции в поле рациональных функций, но зато утверждения их имеют 
место в точно оговоренных алгебраических точках. 

При помощи всех указанных общих теорем можно устанавливать 
трансцендентность и алгебраическую независимость, значений 
в алгебраических точках у конкретных ^-функций, являющихся 
решениями линейных дифференциальных уравнений любых поряд
ков и связанных любым числом алгебраических уравнений в поле 
рациональных функций. Несколько таких приложений к конкрет
ным функциям опубликовано в 14, 10, 12, 13, 17]. 

Простейшим примером применения последних теорем являются 
функции ух = sin z, у2 = cos z, связанные уравнением у\ + у\= ^ 
и удовлетворяющие системе у[ = уг, у'2 = — у1и 

Если обозначить 

si 
С sin t i, . f 1 —cos t j , 

z= \ —j—dt, % c i z = \ —- t —dt, 

то при любом алгебраическом значении z Ф 0 как числа si z и sin z, 
так и числа ci z и cos z алгебраически независимы. 

Значения каждого из «неполных» интегралов вероятностей и 
Френеля 

А X. А 

J e-«2Ä, [ sint*dt, Jj cos*2 dt 
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ï любой алгебраической точке z Ф 0 алгебраически независимы 
го значением соответствующей из функций ez%, sin z2 и cos z2. 

В приложениях теории трансцендентных чисел большее значение 
шеют количественные "характеристики трансцендентности или 
шгебраической независимости чисел в виде неравенств, оцениваю-
цих снизу так называемую меру трансцендентности или меру взаим-
юй трансцендентности чисел. Метод Зигеля и его обобщения позво-
шют получать подобные оценки. Так, Зигель получил оценку 
яеры взаимной трансцендентности для функции Бесселя JQ (z) 
i ее производной. Используя работу Зигеля [1] и первую основную 
^еорему, нетрудно получить общую теорему об оценке меры взаим-
юй трансцендентности для любой совокупности îj-функций, алге-
5раически независимых над полем рациональных функций. Такая 
щенка была получена в 1962 г. С. Ленгом [14]. 

Указанные выше общие теоремы сводят проблемы отсутствия 
ши наличия алгебраических связей между значениями рассматри
ваемых функций к отсутствию или наличию алгебраических связей 
лежду соответствующими функциями в поле рациональных функ
ций. Поэтому важной задачей является разработка методов, позво-
шющих устанавливать алгебраическую независимость заданных 
функций, или отыскание всех алгебраических уравнений, связы-
шющих их в поле рациональных функций. Общего метода, позво-
[яющего решать эти проблемы для любых целых функций, удовлет-
юряющих линейным дифференциальным уравнениям, пока не име
ется. В работах [3, 10, 12, 13] обобщаются ранее известные частные 
1етоды, применимые к некоторым классам функций, удовлетворяю
щих линейным дифференциальным уравнениям любых порядков. 
ï последнее время В. А. Олейников [15, 16] разработал метод, кото-
)ый позволяет решать указанную задачу для решений линейных 
дифференциальных уравнений третьего порядка, и применил его 
[ доказательству алгебраической независимости значений некото-
)ых конкретных ^-функций. 

Недавно основную лемму метода удалось усилить и тем самым 
юлучить новые арифметические факты о значениях совокупности 
^-функций с коэффициентами из поля К, где Д" — поле рациональ
ных чисел или мнимое квадратичное поле. Установлены критерии 
фрациональности, непринадлежности к полю К, отсутствия одно-
юдиых и неоднородных алгебраических уравнений степени, не 
февосходящей заданного числа с коэффициентами из К- Первая 
юновная теорема (для случая К) становится предельным случаем 
юследних результатов. 

Указанные в докладе общие теоремы позволяют устанавливать 
рансцендентность и алгебраическую независимость значений 
ï-функций," удовлетворяющих линейным дифференциальным урав-
1ениям, с коэффициентами из поля рациональных функций. Есте-
Ю-1220 
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стренно встает вопрос об обобщении рассмотренного метода в таком 
направлении, чтобы его можно было применять к какому-либо более 
широкому классу функции, чем ^-функции. Но эта задача является, 
по-видимому, очень трудной и требует привлечения каких-то новых 
идей. Заметим, что даже для такой простой функции, как функция 
(4), ничего не известно об арифметической природе значений в алге
браических точках для случая, когда X иррационально. 

Интересно было бы выяснить структуру класса Я-функци'й, 
удовлетворяющих ' линейным дифференциальным уравнениям. 
Зигель высказал предположение, что всякая такая ^-функция пред
ставляется в виде многочлена от z и конечного числа так называе
мых гипергеометрических ^-функций и функций, получающихся 
из последних заменой z на Xz при алгебраическом X. Но эта пробле
ма до сих пор не решена. 

Московский университет, 
Москва, СССР 
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THE CONSTRUCTIVIZATION 
OF ABSTRACT MATHEMATICAL ANALYSIS 

ER R E TT B I S H O P 

The constructive point of view is that all mathematics should 
have numerical meaning. In other words, every mathematical theorem 
should admit an ultimate interpretation to the effect that certain 
finite computations within the set of positive integers will give certain 
results. In contrast, classical (that is, contemporary) mathematics is 
idealistic: there is no requirement that theorems and their proofs have 
a numerical meaning, or any predictive content whatever. For instance, 
the theorem that the real numbers can be well-ordered is evocative 
(or idealistic), rather than descriptive (or constructive). So is the 
theorem that a bounded monotone sequence of real numbers con
verges. 

Brouwer has shown that the idealizations involved in classical 
mathematics, can, in most instances, be traced to the use of a certain 
logical principle—the principle of the excluded middle. It is perhaps 
more natural to trace them to a closely related principle—the prin
ciple of omniscience—which states that an arbitrary set A either 
has an element with a given property P or it does not. In case A is 
an infinite set this principle is not constructively valid, because the 
examination of each element of A to see whether one of them has 
property P is not something that can necessarily be done by a finite, 
routine process. 

The constructivist replaces such transcendent logical principles 
as the principle of omniscience by common sense. The common sense, 
or operational, meanings of the standard mathematical quantifiers 
and connectives have been established by Brouwer. Brouwer undertook 
to develop mathematics along constructive lines. His development, 
which was not systematic, was impeded by a revolutionary, semi-
mystical theory of the continuum. This theory, which in retrospect 
seems so unnecessary, was repellent to most mathematicians. 
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In addition to Brouwer, others have espoused more or Içss con
structive points of view, usually less. There are the formalizers of 
constructivity, whose formal systemŝ  have little relevance to the 
constructivization of existing mathematics; the recursive-function 
theorists, who base constructivity on an ad hoc assumption which 
is more of an impediment than a tool; Hilbert, who believed the price 
of a constructive mathematics was too great; and various other groups, 
none of which is content to let constructive mathematics follow,its 
natural course of development. This paper describes an attempt to 
redevelop abstract analysis along straightforward constructive lines, 
letting the material speak for itself, rather than forcing it to support 
a burden of philosophical preconceptions. 

A real number x is defined by a sequence of rational numbers, the 
11th term of which approximates x to within /г"1. More precisely, a real 
number is a sequence {x^) of rational numbers such that | *,„ — xn | < 
<т~* + /г"1 for all m and n. The theory of the real number system 
and the constructive development of calculus proceed along known 
lines. The same is true of elementary complex analysis, through at 
least the Riemann mapping theorem. 

To go further we must face the question "What is a set?" A set is 
certainly not a préexistent object. A set exists only when it has been 
constructed. In other words, the question is better posed as "What 
must we do to define a set?" The answer is that to define a set 
we must (a) specify the process for constructing an element of 
the set, and (b) specify the process for proving that two elements 
of the set are equal. In the same vein, a function f from a set A 
to a set В is a rule which to each element a of Л associates an 
element / (a) of B, by a finite, routine process, in such a way that 
f (at) = / (a2) whenever a4 = a2. With these preliminaries, the proper 
constructive definitions for the various operations with sets and 
functions become clear, with the exception of set complementation. 
We do not wish to define x £ —A to mean that the assumption x Ç A 
leads to a contradicition (in contrast to the approach of Brouwer). 
Complementation defined in terms of negation is too elusive. In addi
tion, it leads to a loss of meaning. Therefore whenever a notion of set 
complementation is needed we introduce it affirmatively. (The same 
is true for inequality relations.) One way of doing this is through 
the very flexible notion of a complemented set. A complemented set 
relative to a family & of real-valued functions on a given set X, 
is an ordered pair (A, B) of subsets of X, such that for each a in-Л 
and b in В there exists f in & with f (a) Фf (b). The union of a family 
{(Ai, Bt)}t£T of complemented sets is the complemented set (A, B), 
where A == U At and В = f| Bt. Intersections are defined similarly. 
An element a of X belongs to a complemented set (A, B) if x belongs 
to A. The complement of (A, B) is (B, A). 
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The constructive development of the theory of metric spaces is 
based on some fundamental definitions of Brouwer. A subset A of 
a metric space X is located if the distance from every point of X to A 
exists. A metric space is compact if it is complete and totally bounded. 
(Sequential or covering-property definitions of compactness have 
no value: for instance, there is no constructive proof that the closed 
unit interval has the Heine-Borel property.) A locally compact metric 
space is one in which every bounded set is contained in a compact 
set. With these definitions one can prove the standard results, such 
as Ascoli's theorem, the Baire category theorem, the Stone-Weierstrass 
theorem, and the Tietze extension theorem. For some of these results 
additional hypotheses are necessary. In the Tietze extension theorem, 
for instance, the set Y from which the function is extended must be 
assumed to be locally compact." 

It is not true that a closed subset of a compact space is compact. 
•'Good constructive substitutes for this result can however be found. 
The following serves for most purposes: if / is a continuous (i.e., uni
formly continuous) real-valued function on a compact metric space 
then the set {x: / (x)<a} is compact for all except countably many 
real numbers a. 

The core of measure theory is the Riesz representation theorem, 
which we examine in the following context. Let С (X) be the set of 
all continuous real-valued functions on a compact metric space X 
(more generally, X could be locally compact). A measure p, on X is 
a bounded linear functional on С (X), whose value at f is written 
\ / d\i: We wish to show how p. can be used to assign a measure \i (A) 
to certain complemented sets A, to investigate the properties of the 
resulting measure function A -+• \i (A), and show that \ / dp, can 
be interpreted as an integral with respect to the measure function. 
All this can be done, in case p, is a positive measure. In contrast to 
the classical theory, not every Borel set is measurable. However there 
do exist lots of measurable sets—in fact "most" compact sets are 
measurable, and every measurable set can be approximated from 
within by a compact measurable set of nearly the same measure. 
The measurable sets form an algebra, but not a o'-algebra in the classi
cal sense. Every positive measure on [0, 1] arises from a monotone 
function defined at all except countably many points. Every measure 
(not necessarily positive) on [0,11 arises from a function of bounded 
variation defined almost everywhere with respect to Lebesgue measure. 

The properties of the measure function constructed in connection 
with a measure'on a locally compact space X can be abstracted, lead
ing to the notion of a measure space. The theory of integration for 
functions on a measure space proceeds along classical lines. In parti-
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cular one gets the Lebesgue monotone and dominated convergence 
theorems, Fubini's theorem, and the existence and completeness 
of the Lp spaces. 

The circle of ideas containing the Radon-Nikodym theorem, the 
martingale theorem, the ergodic theorem, and Lebesgue's theorem 
on derivation of functions of bounded variation is fascinating from 
the constructive point of view. None of these theorems is constructively 
valid, but constructive substitutes can be found for them all; in fact 
there are many possibilities. For instance, by keeping track of the 
uses of the principle of omniscience that occur in the classical proof 
of the Radon-Nikodym theorem, we get a constructive substitute 
which states that if a certain bounded monotone sequence of real 
numbers (depending on the particular measures involved) converges, 
then the Radon-Nikodym theorem holds. Such an approach can be 
used to constructivize many classical results, but it has a very limited 
appeal. To constructivize the martingale theorem and Lebesgue's 
theorem, two additional approaches are possible. The first approach 
is based on "norms" of the form 

Wf\\^l4\f(x)\)dii(x), 

where X is a nonriegative convex even function on R. The use of these 
"norms," instead of the usual Lt norm, permits a simplified treatment 
which can be given constructive meaning. Another approach is by 
means of upcrossing inequalities. A sequence {л^} of real numbers 
upcrosses from a real number a to a real number b > a at most N times 
if N is an upper bound for all integers k such that there exists a finite 
subsequence of length 2k whose terms are alternately <[a arid>&. 
Classically the sequence {xn} converges if and only if it is bounded 
and upcrosses from an arbitrary real number a to an arbitrary real 
number b > a at most finitely many times., whereas constructively 
convergence is much the stronger statement. Thus it is not surprising 
that many classical convergence results that fail constructively, find 
constructive substitutes in terms of upcrossing inequalities; in fact 
these inequalities usually constitute considerable extensions of the 
classical results, from the classical point of view. For instance, one 
can give an upcrossing, inequality for ergodic theory that not only 
implies (within the classical system) the Chacon-Ornstein and Dunford-
Schwartz ergodic theorems and various generalizations thereof, but 
has the merit of a relatively simple proof. From the ergodic upcrossing 
inequality one can derive an upcrossing inequality that affords a con
structive substitute for Lebesgue's theorem, and an upcrossing inequa
lity that generalizes Doob's upcrossing inequality for martingales. 

The theory of separable normed linear spaces can be.given a con
structive basis. In particular such theorems as the Hahn-Banach 
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theorem, the separation theorem, the spectral theorem, the Krein-
Milman theorem, and various theorems on the forms of linear functio
na l all have satisfactory constructive versions. For instance, a bound
ed linear functional on Lp is induced by an element of Lq (where 
p" 1 + q"1 = 1) if and only if it is normable. This implies that L„ 
is not the complete dual of Lp because (except in trivial situations) 
there always exist non-normable linear functional. In addition 
to constructive versions of well-known classical results, there are 
results that, while trivial classically, have considerable constructive 
content. An instance is the theorem that the normable linear func
tional are dense in the dual space relative to a certain norm (which 
corresponds to the weak* topology). 

The theory of locally compact abelian groups (provided the 
underlying space is metric) can be constructivized. A constructive 
proof of the existence of Haar measure can be extracted from work 
of H. Cartan. The theory of the Fourier transform and Pontryagin 
duality theory are developed along classical lines, the difference 
being that certain least upper bounds, which trivially exist classic
ally, must be proved to exist. For instance it is not trivial to give 
a constructive proof that an L4 function acting by convolution induces 
a normable linear operator on L2. 

The theory of a commutative Banach algebra SI is a rare instance 
of a theory whose constructive version is substantially more compli
cated than its classial counterpart. The reason is that the classical 
techniques for building maximal ideals are not constructively valid. 
It is therefore necessary, instead of considering an ideal 
{x±ai + . . * . + *JAI : Oi, . . ., On £ SI} generated by elements 
*ii - • •» *»• to consider a partial ideal {х&± + . . , + xnan: 
ax On É A}, where A is some compact subset of SI, This makes 
the statements and proofs more awkward, but for the applications 
to analysis the constructive results seem to have the same force as 
their classical prototypes, 

It is interesting to speculate whether we can relax the 
separability and metrizability assumptions that occur throughout 
most of the above development. Surprisingly, the way to do 
this does not seem to be to introduce larger spaces, but rather 
to examine functorial properties of mappings between the spaces 
already introduced. An example will suffice. Let St be a commu
tative uniformly-closed algebra of normable Hermitian operators 
on a Hilbert space H. In case St is separable the spectrum 2 of SI 
is compact, and the spectral theorem asserts that St is isomorphic 
to С (2). In case St is non-separable, on the other hand, there seems 
to be no way of constructing even one element of 51, so that the spectral 
theorem is apparently not constructively valid unless St is separable. 
Nevertheless, the folowing theorem shows the situation in its true 
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light: If Sti and St2 are separable commutative uniformly-closed 
algebras of normable Hermitian operators, with Sti c: SU, and X is 
the inclusion map, then the adjoint map X* from the spectrum 2 г 
of St2 to the spectrum Si of Sti has dense range (classically, the range 
therefore equals Sj). Thus the partially ordered family $F of all uni
formly closed separable subalgebras of a given (not necessarily sepa
rable St), together with the inclusion maps X, gives rise to a dual 
family Jzr* of compact sets, with corresponding maps X*. Classically 
it would be a simple matter to use ^ * and the maps X* to extend the 
spectral theorem to the algebra SI, but constructively we can go 
no further. 

University of California, 
San Diego, USA 

EXTENSION THEOREMS 
FOR QUASICONFORMAL MAPPINGS IN я-SPACE 

F R E D E R I C K W. G E H R I N d ) 

1. Quasiconformal mappings 

Suppose that D and D' are domains in Rn, euçlidean /i-space„ 
and that / is a diffeomorphism of D onto D'. For each point P £D, 
the differential mapping df(P) carries Bn, the unit ball {я: | x | < 1},. 
Dnto an ellipsoid E with center at the origin. Let J3X denote the largest 
ball contained in E and B0 the smallest ball containing E. Then the 
functions 

Drovide a natural way of measuring how far the mapping / is from 
Deing conformai at the point P, while the functional 

Kj (f) = sup H j (P, f), Ko (f) = sup tfo (P, f) 
P£D P£D • 

neasure how far / differs from being a conforma^mapping of D. 
We call Ki (f) and Ko (f) the inner and outer dilatations of f, respecti
vely2). 

We can calculate these dilatations by means of extremal lengths. 
jiven a family Г of arcs in Rn, the one point compactification of Rn

y 

x ) This research was supported in part by the National Science Founda-
;ion, Contract GP-4153. 

2) Sometimes /<"/ (/) and Ко (/) are defined as the (n — l)-roots of these 
luprema, for example in [9]. This is clearly only a master of notation. 
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туе define the modulus of Г as 

M ( r ) = inf J pnd(ù, 
p Rn 

where the infimum is taken over all functions p which are nonnegativ* 
and Borel measurable in Rn and which satisfy the inequality 

(1) • j jpds>l 
Y 

Jor all y £ Г [161; the integral in (1) is taken with respect to linea: 
measure whenever у is not rectifiable. Then if / is the above mentionec 
•diffeomorphism, it is easy to verify that 

(2) KH/Hsup^m, M / ) = sup^L-, 

where the suprema are taken over all families Г of arcs in D witl 
М(Г)фО,оо. 

Suppose next that D and D' are domains in Rn and that / i 
л homeomorphism of D onto D''. Then we may use (2) to define th 
inner and outer dilatations of fl). One can show that 

Kj (f) < Ко (fr1, ' Ko (f) < К: (fr1, 

and hence the dilatations Kj (f) and Ko (f) are both finite or infinite 
In the former case, / is said to be quasiconformal; f is said to b 
/C-quasiconformal if /Ci(/)<# a n cl Ko(f)<K where 1< /C<°o 
14], [9], [16]. 

It is important to identify the 1-quasiconformal mappings. Whe: 
n =2, f is 1-quasiconformal if and only if f or its complex conjugat 
is a univalent meromorphic function. When n > 3 , / is 1-quasiconfor 
mal if and only if / is a Möbius transformation, [6] and [15]. 

2. Main results 

This talk is concerned with the first of the following two basi 
problems. 

P r o b l e m 1. Characterize the domains D cz Rn which can b 
mapped quasiconformally onto the unit ball Bn. 

P r o b l e m 2. Given such a domain D, determine the inner an 
outer coefficients of D, 

Ki (D) = inf Kj (/), Ko (D) = inf K0 (/), 

l) Sometimes Kj (f) and Ko (/) are defined as the (n — l)-roots of thes 
suprema« for example in [9]. This is clearly only a matter of notation. 
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where the infima are taken over all quasiconformal mappings f of D 
onto Bn. 

It is easy to give a complete solution for each of these problems 
when n «= 2. For a domain D a R% is quasiconformally equivalent 
to the unit disk J52 if and only if its boundary dD is a nondegenerate 
continuum. The Riemann mapping theorem then implies that Ki (D) = 
= Ko (D) = 1 for each such D. 

The situation is more complicated when n > 3 . For example, in 
the first problem, it is not possible to decide whether or not a given 
ïomain D czT£n is quasiconformally equivalent to Bn by looking 
Mily at dD. For consider the following pair of domains in Rn, 

Di = {x: xn > min (r^\ 1)}, D2 = {x: xn < min (r1^, 1)}, 

vhere r = (*} + . . . + #£-i)1/a. Then £>i and £>2 are Jordan domains 
tfith a common boundary, a trivial modification of the proof of Theo-
•em 10.3 of [9] yields a quasiconformal mapping of Di onto Bn, while 
îhe /i-dimensional analogue of Theorem 10.1 of [9] implies that D 2 
is not quasiconformally equivalent to Bn. 

Next because the junctionals Kj (f) and Ko (/) are lower semi-
continuous with respect to uniform convergence on compact sets, 
'or each domain D a~Rn quasiconformally equivalent to Bn there 
exist extremal mappings /x and fo of D onto Bn with 

Kj(D) = Kj(fj), Ko(D) = Ko(fo). 

Hence in the second problem, the coefficients are greater than 1 except 
tfhen D is a ball or half space. 

In [91, J. Väisälä and I considered Problem 2, with n = 3, and 
calculated {he inner coefficient for a convex dihedral wedge and the 
Duter coefficients for an infinite circular cylinder and for an infinite 
circular convex cone. In the present paper, I want to report on the 
allowing pair of extension theorems, each of which reduces the global 
mapping problem for a domain D of Problem 1 to a local mapping 
эгоЫет for the part of D near dD [8]. 

T h e o r e m 1. Suppose that D is a domain in Rn, that1 U is a 
neighborhood of dD, and that f is a quasiconformal mapping of D [}U 
Into Bn such that \ f (x) \->- 1 as x-^dD in D[)U. Then there exists 
2 neighborhood U* of dD and a quasiconformal mapping f* of D onto 
Bnsuch that f* =f tn D[)U*.. 

T h e o r e m 2. Suppose that D is a Jordan domain in /?3 and 
that for each point P £dD there exists a neighborhood Up of P and 
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a homeomorphism fPofD{\ UP into B3 such that fP is quasiconformal it 
DftUp and fP (dD fl UP) с dB3. Then for each point Q£dD_ then 
exists, a neighborhood U* of Q and a homeomorphism /* of D ontt 
53 such that f* is quasiconformal in D andf* =fQ inD[\U* _ 

Thus roughly speaking, Theorem 1 implies that a domain D a Rr 

can be mapped quasiconformally onto Bn if and only if dD has a neigh
borhood U such that D [\ U can be mapped quasiconformally intc 
Bn with dD corresponding to dBn, while Theorem 2 implies thai 
a Jordan domain D cz R3 can be mapped quasiconformally onto ßa 

if and only if each point P 6 d£> has a neighborhood U such thai 
D П U can be mapped quasiconformally into B3 with dD[\U cor
responding to a subset of dB3. 

Theorems 1 and 2 establish conjectures made independently by 
B. V. Shabat and by K. I. Virtanen. 

3. Remarks 

Theorems 1 and 2 are closely related to the following well known 
problem of topology. 

^ c h o e n f l i e s p r o b l e m . Suppose that D is a domain 
in Rn and that f is a homeomorphism ofdD onto dBn. Under what circum
stances can f be extended as a homeomorphism /* of D onto Bn? 

It is well known that when n = 2, each such / has an extension 
/*. On the other hand, when n > 3 , there exist homeomorphisms f 
which have no such extensions f*. The Alexander horned sphere 
yields an example in R3. Alternatively, by modifying a construction 
of R. Fox and E. Artin [51, one can obtain the following example. 

T h e o r e m 3. There exists a domain D cz R3, not homeomorphic 
to B3, and a homeomorphism f of the complement С (D) onto B3 such 
that 

(3) r\x-rt<fw-fw\<K\*-*\ 
for all x, у 6 С (D), where К is a constant, 1 < К < со. 

In 1959, В. Mazur [12] proved that the homeomorphism /, in the 
Schoenflies problem, has an extension /* provided that for some 
neighborhood U_ of dD, /can be extended as a homeomorphism g* 
of D f] U into Bn so that g* is linear in a neighborhood of a point 
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>f D П U. In 1960, M. Morse [14] showed how to eliminate the linea-
ity hypothesis ong*, while M. Brown [2] gave an independent proof 
if the resulting theorem. 

The proof for Theorem 1 is based upon explicit versions of the 
rguments of Mazur and Morse. Theorem 2 is established by means 
f a general sewing theorem which allows one to fit together certain 
airs of quasiconformal mappings in R3 and hence eventually reduce 
he problem to one which Theorem 1 can handle. This sewing theorem 
3 proved, in turn, by combining an argument due to M. Brown [3] 
nth some extension theorems for plane quasiconformal mappings 
ue to L. V. Ahlfors [1] and to O. Lehto and K. I. Virtanen [11]. 

4. Geometric conditions 

Suppose that D is a domain in Rn and that / is a diffeomorphism of 
D onto dBn. Then / can be extended as a homeomorphism /* of D 
nto Bn which is diffeomorphic in D — {P}, where P is a prescribed 
oint of D [10]. It is also well known that / may not. have an exten-
on /* which is diffeomorphic in D wheri /г>7 [13]. On the other 
and, from Theorem 1 it follows that f will always have an extension 
rhich is quasiconformal in D. Thus a domain D czRn with dD diffeo-
îorphic to dBn is quasiconformally equivalent to Bn. 

This sufficient condition is far from being necessary, since for 
sample, it is easy to construct a domain D cz R3 which is quasicon-
>rmally equivalent to B3 and for which the set of points of dD, not 
ccessible from D, has positive 3-dimensional measure [9]. Thus it is 
atural to seek a condition on dD, weaker than that of being diffeo-
югрЫс to dBn, which will guarantee that D is quasiconformally 
suivaient to Bn. In particular, M. A. Lavrentieff has asked if the 
nage of dB3 under a Lipschitz homeomorphism bounds a pair of 
3mains in R3 which can be mapped quasiconformally onto B3. Theo-
mi 3 shows that this is not the case. 

By means of extremal lengths, one can find a simple geometric 
mdition on С (D) which is satisfied whenever a domain D cz Rn is 
uasiconformally equivalent to Bn, n>3. A closed set E cz Rn is 
lid to be strongly locally connectedll there exists a constant c, 1 < с < 
; oo, with the following property. For each point P фоо and each 
jmber r, 0 < r < oo, each pair of points in E f| {x: I x — P I < r) 
in be joined by a continuum in E f| {x: \ x — P | < cr) and each 
m of points in E f| {x: \ x — P | > r) can be joined by a con-
nuum in E{\ tx: | x — P \ > — j . The /г-dimensional form of 
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Lemma 1 of [7] implies that if n>3 and if D cz Rn is quasiconfor
mally equivalent to Bn, then С (D) is strongly locally connected. 
Unfortunately, Theorem 3 also shows that when n = 3, this necessary 
condition is not sufficient, since the image of B3 under a homeomor
phism / satisfying (3) is easily seen to be strongly locally con
nected. 

University of Michigan, 
Ann Arbor, Michigan, USA 
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QUASICONFORMAL MAPPINGS IN THE PLANE 

OLLI L E H T O . 

During the past decade decisive progress has been made in the= 
eneral theory of quasiconformal mappings in the plane. For many 
ears the study of the relations between the various possible defini-
[ons for quasiconformality was one of the principal objects of research. 
oday, this part of the theory seems to be a fairly closed chapter, 
'herefore, the beginning of this survey, which deals with the definl-
ions, is, more of an historical nature. In the second part, attention is» 
ailed to the important work of Ahlfors on quasiconformal reflectioa 
nd to some new problems which have arisen in this connection. 
4ie concluding section contains some remarks on the parametric-
epresentation of quasiconformal mappings. 

1. Definitions 
Ъе first quasiconformal mappings introduced by Grötzsch and Lav
ent ieff can be regarded as immediate generalizations of conformai* 
nappings. In 1938 Morrey, on studying partial differential equationsv 
if elliptic type, defined a more general class of mappings. These were-. 
haracterized as weak homeomorphic solutions of a Beltrami diffe-
ential equation 

1) • m~ = kwz, 

vhere k is measurable and sup | k (z) | < 1. 
Grötzsch mappings are continuously différentiable solutions of (l)i 

/ith non-zero Jacobian, and so for Grötzsch mappings k in (1) isf 
ontinuous. However, not every continuous k yields a Grötzsch map
ping. It is a classical result that uniform Holder-continuity of k is a 
ufficient condition, and it is also well known that Holder-continuity 
an be replaced by weaker integral conditions ([7]). But it seems to be-
[ifficult to characterize Grötzsch mappings in terms of k. 

.In contrast to this, Bojarski proved that Lavrentieff mappings are-
yeak homeomorphic solutions of exactly those equations (1) in which km 

s continuous. It is a beautiful result that, apart from constants, Mor-
ey mappings constitute the closure of Grötzsch and Lavrentieff map-
lings under uniform convergence on compact sets. 

In the early fifties, Ahlfors and Pfluger defined quasiconformali-
y with the help of the conformai modulus M(Q) of a quadrilateral Q^ 
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A sense preserving homeomorphism f: D-+D' is quasiconformal 
in D, if M (f (Q))IM (Q) is bounded for all quadrilaterals QczD. If 
the bound does not exceed K, f is called /C-quasiconformal. It was one 
of the fundamental discoveries in the theory, about ten years ago, 
that this class of quasiconformal mappings coincides with the class 
of Morrey mappings ([7]). 

Today many other definitions for quasiconformality are known. 
One way to obtain definitions is as follows: Take a conformai inva
riant, consider its change under a /C-quasiconformal mapping, and 
study whether a homeomorphism with this property is K-quasicon-
formal. Thus quasiconformality can also be characterized in terms of 
the modulus of a ring domain, of the extremal length of a curve family, 
of the harmonic measure, of the hyperbolic measure, and of the angle. 
The case of an angle is not quite easy to handle, for the following 
reason: If a mapping is known to be quasiconformal, then for the value 
of К sets of two-dimensional measure zero are deletable. However, such 
null-sets are too large to be disregarded, if we want to decide whether 
a homeomorphism is quasiconformal or not. Therefore, the image of an 
angle must be studied at points at which the mapping is not neces
sarily différentiable. This difficulty has been recently overcome by 
Agard and Gehring, and by Taari. 

For detailed results concerning various definitions, we refer to the 
survey [3] by Gehring, who lists 12 non-trivially different characte
rizations for quasiconformality and gives an extensive list of refe
rences. 

2. Quasiconformal continuation 

Let f be a quasiconformal mapping of a domain D, and let F cz D 
be a compact set. Then there always exists a quasiconformal mapping 
g of the plane such that g \ F =f ([7]). The extension g can be so 
constructed that in every component of the complement of the closure 
of D, g is a linear transformation ([6]). 

In contrast to the above, it is not always possible to find a quasi
conformal mapping g of the plane such that g \ D = /. If D and f (D) 
are bounded by a finite number of Jordan curves, such an extension is 
possible, if every boundary component of D and f (D) is a quasicon
formal curve, i.e. the image of a circle under a quasiconformal' map
ping of the plane ([7]). Ahlfors [1] has given a very simple characteri
zation of quasiconformal curves in geometric terms: If С Э °° and 
£ii Z2, 2з are any three successive finite points of C, then С is quasicon
formal if and only if there exists a finite number M such that 

(1) 4— *2 <M. 

Let now С be a Jordan arc. We call С quasiconformal if it is the 
image of an interval under a quasiconformal mapping of the plane. 
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he problem of characterizing quasiconformal arcs has recently been 
Dived by Rickman [8]. Suppose in the following that С is bounded. 
f С is a closed arc, the validity of the Ahlfors condition (1) is neces-
ary and sufficient for С to be quasiconformal. If С is open and con-
ition (1) is fulfilled, then С has two endpoints and the closure С 
atisfies the same condition (1) as C. Hence, again С is quasiconformal. 
n this case the converse is not true: there exist bounded open quasi-
onformal arcs which do not satisfy any global condition (1). For open 
res a geometric characterization is obtained in local terms: an open 
re С is quasiconformal if and only if the condition (1) is locally 
alid with a uniformly bounded M. 

There are still open problems concerning quasiconformal conti-
uation, e. g., how the maximal dilatation of an extended mapping 
epends on the properties of the boundary of the original domain. 

3. Continuous deformation 

Let D be the unit disc and SK the family of all /C-quasiconformal 
omeomorphisms /: D-+-D, such that /(0) = 0 , f (I) = 1 . Every 
6 SK can be extended as a K-quasiconformal mapping to the whole 
lane by reflection. SK is a metric space if the distance p (/, g) of the 
nappings/, g£SK is defined by p(f,g) =max \f(z)— g(z) \, z£D. 

Let us consider a mapping f £SK and denote its complex dilata-
ion by k. Let kt be a measurable function in D such that | kt (z) | < 
C(K — l)/(/C+l) and such that kt(z) is continuous with respect 
о the real parameter t on the interval / = {t | 0<tf< T}, for every 
6 D. Furthermore, we require that k0 (z) = 0, kT (z) =k(z). Let 

t be the (uniquely determined) mapping in SK whose complex dila-
ation equals kt (z) for almost all z 6 D. If t, f £ /, we have for the 
omplex dilatation % of the mapping ft*of!1, 

kt(z)—kt,(z) 
2) |£(z) |= 

1 ' W l \-kt{z)kt,{z) 
L.e. This implies, by Teichmüller's distortion theorem, that 
>(fu /V)-+-0 as t'-+t. In other words, {ft \ 0 < ^ < Г } is a curve 
>K from the identity mapping to the given mapping f. (For more 
[etails, see Ahlfors and Bers [2].) 

There are, of course, many possibilities to construct the family 
'ft I 0 < f < T } . For instance, we can choose kt such that the point 
\t (z) moves with constant velocity along the radius from the point 0 
о the point k (z), as t moves from 0 to Г with constant velocity. In 
he fe-plane length can be measured either with respect to the euclidean 
netric or the non-euclidean metric of the unit disc. In the latter case, 
t follows from (2) that % (z) depends on the difference t' — t but not 
11 — 1220 
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on the value of t. In particular, if we take t = 772, the absolute value 
of the complex dilatations of the mappings fr/2 and / о /y)2 are the same 
This implies the (well-known) result, that f admits a representatio: 

(3) / = W i , where fu faczST. 

Bojarski has proved that for every f £ SK and for every measurabl 
set A czD, m (f (A)) =0 (m (A)b), where m denotes the two-dimen 
sional Lebesgue-measure and Ô > 0 ([7]). Application of the abov 
deformation technique yields information about ô. In [5], the simpl 
formula (3) alone was applied, while recently, Gehring and Reich [4 
have made a more profound use of the parametric representation i: 
this connection. 

University of Helsinki, 
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О ВОЗМОЖНОСТИ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ФУНКЦИЙ 
СУПЕРПОЗИЦИЯМИ ФУНКЦИЙ 

ОТ МЕНЬШЕГО ЧИСЛА ПЕРЕМЕННЫХ 

А. Г. В И Т У Ш К И H 

С помощью преобразования Чирнгаузена общее алгебраическо 
уравнение я-й степени приводится к виду 

tn + avt
n-*+...+an-i-t+ 1 = 0. 

В частности, уравнение 7-й степени приобретает вид 
Г+ xf3 + yf* + z-f+1=0. (1 
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Дальнейшие попытки алгебраистов привести это уравнение к более 
простому виду по настоящее время остаются безуспешными. В своих. 
«Математических проблемах» Д. Гильберт [1] по-новому подошел 
к этой задаче, сформулировав ее под № 13 в следующем видег 
«Невозможность решения общего уравнения 7-й степени при помо
щи функций только двух переменных». Для этого Д. Гильберт 
считал нужным доказывать следующее: функция / = / (x, у, z), 
являющаяся решением уравнения (1), не представима суперпози
цией непрерывных функций двух переменных. 

Подчеркнем, что задача состоит в том, чтобы или с помощью 
алгебраических подстановок свести решение уравнения (1) к реше
нию алгебраических уравнений с двумя параметрами, т. е. дока
зать, что функция / (x, у, z) является суперпозицией алгебраиче
ских функций двух переменных, или же доказать, что решение 
/ (х, У, z) уравнения (1) не является суперпозицией алгебраических 
функций двух переменных. 

Д. Гильберт ожидал, что уравнение 7-й степени не разрешимо 
даже в непрерывных функциях двух переменных. Работы А. Н. Кол
могорова [6, 8] и В. И. Арнольда [7] опровергают сформулирован
ную гипотезу Д. Гильберта. Однако рассматриваемая проблема 
по существу остается открытой, так как остается возможность дока
зывать неразрешимость уравнения 7-й степени в каком-либо другом 
классе функций двух переменных, содержащем все. алгебраические 
функции двух переменных. 

Сформулируем теперь основные результаты, полученные в связи. 
с 13-й проблемой Д. Гильберта. 

I. Суперпозиции аналитических функций 

Доказательство существования аналитических функций п пере
менных (п>2), не представимых в виде суперпозиции аналити
ческих функций меньшего числа переменных, может быть получено 
различными способами. Формулируя 13-ю проблему [1], Д. Гиль
берт прибавляет, что он «располагает строгим доказательством 
того, что существует аналитическая функция трех переменных, 
которая не может быть получена конечной суперпозицией функций 
только двух аргументов». Не указывая точно, о каких функциях 
двух аргументов идет речь, Д. Гильберт, по-видимому, имел в виду 
аналитические функции двух переменных. 

Более сильные результаты в этом направлении получил в 1920 г, 
А. Островский [2], который доказал, в частности, что аналитиче-

оо 

екая функция двух аргументов £ (х, у) = JJ хп/пу не есть конеч-
п=1 

ная суперпозиция бесконечно дифференцируемых функций одного 
переменного и алгебраических функций любого числа переменных. 

21*= 
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II. Проблема резольвент 

Алгебраические уравнения до четвертой степени включительнс 
разрешимы в радикалах, т. е. корни этих уравнений как функцш 
коэффициентов представляются в виде суперпозиций арифметиче 
•ских операций и функций одного переменного вида j/7 (п = 2, 3), 
Общее уравнение пятой степени в радикалах неразрешимо. Не 
поскольку общее уравнение 5-й степени алгебраическими подста
новками приводится к виду хъ + t'X + 1 = 0 , содержащему оди* 
параметр t, то мы можем сказать, что корень общего уравнения 5-* 
степени как функция коэффициентов также представляется в виде 
суперпозиции арифметических операций и алгебраических функции 
одного переменного. 

Проблема резольвент в терминах суперпозиций может б ь т 
сформулирована следующим образом: указать для любого п такое 
наименьшее число k, что корень общего уравнения п-и степени ка» 
функция коэффициентов представляется в виде суперпозиции алге
браических функций k переменных. В работе [3] Д. Гильберт 
высказал предположение, что для п, равных 6, 7, 8, число k соот
ветственно равно 2, 3, 4. Тем более неожиданным оказался результат 
Д. Гильберта 1926 г. [31, полученный для уравнения 9-й степени: 
корень общего уравнения 9-й степени представляется в виде супер
позиции алгебраических функций четырех переменных. А. Виман 
(121, обобщая результат Д. Гильбер,та, доказал, что при всяком 
п>9 имеет место неравенство &<п — 5. Как заметил Г. Н. Че
ботарев [13], тем же методом можно доказать, что для п < 2 1 
k*Cn — 6, а для л<121 & < я — 7. Проблеме резольвент был 
посвящен также цикл работ Н. Г. Чеботарева [14]. Однако доказа • 
тельство основного результата оказалось ошибочным (см.* [15]). 

III. Суперпозиции гладких функций 

В работе автора 1954 г. [4] было доказано, что в классе всех 
р раз непрерывно дифференцируемых функций п переменных суще
ствуют такие, которые не могут быть представлены в виде конечной 
суперпозиции функций, для которых отношение числа аргументов 
к числу имеющихся у них дифференциалов строго меньше, 
чем nip. 

Эта теорема по существу показывает, что характеристикой слож
ности р раз дифференцируемых функций п переменных может слу
жить отношение nip. Первоначальное доказательство этой теоремы 
использовало теорию многомерных вариаций множеств (см. [16]). 
А. Н. Колмогоров [5] показал, что тот же результат может быть 
.получен, если основываться лишь на оценках числа элементов 
Ê-сетей функциональных компактов. 



А. Г. ВИТУШКИН 326 

Обозначим через Fp множество всех таких функций, заданных 
да л-мерном кубе, все частные производные которых до порядка р 
включительно непрерывны и ограничены некоторой константой, 
Пусть Ne (Fp) есть минимальное число шаров радиуса е в простран
стве всех непрерывных функций, которыми можно покрыть мнот 
кество Fp. 

i » 
Оказывается, что lim log log NE (Fp)/\og — = —. Отсюда сле-

в-Я) 8 Р 

цует, что если (nip) > (пЧр'), то множество функций Fp в опре

деленном смысле «массивнее» множества Fp1'. 
Эти работы имеют интересные продолжения в работах различных 

1второв по оценкам сложности алгоритмов. 

IV. Суперпозиции непрерывных функций 

Крайне неожиданной была работа А. Н. Колмогорова 1956 г, 
6], в которой доказывалось, что всякая непрерывная функция п 
теременных представима в виде суперпозиции непрерывных функ-* 
щй трех перепоенных. Затем В. И. Арнольдом в 1957 г. [7] в этой 
:еореме число переменных было снижено с 3 до 2 и почти одновре
менно появилась теорема А. Н. Колмогрова [8] о представлении 
шпрерывных функций п переменных в виде 

2n+i п 

7 ( * i , •••.*»)= 2 q>i(2«i;>to)). (2) 

де все функции непрерывны, а внутренние функции aUj (xj) зара-
iee фиксированы, т. е. не зависят от разлагаемой функции /.• 

По теореме В. И. Арнольда решение уравнения 7-й степени 
1редставляется суперпозицией непрерывных функций двух пере
ленных. Это опровергает сформулированную гипотезу Д. Гиль-
Зерта1). 

Следует отметить, однако, что участвующие в этом представ-
1ении функции заведомо не являются алгебраическими, поскольку 
ши даже не дифференцируемы. 

Теорему А. Н. Колмогорова [8] можно усилить следующим 
>езультатом Н. К. Бари [17], полученным еще в 1930 г. в связи с 
фоблематикой рядов Фурье: всякая непрерывная функция одного 

*) Говоря об этом крупном достижении, как правило, забывают, что 
)ешающий результат в опровержении гипотезы Д. Гильберта получен 
ie В. И. Арнольдом, а А. Н. Колмогоровым. Я напоминаю об этом потому, 
[то по кулуарным разговорам видно, что распространено неправильное пред-
:тавление об авторстве в данном цикле работ. 
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переменного / (t) может быть" представлена в виде 

f (О = fi (Ф1 (*)) + h (Ф2 (t)) + h (ФЗ (0). 
где все функции {ft} и {(pj абсолютно непрерывны. 

Из теоремы А. Н. Колмогорова и теоремы Н. К. Бари вытекает 
что каждую непрерывную функцию п переменных можно предста 
вить в виде суперпозиции абсолютно непрерывных функций одноп 
переменного и операции сложения. 

Имеется ряд результатов, дополняющих теорему А. Н. Колмо 
горова (В. И. Арнольд [18], Л. А. Бассалыго [19], М. Л. Гервер 
Р. Досс [20], Г. Г. Лоренц [21], П. А. Остранд [22], В. М. Тихомн 
ров, Г. М. Хенкин, Д. Шпрехер [23, 24] и др.). 

При рассмотрении суперпозиций гладких функций характе 
результатов существенно меняется. Один из таких результатов бы, 
указан в разделе III. Еще один результат связан с рассмотрение] 
так называемых линейных суперпозиций. 

V, Линейные суперпозиции 

Одной из наиболее интересных задач в тематике суперпозици 
в настоящее время является следующая: существует ли аналитиче 
екая функция дбух переменных, не представимая в виде конечно 
суперпозиции непрерывно дифференцируемых (гладких) функци 
одного переменного и операции сложения. 

Линейные суперпозиции появляются в результате следующи 
рассуждений. Пусть функция двух переменных / (я, у) являете 
суперпозицией некоторых гладких функций одного переменног 
{fi (t)} и операции сложения. Проварьируем эту суперпозиции 
т. е. рассмотрим суперпозицию J(x, у) того же вида, но составление 
из функций {ft (t) + <pt (t)}, где { ф * (0} — малые возмущенш 
которые тоже являются гладкими функциями одного переменной 
Тогда разность этих суперпозиций можно записать в виде 

^ N 

/(*» У) - f (x, y)=^Pi (х, у) (ft (qt (x, y)) + 0 (max sup | cp* (t) | ), (\ 
i = l i t 

где функции {pt (x, y)} расписываются через исходные функцк 
{fi (t)} и их производные, а потому про них можно сказать лиц 
то, что они непрерывны; {qt (х, у)} расписываются только чер< 
функции {fi (t)}, а потому они непрерывно дифференцируемь 
остаточный член есть бесконечно малая величина по сравнени 
с max sup {<р$ (t)}, если только функции {d^tl dt) имеют некоторы 

i i 
фиксированный модуль непрерывности. 

Равенство (3) дает некоторую надежду на сведение общей задач 
о суперпозициях гладких функций к отысканию аналитически 
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>ункций, не представимых суперпозициями вида 

N 

2 р * ( * > # ) ф * Ы * . </))> (4) 

де {pi (х, у)} — наперед фиксированные непрерывные функции, 
Яг (х, у)} — наперед фиксированные непрерывно дифференцируе
шь функции, а {ф$ (t)} — произвольные непрерывные функции 
щного переменного. 

Такие суперпозиции будем называть линейными, подчеркивая 
тим, что функции {pt (х, у)} и {qt (х, у)} фиксированы, а от пере-
1енных функций {ср* (t)} суперпозиция зависит линейным образом. 
)тметим здесь же, что суперпозиции А. Н. Колмогорова [2] также 

п 

[инейные, причем все рь = 1, a qt = 2 aitj (xj) (i = 1, 2, . . ., 

\n+\) являются фиксированными непрерывными функциями. 
Когда появилось ощущение, что задачу о суперпозициях глад-

сих функций имеет смысл начинать с рассмотрения линейных супер-
юзиций (4) с гладкими функциями {qt (х, у)}, то была сделана 
гапытка воспользоваться аппаратом линейных отображений бана-
совых пространств, используя при этом специальные свойства 
фостранств непрерывно дифференцируемых функций. Однако 
\ таком виде методы линейного функционального анализа оказались 
десь непригодными. Г. М. Хенкин [25] построил изоморфное в рав-
юмерной метрике и линейное отображение (вложение) простран
ства (4р+1) раз непрерывно дифференцируемых функций двух 
временных в пространство р раз непрерывно дифференцируемых 
функций одного переменного. 

Использование в дальнейшем более специальных свойств линей-
ш х суперпозиций [9,10] позволило автору доказать, что для любых 
непрерывных функций \рг (х, у)} и непрерывно дифференцируемых 
функций {qt (х, у)} существует аналитическая функция двух пере
менных, не представимая суперпозицией вида (4). 

Применение теории линейных отображений привело к более 
сильному результату: Г. М. Хенкин [11] показал, что множество 
суперпозиций вида (4) является замкнутым и нигде не плотным 
з пространстве всех непрерывных функций двух переменных. Отсю
да, в частности, следует, что существует даже многочлен, не пред-
ставимый суперпозицией вида (4). 

Отметим, что имеющиеся доказательства проходят также и для 
суперпозиций вида 

N 

2J Pi (Xu Xz, . . . , Xn) (fi (qi (Xi, хъ . . . , xn)). 
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Но, как оказалось, эти доказательства не проходят для суперпозици] 
вида 
N 

2J Рг (xii x2l . . . j xn) q>j (qitt(Xi, #2, . . . , xn), . . . , q^i(x±, x^y . . . , л:̂ )) 
i = l 

(5 
где {pi} — фиксированные непрерывные функции n переменных 
{9iii/i • • •» { Q k , i } — ф и к с и р о в а н н ы е гладкие функции п перемен 
ных (1 < k <С п). Не решен, например, вопрос, существует ли ана 
литическая функция п переменных, не представимая супер позиции 
вида (5). 

Что касается возможности сведения задачи о суперпозиция: 
гладких функций к задаче о линейных суперпозициях, то удаетс: 
провести такое сведение в случае «устойчивых» суперпозиций. H 
этом пути удается доказать, что, например, все аналитически 
функции п переменных нельзя представить суперпозициями непре 
рывно дифференцируемых функций от k переменных (k < п) так 
чтобы малым изменениям (в равномерной метрике) разлагаемы: 
функций соответствовали столь же малые изменения функций, сое 
тавляющих суперпозицию. 

Математический институт им. В. А. Стеклова, 
Москва, СССР 
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СКОРОСТЬ ПРИБЛИЖЕНИЯ РАЦИОНАЛЬНЫМИ ДРОБЯМИ 
И СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ 

А. А. Г О Н Ч А Р 

Постановка задачи о наилучшем приближении функций вещест
венного переменного посредством рациональных функций заданно
го порядка принадлежит П. Л. Чебышеву. В классических работах 
П. Л. Чебышева [1] и Е. И. Золотарева [2] получен ряд принципиаль
ных результатов в этом направлении: установлено характеристичес-
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кое свойство вещественной рациональной функции наилучшего 
приближения (теорема Чебышева об альтернансе); найдены точные 
выражения для наилучших приближений некоторых конкретных 
функций, в частности решена важная задача о наилучшем прибли
жении функции sgn х, х£ [— 1,— k] U [k, 1], 0 < k < 1, посредст
вом рациональных функций (четвертая задача З о л о т а р е в а ) г ) . 

Однако систематическое изучение связей между общими струк
турными свойствами функций и скоростью стремления к нулю их 
наилучших приближений рациональными функциями было начато 
лишь недавно. Интерес к этой проблематике, по крайней мере 
в Советском Союзе, возник под влиянием А. Н. Колмогорова 
и С. Н. Мергеляна, которым принадлежит, в частности, ряд важных 
постановок задач. Ниже приводится обзор некоторых результатов, 
полученных в этом направлении за последние 10—12 лет2). 

Подчеркнем, что речь идет о приближениях рациональными 
функциями со свободными полюсами 3 ); именно в этом случае в пол
ной мере проявляются специфические особенности наилучших 
приближений рациональными функциями по сравнению с наилуч
шими приближениями многочленами. Имея в виду проследить 
за этими особенностями, мы ограничимся формулировкой основных 
результатов для функций, определенных на отрезке вещественной 
прямой. Заметим, однако, что многие из приведенных ниже теорем 
устанавливаются специфически «комплексными» методами и допу
скают естественные обобщения на случай функций комплексного 
переменного, определенных на множествах гораздо более общей 
природы; в некоторых случаях мы формулируем лишь весьма спе
циальные следствия таких общих теорем. Краткие указания об этом 
делаются в тексте статьи. 

1. Мы будем рассматривать, вообще говоря, комплекснознач-
ные функции /, определенные на подмножествах вещественной 
прямой R = {х} или комплексной плоскости С = {z = x+iy}. 

Порядком рациональной функции r(z) = p(z)/q(z) будем назы
вать большую из степеней многочленов р(г) и q(z) (в пред
положении, что они не имеют общих нулей). Всюду в дальней-

1) Упомянутые выше результаты П. Л. Чебышева и Е. И. Золотарева 
отражены в известной монографии Н. И. Ахиезера [3] (см. гл. II и п. 36 
в разделе «Дополнения и задачи»). В этой монографии приводятся также 
точные решения ряда других задач, связанных с наилучшими приближения
ми рациональными функциями; там же см. более подробную библиографию. 

2) Некоторые из приведенных ниже результатов автора получены после 
выступления с докладом на конгрессе. 

3) Этим объясняется тот факт, что здесь не упомянуты многие интерес
ные результаты Дж\. Уолша (см. монографию [4]), M. М. Джрбашяна, 
С. Н. Мергеляна, Г. Ц. Тумаркина и др., относящиеся к приближениям 
рациональными функциями с фиксированными полюсами. 
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шем через rn (z) обозначается рациональная функция порядка не 
выше п. 

Наилучшее приближение функции /, определенной и непрерыв
ной на ограниченном замкнутом множестве £ с С , посредством 
рациональных функций порядка не выше п обозначим через 
Rn (Д Е). По определению, Rn (f, Е) есть нижняя грань чисел 

m a x | f ( z ) - r n ( z ) | 

в классе всех рациональных функцией rn (z) порядка < л , без каких-
либо ограничений на расположение полюсов. Наилучшее прибли
жение функции f (z), z£ Е, посредством многочленов степени < п 
будем обозначать через Рп (f, Е). 

Как было сказано выше, в основном мы будем рассматривать 
случай, когда E = А есть отрезок вещественной прямой. Для опре
деленности, положим А = [— 1, 1]; в этом случае наилучшие при
ближения будем обозначать просто через Rn (f) и Рп (f). 

Поскольку переход от многочленов к рациональным функциям 
связан с расширением класса аппроксимирующих функций, имеем 

Rn(f)<Pn(f), п = 0, 1, 2, . . . . 

Возникают следующие вопросы: какова взаимосвязь между 
структурными свойствами функций / и скоростью стремления к нулю 
последовательности Rn (f); в частности, насколько быстро — по 
сравнению с Рп (f) — стремится к нулю последовательность Rn (f) 
для функций f, принадлежащих тем или иным функциональным. 
классам. 

2. Прямые теоремы о наилучших приближениях многочленами 
справедливы, очевидно, и для наилучших приближений рациональ
ными функциями; что касается обратных теорем, то это уже не так. 
Поэтому изучение интересующих нас вопросов естественно начать 
с выяснения того, какие свойства функции / влечет за собой та или 
иная быстрота убывания Rn (f). Полученные на этом пути резуль
таты позволят, в частности, понять, в каком направлении возможно 
усиление прямых теорем при переходе от многочленов к рациональ
ным функциям. 

Прежде всего ясно, что никакая скорость стремления к нулю 
Rn (f) не может обеспечить аналитичность функции / ни в одной 
из точек отрезка А. Это нетрудно показать с помощью рядов вида 

оо 

V An 

п=1 

где точки ofo расположены в дополнении к А так, что множество 
предельных точек последовательности {о^} содержит этот отрезок 
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(в частности, последовательность {ад} может быть выбрана всюду 
плотной в С), а коэффициенты Ап достаточно быстро стремятся 
к нулю. В неявной форме это утверждение содержится в работе 
С. Н. Мергеляна [Б]. 

Более того, как бы медленно ни стремилась к нулю функция 
(о (6) > 0 (при ô ->• 0) и как бы быстро ни убывала к нулю последо
вательность Вд>0 (при я-*- со), существует непрерывная функ
ция / (х), х € А, для которой 

RnifXb» л = 0, 1, 2 , . . . , 

в то время как модуль непрерывности со/ (о) этой функции на отрез
ке А удовлетворяет соотношению 

l i m — 7 а г > 1 

(см. [6]; можно добиться того, чтобы последнему соотношению 
удовлетворял и модуль непрерывности функции / на произвольном 
отрезке, принадлежащем А). 

Таким образом, нельзя гарантировать не только аналитичности 
функции /, но и вообще нельзя получить никакой оценки для ее 
модуля непрерывности на А (или каком-либо отрезке, принадле
жащем А), если исходить из скорости убывания последовательности 
*»</)• 

Отсюда следует, в частности, что существуют функции, наилуч
шие приближения которых многочленами стремятся к нулю про
извольно медленно, в то время как наилучшие приближения рацио
нальными функциями убывают с произвольно высокой скоростью. 
Точнее, каковы бы ни были последовательности Еп > 0 и е̂  > 0, 
стремящиеся к нулю при п -*• со, существует функция /, такая, что 

РП(ПФ0(ЕП), 
Rn(f)<en, л = 0, 1, 2, . . . . 

3. Однако ряд свойств функций f (в частности, свойств, форму
лируемых в дифференциальных терминах) можно гарантировать 
и исходя из скорости их приближения рациональными функциями. 
Приведем формулировки теорем, полученных в работе [6]. 

Если 

* » ( / ) < - ^ F ô - >
 ô >°> 

то функция f дифференцируема почти всюду на отрезке Д. 
Если 

адх-^êô-. в>о, 



А. А. ГОНЧАР / 333 

где k > 0 — целое, то функция f почти всюду на отрезке А имеет 
k-ю асимптотическую производную. 

Позже Е, П. Долженко [7] заметил, что в последней теореме 
можно гарантировать существование почти всюду на А не только 
k-ъ асимптотической производной, но и k-и производной в смысле 
Пеано (локального дифференциала &-го порядка) функции /. 

Уже из приведенных теорем следует, что основное заключение 
хорошо известной обратной теоремы Бернштейна о наилучших 
приближениях многочленами сохраняет силу и для приближений 
рациональными функциями — с той существенной разницей, что 
теперь уже необходимо допускать исключительные множества про
извольно малой меры. Исключительное множество точек недиффе
ренцируемости функции / может быть всюду плотным на А; этим 
объясняется наличие примеров, упомянутых в предыдущем пункте. 

Аналогия с теоремой Бернштейна еще более выпукло выступает 
в следующей теореме [8]. Пусть Р — произвольное совершенное 
подмножество вещественной прямой R; А = & + а, £ > 0 — 
целое, 0 < а < 1 . Будем говорить, что функция f (х), х£Р, 
принадлежит классу Lip Л или, короче, f£L(A), если функ
ция / в каждой точке х 6 Р имеет &-ю производную (по Р), 
удовлетворяющую на множестве Р условию Липшица порядка а. 
В обозначении класса L (А) символ множества мы опускаем; 
запись f CiL (А) означает, что функция / принадлежит классу L (А) 
на том множестве, на котором она определена. 

Если 

Rn(f)<-£*> ß>0, 
nr 

то, каково бы ни было е > О, существует совершенное множество 
Ре a A, mes (А \РВ) < fî> такое, что функция f |j? (суоюйние 
функции f на мнооюество Ре) принадлежит классу L (А). 

Обратные теоремы о наилучших приближениях рациональными 
функциями, очевидно, остаются справедливыми и после замены 
Rn (f) на Рп (f). В связи с этим интересно отметить, что все теоремы, 
приведенные в этом пункте, переносятся с отрезка на произволь
ные, по существу, подмножества вещественной прямой (и на широ
кие классы подмножеств комплексной плоскости). Эти теоремы 
показывают, что сложное влияние свойств множества Е >на зависи
мость дифференциальных свойств функции f (x), х £ Е, от скорости 
стремления к нулю ее наилучших приближений многочленами 
Рп (f, Е) (см. [5]) связано с желанием гарайтировать определенные 
дифференциальные свойства функции / на всем множестве Е. Пре
небрегая множествами малой меры, можно избавиться от этого влия
ния-и получить обратные теоремы, являющиеся непосредственными 
ацадргами теоремы Бернштейна, например, для произвольных 
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замкнутых множеств E cz R. В частности, если Рп (f, Е) < 
< Сп -<<*+*), ß > 0, то для любого е > О существует совершенное 
множество Ре с: E, mes (Е \ Рв) < е, такое, что / | Р в 6 £ (Л). 

Возвращаясь к теоремам о наилучших приближениях рацио
нальными функциями, формулируемым в дифференциальных тер
минах, напомним, что скорость стремления к нулю Rn (f) порядка 

1 + f l , 6 > 0, обеспечивает дифференцируемость функции f почти 

всюду на А; большая скорость стремления к нулю Rn (f) обеспечи
вает дополнительную гладкость функции / почти всюду на А (в обоб
щенном смысле, или «внутри» А — на множествах Рв — в обычном 
смысле). Возникает вопрос, насколько окончательной при этом 
остается характеристика исключительного множества точек недиф
ференцируемости функции / как множества лебеговой меры нуль. 
Следующие теоремы (некоторые из них сформулированы в [8]) 
показывают, что дополнительная скорость убывания Rn (f) накла
дывает дополнительные ограничения и на множество точек недиф
ференцируемости /, и устанавливают зависимость метрических 
свойств этого множества от скорости стремления к нулю Rn (f). 

Если 

Я»(Я<7г. л>1, 

то, каково бы ни было а > -j-, функция f дифференцируема почти 

всюду на А относительно h-меры Хаусдорфа, соответствующей 
функции h (г) = г*. 

Другими словами, хаусдорфова размерность множества точек 

недифференцируемости функции / не больше -^ . 

Если 
Rn(f)<Cexp(-nB), В>0, 

то, каково бы ни было b > -д-, функция f дифференцируема почти 

всюду на А относительно h-меры Хаусдорфа, соответствующей 

функции h (г) = f log—] . 

В условиях последней теоремы можно утверждать, что функция 
/ не только имеет первую производную, но и бесконечно дифферен
цируема (в обобщенном смысле, например в смысле существования 
локального дифференциала любого порядка) почти всюду на А 

относительно А-меры, h (г) = (log у ) " ь , &>"д" ' 

Справедливы также теоремы, одновременно учитывающие свой
ства гладкости более общего вида (условие Липшица, производные 
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высших порядков) и метрические свойства исключительных мно
жеств, вне которых гарантируется соответствующая гладкость. 
Например; 

Если 

п 

то, каковы бы ни были Ai > 0 и Л 2 > 0, AfA2 < А, найдется 
совершенное мнооюество Р е с Д , такое, что 

1) мнооюество А \ Рв можно покрыть системой интервалов 6г, 
удовлетворяющих условию (\ 6t | — длина ôj) 

i 

2 ) Л р 8 € ^ ( Л 2 ) . 

В условиях той же. теоремы молено утверждать, что множество 
точек х 6 А* в которых функция / дифференцируема ( в обобщенном 
смысле) менее, чем k раз, имеет хаусдорфову размерность,'не превы

ше 
шающую -т-. В частности, если 

\imnA'Rn(f) = 0 

при любом А > 0, то функция f бесконечно дифференцируема 
(в обобщенном смысле) всюду на отрезке А, за исключением мнооюеет-
вй, хаусдорфова размерность которого равна нулю. Теоремы, при
веденные в начале этого пункта, позволяют утверждать только то, 
что лебегова мера этого множества равна нулю. 

Приведем формулировку еще одной обратной теоремы. 
Если 

п=1 

то функция f абсолютно непрерывна на отрезке Д. 
Эта теорема принадлежит Е. П. Долженко [9]; он же показал, 

что, какова бы ни была последовательность а^ > 0, 2 ^ = со, 
существует функция f, не только не являющаяся абсолютно непре
рывной, но и не имеющая почти всюду на А асимптотической произ
водной, для которой Rn (f) < fln. 

Ограничения на Rn (f), фигурирующие и в других теоремах 
настоящего пункта, сколько-нибудь существенно ослабить нельзя. 
В то же время эти теоремы не допускают обращения; гарантируе
мые ими свойства непрерывных функций / далеко не достаточны 
для того, чтобы можно было утверждать справедливость каких-
либо оценок для Rn (f). В частности, недавно Долженко привел про
стой пример монотонной и абсолютно непрерывной функции f, 
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для которой Rn (f) стремятся к нулю произвольно медленно (см. 
также п. 5 ниже). 

Тем не менее приведенные выше обратные теоремы позволяют 
сделать ряд выводов, полезных и с точки зрения прямых теорем; 
во всяком случае, они указывают некоторые из тех свойств, которые 
необходимо требовать от функций /, чтобы можно было гарантиро
вать ту или иную скорость их приближения рациональными функ
циями. 

4. Как уже отмечалось выше,' прямые теоремы, установленные 
для наилучших приближений многочленами, справедливы и для 
наилучших приближений рациональными функциями. В частности, 
если функция / определена на отрезке А и принадлежит классу 
L (Л), то по теореме Джексона 

тем самым для f £ L (А) и * 

* * ( / ) < • £ - . C = Cf 

Приведенная в п. 3 обратная теорема (формулируемая в терми
нах множеств Рв) показывает, что во всем классе L (А) последнее 
неравенство сколько-нибудь существенно улучшить нельзя. Дей
ствительно, существуют функции f £ L (А), такие, что, каково бы 
ни было А' > A, f \р $ L (А') для некоторого множества P CZ А 
положительной меры. Для таких функций / имеем 

*»0>*о(-^рг ) . -
где ô > 0 — любое. Пусть 

П-Уоо log — 
П 

р ( / ) = ^ Ь £ ^ Ш ; 
п-юо log — 

Ь П 

числа я (f) и р (/) характеризуют порядок (показатель степени 

при — ) стремления к нулю Рп (J)nRn (f) соответственно. При любом 
п 

А > 0 имеем 

inf n(f)= inf р(/) = Л. 
/6L(A) / ê L ( A ) 
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Таким образом, расширение класса аппроксимирующих функ
ций от многочленов до рациональных функций не позволяет улуч
шить порядок стремления к нулю наилучших приближений для 
jcero класса L (Л) на отрезке А. Переход от многочленов к рацио-
зальным функциям сказывается в другом — расширяется. класс 
функций, допускающих приближение того же порядка. 

Приведенные выше обратные теоремы показывают, что такое 
эасширение может произойти за счет функций, «особенности» 
которых составляют достаточно «редкое» множество. И действитель-
то, именно на этом пути недавно были выделены широкие -классы 
функций, аппроксимируемых рациональными функциями сущест-
ieHHo лучше, чем многочленами. 

Основной результат в этом направлении был получен в работе 
Ц. Нырмена [10]. Д. Ньюмен нашел порядок приближения функ
ции | а: | на отрезке А посредством рациональных функций. Соот-
ютствующую теорему коротко можно сформулировать так: 

запомним, что 

±e-*^<Rn(\x\)<Se-^; 

М 1 * | ) ~ £ | Л->оо, 

Интересно отметить, что неравенства для Rn (| х |), аналогич
ное приведенным выше, нетрудно вывести из теоремы Е. И. Золо-
'арева (доказанной- еще в 1877 году!) о наилучшем приближении 
функции sgnjc на объединении отрезков [— 1,—k] и [k, 1], 
) < k < 1, посредством рациональных функций г). Более того, из 
'еоремы Золотарева вытекают следующие, асимптотически более 
ючные, неравенства: 

e-(*rt+*^<Rn(\x\)<e~\rt> П, 
де 8 > 0 — любое, п>п(г) (подробности см. в [/11]). 

Важность решения задачи о скорости приближения функции 
х |, х 6 А, хорошо известна. Более или менее простыми следствия

ми теоремы Ньюмена (и известных результатов конструктивной 
*еории функций) являются следующие теоремы о скорости прибли-
кения кусочно «хороших» функций. 

Будем говорить, что непрерывная функция f (x), х 6 А, принад-
[ежит классу L (А), если существует разбиение отрезка А на конеч-
юе число отрезков Alf . . ., AN, такое, что при любом i = 1, . . . , N 

H ^ t (Л). 
х) В работе Д. Ньюмена [10] приводится очень интересное прямое дока-

!ательство оценок для / ? п ( | х | ) ; теорема Золотарева Ньюмену не была 
1звестна. 

12-1220 
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Если f 6 L (A), mo 

*»(/)<^X> C = Cf. 

Следовательно, при любом Л > О 
inf р(/)-Л; 

/ef-(A) 

заметим, что, сколь велико бы ни было Л > 1, 

inf я(/)=1 
/ei(A) " 

(jt (/) = 1 уже для функции \х\ , х £ А). 
Непрерывную функцию / будем называть кусочно бесконечш 

дифференцируемой на А, если существует разбиение отрезка L 
на конечное число отрезков Д ь . . ., А^, такое, что каждая и: 
функций fi= f IAt бесконечно дифференцируема на соответствую 
щем отрезке Аг. Если при этом для любого i, 1 < i < N, и некото 
рого X > О 

max |/ f>(*) |<Q^p* p , р = 1 , 2, . . . , 

где Q = Qf > 0 — постоянная, зависящая только от /, то будел 
говорить,' что функция / принадлежит классу / (Я). 

Если /6 I (X), то 
#п(/)<ехр(-с^), 

где с = cf > 0 и 

= min 

В частности, если / — кусочно аналитическая функция на L 
(fi аналитичны на A*, i= 1, . . ., N), то / ç / ( l ) . Получаем: 

Если f — кусочно аналитическая функция на А, то 

Rn(f)<e-cV^> c = cf>0. 

Это обобщение теоремы Ньюмена (точнее, оценки сверху дл5 
Rn (I *|)) принадлежит П. Турану и П. Шюшу (см. [12]). 

Оценка снизу для Rn (\ х \) также допускает обобщение [11] 
наличие в некотором смысле правильного «излома» у графика функ 
ции или какой-либо ее производной в любом случае является пре 
пятствиемдля приближения рациональными функциями, лучшей 
чем е~с}Гп. Если, например, в некоторой точке х0 6 (— 1,1) npi 
каком-либо натуральном k справедливы разложения (h > 0; 'à > ( 
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не зависит от А): 

f (*о-А)-/(*0)'=а1А+ • • • +akh
n + 0(hh+% 

f{*o + h)-f (*о) = М + ... + М Ч 0(Ah+ô) 
хотя бы при одном i, 1 < i < k, ахФЪ\, то существует постоян-

ая с > 0, такая, что 

Rn(f)>e-C^ л = 1 , 2 

)тсюда вытекает следующее утверждение. 
Если f — кусочно бесконечно дифференцируемая (в частности, 

усочно аналитическая) функция на А и для некоторой последовав 
гельности п = щ \ со при i \ оо имеют место неравенства 

Rn(t)<e~A"-V\ 

де Ап -*- со при п ->• оо, то f — бесконечно дифференцируема 
соответственно аналитична) на А. 

В связи с результатами о приближении кусочно гладких функ
ци возникает вопрос, нельзя ли дать оценку для Rn (f), где 
•—непрерывная функция на А, через Rn (ft, At), ft= f jA lj 
= 1, . . ., N (справедливую хотя бы в некотором интервале ско? 
остей). Ответ на этот вопрос отрицательный: каковы бы ни были 
оследовательности е̂  > 0 и Еп > 0, стремящиеся к нулю при 
;->• со, существует непрерывная (и монотонная) на А функция Д 
акая, что 

Rn(fuAi)<en, Ai = [—1, 0], А 2-[0, 11, f = l , 2, 
га 

Rn(f)>En, п>п0. 

Три этом функцию / можно построить так, что / (0) = О и для 
)ункции 

#ÉA2, •«-( -ÏS 
акже имеют место неравенства 

# п ( ф ) < 8 > 1 

функция / в точке 0 очень быстро растет — и приближается плохо, 
; то время как функция ф имеет в этой точке очень острый пик —, 
[ приближается хорошо; в- остальных точках отрезка А обе функ* 
1,ии аналитичны). 

В приведенных выше прямых теоремах относительно Rn (f) 
утверждается гораздо больше,- чем можно утверждать — при те# 
ке условиях на / — относительно Рп (f). Туран и Шюш, 

22* 
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Фрейд и др. получили недавно ряд других теорем такого тип 
(не сводящихся к склеиванию «хороших» функций); доказательств 
этих теорем также используют — в той или иной форме — резуль 
тат Ньюмена о скорости приближения функции | х |, х £ А. Однак 
условия на функцию /, фигурирующие во всех этих теоремах 
далеко не необходимы для того, чтобы имели место соответствуй: 
щие оценки для Rn (j) (хотя при данных условиях эти оценк: 
и нельзя существенно улучшить). Между прямыми и обратными тес 
ремами существует большой разрыв, причем пока не ясны термины 
которые позволили бы его ликвидировать. В частности, остаетс: 
открытым вопрос о том, какими внутренними свойствами характе 
ризуется класс функций /, для которых p (f) > Л (или даж 
О < р (/)< со). 

5. Обратные теоремы, приведенные в п. 3, показывают, что пре 
пятствием для хорошего приближения рациональными функциям] 
являкУгся плохие дифференциальные свойства аппроксимируемы: 
функций на достаточно массивных множествах (например, на мне 
жествах, имеющих положительную меру Лебега или А-меру Хаус 
дорфа, соответствующую той или иной функции А); в них содержит 
ся и количественное выражение этого факта. С помощью этих тес 
рем нетрудно строить примеры функций, наилучшие приближение 
которых рациональными функциями" стремятся к нулю пример» 

как-£ или ß_ n ß (при любых Л > 0 и В > 0).. 

Покажем теперь, что поведение функции в одной внутренне] 
точке отрезка (точнее, в окрестности этой точки) также может слу 
жить препятствием для хорошего приближения рациональным] 
функциями. В известной мере это следует уже из результатов пре 
дыдущего пункта, в которых фигурирует скорость порядка е-с^п 

и в первую очередь из оценки снизу для,/?п (| х |). Однако эти резу 
льтаты представляются несколько случайными, поскольку соответ 
ствующие препятствия сказываются лишь при желании прибли 
зить функцию со скоростью, лучшей чем e-*Vn, и только в это* 
случае *). Возникает вопрос о том, нельзя ли построить непрерыв 
ную шкалу препятствий, связанных с локальным поведением функ 
ции, в которую вкладывалась бы оценка снизу для Rn (\ х |). 

х ) Заметим, что эти результаты нельзя объяснить тем, что для соответ 
ствующих функций может быть нарушено свойство единственности (в част 
ности, это свойство нарушено для функции \х\, я С Д ) . Общие теоремь 
единственности, приведенные в следующем пункте, справедливы тольк< 
при скорости приближения порядка е~сп, с > 0; каково бы ни было В < 1 

1 D 

в частности -̂ - < В < 1, скорость приближения порядка е~п совместим* 

с неединственностью. 
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Такую шкалу можно построить, если исходить, например, из 
сорости роста функций в фиксированной внутренней точке отрез-
1 [11]: Мы приведем оценки снизу для наилучших приближений 
тонических функцийх); можно было бы отвлечься от конкретной 
)рмы рассматриваемых функций и сформулировать соответству-
щие результаты в более общем виде. 

Пусть 

U W 1 Ф(*), *£А2 = [0, 1], 

,е ф — непрерывная возрастающая функция на отрезке [0, 1], 
(0) = 0. Приведенные ниже оценки справедливы при всех п > 1; 
ачения (положительных) постоянных с мы не выписываем, ука-
[вая только на те параметры, от которых они могут зависеть. 

Переформулируем результат Ньюмена. 
1Р. Если ф (х) = х, то 

Rn(U)>e-*V^. 

Переход от функции х к функции х?, а > 0, еще не позволяет 
менить показатель степени п в последней оценке. 

2°. Если ф(я) = л;а, а > 0 , то 

Rn(h)>e-c«'V«. 

Непрерывная шкала получается при переходе к функциям, расту-
ш существенно быстрее ( ß< l ) или медленнее ( ß > l ) любой 
функций ха, а > 0 . 
3°. Если 

Ф(*) = е х р [ - а ( к ^ ) Э ] , а > 0 , ß > 0 , 

*n(M>exp(-* e i B . / iH-*). 

ш а = ß = 1 получаем оценку Ньюмена. Постоянную cat ß можно 
брать зависящей только от а. Приведем еще две оценки—для 
нкций ф, окаймляющих рассмотренные выше. 

4°. Если (f(x)=(\og-j)y, Y>0, 0 < # < Y (и в остальном 
оизвольна), то 

Rn (U) > Су - л-Y. 
х) Соответствующие оценки сверху получены в статье автора [13]. 
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В частности, если в окрестности начала координат 

Ф(*) = —Ц-
l o g 7 

ТО 

с 

~п 

5°. Если 

то 

Rn(U)>-

Ф(д;) = е х р ( — ^ ) , ô > 0 , 

^(/•»«p(--gS-)-
Утверждения I0-—5° вытекают из следующей оценки, справе;] 

ливой для любой функции вида /ф: 

Rn(U)> SUP [ф(е).(б^1/е+1)-1], 
0<е<1 

Эта оценка позволяет в каждом случае выписать завис* 
мость постоянной от соответствующих параметров. Например, в S 

с а = С-]Лх, в 3° постоянная. са^ может.быть выбрана как с + 
(неравенства с этими постоянными имеют место для 2Rn(f4>] 
п > 1); с — абсолютные постоянные, значения которых такж 
могут быть указаны. 

Выбирая функцию Ф растущей достаточно быстро, можно пол^ 
чить функцию /ф со сколь угодно медленно убывающей последов* 
тельностью Rn (/ф); наоборот, выбирая ее растущей достаточн 
медленно (другими словами, имеющей высокий порядок касани 
с вещественной прямой в точке х = 0), можно произвольно приблх 
зиться к скорости геометрической прогрессии е~сп. 

6. Хорошо известно, что класс всех функций /, аналитически 
на отрезке А, характеризуется условием 

п-юо 

(теорема Бернштейна). В п. 2 уже отмечалось, что любая скорост 
стремления к нулю последовательности Rn (f) совместима с неаш 
литичностью функции / в каждой точке отрезка А. С. Н. Мергеле 
ном было высказано предположение, что тем не менее класс фун1 
ций /, для которых последовательность Rn (f) стремится к нул: 
со скоростью геометрической прогрессии, должен обладать OCHOI 
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ным свойством класса аналитических функций на отрезке — свой
ством единственности. В работе [6] были доказаны несколько 
Зол ее слабые теоремы единственности; в полной общности соответ
ствующие теоремы удалось доказать лишь недавно. 

Обозначим через R (А) класс всех функций /, для которых выпол
нено условие 

ШУЩГ)<1> 
П-+оо 

Справедлива следующая теорема: 
Если функции fug принадлежат классу R (А) и f (x) = g (х) 

ш мнооюестве e d А положительной лебеговой меры (или. положи
тельной гармонической емкости), то f(x) = g (x) , x G A. 

Теорема единственности справедлива и в следующей форму-
1Ировке: 

Если 

Ит^(7)<1 
1 f (х) = 0 на мнооюестве e c i А положительной меры (емкости), 
по f (х) = О, х £ А. 

Поэтому каждый из классов R{nky (А), определяемых условием 

lim / Î O f ) < l , 
/l-ЮО Ä 

лде {nk} — возрастающая последовательность натуральных чисел, 
гакже обладает свойством единственности и. является тем самым 
квазианалитическим классом функций. 

Класс R (А) является естественным расширением класса функ
ций, аналитических на отрезке А, в котором сохраняется свойство 
единственности. Этот класс является линейным пространством 
и кольцом: если fng£R (А), то и / • g £ R (А). 

Переход от R (А) к R{nky (А) совершенно аналогичен переходу 
от класса всех аналитических функций к квазианалитическим 
классам С. Н. Бернштейна B{nhy(A). Каждый из классов R{nk} (А) 
является расширением соответствующего класса В{П у(А). 

Аналогичные теоремы справедливы на произвольных контину
умах в комплексной плоскости. Несколько видоизменяя постановку 
задачи, на этом пути можно получить одно из возможных решений 
задачи Э. Бореля о квазианалитическом продолжении аналитиче
ских функций через жорданову дугу (см. [14]). Заметим, наконец, 
что при несколько более сильных требованиях на скорость убы
вания Rn (f, Е) теоремы единственности справедливы и для несвяз
ных замкнутых множеств £"CZC. Например, если Е — произволь
ное замкнутое множество, приведенное относительно емкости (каж-
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дая порция Е имеет положительную емкость), то в классе функции 
f (z), z£ Е, для которых 

Hm>/#n(/,£)==0, 
П-+ОО 

имеет место свойство единственности по значениям на множества? 
положительной емкости. 

7. При изучении различных вопросов, связанных с приближе 
ниями рациональными функциями, удобно основываться на оценка? 
равномерного роста рациональных функций (оценках типа max 
min). Задача ставится так. 

Пусть Е± и Е2— непересекающиеся континуумы в расширенно! 
комплексной плоскости С, rn (z) — произвольная рациональна* 
функция порядка не выше п, удовлетворяющая условию 

тах |г„(г) |<Л4< оо. 

Требуется дать оценку для 

т т | г л ( г ) | , 
г6Е 2 

правая часть которой зависела бы только от M, п и взаимного рас 
положения Ei и Е2. • 

Положим 
a ( r . p F 4 min{lr„(z)|, zÇ£2} 
о v r n , .Ci, д2) — s\-t*\\ »CFA max{\rn(z)\, z£Ei} ' 

Пусть D±— компонента дополнения к Е±, содержащая £2; D2— 
компонента дополнения к Е2, содержащая Eu D = D± f| D2 (есл! 
Ei и E2 не разбивают плоскость, то D = С \ (Ei [j Е2)) 
Здесь D —двусвязная область; обозначим через p = p (D) > ] 
конформный модуль области D (отношение радиусов круговой 
кольца, конформно эквивалентного области D). Решение постав 
ленной выше задачи дается следующей теоремой: 

Для любой рациональной функции гп (z) порядка не выше п 
(п> 1 —любое) 

a(rn\Ei,E2)KP

n, p = p(D). 

Из одной теоремы Уолша (см. [4], § 8.7, теорема 9) вытекает, 
что число р в последней оценке нельзя заменить никаким меныиил 
числом, Точнее, каково бы ни было 0 < 1, для любого n > п (0] 
существует rn (z), такая, что 

а(гп;Еи £ 2 ) > р Ч n>n(Q). 
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Объединяя это утверждение с предыдущим, получаем 

lim sup уа(гп; Еи Ег) = р; 
v. п->оо {ту 

верхняя грань берется в классе всех рациональных функций порядка 
не выше п. 

В случае когда Ei= [— 1, — k], Е2= [k, 1], 0 < k < 1 (величи
ну о (rn; Eit Е2) в этом случае будем обозначать через ак (гп)), полу
чаем следующее утверждение [11]: 

Для любой рациональной функции rn (z) порядка не выше п 

Мг Л )<ехр(2ял-^г) , 

где /С — полный эллиптический интеграл первого рода для модуля 
k, К— соответствующий интеграл для дополнительного модуля. 

При малых k удобнее пользоваться следующей оценкой: 

ffftCnXexp/- я 2 " \ . 

\Jog 

при этом, каково бы ни было 6 <С 1, существует гп (х), такая, что 

Результаты, приведенные в п. 5, являются непосредственными 
следствиями первого из этих утверждений; второе утверждение 
можно использовать при доказательстве оценок сверху для наилуч
ших приближений рациональными функциями (в частности, при 
выводе верхней оценки для Rn (\ х |)). Переходя от последних нера
венств к асимптотическим оценкам для наилучших приближений 
функции sgn х на [—1, — k] [} [k, 1], 0 < k <С 1 (постоянная п* 

под знаком ехр заменяется при этом на -н-), можно получить те же 

неравенства для Rn (\ х |), которые были отмечены в п. 4 в качестве 
следствий теоремы Золотарева. 

Аналогичные оценки можно? доказать для произвольных замкну
тых множеств Ei и Е2 положительной гармонической емкости, лежа
щих в С. Предположим, что соответствующие этим множествам 
области Di nD2 ( с м . выше) регулярны (в,смысле задачи Дирихле); 
p, — емкость конденсатора, образованного множествами Et и Е2 

(гринова емкость Е± относительно D 2 или Е2 относительноD4). Тогда 
для любой rn (z) справедлива оценка 

п 

о(гп',ЕиЕг)<е». 
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Эта оценка лежит в основе доказательства теорем единственно-
•сти, приведенных в п. 6. Из нее вытекает следующее утверждение 
(которое достаточно для доказательства теорем единственности 
для случая отрезка А и mes е > 0). 

Пусть непересекающиеся замкнутые множества ßi и е2 принадле
жат некоторому отрезку длины 2ô, причем mes е% > ô — e, i = 1, 2. 
Тогда для любой гп (х) 

а ( г п ; А , £ 2 ) < е х р / - ^ \ 

V , o g T ) 

В заключение отметим, что в классическом мемуаре Er И. Зо
лотарева [2] получено точное решение задачи типа max-min 
для случая двух отрезков на вещественной прямой. Е. И. Золота
рев нашел величину наибольшего уклонения от нуля на множестве 
А2= {*:| х | > -г-}, 0 < k < 1, в классе рациональных функций 
порядка п, модуль которых ограничен единицей на отрезке АА= 
= [— 1, 1] (третья задача Золотарева). Соответствующий резуль
тат можно сформулировать так: 

sup о (/•„; Д„ А2) = — — к з5г W\î ' 
v w kn I sn —«sn • . . . sn I 

\ n n n ) 

где A4= [— 1,1], .A2= {x:\ x | > -r }, 0 < £ < 1 , К—полный 
эллиптический интеграл первого рода для модуля k, v — наиболь
шее нечетное число, меньшее чем п. 

Доказательство приведенных выше оценок (формулируемых 
в терминах модуля области D) не представляет труда для канониче
ского случая /?!= {z:\z |<1}, Е2= {z : \ z \ > p}, р > 1; пример 
многочлена rn (z) = zn показывает, что в этом случае соответствую
щая оценка точная. Свести вывод тех же оценок для произвольных 
континуумов Ei и Е2 (тем более для множеств общей природы) 
к этому каноническому случаю не удается. Можно дать различные 
прямые доказательства соответствующих оценок сверху для 
•o(rn; Ei9 Е2) (в частности, для случая двух отрезков). Конечно, для 
•случая двух отрезков на вещественной прямой оценки в терминах 
модуля дополнительной к ним области в принципе содержатся в при
веденной выше теореме Золотарева (хотя вывод их из этой теоремы 
вряд ли является простой задачей). 

8. Приведем некоторые результаты, относящиеся к вопросу 
•о скорости приближения аналитических функций рациональными. 

Пусть ф — функция, конформно отображающая дополнение 
к А на внешность единичного круга, ф (со) = со; DR= DR (А) — 
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конечная область, ограниченная линией уровня |ф (z)\ = /? > 1 
(в рассматриваемом сЛучае DR — область, ограниченная эллипсом 
с фокусами в точках ± 1 и суммой полуосей, равной R). Класс 
функций, однозначных и аналитических в области D ZD А (так же 
как и его сужение на отрезок А), будем обозначать через A (D). 

Согласно известной теореме Бернштейна, для того, чтобы / Ç 
Ç A (DR), необходимо и достаточно, чтобы 

Ит/м/)<^; 
П->00 ^ 

тем самым 

sup [ Ш Г п / р Л о ] { = 4 - . 

В. Д. Ерохин [15] показал, что существует функция ÎQ.A (DR), 
для которой 

Шй УЩГ)==±; 

следовательно, 

sup [ШуГЩП\ = ±. 
f£A(DA) n-юо * 

Таким образом, переход от многочленов к рациональным функ
циям не дает существенной выгоды в скорости аппроксимации 
всего класса функций, аналитических в области DR (ср. п. 4, ско
рость аппроксимации в классе L (А)). Однако если вместо канони
ческой области DR рассмотреть произвольную область D ZD А, то 
это уже не так. 

Основные результаты в этом направлении получены Дж. Уолшем 
в 30-х годах; мы сформулируем здесь утверждение, являющееся 
лишь весьма специальным следствием важных теорем Уолша об ин
терполяции аналитических функций рациональными (см. [4], 
гл. VIII, в частности § 8.7). 

Пусть D — односвязная область (в С), содержащая отрезок 
А, p = p (D \ А) — модуль двухсвязной области D \ А. Тогда 
для любой функции f 6 A (D) 

П-*-оо г 

Очевидно, что в этом случае 

sup [mVPJfj]=±-, 
/ÊA(JD) n->oo P " 
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где р*= sup {R : DRcD}. Если D Ф D p , то p* < p (для любого 

e > 0 существует односвязная область D ZD A, такая, что — < e, 

в то время как -^ > 1 — г). 
P 

Р* 
Для произвольного континуума Е и односвязной области D :э Е 

теорема Уолша справедлива в той же формулировке (р — модуль 
двухсвязной компоненты D\ Е, один из граничных континуумов 
которой совпадает с границей D, другой принадлежит Е). 

Недавно В. М. Тихомиров показал, что число р в теореме Уолша 
нельзя заменить большим числом; тем самым 

sup [ШУТШ\ = ^. 
/6A(D) n-юо Р 

Сформулируем одну нерешенную задачу, связанную с наилучши
ми приближениями аналитических функций. Пусть f £ A (D), 
D ZD Д. Доказать (или опровергнуть) следующее утверждение: 
существует *) последовательность r% (z), п = 1, 2, . . . , рациональ
ных функций наилучшего приближения f на А, таблица полюсов 
{айн} которой не имеет предельных точек в области D: 

Более общая задача относится к случаю произвольного контину
ума £ с С и области D, D Ç] Еф 0 ; формулируется она совер
шенно аналогично. 

9. Любая последовательность многочленов рп (z), п = 1, 2, . . . , 
степень рп (г)<я, сходящаяся на А (к функции /) со скоростью, 
характеризуемой условием 

j _ 
lim [max | / ( а : ) — рп (х) \ ]n<q< 1, 

n-юо х£А 

с необходимостью равномерно сходится внутри области DR, R = — 

(и, следовательно, / £ A (DR)). То же явление (Уолш называет его 
сверхсходимостью последовательности рп (z)) имеет место для произ
вольного континуума Е (см., например, [4]). Обратная теорема 
о наилучших приближениях аналитических функций многочленами 
является непосредственным следствием этого утверждения. 

!) Рациональная функция r* (z) наилучшего приближения / на А, вообще 
говоря, не единственна — даже для вещественной функции f (x), x Ç А (наи
лучшее приближение ищется в классе рациональных функций с комплекс
ными коэффициентами). 
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Возникает вопрос, в какой мере это утверждение распространяет
ся на последовательности рациональных функций с произвольными 
полюсами; в частности, при какой скорости сходимости последова
тельности rn (z), п = 1, 2, . . . , на А можно утверждать, что эта 
последовательность с необходимостью сходится по крайней мере 
в одной точке вне А (какова бы ни была ее таблица полюсов). 

Легко показать, что скорость порядка геометрической прогрес
сии для этого уже недостаточна. Более того (мы приводим сначала 
результаты, относящиеся к случаю / (х) = 0, х 6 А), каково бы ни 
было q, О < q < 1, существует последовательность rn (z), п = 1, 
2, . . ., сходящаяся на А со скоростью, характеризуемой условием 

max\rn(x)\<[-%=r)n, п=1, 2, 
ас£А \ уп ' 

и расходящаяся в каждой точке плоскости, не принадлеоюащей А. 
Однако если последовательность rn (z), п = 1, 2, . , ., сходится 

(к нулю) на А с большей скоростью, то эта последовательность схо
дится на всей комплексной плоскости, за исключением достаточно 
«редких» множеств. Точнее, справедливы следующие утверждения: 

Если 

max \гп(х)\<п (* + 0 ) п , ô > 0 , л = 1 , 2 , . . . , 

яю rn (z)y п = 1, 3,- . . ., сходится (к нулю) почти всюду на плоскости 
относительно плоской меры Лебега. 

Если 
тах|гл(*)|<л-<М-б>п, ô > 0 , п=1, 2, . . . , 

то rn(z), п—\, 2,..., сходится (к нулю) почти всюду на плоскости 
относительно h-меры Хаусдорфа, соответствующей функции 

h(r)=rK 
Последние неравенства с ô = 0 (при любом %) совместимы с рас

ходимостью rn (z) на множестве бесконечной Ä-меры, h (г) = 

= А 
Аналогичные утверждения справедливы и в случае произвольной 

предельной функции / (x), х 6 А. Например: 
Если 

max\f(x)-rn(x)\<n-An, л=1, 2, . . . , 
х£А 

то rn (z), п = 1, 2, . . ., сходится всюду в С, за исключением множе
ства F, h-мера Хаусдорфа которого равна нулю при любой функции 

О П 

h (г) = t*, а > -j (размерность множества F не превышает ~т ). 
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Можно изучить характер сходимости rn (z) на С \ F (сходи- • 
мость, равномерная на расширяющейся системе компактных мно-. 
жеств, исчерпывающих С \ F) и свойства предельной функции 
f(z), z £ С \ F (эти свойства во многом аналогичны свойствам 
функций, моногенных по Борелю; в частности, f является в неко
тором смысле квазианалитическим продолжением функции /). 

Вопрос о сверхсходимости последовательностей rn (z) возник 
в связи с изучением функций класса R (А) (см. п. 6). Представляется 
вероятным, что свойство единственности в классе R (А) связано 
с тем, что любая функция / £ R (А) допускает продолжение f на 
достаточно массивное множество в окрестности А, на котором 
свойство единственности справедливо в классе всех функций, допу
скающих равномерное приближение рациональными функциями. 
Приведенные выше результаты показывают, что построить такое 
продолжение исходя из произвольной последовательности rn (z), 
сходящейся на А к f со скоростью геометрической прогрессии 
(и даже с существенно большей скоростью), не удастся;, в этом суще
ственное отличие от случая многочленов. В связи с этим возникает 
вопрос об изучении сходимости в дополнении к А последователь
ностей r^(z) рациональных функций наилучшего приближения f 
на А, или каких-либо их подпоследовательностей. Если для любой 
/ g R (А) существует последовательность r£ (z) рациональных функ
ций наилучшего приближения, такая, что r£ (z) (или r%k (z)) сходится 
на достаточно массивном множестве, содержащем А, то продолже
ние 7 можно было бы определить с помощью такой последова
тельности. 

Заметим, что вообще переход к лакунарной подпоследователь
ности позволяет строить продолжение функции / при меньших тре
бованиях на скорость, сходимости гп (*),»*€ А, чем указанные выше-
Следующее утверждение интересно сравнить с предыдущей теоремой: 

Если 
max\f(x) — rn(x)\<.n-6n, ô > 0 , п=\, 2, . . . , 

то, какова бы ни была последовательность щ, п2, . . ., ^ ± ^ - > Q > I , 
последовательность rn]l (z), k = 1, 2, ..., сходится всюду в С, за 
исключением множества F, h-мера Хаусдорфа которого равна нулю 
при любой функции h (г) = га, а > 0 (размерность F равна нулю). 

Вопрос о поведении рациональных функций наилучшего при
ближения функции / £ JR (А), а также задача, сформулированная 
в конце п. 8, связаны с общим вопросом о расположении полюсов 
{etnft} последовательностей рациональных функций наилучшего прип 
ближения для заданной непрерывной функции f (x), x Ç А (под
черкнем, что заранее на расположение полюсов не накладывается 
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никаких ограничений). Можно предположить, что таблица {a%h} 
(или множество {а£ь}') определяет в некотором смысле множество-
«особенностей» функции / в комплексной плоскости. Вопрос об 
уточнении этого высказывания представляется весьма сложным; 
здесь возникает целый ряд интересных конкретных задач. Напри
мер, если полюсы {а£ь} последовательности рациональных функций 
наилучшего приближения / на А не имеют предельных -точек 
в фиксированной (пусть односвязной) области D z? А, то можно ли 
утверждать, что функция / аналитична в этой области? Если да, 
то как интерпретировать тот факт, что {а*и} не имеют предельных 
точек в некоторой области D, не пересекающейся с отрезком А?# 

Можно ли утверждать (в любом из этих случаев), что некоторая, 
заведомо не любая, последовательность r£ (z) рациональных функ
ций наилучшего приближения / на А (или какая-либо ее подпосле
довательность) обязана равномерно сходиться внутри D? Если такая 
сходимость имеет место, то предельная функция J (z), z £ D (с необ
ходимостью аналитическая в D), в случае DZD А является аналити
ческим продолжением функции f (z), z 6 А. Интересно было бы 
охарактеризовать внутреннюю связь между /"и f в случае D {] А= 0 
(в терминах, не связанных с r£ (z); тот факт, что функции / (z), г 6 А, 
и 7 (г), z 6 D, являются пределами одной и той же последователь
ности рациональных функцир, не устанавливает — в случае 
D П А = 0 — между ними никакой внутренней связи: любые-
функции Д и f2, одна из которых непрерывна на А, другая — анали
тична в D, могут быть представлены в виде предела одной и той же 
последовательности rn (z), равномерно сходящейся на А и внутри D 
к /i и /2 соответственно). 

Нетрудно построить функцию / (z), z 6 А, так, чтобы для любой 
последовательности r%(z), п = 1, 2, ..., ее рациональных функций 
наилучшего приближения имело место соотношение 

' К а } ' = С 

Например, таковой является, функция 
оо 

*тяЛ, z а П 

п=1 

где Ой $ А, {с^}' = С, ал — расстояние от с^ до А, Ап Ф 0h 

п= 1, 2, ..., lim V Î Ап I = 0. Заметим, что наилучшие приближе
ния Rn (f) этой функции на отрезке А в классе всех рациональных 
функций, полюсам которых запрещено попадать в какой-либо круг 
произвольно малого радиуса, стремятся к нулю существенно 
медленнее, чем ее наилучшие приближения Rn(f) в классе-
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всех рациональных функций. В известном смысле (не сводящемся 
к тому, что / не является аналитической ни в одной точке своей 
области определения А) множество «особенностей» / всюду плотно 
на комплексной плоскости; особенности ряда являются «особен
ностями» его суммы, рассматриваемой только на А. 

Всюду в этом пункте вместо отрезка А можно было рассматри
вать произвольный континуум Е, 

Результаты о сверхсходимости, приведенные в этом пункте, 
в несколько ином виде сформулированы в [16]. Различные иллюстра
ции явления сверхсходимости в областях, не пересекающихся с Е, 
и квазианалитического продолжения функций, определяемых равно
мерно сходящимися последовательностями рациональных функций, 
содержатся в заметках [17], [18], [14]. Оценки, приведенные в п. 7, 
позволяют получить более ' общие результаты в этом направ
лении. 

10. В связи с результатами, приведенными в п. 3 и 6, А. H. Кол
могоров заметил, что теоремы о наилучших приближениях рацио
нальными функциями естественно формулировать, не ограничиваясь 
классом непрерывных функций. Поскольку на полюсы аппрокси
мирующих рациональных функций не накладывается никаких огра
ничений, естественно допустить их и на отрезок А, накладывая 
ограничения на скорость приближения лишь вне множеств произ
вольно малой меры. Приведем некоторые результаты, полученные 
автором на этом пути. 

Пусть / — измеримая функция, определенная и конечная почти 
всюду на А. Определением измеримой функции / может служить 
известное (С)-свойство Н. Н. Лузина: для любого в > 0 найдется 
совершенное множество PBcz А, такое, что mes (А \ Р е) < е 
и /1 ре непрерывна на Ре. Имея в виду теорему Вейерштрасса, тре
бование непрерывности / | Pß можно заменить любым из условий : 
lim Рп (f, РЕ) = 0 или lim Rn (f, Ръ) = 0. 
П-»оо n-K» 

С помощью дополнительных ограничений, с одной стороны, 
на дифференциальные свойства / | Pß, с другой — на скорость стрем
ления к нулю наилучших приближений Рп (f, Рв) и Rn (f, Ре), выде
лим некоторые подклассы класса всех измеримых функций на А. 
Поскольку в первом случае эти подклассы определяются дифферен
циальными свойствами, во втором — конструктивными свойствами 
функций f, соотношения включения между ними носят характер 
прямых и обратных теорем о наилучших приближениях. 

Обозначим через DA (А) класс функций / (x), х 6 А, обладающих 
тем свойством, что для любого 8 > 0 найдется совершенное множе
ство PBcz А, такое, что mes (А \ РЕ) < е и / | ре Ç L (А) (см. п. 3). 
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С другой стороны, через RA (А) обозначим класс функций / (х), 
£ А, таких, что для любого е > 0 существует совершенное Ре с= А, 

les ( А \ Р 8 ) < в, на котором 

Än( f .P .X - | r . n= l f 2 f . . . f 

i£ С = С (f, е) не зависит от я. Если вместо последнего условия 
ыполнено условие 

Rn (/, Ре) < ^А+о » 

е̂ С и ô > 0 зависят от / и е, но не зависят от п, то будем говорить, 
го /е/?А+о(А). 

Аналогично, исходя из наилучших приближений многочленами, 
пределяются классы РА (А) и Р А + 0 (А). 

Справедливы следующие включения: 
РА+0 (А) с Я А + 0 (А) с D A (А) с Р А (А) с= i?A (А). 

В этой цепочке включений содержатся прямые и обратные теоре-
ы о наилучших приближениях измеримых функций как много-
ленами 

PM0(A)œDA(A)CZPA(A), 

ак и рациональными функциями 

RMo(à)aDA(A)cRA(A). 
Теоремы смыкаются с точностью до произвольно малого ô > 0. 
Отвлекаясь от дифференциальных свойств функций, интересно 

гметить включение 
RA+Q(A)czPA(A); 

гсюда следует, что любая измеримая функция, допускающая при-

лижение порядка — д + ô » ß > 0, в классе всех рациональных функ-

ий, допускает приближение порядка -^ многочленами. При этом 

ущественно, что приближение осуществляется на «внутренних» 
иожествах. 

В предельном случае классы тождественны: 
Poo(A)=floo(A) = Doo(A) 

класс с бесконечным индексом определяется как пересечение соот-
етствующих классов с натуральными индексами). 

Если, однако, в конструктивном определении классов измеримых 
|ункций на скорость стремления к нулю наилучших приближений 
аложить более сильные ограничения, то, несмотря на переход 

3—1220 
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к «внутренним» множествам, разница между многочленами и рацис 
нальными функциями оказывается существенной. 

В самом деле, если функция f такова, что для любого е > 
существует совершенное множество Ре с: А, удовлетворяющее услс 
виям mes (А \ Ре) <с е и 

Нтт/Р л(/,РеК<7<1, 
П->оо 

то / обязана быть аналитической на отрезке А (точнее, / эквивалент 
на некоторой функции, аналитической на А), С другой стороны 
любая скорость стремления к нулю Rn (f) (тем более Rn (f, Рв) 
совместима с неаналитичностью функции / в каждой точке отрезка à 

Тем больший интерес представляет изучение класса измеримы 
функций, наилучшие приближения которых рациональными фунв 
циями — на «внутренних» множествах Р е — стремятся к нулю с 
скоростью геометрической прогрессии. Этот класс обладает рядо] 
свойств, аналогичных важнейшим свойствам класса аналитически 
функций. 

Обозначим через R (А) класс измеримых функций / (я), х 6 А 
таких, что для любого в > 0 существует совершенное множеств' 
Рв cz А, удовлетворяющее условиям: mes (А \ Ре) < е и 

mVRn(f,PB)^q(f)<l. 
П->оо 

Этот класс является расширением введенного в п. 6 класс 
непрерывных функций R (А). В частности, произвольная функци: 
вида 

<*-« х— ап

7 ^ 
п=1 

где Од £ С (ал могут попадать и на отрезок А), и 

lim | / | Л п | < 1, 
П-*оо 

принадлежит классу $ (А); конечно, далеко не любая такая функ 
ция непрерывна (эквивалентна непрерывной функции) на отрезке А 

Класс R (А) замкнут относительно операции асимптотической 
дифференцирования: если f £ R (А), то почти всюду на А существу 
ет асимптотическая производная А1Цх), причем /С б̂ $ (А). Сле 
довательно, любая /6 R (А) почти всюду на А бесконечно (асимпто 
тически) дифференцируема. 

Другим важным свойством класса R (А) является свойстве 
единственности: если две функции, fug, принадлежат $ (А 
и совпадают на множестве e cz А положительной меры, то эть 
функции совпадают почти всюду на А (эквивалентны). 
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Заметим, наконец, что класс Я (А) является полем; не только 
линейные операции и умножение, но и деление (не на тождественный 
нуль) функций класса 1? (А) не выводит за его пределы. 

Если {nh} — произвольная последовательность натуральных 
чисел, то класс %{пку (А), определяемый условием 

ШуЖ^Ц7Рг1^(!)<и 
Ä-+00 Г « 

также обладает • свойством единственности. Квазианалитические 
классы *R{nky (А) интересны тем, что они позволяют полностью 
отделить свойства непрерывности и гладкости (даже в более слабом 
определении, чем обычно) от основного свойства аналитических 
функций — свойства единственности. 

Отметим одно непосредственное следствие свойства единственно
сти в классе j? (А). Пусть D — замкнутая область^(D — множество 
внутренних точек D), {о^} — произвольное множество точек, 
лежащих в дополнении к о и таких, что {с^}' = dD = D\D> 

n = l 
Если 

ШУЦп~\<1 АпфО, л = 1 , 2 
П-*оо 

то каждая точка z 6 dD является особой точкой аналитической 
функции f (z), z 6 D. 

Это утверждение нетрудно доказать и непосредственно, осно
вываясь на оценках типа max-min для произвольных континуу
мов (см. п. 7). Несколько сложнее доказать тот же'факт для произ
вольных On Ç С \ D (без требования {o^}' = dD). Сформулируем 
одно общее утверждение в этом направлении. 

Пусть {ап}, п = 1, 2, . . ., — произвольное множество точек 
плоскости (в частности, возможен случай {о^}' = С), В—'кон
тинуум и /—функция, аналитическая в области DZDE. Если 

оо , 

s rV=f(*)' г^Е> йн^га"<i, 
п = 1 г " а п 

то Ап = 0 для п £ ND = {п: а^ £ D}; в частности, если f (z) = О, 
z 6 Е, то все Ап = 0, п = 1, 2, . . . . В случае f (z) = О, z Ç Е, 
соответствующая теорема единственности была установлена^Карле-
маном [19Ï при условии 

УШ<~щ-> а>о, „а+6 

23* 
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где а > 0 зависит от расположения Е относительно {с^} (требуется, 
чтобы континуум Е лежал вне объединения кругов \z — Од | < 
< г-п4* при некотором е > 0). 

Теоремы о приближениях измеримых функций, формулируемые 
в дифференциальных терминах, без каких-либо изменений перено
сятся на произвольные измеримые подмножества вещественной пря
мой," для справедливости теорем единственности в этом случае 
надо потребовать, чтобы 

lim }/Rn(f, Р е) = 0, л = 1 , 2, . . . или п = пи п2, . . . . 
П - Ю О 

Наилучшие приближения измеримых функций рациональными 
рассматривались в работах [20], [21] (см. также [22]); приведенные 
здесь теоремы единственности усиливают известные ранее. 

Математический институт им. В. А. Стеклова, 
Москва, СССР 
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Функциональный анализ 

Functional analysis 

Analyse fonctionnelle 

Funktionalanalysis 

ESPACE DUAL D'UNE ALGÈBRE, 
OU D'UN GROUPE LOCALEMENT COMPACT 

i 

J A C Q U E S D I X M I E R 

1. Introduction 

Soit G un groupe commutatif localement compact. On appelle 
caractère de G toute fonction continue complexe я sur G telle que 
rt (gg') = ^ (g)л (g") 4uels Que s o i e n t g"» g" € G ; si I jt(g) | = 1 pour 
tout g é G, le caractère est dit unitaire. L'ensemble des caractères 
unitaires de G se note â ; on le munit de la topologie de la convergence 
compacte, d'où un espace localement compact. (En fait, G est de maniè
re naturelle un groupe localement compact, mais nous laisserons de 
côté ici cette structure de groupe.) Etant donnée une fonction plus ou 
moins arbitraire sur G, on cherche à l'écrire comme combinaison linéai
re (en général intégrale) de caractères, et si possible de caractères 
unitaires. C'est là un problème typique de synthèse harmonique. 
Toute étude de synthèse harmonique sur G nécessite la connaissance 
détaillée de l'espace G. 

Choisissons une mesure de Haar sur G, et soit L1 (G) l'algèbre 
de Banach (convolutive) des fonctions intégrables sur G. On appelle 
caractère d'une algèbre de Banach commutative un homomorphisme 
non nul de cette algèbre dans С (un tel caractère est de norme < 1). 
Tout я 6 G définit un caractère de L1 (G) par la formule 

(1) n'(f)=\n(g)f(g)dg 
G 

et on obtient ainsi une correspondance bijective entre caractères 
unitaires de G et caractères de L1 (G). La topologie de ô correspond 
dans cette bijection à la topologie faible sur l'ensemble des caractè
res de L1 (G). [c)i 

Observons qu'il existe sur L1 (G) une involution /-*•/*, définie 
par f* (g) =f (g-1), et qu'un caractère ta de L1 (G) est automatique
ment hermitien, c'est-à-dire tel que я (f) = я (/*) pour tout f 6 L1 (G). 
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2, L'espace dual d'un groupe localement compact 

Dans toute la suite, G désigne un groupe localement compact. 
Il semble raisonnable de définir l'ensemble G comme l'ensemble des 
représentations unitaires topologiquement irréductibles de G, deux re
présentations unitairement équivalentes étant identifiées. Nous allons 
maintenant définir une topologie sur ô. 

Si я 6 à, nous noterons Hn l'espace hilbertien où opère я. Nous 
appellerons fonction de type positif associée à я toute fonction- de la 
forme g-> (я (g) l 11) sur G, où g £ Hn. Si S c: ô, nous appellerons 
fonction de type positif associée à S une fonction de type positif 
associée à un élément de S. Ceci posé, nous écrirons я 6 iS si Vune 
des fonctions de type positif non nulles associées à я est limite uniforme 
sur tout compact de fonctions de type positif associées à S, ou, ce qui 
revient au même, si toute fonction de type positif associée à я est limite 
uniforme sur tout compact de fonctions de type positif associées à S. 
Ceci définit une opération d'adhérence dans G, d'où une topologie sur 
G ([4], [10]). Quand G est commutatif, on retrouve la topologie du § 1. 
Dans le cas"général, cette topologie n'est pas-toujours séparée, ce 
qui suscite la méfiance. Nous espérons cependant montrer que cette 
topologie est «raisonnable». Nous allons d'abord généraliser la situa
tion. 

3. Passage aux C*-algèbres 

Soit A une algèbre de Banach involutive. On appelle représenta
tion de A dans un espace hilbertien Я une application linéaire я de Л 
dans X (H) (algèbre involutive des endomorphismes continus de H) 
telle que я (aa*) = я (a) я (a*), я (a*) = я (a)* quels que soient 
a, a' £A Çune telle représentation est automatiquement de norme < 1). 
On note Л l'ensemble des représentations topologiquement irréductibles 
de A dans des espaces hilbertiens, deux représentations unitairement 
équivalentes étant identifiées. 

On appelle C*-algèbre une algèbre de Banach involutive telle 
que || x*x || = || x \\a pour tout élément x de l'algèbre. Reprenons 
l'algèbre A précédente. Il existe une C*-algèbre A' et un homomor-
phisme (automatiquement continu) q> de A dans A' tels que l'applica
tion я->-яо(р mette en correspondance bijective les représentations de 
A et celles de A1 dans des espaces hilbertiens. En.outre, A' et <p sont 
définis à un isomorphisme près. On dit que A ' est la C*-algèbre enve
loppante de A. Les ensembles Â et Â'. s'identifient. L'étude de Â est 
ainsi ramenée au cas où A est une C*-algèbr.e. 

Choisissons une mesure de Haar à gauche sur G. On peut alors 
former l'algèbre de Banach involutive L1 (G). Toute représentation 
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mitaire я de G définit une représentation я' de L1 (G) dans Hn par la 
brmule (1) (où les deux membres représentent maintenant des endo-
norphismes continus âeHn). On obtient ainsi unebijection de ô sur 
:x(G)\ La C*-algèbre enveloppante de L1 (G) se note C*(G) et 
s'appelle la C*-algèbre de G. D'après ce qui précède, il existe une bijec-
;ion canonique de ô sur C*(G)*. 

Dans toute la suite, A désigne une C*-algèbre. L'étude de ô 
ist un cas particulier de celle de Â. 

4. Le spectre d'une C*-algèbre 

Si я 6 Â, appelons coefficient de я toute forme linéaire a-+ 
•>- (я (a) l | ê') sur A, où 6, ê' 6 Ял. Si S cz Â, appelons coeffi-
dent de S tout coefficient d'un élément de S, Ceci posé, nous écrirons 
с 6 S si Vun des coefficients de я est limite faible de coefficients de S, 
»u, ce qui revient au même, si tout coefficient de я est limite faible 
le coefficients de S. Ceci définit l'espace topologique Â, appelé 
pectre de A [41. En particulier, si A = C*(G), on retrouve la topolo
gie introduite plus haut sur ô. 

La topologie de Â peut être définie par d'autres procédés équi
valents : 

A) Notons d'abord les propriétés suivantes : 1) si я G Â, я est 
dgébriquement irréductible ; 2) soient я4, я2 € A ; si nt et я2 sont 
équivalentes en tant que représentations de A dans les espaces vecto-
iels Hni, НЛв (sans tenir compte de leurs structures hilbertiennes), 
ilors я4 et я2 sont unitairement équivalentes ; 3) toute représentation 
Llgébriquement irréductible de A dans un espace vectoriel complexe 
ist algébriquement équivalente à un élément de Â [13]. Ainsi, Â peut 
itre considéré comme l'ensemble des classes de représentations irré-
luctibles de A dans des espaces vectoriels complexes (tout étant 
>ris en un sens purement algébrique). Or, si В est une algèbre comple
te, l'ensemble В des classes de représentations algébriquement irré-
luctibles de В dans des espaces vectoriels complexes peut être muni 
le la topologie de Jacobson [12] (la partie fermée la plus générale de В 
îtant l'ensemble des я € È qui s'annulent sur un sous-ensemble donné 
ie J3). Ceci posé, la topologie définie plus haut sur Â n'est autre que 
a topologie de Jacobson [41. 

B) Limitons-nous ici, pour simplifier, au sous-ensemble An de Â 
brmé des classes de représentations irréductibles dont la dimension 
lilbertienne est un cardinal fixé n. ^Soit Hn un espace hilbertien de 
dimension n. Soit Irrn (A) l'ensemble des représentations irréducti
bles de A dans Hn ; on munit Irr„ (A) de la topologie de la convergence 
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simple forte ; autrement dit, яя-> я dans Irrn (A) si || я* (a) g — 
— я (а) 11| -*• 0 pour tout a £ A et tout I 6 Hn. Si, à toui élément de 
Irrn (A), on fait correspondre sa classe, on obtient une applicatior 
de Irrn (A) sur Ân. Ceci posé, la topologie sur Ân induite par celle deÂ 
est la topologie quotient de celle de Irrn (A) [5]. On observera le carac
tère concret de cette définition. 

C) Supposons qu'il existe une sous-algèbre involutive Л' d( 
A, dense dans Л, avec la propriété suivante : pour tout x G A \ le rang 
de я (x) reste borné quand я parcourt Â (c'est le cas^si A = C* (G) 
avec G linéaire semi-simple). Alors il y a des relations étroites entre 
la topologie de Â et la notion de trace. Par exemple : soit (я4, я2, . . .) 
une suite d'éléments de Â, et v4, . . ., vr £ Â ; on suppose que, рош 
tout x СЛ*, on a 

tr (яп (x)) —> tr (v4 (x)) + . . . + tr (vr (x)) quand n —> + oo. 

Alors les seules limites de la suite (я!, я2, . . .) dans Л sonl 
v4, . . ., vr [4]. 

5. Propriétés de la topologie du spectre 

L'espace Л est localement quasi-compact (c'est-à-dire que tout point 
de Â admet un système fondamental de voisinages quasi-compacts) [6]. 

L'espace Â est un espace de Baire. 
Si A est separable (par exemple si A = C*(G) avec G separable) 

À est separable. 
Pour pouvoir énoncer d'autres propriétés, il faut nous limiter à 

des C*-algèbres particulières (ou à des groupes particuliers) que nous 
allons maintenant définir. On dit que A est CCR (ou liminaire) si, 
pour tout я £ il, я (A) est l'ensemble des opérateurs compacts de 
Нл [14]. On dit que G est CCR (ou liminaire) si C*(G) est liminaire. 
Par exemple, si G est un groupe de Lie connexe réel semi-simple [11] 
ou nilpotent [3], [15], G est liminaire. On dit que A est GCR (ou post-
liminaire) si toute C*-algèbre quotient non nulle de A possède un idéal 
bilatère fermé liminaire non nul [14]. Les C*-algèbres liminaires sont 
postliminaires, mais la réciproque n'est pas vraie..Si A est separable, 
les conditions suivantes sont équivalentes : 1) A est postliminaire ; 
2) toute représentation factorielle de A est de type I (ceci veut dire 
par exemple que, si я est une représentation de A dans un espace 
hilbertien telle que l'adhérence faible de я (A) ait son centre réduit 
aux scalaires, alors я est somme de représentations irréductibles 
équivalentes); 3) si я £ Л, я (Л) contient l'ensemble des opéra
teurs compacts de Нл ; 4) si я, я* СЛ et si Ker я = Ker я*, alors 
я = я* [9]. Un groupe G est dit GCR (ou postliminaire) si C*(G) est 
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post liminaire. Par exemple, si G est un groupe algébrique linéaire 
réel, G est postliminaire [21. Beaucoup de groupes de Lie réels connexes 
résolubles sont postliminaires [17], mais pas tous. 

Ces définitions et ces exemples étant donnés, voici les propriétés 
supplémentaires qu'on peut énoncer pour Â. 

Si A est postliminaire, Â est un T0-espace. Si A est liminaire, 
Â est un Ti-espace. 

Supposons A postliminaire. Il existe une suite croissante trans
finie (£/p)o^p^a départies ouvertes de Â possédant les propriétés sui
vantes ; 1) Uo=0, Ua =Â ; 2) si p est un ordinal limite, Up 
est réunion des Up* pour p' < p ; 3) pour tout p < a, [/p+1 — Up 
est une partie ouverte dense séparée (donc localement compacte) de 
À — Up. On voit que Â est «presque» localement compact [14]. 

Cette suite (i/p) a le défaut de ne pas être canonique. Disons qu'un 
point fermé я de Л est séparé si, pour tout я' £ Â distinct de я, я et я ' 
admettent des voisinages disjoints. Soit Vd l'intérieur de l'ensemble des 
points fermés séparés de À ; soit V2 l'intérieur de l'ensemble des 
points fermés séparés de Â — Vu et ^2=^11) V% » etc. On construit 
ainsi une suite croissante transfinie (Vp) de parties ouvertes canoni
ques de Â, et les Vp+i — Vp sont localement compacts. Si Vp = Â 
à partir.d'un ordinal ß, A est une C*-algèbre liminaire d'un type 
particulier. Cette circonstance se présente, avec de plus ß < + oo, 
lorsque A =C* (G) avec G groupe de Lie nilpotent réel connexe, ou 
G =SL (2, C) [4] (et probablement lorsque G est semi-simple réel 
connexe). 

Si G est compact, ô est discret. (Plus généralement, il y a des rela
tions entre les points isolés de ô et les représentations irréductibles 
intégrables de G.) Si G est discret, à est quasi-compact. 

Comme les éléments de G sont souvent induits par des représenta
tions unitaires irréductibles de sous-groupes fermés G* distincts de G, 
il est intéressant d'étudier les propriétés de continuité de l'opération 
l'induction. Il existe des résultats dans cette voie. Mais il est impos
sible ici de se limiter aux représentations irréductibles. Il faut donc 
définir une topologie dans l'ensemble des représentations unitaires 
quelconques. Nous n'aborderons pas cette question [71. 

6. Exemples 

1) Si G est le groupe diédral infini, Ô s'identifie à ]0, 1[ |J {a} [} 
\) {b} \j {c} [) {d}, où un point t de ]0, 1[ tend à la fois vers a et b 
luand t tend vers 0 au sens usuel, et où t tend à la fois vers с et d quand 
tend vers 1 au sens usuel (cf. fig. 1). 



362 ПОЛУЧАСОВЫЕ ДОКЛАДЫ HALF-HOUR REPORTS 

2) Si G = SL (2, C), ô s'identifie au sous-ensemble de R2 formé 
des points suivants : 

(i) les"points (n, r), où n est un entier > 0, et où r est réel (et > 0 
si n = 0) ; ces points correspondent à la série principale ; 

> 

Fig. 1. 

a\ 
** -. — — " 

- - * - * b 

Fig. 2. 

(ii) les points (s, 0), où — 1 < s < 0 ; ces points correspondent 
à la série supplémentaire si — 1 < s , à la représentation triviale de 
dimension 1 si s = —1. 

Fig. 3. 

La topologie de ô est la topologie induite par celle de R2, à ceci 
près que, si t tend vers a au sens usuel (cf. fig. 2), t tend à la fois vers 
л et b dans â. 
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3) Dans le cas des groupes nilpotents, la non-séparation est un peu 
plus sensible. Par exemple, si G est le groupe simplement connexe 
réel nilpotent de dimension 3 non commutatif, ô s'identifie à 
(R _ {o}) y Ra ; la topologie de ô est celle de l'espace somme de 

^ # ^ 

b 

Fig. 4. 

R _ {0} et de R2, à ceci près qu'un point de R — {0} qui tend vers 0 
au sens usuel tend dans ô vers tous les points de R2 (fig. 3). 

4) Dans le cas des groupes résolubles (même postliminaires), la 
non-séparation devient plus sévère. Par exemple, si G est le groupe 
résoluble réel de dimension 2 non commutatif, G s'identifie au sous-
ensemble de R2 de la fig. 4, à ceci près que l'adhérence de a (resp. b) 
2st&— {b} (resp. G—{a}). 

7. Structure borélienne sur d et Л 

Supposons A separable. Considérons sur Irrn (A) la structure 
borélienne sous-jacente à la topologie, c'est-à-dire la structure borélien
ne définie par les fonctions я ->- я (a) l (a 6 A, l Ç Hn). Pour cette 
structure, Irrn (A) est un espace borélien standard. Munissons Ân 
de la structure borélienne quotient, et Â de la structure borélienne 
somme de celles des Àn (comme A est separable, on a An = 0 pour 
i > Mo) [16]. Cette structure, appelée structure de Mackey, est plus 
fine que la structure borélienne sous-jacente à la topologie de Â. Les 
:onditions suivantes sont équivalentes : 1) A est postliminaire ; 
2) la structure de Mackey est la structure sous-jacente à la topolo
gie de A ; 3) il existe une suite de parties de Л boréliennes pour la 
structure de Mackey et qui séparent les points de Л [9]. 
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8. Cas d'un groupe de Lie; relations avec l'algèbre de Lie 
Dans cette section, nous supposerons que G est un groupe de Lie 

réel connexe et nous noterons L son algèbre de Lie. 
Le groupe G agit dans L par la représentation adjointe, donc dans 

l'espace vectoriel L* dual de L. Si G est nilpotent [15] (ou, plus géné
ralement, résoluble exponentiel [1]) simplement connexe, il existe 
une bijection canonique de L*/G sur ô. On conjecture, au moins si G 
est.nilpotent, que cette bijection est un homéomorphisme [15]. 

Soient Le la complexification de L, U l'algèbre enveloppante 
de Le, u-*- u* l'antiautomorphisme principal de U. Toute repré
sentation unitaire topologiquement irréductible я de G définit une 
représentation я«, de U dans l'espace des vecteurs d e # n indéfiniment 
différentiables pour я. Soit Prim (U) l'ensemble des idéaux primi
tifs de U. Il est vraisemblable que Ker (яот) 6 Prim (U). C'est en tous 
cas démontré quand G est semi-simple ou résoluble. Dans ces deux cas, 
on a donc une application Ф de G dans Prim (U), et Ф est continue si 
on munit Prim (U) de la topologie de Jacobson. Lorsque G est nil-
potent simplement connexe, Ф est une bijection de ô sur l'ensemble 
des / é Prim (U) tels que 1=1*; d'autre part, Prim (U) est en 
correspondance bijective canonique avec Lc/G, et il est vraisemblable 
que la topologie de Jacobson sur Prim (U) est le quotient de la topo
logie de Zariski sur L£. 

Ne supposons plus G nilpotent. Si z appartient au centre de U, 
Яоо (z) est scalaire pour tout я £ G ; posons nœ (z) == %n (z) -1. Alors 
la fonction я -> %л (z) est continue sur G. 

9. Représentations non unitaires 

Lorsque G est commutatif, & n'est qu'une partie de l'ensemble ö 
de tous les caractères (unitaires ou non) de G. Il serait intéressant de 
définir l'espace 6 pour G non commutatif. Il y a divers résultats dans 
ce sens, mais la théorie ne semble bien établie que lorsque G possède 
un «grand »sous-groupe compact. Nous allons définir ce qu'il faut 
entendre par là. 

Soit я une représentation continue de G dans un espace de Banach # . 
On dit que я est complètement irréductible (topologiquement) si le 
sous-espace vectoriel de X(H) engendré par я (G) est fortement dense 
dans X(H). (Ceci entraîne que я est irréductible (topologiquement) ; 
on ignore si la réciproque est exacte.) 

Soit К un sous-groupe compact de G. Pour tout ô g /C, soit # ô la 
somme de tous les sous-espaces vectoriels У de Я stables pour я (К) 
et tels que la sous-représentation de я \K induite dans V soit de clas-



J. DIXMIER 365 

se ô. Chaque # ô est un sous-espace vectoriel fermé de H, et S #0 est 
dense dans Я. Ceci posé, on dit que /C est un grand sous-groupe compact 
si, pour tout ô Ç/t ,11 existe un entier щ tel que, pour toute représen
tation complètement irréductible я de G dans un espace de Banach Я, 
on a dim H& < Пь. Nous supposerons désormais que G possède un grand 
sous-groupe compact /(. (C'est le cas si G est un groupe de Lie réel 
connexe semi-simple de centre fini, ou si G est le groupe des dépla
cements d'un espace euclidien.) 

Considérons l'ensemble des représentations complètement irré
ductibles de G dans des espaces de Banach. Dans cet ensemble, défi
nissons une relation d'équivalence : écrivons я — яА s'il existe un 
sous-espace vectoriel H0 (resp. Щ) dense dans Я л (resp. ЯЯ'), stable par 
л (G) (resp. я* (G)), et une application linéaire bijective T de # 0 sur H'0, 
fermée, telle que n'(g)oT = То (я (g) \H0) pour tout g 6-G. On note ö 
l'ensemble quotient. Nous allons définir une topologie sur G. 

Soit &C(G) l'algèbre convolutive des fonctions continues comple
xes à support compact sur G. Si я £ G, soit Ф (я) l'ensemble des formes 
linéaires f-> <я (f) t, V > sur &C (G), où £ 6 Я я, Б' € #ît (dual topolo
gique de Ял). Soit S cz à, et soit <D(S) l'adhérence de Ф (S) dans le 
dual de &C (G) muni de la topologie faible. Les conditions Ф (я) (]_ 
f| ф (S)" ф 0 et Ф (я) cz Ф (S)" sont équivalentes ; écrivons я € S 

si elles sont remplies. Ceci définit une topologie sur G [8]. 
L'ensemble ö s'identifie à une partie de ô, et la topologie induite 

sur ô par celle de G est la topologie considérée au § 2. Si G est un 
groupe de Lie connexe semi-simple linéaire, ö est localement quasi-
compact, et il existe un entier p tel que toute suite (et même tout 
filtre) dans (J ait au plus p limites distinctes. L'espace ö a été calculé 
pour G = SL (2, C) [8]. 
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NUCLEAR OPERATORS 
AND APPROXIMATIVE DIMENSION 

В. S. M I T I A G I N A N D A. P E L C Z Y N S K I 

Introduction 

In this report we would like to discuss some characteristics of 
linear operators and convex sets in linear topological spaces. We also 
will indicate some applications of these concepts mainly by intro
ducing linear topological invariants—called approximative dimensions 
which are naturally induced by the characteristics. The origin of 
these concepts is going back to some approximation problems in the 
theory of functions of real and complex variables considered in earlier 
twenties by Bernstein, Favard and Kolmogorov. However the con
cepts themselves have been defined and investigated around 1960 
in connection with two different topics: 

first by Kolmogorov and Vitushkin and their colaborators Arnold, 
Erochin and Tichomirov in connection with the problem of composi
tions of smooth functions related to the 13-th Hilbert problem; 

second by Bessaga, Mitiagin, Pelczynski, Pietsch and Rolewicz 
in connection with Gelfand's problem [4, p. 6] of characterization 
of Grothendieck's nuclear spaces [8] by degree of approximation by 
finite dimensional spaces. 
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In the present report we will restrict our attention to the second 
topic. The first one has been discussed by Kolmogorov in his address 
during the Stokholm Congress 1962. 

1. Let T: X - ^ F b e a linear operator (X and Y be normed linear 
spaces). The simplest characteristic seems to be the sequence of 
d-numbers of T defined as follows 

d(T\ n)= inf sup inf \\Tx—y\\ = 
En(ZY xtKxv£En 

= inf inf {Ô: TKx c= ô Kr + En}, 
EnCZY 

where Kx denotes the unit ball of X and En is an arbitrary /г-dimensio-
nal subspace of X. Clearly d (T; n) is the infimum over all я-dimensio-
nal subspaces En cz X of inclination of the image TKx of the unit 
ball Kx from En. It expresses how «nicely» the image TKx can be 
approximated by «-dimensional subspaces of Y. 

The next inequalities show how the d-numbres depend on basic 
algebraic operations on linear operators. 
(1) d(ATB; n)<\\A\\.\\B\\-d(T;n) 

for arbitrary linear operators A and B. 
(2) d(T@S>, n + m)<d(T; n) + d(S; m), 

(3) d(T®S; nm)<d(T; n)-d(S; m); 

T@S denotes the Cartesian product of operators and T ® S is 
the projective tensor product of operators. 

(4) d(T + S; n+m)<d(T; n) + d(S; m), 
(5) d(TS; n + m)<d(T; n)-d(S; m). 

The most important and useful is the inequality (5) which is called 
the composition formula for d-numbers. In the case of operators acting 
in Hilbert spaces this formula is.closely related to the classical 
inequalities on eigenvalues due to Horn and H. Weil [5], [20]. From 
the composition formula it is easy to derive the following corollary: 

// d(T\ n) = 0 ( O and d(S; n) = 0(n-b), then d (TS; n) = 
= 0(n-*-b) fora, 6 > 0 . 

Let us mention some "analytic" properties of d-numbers. 
a) d (T; n)-+Q iff T is "compact, 
b) if T: H ->- H is an operator in a Hilbert space then d (T; n) =K 

where К denote the л-th eigenvalue of the operator | T \ =УТ-Т*. 
In particular 
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Г is a Hilbert-Schmidt operator iff 2 d{T\ n)% < + со; 
T belongs to the trace class iff ^d(T; /г)< + оо. 

The property b) can be generalized to the case of diagonal operators 
acting between symmetric sequence spaces. This is useful in computing 
of approximative dimension of Köthe spaces of sequences. 

Furthermore let T : X ->• Y be an arbitrary linear operator (X, Y 
be linear normed spaces). Then 

c) if T and S : F-> Z are nuclear (i.e. T = 2*? (•) Уг with 
2 II xt 11-11 Ух II < oo) then d (ST; n) = О (*•*), 

d) if d (T; n) = 0 (n"8"fi) for some в > 0 then T is nuclear. 
2. Now we are ready to introduce the concept of diametral 

approximative dimension [2, 13]. (The analogous invariants in terms 
of e-capacity have been introduced earlier in [10, 16].) 

Let us recall that every locally convex linear topological space 
can be represented as an inverse limit of normed linear spaces 

X==liminv(Xa; it). 

Let s+ denote the set of all positive sequences. Let us set 

ô (X) = {(tn) g s+ : V 3 tn-d (7t, n) -> 0}. 
a ß 

The set ô (X) is called the diametral approximative dimension of X. 
It does not depend on the representation of X as an inverse limit of 
normed linear spacer It is a linear topological invariant. Precisely: 

Г. If the spaces Xi and X2 are linearly homeomorfic ( i s o 
morphic) then ô (Xf) = ô (X2). 

2°. If F is a closed linear subspace of X, then 
ô (Y) ZD à (X) and ô (XIY) =D ô (X). 

3°. ô (X) = s+ iff X is the topological product of one dimensional 
spaces (of arbitrary power). 

4°. ô (X) contains all bounded sequences iff X is a Schwartz 
space, i.e. X admits a representation 

(*) X = liminv(Xa; Г&) 

where all j£ : XR -*• Xa are compact operators. 
The next result seems to be especially important (characterization 

of nuclearity [13]): 
5°. Let X be a linear topological space. Then the following con

ditions are equivalent: 
1) X is nuclear, i.e. X has a representation (*) with nuclear opera

tors it,; 
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2) for some e > 0 the sequence (n8) € б (X); 
3) ô (X) contains all sequences of power growth, i.e. (ne) Ç ô (X) 

for each e > 0. 
For various special spaces the diametral approximative dimension 

can be computed. In particular 

b(C°°(Q)) = {(tn)C:S+:hmtn-n-k = 0 for some £ > 0 } , 
n 

where C°° (Q) denofes the space of all infinitely différentiable func
tions on Q; 

8WDm)) = ( W É V V l i m ^ » 1 / m = 0}, 
b>0 n 

b(A(Cm)) = {(tn)£s+: 3 Umtne-*"lfm = 0), 
J3>0 n 

where A (Dm) (respectively A (C71)) denotes the space of all holo
morphic (entire) functions on the m-polydisc (respectively on the 
тг-dimensional complex Cartesian space). 

The formulas for ô (A (Dnl)) and 6 (A (Cm)) shows that for spaces 
)f holomorphic functions the number of variables is a linear topolo
gical invariant [10] which is not the case for the spaces of infinitely 
différentiable functions. 

Finally using diametral approximative dimension one can con-
itruct an example of infinite-dimensional Frechet space which is not 
somorphic to any of its maximal hyperplanes [2], as well as to 
»how that 

every basis in a nuclear Frechet space is unconditional, i.e. every 
Qrechet nuclear space with a basis is a nuclear Kothe space (Dynin-
Vlitiagin [13]). 

3. One can define invariants analoguous to diametral approxima
t e dimension starting from other sequences assigned to linear opera-
ors. Now we will discuss briefly some of them [11, 14, 15, 19, 21]. 

Let T: X ->- Y be a linear operator (X, Y be linear normed spaces). 
^et ué put 

e(T; n) — inf sup inf II Гя—уЛ; 
VI Уп&Гх£Кх1^\^п 

? (T; n) expresses the best approximation of TKx by set consisting 
)f /г elements, e (T; •) as a function of n is inverse function of Hauss-
lorf 8-capacity of the (compact) set TKx* 

d(T;n) = inf D(TKx\ En); 

!4—1220 
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d (T; n) has been discussed previously; 

с(T; /i) = inf II Г - V I I . 
V.X-+Y 

dim V^n 

This characteristic have been investigated by Pietsch [19]. The firs! 
two characteristics are not trivial for all compact operators, i.e. 
lim e (T; n) = lim d (T; n) = Q iff T is compact. Clearly 
lim с (T; n) — 0 iff T is in the norm closure of finite dimensional 
operators1). 

b(T;n) = sup inf \\Tx\\, 
еп xZKxf)En 

a(T; /z) = sup inf || T ^ H ^ n . 

There are non-compact operators T for which b (T; n) ->- 0. Hence 
the Ь-characteristic can be applied to the essentially wider class than 
the class of compact operators. The same situation holds for я-oharacte-
ristic which is in fact dual to ^-characteristic. 

V dim TEn=n \ V o 1 (*Y П TEn) j 

The r-characteristic is of a different type than others; it cannot be 
expressed as a function of distance, i.e. in terms of "simple approxi
mation". 

The alphabetic order from a to.e of the described characteristics is 
not casual. The a- and ft-numbers depend on linear structure of both 
spaces X and Y and c-, d-numbers depend only on linear structure 
of Y. Since с is the value of the best linear approximation and d is 
the value of the best non-linear approximation, d is "less linear" 
than c. The most non-linear are e- and /"-numbers. 

Slightly modifying the definition of ^-approximative dimension 
one can obtain an invariant of uniform spaces. For details we refer 
to the recent paper of Bessaga [1]. 

4. Now we will discuss briefly the relationships between different 
characteristics of operators described above. One can show that 
roughly speaking the /г-th number of any type.may be estimated 
by /г-th number of each other type multiplied by some power of /г. 
For example 

d(T; n)<e(T;n)<ii'd(T;n) 

b(T; л ) < г ( T ; л ) < л - 6 ( T ; n). 

The inequalities of this type follow immediately either from definition 
or applying the Auerbach lemma on the existence of orthonormal basis 

!) Here En denotes an arbitrary n codimensional subspace of Y, i. e. the 
quotient space Y/En is /i-dimensional. 
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in every finite dimensional normed linear space [18, lemma 8.4.1]. 
More sophisticated is the inequality 

b(T;n)4Z.d(T;n-l)<n2.b(T;n). 

The left side of this inequality is due to M. Krein, M. Krasnoselskii 
and D. Milman [12]; for the right-side inequality see [15]. We omitted 
here some non-trivial inequalities between e- and d-numbers [13]. 

We have very poor information on 6-numbers which have not 
been studied systematically. In particular we have no satisfactory 
Formula of composition for these numbers. Having such a formula 
one would be able to obtain the new composition theorem for (q, p) 
absolutely summing operators as well as new characterization of 
nuclearity. 

A linear operator T\ X-+Y is said to be (q, p) absolutely summing, 
provided for every sequence (xn) cz X 

Œ>\\Txn\\«)v<i<c sup ( 2 | * * ( * л ) П 1 / р . 
и ** и ^ i 

Using the Dvoretzky-Rogers lemma one can show that if 0 < 1//? -— 
— \lq < 1/2 and T is (q, p) absolutely summing, then 

b(T;n) = 0 (nV-v№) = 0 (/zi/2+i/P-i/g). 

Hence the natural embedding Zi-*-12 which is 1-absolutely summing 
is an example of a non-compact operator the sequence of 6-numbers 
of which tends to zero. 

Futhermore we mention some relationship between й-numbers 
and projection constants. Namely, if T : С (S)->- h is an arbitrary 
linear operator from the space С (S) of all continuous functions on 
a compact space S to a Hilbert space /2 then 

where pn denote the projection constants of/г-dimensional Euclidian 
space, 1 

Finally we observe that if T: X -> Y is a linear operator an4 
b (T\ n) ->- 0, then T is a strictly singular in the sense of Kato [9]] 
i.e. the restriction of T to no infinite-dimensional closed subspacç 
of X has a bounded inverse. Similarly if a (T; /1) -> 0 then T is 
strictly cosingular [171. Hence the linear operators with non-trivial 
a- and 6-characteristies have the perturbation properties exhibited 
by Kato [9], Gohberg and Krein [6, 7], 

University of Voronezh, 
U.S.S.R,,. 
University of Warsaw, 
Poland 
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ТЕОРИЯ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ГРУПП 

М. И. Г Р А Е В , А . А. К И Р И Л Л О В . 

Введение 

За четыре года, прошедшие после Стокгольмского конгресса, 
г теории представлений групп было получено много новых важных 
эезультатов. Некоторые из них изложены в докладах Хариш-Чан-
фа, Диксмье и сообщениях Фелла и Блатнера. 

В своем докладе мы хотим рассказать о результатах, полученных 
юветскими математиками, и главным образом о тех задачах 
i направлениях в -теории представлений, которые нам кажутся 
гаиболее интересными и плодотворными. 

I. Представления алгебраических групп 

До сих пор в теории бесконечномерных представлений групп 
; основном занимались изучением комплексных и вещественных 
рупп Ли. Однако в последнее время появляется все больше работ, 
юсвященных представлениям групп других типов. Более того, 
:ак показывает опыт, многие факты теории представлений ком
плексных и вещественных групп Ли (конструкция дискретных 
ерий, вычисление характеров и меры Планшереля) становятся 
юнятными лишь после того, как их удается перенести на более 
иирокий класс групп. Таким более широким классом, для которого 
еория представлений приобретает более естественный вид, являет-
:я, по нашему мнению, класс алгебраических групп над локально 
юмпактными полями. 

Отметим сразу же, что в этом направлении предстоит еще очень 
шого работы и полученные результаты — лишь первые шаги в 
юлыную неизученную область. 

Будущее этого направления представляется нам следующим 
»бразом. Пусть G — алгебраическая группа, определенная над 
[олем k. Для всех групп GK, где К— локально компактное расши-
1ение поля k, строится единая теория представлений, в которой 
юле К играет роль параметра. При этом возникают задачи нового 
ипа: описать множество значений «параметра» Kt при которых 
еория представлений группы GK удовлетворяет тем или иным 
ребованиям. В качестве примера можно привести такое предложе
ние. 

Пусть G — некоммутативная алгебраическая группа, опре-
.еленная над полем k характеристики 0, и пусть J^ — локально 
юмпактное расширение поля k. Группа GK принадлежит типу 1 
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тогда и только тогда, когда поле К самодуально (т. е. аддитивная 
группа поля К двойственна самой себе в смысле Понтрягина), 

Перечислим теперь имеющиеся результаты: 
а) Для алгебраических нильпотентных групп над полем нулевой 

характеристики теория, построенная одним из авторов в [1], уже 
имеет тот вид, о котором мы говорили выше. А именно для любой 
нильпотентной группы G и самодуального поля К все основные 
вопросы теории представлений группы GK получают простые v 
наглядные решения в терминах орбит группы QK в пространстве 
&к> дуальном к алгебре Ли QK группы GK. Например, характерь 
неприводимых унитарных представлений группы GK являются пре
образованиями Фурье ß-функций, сосредоточенных на орбитах 

Ха,(ехрл:)= J e^x>y>ô(û(y)dy, 

fi* 

где x б $к, У G дк, © — орбита группы GK в пространстве дк 
ехр — каноническое отображение ô# на GK. 

Разумеется, методы вычисления этого интеграла и явные форму 
jjbi для характеров будут специфическими для каждого поля. 

На этом примере особенно наглядно проявляется роль поля h 
как «параметра». 

б) Классические представления редуктивных групп. Известна5 
конструкция Гельфанда — Наймарка, примененная ими для описа 
ния неприводимых унитарных представлений комплексных полу 
простых групп Ли, имеет на самом деле более широкую облает! 
применения. А именно для любой редуктивной расщепимог-
алгебраической группы можно определить следующие серии унитар 
ных представлений, которые мы назовем классическими. 

Основная невыроледенная серия состоит из представлений Т% 

индуцированных унитарными одномерными представлениями % под 
группы Бореля. 

Основные вырожденные серии получаются, если вместо подгруп 
пы Бореля рассматривать произвольные параболические подгруппы 

Дополнительные серии получаются из основных серий «методол 
аналитического продолжения», т. е. переходом к неунитарныд 
характерам %. При этом некоторые из представлений Т% остаютс5 
унитарными. 

Особые серии возникают вследствие того, что существуют «осо 
бые точки» %, в которых представления Т% оказываются приводи 
мыми. При этом некоторые из неприводимых компонент могут был 
унитарными. 

Укажем некоторые возникающие здесь задачи. 
1. Доказать неприводимость описанных представлений. Отме 

•рим, что доказательства известны лишь для представлений веще 
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пгвенных пол у простых групп Ли (см. [2], [3], [4]), а в случае редук-
'ивной группы над полем р-адических чисел — для невырожденных 
:ерий представлений [Б]. 

2. Описать область неунитарных характеров %, для которых 
федставления Т% принадлежат дополнительной серии. Оконча-
'ельные результаты здесь получены только для групп над полем 
сомплексных чисел. Описать представления особой серии. 

3. Известно, что перечисленными сериями исчерпываются непри
водимые унитарные представления комплексных полупростых групп 
1и (см, [2, 3]), а также группы SL (2, R). Недавно было установле-
ю, что этот факт справедлив для групп SL (3, R) и GL(3, R) 
см. [6]). Интересно выяснить, какова «область справедливости» это-
'о факта. Наиболее вероятно, что это — все вещественные группы 
Певал л е — Диксона. 

в) Группа SL (2, К)- Это первая (и пока единственная) из полу-
фостых групп, для которых известны все неприводимые унитарные 
федставления для всех самодуальных полей К (см. [7]). Если 
{ — несвязное поле, то группа SL (2, К) допускает представления, 
ie входящие ни в одну из перечисленных серий. Эти новые пред
ставления мы будем называть аналитической серией, так как для 
;ещественного поля они естественно реализуются в пространстве 
шалитических функций 1 ) . 

Более точно, каждому нерасщепимому над К тору в SL (2, К) 
твечает своя серия представлений, которые нумеруются унитарны-
[и характерами я этого тора (и образуют, следовательно, дискретное 
шожество, так как иерасщепимый тор в SL (2, К) является ком-
тктной группой). 

Получены явные формулы для матричных элементов этих пред
ставлений, в которых роль параметра играет квадратичное расши-
зение поля К (поле расщепления соответствующего тора). . 

Получено также единое для всех групп SL (2, К) интегральное 
федставление для плотности меры Планшереля: 

ix (л) = — V n(f)\\—t\-*dt> 

^де в классическом случае интеграл берется по К, а в случае 
шалитической серии —по окружности tt=\ в соответствующем 
(вадратичном расширении К. 

В случае комплексного и вещественного поля эти интегралы 
5ез труда вычисляются и приводят к совершенно различным окон
чательным формулам — факт, который до сих пор удивлял всех, 
кто с ним сталкивался. 

г) Впрочем, для вещественного поля аналитическая серия совпадает 
г особой. Удачность нашего названия зависит от того, насколько случайно 
»то совпадение. 
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Очень вероятно, что в высшей степени сложное выражение, 
полученное в [8] для меры Планшереля группы SL (n, R), удается 
упростить после того, как соответствующий результат будет пере
несен на все группы SL (п, К)-

II. Некоммутативная алгебраическая геометрия 

Современная алгебраическая геометрия является по существу 
наукой о коммутативных нетеровых кольцах. Содержательность 
этой теории обеспечивается наличием классических примеров колец 
алгебраических функций и алгебраических чисел. 

Теория представлений групп доставляет много примеров неком
мутативных колец. Изучение алгебраической структуры этих колец 
интересно само по себе и существенно для многих вопросов анализа. 

Один из наиболее интересных и важных примеров — обертываю
щие алгебры алгебр Ли. 

Совокупность максимальных или простых идеалов этих колец 
является аналогом аффинной схемы и одновременно алгебраическим 
вариантом дуального пространства G для группы G. Это множество 
несет естественную структуру кольцованного пространства. Изуче
ние такого рода пространств обещает быть очень интересным. 

Отметим, что пространство G допускает естественную проекцию 
на аффинное многообразие Spec С, где С — центр алгебры U (G). 
В простейших случаях это отображение оказывается взаимно одно
значным, за исключением некоторых «особых точек». 

По аналогии с обычной алгебраической геометрией можно поста
вить вопрос о «бирациональной классификации» возникающих здесь 
объектов. 

Два кольцованных пространства, связанных с алгебрами U (G4) 
и U (G2), мы называем бирационально эквивалентными, если тела 
отношений этих алгебр изоморфны. 

В работе И. М. Гельфанда и одного из авторов [9] был сделан 
первый шаг в бирациональной классификации дуальных про
странств для алгебраических групп Ли. Полученные результаты 
позволяют сформулировать следующую гипотезу. 

Пусть D n ) h (L) — тело надполем L, порожденное образующими 
Pu . . ., pn,<7i, . . -, <7n,Zi> - • •> th и соотношениями piqj — qjpi = 
= 8tj, a остальные коммутаторы равны нулю. (Это тело, очевидно, 
изоморфно телу отношений кольца дифференциальных операторов 
с полиномиальными коэффициентами от п неизвестных и* k парамет
ров.) 

Пусть G — алгебраическая группа над полем L, g — ее алгебра 
Ли, U (G) — обертывающая алгебра и D (G) — тело отношений 
алгебры U (G). Тогда тело D (G) изоморфно «стандартному телу» 
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Dn,k (Ц> где числа п и k определяются из условий: 

2n+k — dimG, 

k = степени трансцендентности центра U (G). 
Эта гипотеза доказана в [9] для групп SL (п), GL (п), полупро

стых групп ранга 2 и всех нильпотентных алгебраических групп. 
Показано также (с помощью введенного авторами понятия раз

мерности, обобщающего понятие степени трансцендентности), что» 
тела Dn?Ä (L) попарно неизоморфны. 

По-видимому, справедливо также следующее утверждение. 
Для любого простого идеала Р алгебры U (G) тело отношений' 

факторалгебры U (G)IP изоморфно одному из стандартных тел: 
Д.,* (Q 1). 

Это направление имеет непосредственное отношение к теории 
бесконечномерных представлений групп Ли. Дело в том, что все-
сконструированные до сих пор представления вещественных групп 
Ли могут быть так реализованы в пространстве функций, что эле
менты обертывающей алгебры перейдут в дифференциальные опера
торы с полиномиальными коэффициентами. 

Очень интересно было бы построить теорию представлений, в> 
которой это свойство принято за определение: представлением* 
называется гомоморфизм U (G) в кольцо дифференциальных опера
торов с полиномиальными коэффициентами. Если перейти теперь 
от гомоморфизма алгебр к гомоморфизмам соответствующих тел и 
принять сформулированные выше гипотезы, то все задачи теории 
представлений сведутся к изучению алгебраической структуры 
стандартных тел Dn^h (L). 

Следует отметить, что в этом направлении пока возникло горазда 
больше вопросов, чем получено ответов. Среди наиболее важных 
нерешенных задач отметим описание автоморфизмов тела Dn,Ä (L) 
и, в частности, описание инволюций в этом теле. 

III. Метод орисфер 

Одна из основных задач теории представлений — описание спек
тров конкретных представлений, и в первую очередь — представле
ний, реализующихся в функциях на однородных пространствах. 

В случае когда G — комплексная полупростая группа, для ряда 
однородных пространств эта задача эффективно решается с помощью* 

г) Это утверждение не имеет смысла, если идеал Р не является вполне 
простым (т. е. алгебра U (G)/P содержит делители нуля). Как показал Диксмье, 
для разрешимых алгебр всякий простой идеал Р С И (С) будет вполне-
простым. Для неразрешимых алгебр простые, но не вполне простые идеалы-. 
существуют, но все они, по-видимому, связаны с конечномерными пред
ставлениями. 
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предлолшнного Гельфандом и Граевым [10] метода орисфер. Однако 
этот метод может быть полезен и в более общей ситуации. 

Напомним коротко существо метода орисфер. 
Пусть X — однородное пространство группы G. Орисферами 

в X называются замкнутые орбиты орисферических подгрупп груп
пы G. С каждым транзитивным семейством орисфер fi связано ори-
сферическое отображение, которое функции f(x) на X сопоставляет 
функцию ф (со) на fi: 

Ф (ю) = \ / (x) dx. 
(û 

Спектр представления, реализующегося в функциях на Q, во 
многих случаях легко вычисляется. Таким образом, изучение 
спектра искомого представления сводится к исследованию орисфе-
рического отображения, в частности его ядра и коядра. 

Интересные примеры однородных пространств возникают в тео
рии чисел. Пожалуй, наиболее важным из них, интенсивно изучаю
щимся в последнее время, является пространство X = GAIGQ, 

где GA — группа аделей редуктивной алгебраической группы G, 
a GQ — подгруппа главных аделей. Изучение спектра пространства 
X особенно интересно тем, что оно является мостом, связующим 
теорию представлений с теорией чисел, а получаемые здесь резуль
таты можно интерпретировать как теоретико-числовые (см., напри
мер, [7] о связи с гипотезой Петерсона). 

Изложим результаты, получаемые в этой задаче методом орисфер. 
Будем предполагать, что G расщепима над Q. Пусть Z — орисфери-
ческие подгруппы группы G, Z A — их группы аделей. Орисферами 
в X = GA/GQ называются компактные орбиты подгрупп ZA. Первый 
результат: пересечение Я ядер всех орисферических отображений 
пространства L2 (X) имеет дискретный спектр. Для изучения спект
ра дополнительного подпространства рассмотрим пространство £ 
орисфер максимальной размерности. Это пространство однородно 
Соответствующее ß орисферическое отображение переводит L2 (X] 
в некоторое пространство Я' функций на fi. Второй результат 
пространство Н"=Н' [}L2(Q) содержит все представления, входя
щие в спектр L2 (й), но с кратностью 1. Доказательство этого факт* 
основано на изучении спектра пространства L2 (fi). 

Получающийся здесь очень красивый ответ может быть сфор
мулирован следующим образом. Применим метод орисфер к самом) 
пространству L2 (fi). Оказывается, что в пространстве fi имеетсз 
несколько транзитивных семейств орисфер, причем эти семейств* 
находятся во взаимно однозначном соответствии с элементами труп 
пы Вейля W группы G. Пусть Bw — оператор орисферическогс 
отображения, отвечающий w £ W. Устанавливается, что операторь 
Bw молено с некоторого всюду плотного подмножества функции 
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продолжить до унитарных операторов Bw на L2 (ß) и что операторы 
Bw образуют представление группы W, В силу самой конструкции 
операторы Bw перестановочны с операторами представления. 

Кратность каждого неприводимого представления, входящего 
в спектр Lz (ß), равна порядку группы W. Соответствующие под
пространства можно выбрать так, что они переставляются операто
рами Bw. Подпространство Я" состоит из векторов, инвариантных 
относительно всех Bw, и, следовательно, совпадает с M (L2 (fi)), 
где M = S Bw. 

Для полного описания спектра необходимо исследовать и другие 
орисферические отображения пространства L2 (X). Эта задача еще 
не решена *). 

В заключение отметим, что с методом орисфер связано много 
красивых нерешенных задач теории представлений. Одна из основ
ных задач — описание категории пространств L2 (GIZ), где G — 
фиксированная редуктивная группа, a Z пробегает все попарно 
несопряженные орисферические подгруппы. 

Другая задача состоит в выяснении «области справедливости» 
Следующего утверждения: пересечение ядер всех орисферических 
отображений имеет дискретный спектр. 

Московский университет, 
Москва, СССР 
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Обыкновенные дифференциальные уравнения 

Ordinary differential equations 

Equations différentielles ordinaires 

Gewöhnliche Differentialgleichungen 

A CLASS OF LINEAR FUNCTIONAL EQUATIONS 

JACK K. H A L E i ) 

This report is a summary of some unpublished results of K. Meyer 
and the author concerning a class of autonomous linear functional 
equations which includes as special cases autonomous linear functional 
differential equations of retarded and neutral type as well as functional 
difference equations. 

Let Rn be a real or complex /i-dimensional linear vector space of 
column vectors with norm |-1 and let Cr (l—r, 0], Rn) be the Banach 
space of continuous functions mapping [—r, 01 into Rn with the 
norm || ф ||r for ф in Cr defined by || cp ||r = max {| cp (Э) |, 0 in 
I—r, 0]}. If g, f are continuous linear mappings of Cr into Rn, then 
there exist n X n matrices |x, r\ whose elements are of bounded 
variation on [—r, 0] such that 

о о 
(1) g (Ф) = \ № (в)] Ф (9), / (Ф) = l [ац (9)] Ф (0) 

— Г — Г 

for all ф in Cr. We shall suppose that the measure \i is nonatomic at 0 
and more specifically that there is a continuous nondecreasing function 
6 (s), 0 < s < r , such that ô (0) = 0 and 

о 
(2) | J №(в)]ф(в)|<в(8)||ф||. 

— 8 

for all ф in C r. 
For any ф in Cr, define у (ф) = ф (0) — g (ф). For any integrable 

function h mapping [0, oo) into Rn and any fixed element ф inC r , 

Ц This research was supported in part by National Aeronautics and Space 
Administration under Contract No. NGR 40-002-015, in part by the United 
States Army Research Office, Durham, under Contract No. DA-31-124-ARO-D-270 
and in part by the Office of Aerospace Research, United States Air Force, 
under AFOSR Grant No. 693-66. 
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consider the functional integral equation 

<3) * ( 0 = Ф(0. - / • < * « > , 
t t 

xV) = y(<t)+g(xt)+ 5 f(x8)ds+ J h(s)ds, t>0, 
о 0 

where, for each fixed t > 0, xt is in Cr and is defined by xi (0) = 
= x (t + 0), — r < 0 < O . By a solution of (3), we will always mean 

a continuous function satisfying the above relation. 
For g == 0, equation (3) is equivalent to the functional differential 

equation of retarded type 

<4) x(t)-=f(xt) + h(t) 

with the initial condition at t = 0 given by ф. If f = 0 and h = 0, 
equation (3) is a functional difference equation of retarded type and, 
in particular, includes difference equations. For both f and g not 
identically zero, equation (3) corresponds to a retarded equation of 
neutral type. In fact, formal differentiation of the equation yields 

(5) x(t) = g(xt) + f(xt)+h(t) 
• • • 

where xt is defined as x% (0) = x (t + 0), — r < 0 < O . Also, if one 
begins with (6) and defines a solution with initial function ф at 0 
to be a continuous function satisfying (5) almost everywhere, then 
an integration yields (3) with у (ф) = ф ( 0 ) — # ( ф ) . 

This latter remark is precisely the reason for considering the 
equation (3) rather than (5). If one attempts to discuss equation (5) 
directly, then the first problem that is encountered is a precise defi
nition of a solution and a precise definition of the topology to be 
induced on the space in which the solution will lie. Such a topology 
will necessarily include the first derivative of x in some way; whereas, 
if we consider equation (3), the simpler space Cr can be employed. 

If h in (3) is identically zero, we will say equation (3) is homo
geneous and, otherwise, it is nonhomogeneous. 

T h e o r e m 1. For any given ф in CT, there is a unique function 
x (ф) defined and continuous on [ — г , со) such that x (ф) satisfies (3) 
on [0, oo). Furthermore, there is a constant ß > 0 such that 

t 

(6) ll^(9)||<^[||9||+J|A(s)|ds], />0. 
о 

This theorem is proved by using the nonatomic property of p, at 0 
together with the contraction mapping principle to first show that (3) 
has a solution on a small interval to the right of t = 0. An application 
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of a result on the continuation of the solution then allows one to 
obtain the estimate (6) for t>0. 

If h is identically zero and x = x (ф) is a solution of the homo
geneous equation 

х0 = Ф 
(7) 

x(t) = y(q>) + g(xt)+lf(xs)ds, t>0, 
0 

then it follows from the uniqueness of the solution that xt (ф) is a con
tinuous linear mapping of Cr into Cr for each fixed t > 0, and x% (ф) 
satisfies the semigroup property. If we define the linear operator 
T (t) by 

def 

(8) **(ф) = Г(')Ф. t>0> 
then we can prove 

T h e o r e m 2. The family of linear operators {T (t), t> 0} 
mapping Cr into Cr is a strongly continuous semigroup on [0, oo) 
with T (0) = /. In addition, the infinitesimal generator Л of Г (t) 
is given by 

Иф)(в) = 1 . 

1 * ( ф ) + / ( ф ) . e=o 
and the domain of A, 3) (A), consists of all functions ф in CT with 

• • 
a continuous first derivative and cp (0) = # ( ф ) + / ( ф ) . 

It is interesting to note that if ф is in 3) (A), then T (t) ф is actually 
a continuously différentiable solution of the functional differential 
equation (5) with h = 0. 

It is easy to show that the spectrum of A, a (A), consists of only 
point spectrum and that X is in о (A) if and only if % satisfies the 
characteristic equation 
(9) detA(b) = 0, 

о о 
A(X) =Ä7— J teMd\k(B)— J eMdi\(Q). 

—r —r 

Also, because Л is a closed operator and a root X0 of (8) has finite 
multiplicity, one can show that the resolvent operator (A — XI)'1 

has a pole of finite order at K0 and, thus, the generalized eigenspace 
of Я0 has finite dimension. If SR (A) and M (A) denote, respectively, 
the null space and range of an operator A and the generalized 
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eigenspace of Я0 is given by SR (A — X0I)k, then it can be shown 
that the space Cr is decomposed as a direct sum of the subspaces. 

def def 
p = SR (A — Я0/)л, Q = №(A~ V ) f t each of which is invariant 
under both A and T (t), t > 0. When Cr is decomposed in this way, 
we shall say Cr is decomposed by %0 as Cr = P © Q and write any 
element ф in Cr as ф = фр + фд, фр in P, <pQ in Q. If Ф is a basis 
For P, then there is a matrix ß such that АФ = Ф5 and, thus, Ф (0) = 
= Ф (0) ет, — г < 0 < 0. Also, one easily shows that T (t) Ф (0) = 
= Ф(0) ßB(H-e), — r ^ 0 < 0, which implies that the solutions 
3f (3) on the generalized eigenspace of a solution of (9) can be defined 
Dil (—oo, oo) and that the action of the semigroup T (t) on this sub-
space is essentially the same as an ordinary differential equation. 
The decomposition outlined here plays the same role as the Jordan 
:anonical form in ordinary differential equations. 

In the applications, it is necessary to have an explicit representa
tion for the projection operator E^Q associated with the above decompo
sition. This can be obtained from the formula 

En^-^i\(A-Ur^dX 
с 

where С is a circle in the complex plane which contains no point in 
or (A) except V As in the case of retarded functional differential 
equations (see Г1] or [2]) the projection operator Eu can also be obtained 
in the following way. Let Rn be the я-dimensional real or complex 
space of row vectors and define the operator A* with 3) (Л*) cz 
c= С ([0, r], Rn) given by alla|) in С (fO, r], Rn) which are continuously 

о о 
différentiable with ф (0) = J ф (—0) dp (0) — \ я|> (^0) dv\ (0) and 

—r — r 

for i|) in 3) (A*), 

—- ij> (s) for 0 < s < r, 
о о 
[ ^ ( - 0 ) d | x ( 0 ) + [ ф( —8)Л|(0) for 8 = 0. 

(A*x\>)(s) = , 

For any i|) in С ([0, r], Rn), ф continuous, and any ф in С (l—r, 0], jR")„ 
define 

о l 
( • . ф ) = + ( 0 ) ф ( 0 ) - \ [ ^ 5 * ( я - 0 Ф ( в ) Ф ( в ) л ] н -

-r .o 
о e 

— \ J ap(s — Q)dt\(Q)y(s)ds. 
-r 0 
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For ф in 3> (Л*), ф in 3 (A), it follows that (ф, Лф) = (Л*ф, ф). 
То obtain the projection operator E^, one proceeds as follows: if we 
let Ф =(фь . . ., ФР). be a basis for the generalized eigenspace 
P = SR (A — V)* of X0 and let T = col (фь . , ., фр) be a basis 
for SR (Л * — X0I)\ then £ЯоФ = Ф (W, <p) for all <p in С ([—r, 0], Rn). 

Another important relation in ordinary differential equations 
is the variation of constants formula. By using the fact the solution 
x* (t, h) of (3) with ф = 0 is a continuous linear mapping of 
# i (Ю, t], Rn) into Rn, one can show that 

t 

x*(t, /)= J U(t-s)h(s)ds 
о 

where U (t) = dV (t)ldt almost everywhere and V (t) is the matrix 
solution of (3) with ф = 0 and / equal to the identity matrix. Because 
-equation (3) is linear, it follows that the solution x = x (cp) satisfies 

t 

*(O = [7'(0c](0) + J[d.V(f-s)]Ä(s). 
0 

Using the fact that V (t) = 0 for — г < t < 0, we also obtain 
t 

*(6) = [Т(*)ф](е) + $ ldsVt_8(Q)]f(s), - r < 0 < O , 
о 

which can be written more compactly as 
t 

(10) Xt = T(t)<v+l [daV^s]h(s). 
о 

Equation (10) is called the variation of constants formula for (3). 
If X0 is a solution of (8) and С is decomposed by X0 as P © Q, 

then it can also be shown that 
t 

xf = T(t)<tp+\[dltV(-.,}h(s), 
0 

(11) 
t 

*? = T(f)q»«+5[rf.V?-JÄ(s). 
b 

If g is identically zero in (3), then we have seen that equation (3) 
is equivalent to (4) and the variation of constants formula (10) can 
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i 

)e written as 
t 

*, = Т(ОФ+$ T(t-s)Kof(s)ds 
о 

vhere T (t) KQ is the solution of (4) with initial value at 0 given 
)y iCo (0) = 0 for — r < 0 < 0, Ко (0) = /, the identity matrix. 
This is the standard manner of writing the variation of constants 
ormula for (4) as given in [3] and [4]. For the equation of neutral 
;ype, i.e., f, g not identically zero, this' formula also coincides with 
;he one given for some special cases in [3]. 

To apply these results in special situations, it is necessary to 
)btain precise exponential estimates of T (t) ф^ and V?. To obtain 
;hese estimates, further restrictions are imposed on the matrix func
tion p, defined in (1). More specifically, we suppose that \i has no 
singular part; that is, p, = pi + p2, where pi is a step function and 
A2 is absolutely continuous. Suppose 7 is a real number such that 
there are only a finite number of roots Xu . . ., Xp of (9) with real 
parts greater than y. Let P be the algebraic sum of the generalized 
eigenspaces of the Xj and decompose С as P ® Q in the above manner. 

Using explicit representation? of T (t) ф and \ [d8Vt-s] h (s) as 
0 

inverse Laplace transforms, one can then prove: for any e > 0 there 
is а К > 0 such that 

(12) ||Т(<)Ф||</Се^)4||ф|| + ||Ф||], Ф€0, 

for all continuously différentiable functions ф and 

t t 

(13) || I [d9V?-]h{8)\\<K[l (^+e)a-s) |/ z ( s ) | )2 d s ]
1 / 2 . 

0 0 

It is not clear that the estimate (12) actually reflects the true nature 
of an homogeneous equation (3) in the sense that precise estimates of 
this type can be obtained only by assuming some differentiability 
conditions on the initial function ф. In fact, if one could prove that 

o(T(t)) = eWV + {0} 

then the estimate (12) could be sharpened. This question needs to be 
studied in greater detail. 

Having developed the theory of linear systems as above, one can 
discuss stability and oscillations in certain classes of nonlinear equa-
25—1220 
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tions. The equations that we have considered are 
t t 

(14) x (t) = v (Ф) + S (xt) + I f (A\i ds + J.F (x6) ds, 
о 0 

t t 

(15) x(t) = Y (ч>) + £ (**) + I f (xs)ds + E J G(s, xs)ds 
о 0 

where Д g are the same a^ before, F ( ф ) = о (|| ф ||) as || ф ||~-> 0, 
G (t, ф) is an arbitrary continuous function and e is a small para
meter. Using estimates (12) and (13) one can show that the solution 
x = 0 of (14) is asymptotically stable if all roots X of (9) satisfy 
Re Я < — б < 0. Of course, stability is defined relative to continuous

l y différentiable perturbations in the initial data. For equation (15) 
we develop an analogue- of the method of averaging to discuss the 
existence of periodic and almost periodic solutions. 

Brown University, 
Providence, USA 
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ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ 
С ТРАНСВЕРСАЛЬНЫМИ с л о е н и я м и 

Д. В. А Н О С О В 1 ) 

Аксиоматизируя свойства неустойчивости, присущие геодези
ческому потоку на замкнутом римановом многообразии отрица
тельной кривизны, автор ввел понятие У-системы, т. е. динамиче
ской системы, поведение траекторий которой в окрестности любой 
фиксированной траектории напоминает поведение траекторий возле 
седла. Более общим является понятие динамической системы 

!) Полное изложение доклада будет опубликовано в Успехах матема
тических наук. 



в , и . а р н о л ь д 387 

с трансверсальным слоением, т. е. инвариантным относительно 
этой системы слоением, в слоях которого под действием преобра
зований системы происходит сжатие или расширение. В докладе 
будет дан обзор работ автора по теории У-систем и смежных резуль
татов других авторов о различных системах с трансверсальными 
слоениями. 

Математический институт им. В. А. Стеклова, 
Москва, СССР 

ПРОБЛЕМА УСТОЙЧИВОСТИ 
И ЭРГОДИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 

КЛАССИЧЕСКИХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

В. И. А Р Н О Л Ь Д 

Классическая динамическая система состоит из гладкого много
образия M и однопараметрической группы g1 его диффеоморфизмов 
g1 :М-+М. 

Дифференциальные уравнения классической механики, напри
мер в задаче трех тел, доставляют немало примеров систем (M, g1), 
Эти системы, впрочем, принадлежат более узкому классу гамильто-
новых систем (M, g\ со1); многообразие М = М2П четномерно, на 
нем задана каноническая структура, т. е. фиксирована некоторая 
1-форма со1 (заданная с точностью до полного дифференциала 
однозначной функции), имеющая невырожденную производную 

п 

i(ù1= 2 dpt Д dq% в надлежащих локальных координатах p, q на M; 

диффеоморфизмы g канонические: для любой замкнутой кривой Y 

$ ш 1 = $ 
еЧ 

Промежуточное положение между общими и гамильтоновыми 
системами занимают системы с инвариантной мерой (M, g1, т): 
ia M фиксируется невырожденная дифференциальная форма т 
лаксимальной размерности, и g* сохраняет эту форму. 

Теория динамических систем, ставит свой задачей изучение 
товедения типичной орбиты типичной системы (M, g1), (M, g\ т) 
1ли (Al, g\ p1). Все три теории совершецно различны. Так, дл^ 
)бщих систем одна из типичных возможностей — асимптотически' 
устойчивые движения, притягивающие соседей. В системах!же 
\ инвариантной мерой асимптотически устойчивые движения! 
[евозможны. Менее известны дополнительные особые свойства 

26* 
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гамильтоновых систем; они проявляются, например, в консерватив
ном противостоянии эволюции. 

В настоящее время мы не располагаем сколько-нибудь удовле
творительной общей теорией ни в одном из трех случаев, Хорошо 
изучены лишь некоторые специальные системы. Молено пытаться 
разобраться в ситуации, переводя специальные системы в общие 
посредством малого возмущения. 

1, Теория возмущений 

Пусть M = Th x R* — прямое произведение ß-мерного тора Th 

на евклидово пространство R*, ф = ф ь . . ., фА (mod 2я) — угло
вые координаты на Тк, 1 = 1±, . . ., 1е — декартовы координаты 
R'. Рассмотрим в качестве «невозмущенной системы» систему, опре
деленную дифференциальными уравнениями 

-g- = cû(/), ig—O, (» = %, . . . , ü > ä E R \ (1) 

Очевидно, каждый тор / = const инвариантен. Если частоты на нем 
несоизмеримы, 

Я1<°1 + . . . + пкЩ Ф 0 Для целых щ, п\ + . . . + п% ф О, 
то орбита ф (t) всюду плотна на торе и движение называется квази
периодическим с k частотами. Если частоты зависимы, то замыкание 
орбиты есть тор с числом измерений меньше k (резонанс). 

Для исследования «возмущенной системы» 

4j- = œ(/) + e/(/,q>), ^ . = 1^(/,ф) (2) 

классическая (т. е. нестрогая) теория возмущений предписывает 

составить среднее значение F (I) = (2к)~к & F (I, ф) dq> и «эволю

ционное уравнение» 
J = sF(J). (3) 

Считается, что для е < 1 различие между решениями / (t) и J (t) 
систем (2) и (3) с одинаковыми начальными условиями невелико, 
по крайней мере на большом промежутке времени 0 < £ < 1 / е , 

П р о б л е м а 1. Как связаны I (t) и J (t), О < t<. 1/е? 

Кроме особых случаев, когда система (3) имеет асимптотически 
устойчивое движение, известно лишь очень немногое: 

Т е о р е м а 1. Для k = 1, ю Ф О имеем \ I (t) — J (t) | < Ce 
[1]. Для k = 2, d (щ/(о2)Шф О имеем \I(t) — J(t)\< 
<C/êlogM/e [2]. 
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Случай k > 2 совсем плохо изучен. Известно лишь, что для 
шстем с инвариантной мерой dl dp при малом е для большинства 
*ачальных условий \ I (t) — J (t) | мал (см. работы Д. В. Аносова 
3] и Т. Касуга [4]). 

Пусть теперь система (2) гамильтонова: k = I, а1 = I dtp. 

2. Возмущения гамильтоновых систем 

Гамильтонова система (2) имеет вид 

" Й - £ • "S- " f ' Я = Я0(/) + еЯ1(/,ф). (4) 
Поэтому усреднение дает нуль: 

-^(/) = (2я)-*§-^.3Ф==0 

следовательно, эволюционная система нулевая и в первом при
ближении эволюции нет. Более того, справедлива 

Т е о р е м а 2 (А. Н. Колмогоров [5]). Пусть Но, Н± аналитич-
чы при I £G, | Im ф | < р ива 

det w = d e t д*Н0 

dl* 
ФО. 

Тогда большая часть G X Th заполнена при достаточно малых е 
инвариантными k-мерными торами системы (4). 

Теорема 2 обобщается на некоторые важные для небесной меха
ники случаи, когда д2Н0/д12 = 0. Таким путем, например, найдены 
квазипериодические движения в задаче многих тел [6]. Предполо
жение аналитичности также можно ослабить — достаточно суще-
:твования нескольких сот производных (Ю. Мозер [7]). 

Множество инвариантных торов, о которых идет речь в теоре
ме 2, имеет всюду плотное открытое дополнение. 

П р о б л е м а 2. Как ведут себя орбиты из этого дополнитель
ного мнооюество? В частности, верно ли, что для них нет эволюции 
з s-M приближении, т. е. \ I (t) — J (t) | < 1, 0 < t<. (1/е)8? 

Недавняя работа о «формальной устойчивости» (Глимм [8]), 
видимо, оставляет этот важный вопрос открытым. В старой астроно
мической литературе он считался 'решенным положительно, однако 
математически строгое доказательство мне неизвестно, исключая 
лишь случай двух степеней свободы, когда об устойчивости можно 
нудить по наличию инвариантных торов. 
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3. Инвариантные торы и устойчивость 

В случае k = 2 инвариантные торы теоремы 2 делят множество 
уровня энергии H = const системы (4). Более того, если отноше
ние частот меняется вдоль H = const, т. е. 

det 

| о 2 Я 0 

dl* 

дН0 

\ dl 

дН0 

д/ 

0. 
фо, 

то таких торов много на каждом уровне энергии. Эти торы запирают 
каждую орбиту в узком слое, ограниченном ими, поэтому движение 
устойчиво для всех начальных условий в том смысле, что 

\I(t) — J(t)\<C(z), —oo<t<+oo, С(е)->0 при е->0. 
При &>3 торы Ти не делят (2k.— 1)-мерный уровень Н. 

Г и п о т е з а . «Общим случаем» для гамильтоновой системы (4) 
с &>3 является такой, когда для любой пары окрестностей торов 
1 = 1', 1 = 1" с общим H Q (Г) = Н0 (/") найдется при достаточно 
малом е орбита, пересекающая обе окрестности. 

Что такие орбиты, соединяющие окрестности далеких торов, 
вообще возможны, показывает пример [9] системы, удовлетворяю
щей всем условиям теоремы об инвариантных торах и потому устой
чивой для большинства начальных условий, но неустойчивой для 
«резонансных» начальных условий. Механизм «переходных цепочек», 
действующий в этом примере, носит, вероятно, весьма общий 
характер. 

Для построения неустойчивой орбиты в [9] используется семей
ство инвариантных торов однократного резонанса (размерности 
п — 1). Первые общие теоремы о сущее гвовании таких торов получе
ны в самое последнее время В. К. Мельниковым, Ю. Мозером, 
А. М. Леонтовичем, Г. А. Красинским. Чтобы сделать следующий 
шаг к доказательству высказанной гипотезы, нужно разобраться 
в переходе между однократным и двукратным резонансом (резо-" 
нанс порядка 3 и выше несуществен по топологическим соображе
ниям). Модельной задачей здесь может служить построение пере
ходной цегТочки, соединяющей две периодические орбиты и поло
жение равновесия в системе на T2 X R2 

При построении этой цепочки полезна доказанная Е. В. Гайду
ковым [18] элементарная 
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Т е о р е м а . Через каждую точку риманова тора Т2 проходит 
геодезическая, асимптотическая к замкнутой геодезической, гомо
топной данной. 

4. Геометрическая теорема Пуанкаре 

Другим далеко не завершенным отделом теории многомерных 
гамильтоновых систем является теория периодических орбит. 
Кажутся правдоподобными, например, такие обобщения «последней 
теоремы» Пуанкаре. 

А. Пусть А: </-> q + / (q) — диффеоморфизм тора Т2 = 
= {qu qz mod 2л;}, сохраняющий меру dq± Д dqz и центр тяже
сти [dùf(q)dq/\dq = 6\. Тогда А имеет по крайней мере-
4 неподвижные точки, если считать с кратностями, и по крайней 
мере 3 геометрически различные неподвижные точки. 

Б. Пусть Q = 7* X Bh, Th = {gmod2jt}, Bk = {p 6 R\ 
< 1 } — торовое кольцо с шнонической структурой a1 = pdq 
Q -*• Q — канонический диффеоморфизм, гомотопный тожде

ственному и такой, что каждая сфера q X дВи зацеплена со своим 
образом на накрывающей края Тк X дВк. Тогда А имеет по крайней 
мере 2h неподвижных точек, если считать с кратностями, в том 
шсле k + 1 геометрически различных. 

Доказательства основаны на теории Морса — Люстерника —-
Шнирельмана; их удается провести лишь при дополнительных 

ограничениях (см. [10]; в задаче А ограничение ^ £ = ^ — 21). 

i p j « 
и А: 

5. Эргодические свойства 

П р о б л е м а . Выяснить эргодические свойства движений в обла
сти, дополнительной к инвариантным торам системы (4). В частно
сти, положительна ли энтропия этой системы? 

До сих пор доказана «типичность» только двух типов поведения 
динамических систем с инвариантной мерой: квазипериодических, 
рассмотренных выше, и неустойчивых, которым посвящен доклад 
Д. В. Аносова на этом конгрессе. В то же время известен ряд моде
лей промежуточного типа: орициклические потоки (см. Грин [11]), 
нильпотоки (Грин, Ауслеидер, Хан [12]), системы с квазидискрет
ным спектром (Абрамов [13]), перекладывания отрезков [14] и т. д. 
Для исследования этих «систем с медленным перемешиванием» 
создан специальный аппарат — метод периодических аппроксима
ций (А. Б. Каток и А. М. Степин [14]), 2п-энтропия (А. Г. Кушни-
ренко [15]) и т. п. Однако неизвестно, как ведут себя подобные 
системы при возмущении и не распадаются ли они- на компоненты 
с дискретным спектром и компоненты с положительной энтропией. 
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Было бы очень интересно, например, исследовать возмущения 
орициклических потоков, отделяющих в алгебраическом случае 
системы с дискретным спектром от систем с экспоненциальным 
разбеганием: это позволило бы проследить переход от системы 
с инвариантными торами к /С-системе. 

К этому же кругу вопросов примыкает вопрос о непрерывности 
энтропии классической динамической системы как функции системы; 
доказана лишь ограниченность энтропии диффеоморфизма компакт
ного многообразия (А. Г. Кушниренко [16]). 

Особый интерес представляет изучение эргодических Свойств 
сис+ем (4) в случае, когда е не мало. В этом случае был бы полезен 
численный эксперимент, а он показывает, что мера инвариантных 
торов с ростом в быстро убывает (см., например, работу Хэнона 
и Хейлса [17]). 

Московский университет, 
Москва, СССР 
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Дифференциальные уравнения с частными производными 

Partial differential equations 

Equations différentielles aux dérivées partielles 

Partiel le Differentialgleichungen 

ALGEBRAS OF SINGULAR INTEGRAL OPERATORS 

A. P. CALDERÖN 

In dealing with differential operator with non-smooth coefficients 
one is led to consider pseudo-differential operators and singular 
integral operators with non-smooth symbols and kernels. Such pseudo-
differential operators, however, do not have desirable algebraic pro
perties. This becomes evident if one observes that in particular diffe
rential operators cannot be composed freely unless one asssumes their 
coefficients to be infinitely différentiable. The situation is different 
with singular integral operators. Here it is possible to construct 
a theory, which is fairly general as -far as regularity assumptions-
is concerned, preserving at the same time an algebra structure and 
a relatively simple approximate functional calculus. In what follows-
we will give a brief description of this algebra and of the tools em
ployed in its construction. 

The singular integral operators we have in mind are defined in 
terms of ordinary singular integral operators and a fractional integra-
:ion operator / which acts on the space of temperate distributions. 
md is given by 

(Ify = fd(x)-* 
where / is the Fourier transform of / and d (x) is a positive," infinitely 
différentiable spherically symmetric function which coincides with 
x | for | x | > 1. This kind of fractional integration is closely related 

to Bessel integration, although some of its formal properties are 
somewhat simpler. 

In what follows we will denote the spaces LP, l < p < o o , by 
L (lip). The space of functions of the form f + g with / £ L (l/p) and 
y è L (l/q) will be denoted by L (lip) + L (Hq). This space has. 
natural norm with respect to which it is complete. 
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Let now m be a positive integer, m<<7<oo and also q>n 
if m > 1, where n is the number of real variables of the functions 
under consideration, and consider the class S'm, r >n — 1, of opera
tors of the form 

ro-i 

j=0 

where i) Kj is a singular integral operator 
(Kjf) (*) = aJ (x) f (*) + Hm \ kj (x, x—y)f (y) dy 

e-*0 , J ,^ 
I x-V |>в ' 

where aj (x) has distribution derivatives of order i in L (0) + 
-{- L[(i+ j)/q] for 0 < t < m — /, and £/ has the property that 

[ \ \da
xdlkj(x, z)\rdzy l i/r 

where dfcdfckj denotes the derivative of kj of order a with respect to x 
and of order ß with respect to z and dz denotes the surface area element 
of the sphere | z \ = 1, belongs to L (0) + L [(/ + | a \)/q] for 
0 < | a |</n —y and 0< | ß \<m — j — \ a \ + 1; . • 

ii) S is an operator on Co° which can be extended continuously 
to a bounded operator /on L(\lp) for (m— l)lq< llp<. 1, and 
to a bounded operator,from L (Up) to L (Up + m/̂ ) for 0 < 1//? < 
<; 1 — m/q, and such that S [yY* can also be extended to a bounded 
•operator from L (Up) to L (Up + m/?) for 0 < 1/p < 1 — m/? 
and all a with | a | = m. 

The main result about S3^ is that operators in this class can 
be extended to bounded operators in L (Up) for (m — l)/q < Up < 1, 
and that the class is an algebra under composition. The approximate 
functional calculus of singular integral operators as described in 111, 
section 8, also applies to this more general situation. For the sake 
of completeness, let us describe briefly this functional calculus. For 
this purpose let us consider differential operators in Rn whose coeffi
cients' are homogeneous functions of non-positive integral degree. 
The weight of a monomial differential operator of this kind is defined 
as its order minus the degree of its coefficient. Let now Л be the class 
of differential operators which are sums of monomial differential 
operators of weight less than m, and let us define the product of two 
monomial differential operators to be their ordinary composition 
if the sum of their weights is less than m or to be zero otherwise. With 
this product Jk becomes an algebra. Now, with each operator К in 
JFm we associate its characteristic, which is a function of x with 
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alues in Л given by 

Х(/0-=2-5г(-йГ-|г)в[^(^)(*. *)MJ]. |a| + /<m-l, 
/here д%а (Kj) (x, z) denotes the a-th derivative with respect to x 
f the symbol or (Kj) of Kj* The mapping К ->• % (К) is then a homo-
norphism of # ^ r into the algebra of functions of x with values 
n Л, and the kernel of the homomorphism consists of the m-times 
moo thing operators S described in ii). 

The main tools employed in establishing the properties of ^ r 

re the well known rotation method which affords a representation 
f an /i-dimensional singular integral operator with odd kernel as 
n integral in one-dimensional Hilbert transforms and an extension 
f the results in [2] which can be stated as follows. Let a (f) be a func-
ion on the real line with an m-th order derivative in L (Uq), 1 > l/<7 > 0, 
nd let T (s, t) be the m-th remainder of the Taylor expansion of 
i (t) at. the point t. Then the integral 

J (f-s)-'*-1^, t)f(s)ds 
I is |>8 

epresents a bounded operator from L (Up) into L (Up + Uq) with 
lorm independent of e, provided that 0 < Up<l/p+ Uq< 1. 

References to the work on pseudo-differential operators by Kohn, 
Jirenberg, Hörmander and Seeley will be found in the bibliography 
f section 8 of [1] below. 
nhe University of Chicago, 
Chicago, USA 
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HYPERSURFACES OF MINIMAL MEASURE 
IN PLURIDIMENSIONAL EUCLIDEAN SPACES 

E N N I O D E G I O R G I 

In this talk I shall deal with some recent developments of the 
heory of minimal hypersurfaces which are embedded in the/z-dimen-
ional euclidean space (with n > 3). I shall not deal with the results for 
urfaces in R3 (or, more generally, for 2-dimensional varieties in Rn) 



396 ПОЛУЧАСОВЫЕ ДОКЛАДЫ HALF-HOUR REPORTS 

which are dealt with, for example, in the recent papers [4], [22] and 
in [21], and in the numerous references there given. 

However, I think it is worthwhile to observe that many typical 
methods in the theory of minimal surfaces (conformai representa
tion,..;) do not appear to work well when we pass to the many-dimen
sional case. This, of course, has led many workers in this field to 
different approaches and methods. 

The following exposition, even with the restrictions which I men
tioned at the outset, will definitely lack of completeness and will 
be rather vague: I apologize for it. It is my hope, however, that whai 
I am saying will prove to be useful as a brief indication for the non 
specialists of some lines along which the theory is developing. 

I shall deal mainly with the Plateau problem in cartesian form, 
with the extension of Bernstein's theorem to the m-dimensional case, 
and with removable singularities of a minimal hypersurface. 

I will add some concluding remarks on some recent formulations 
of the general Plateau problem which are interesting in themselves 
and have shown their soundness also for the problem in cartesian form. 

The Plateau problem in cartesian form may be expressed as follows: 
let Q be an open bounded set in Rn and let g (x) be a real continuous 
function on the boundary dQ of Q; does there exist then a continuous 
functi on u(x) on the closure Q of Q with continuous and summable 
first derivatives on Q and such that 

(1) g(x) = u(x), for every x£dQ, 

which minimizes the integral 

Q J i = l 

It is easy to show that if such a function и (x) does exist, then 
it is unique and, due to a result of Morrey (see [20]), it is continuous 
on Q with its derivatives of every order and satisfies the Euler 
equation 

au \ 

/ '+2(£)V 
fe=l ' 

/1=1 

Conversely, any solution of equation (3) with the boundary con
dition (1), if it has first derivatives summable on Q, is also a solution 
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of the variational problem. Moreover, as Hopf has shown (see [15]), 
the solution is analytic on Q. 

Many theorems have been given ensuring the existence of the 
minimum for tjie functional (2) under fairly general hypothesis. 

If Q is convex and g(x) is regular enough, Gilbarg, Hartman, 
Miranda, Stampacchia (see, respectively,.[12], [141, [17], [26]) have 
given a solution which may be expressed as follows. We say that g (x) 
satisfies the B.S.C. (bounded slope condition) hypothesis if two vector 
functions a (TJ) and b (r\) exist on dQ in such a way that there is a con
stant p such that 

W |a(n)KP. |ft(4)|</> 
and 

m m 

(5) j ] a% (ii) (xt — i\t)<g (x) -g(r\)< S h (т|) (xt - T||) 

for every x, r\ Ç dQ; then, if g (x) satisfies the B.S.C. hypothesis, then 
the functional (2) has a minimum which satisfies condition (1) 
(i.e., there exists a solution of equation (3) with_condition (1)); more
over, the solution is uniformly lipschitzian on Q. Hartman (see [13]) 
has proved that the B.S.C. hypothesis is equivalent to a (m + 1)-
points condition, natural extension of the 3-points condition. Miranda 
(see [17]) has dealt with the case of a continuous function g (x) on 
a uniformly convex domain Q: his formulation of the problem, in 
addition, is weaker. He has shown that there exists a continuous 
function on Q, satisfying the boundary condition (1), which mini
mizes the Lebesgue area of the hypersurface 

(6) xTr4.i = u(xi, . . . , xm)\ (xu . . . , xm)£Q. 

His proof makes use of a uniform approximation of the boundary 
datum, with functions satisfying the B.S.C. hypothesis. The last 
result has been sharpened by the author himself (see [18]) showing 
that, in the case m = 3, the solution и (x) is analytic on Q (so it 
turns out to be a solution of (3) with condition (1)). 

It is worth noticing that while the usual methods for uniformly 
elliptic problems achieve the regularization of solutions which are 
lipschitzian on Q, the same methods do not seem to be adequate 
to deal with continuous functions in the problem of minimizing the 
Lebesgue area: so, some results from the theory of the general Plateau 
problem had to be used (see [27]). 

An extension of Miranda's results to the case m = 4 has been 
obtained by Almgren using some results of [2]. As far as I know, no 
result is available when m > 4. 
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Quite recently Jenkins and Serrin (see [16]) have considered the 
case of non convex domains; they have shown that the essential 
hypothesis on Q is that it should have the boundary with mean cur
vature of constant sign. 

As to the extension of the Bernstein's theorem, De Giorgi (see [6]} 
has shown that, if m = 3, every function which is solution of (3) 
on the whole of Rm is actually a first degree polynomial. The general 
setting of the problem follows the line of Fleming [101 and uses some 
results related to the general Plateau problem (see [27]). De Giorgi's 

. result has been extended to the case m = 4 by Almgren (see [2]). 
To my knowledge, the possible extensions of the Bernstein's theorem 
are an open question. 

As to the problem of removable singularities, Finn has proved 
(see [9]) that if a function solves the equation (3), then it cannot 
have isolated singularities. Using the same methods, De Giorgi and 
Stampacchia (see [7]) have extended this result showing that if A 
is an open set. in Rm and if К is a compact subset of A whose (m — 1)-
dimensional Hausdorff measure is zero, then every function which 
solves equation (3) on A — К may be analytically extended to the 
whole of A; 

I believe that is still open the problem of removing singularities. 
in the solutions of equation (3) when К is closed in A (not necessarily 
compact) and of zero (m — l)-dimensional measure, e.g. if К is the 
intersection of a straight line with A and m > 2. 

I turn now from the cartesian form of the Plateau problem to the 
same problem in general form. I should say that the parametric 
approach to the problem for varieties of dimension higher than 2 seems 
to be rather difficult. Thus many authors have been led to the formu
lation of the general Plateau problem in various classes of generalized 
varieties; among the early papers along .these lines I remember those 
of Caccioppoli (see [3]) and. Young (see [28]). 

The ideas of Caccioppoli have influenced in turn the work of 
De Giorgi, Miranda, Triscari. In the Miranda's most recent formula
tion of the problem (see [19]), the study of oriented minimal hyper-
surfaces has led to the search for the minimum of the integral of 
| grad g (x) | where g (x) is à function whose derivatives are measures 
(in the sense of the distribution theory). More precisely, having deno
ted by \ | Dg | the total variation on К of the vectorial measure 

Dg —(Dig Aig), gradient of the function g(x), we consider 
an open set A cz Rn and a set E cz Rn whose characteristic function 
Ф (x, E) has derivatives which are measures. We define E as having 
oriented frontier of minimum measure on A if and only if, for every 
compact set К cz A, cp (x, E) is the minimum of the integral V \Dg\ 
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in the class of all functions g (x) whose derivatives are measures and 
such that, for every x £ Rn — /C, g (x) = ф (x, E). Then the following; 
regularization theorem holds: the part of the boundary of E contained 
in A is constituted of analytic hypersurfaces and of a singular set 
(which may be empty) whose (n — l)-dimensional Hausdorff measure-
is zero. 

More generally, Fédérer and Fleming (see [8], [10]) have considered 
also the ^-dimensional varieties in Rn with 0 < ß < n . They have-
considered the ̂ -dimensional currents in Rn (that is, linear functional 
on the space of fe-th order differential forms) and they have defined 
the usual boundary operator as dual of the exterior differential. 
Moreover, they have defined a norm M (T), called the mass of the 
current T, which, in the case of regular oriented varieties, coincides* 
with the elementary measure. As rectifiable currents they have defined 
the elements of the closure with respect to the norm M of the set 
of all regular oriented varieties. In this setting, the general Plateau 
problem is reduced to the search for rectifiable currents with prescribed 
boundary and minimum mass, and the authors have given existence 
theorems. In the case k = n — 1, except on the boundary, a minimal 
current is decomposable into analytic hypersurfaces and a singular 
set (which may be vacuous) whose ^-dimensional measure is 
zero. 

Finally, Young (see [28]) has considered functional of a more 
general type than the currents: precisely, his generalized varieties 
V are linear functionals defined on the real functions / (x, y), where 
x £ Rn, У is a. ^-vector, / is continuous and homogeneous in the sense-
that f (x, ty) —tf(x,y), for t>0, such that, if f(x,y)>0 for 
every (x, y), then V (f)>0; then he considers minimizing and extre
mal varieties for many variational problems and gives a general 
cone-inequality. 

All what has been said so far is related to the concept of oriented 
variety. 

Non-oriented varieties have been considered by Reifenberg 
[see [23]). He calls ^-dimensional variety a non-oriented set; he consi
ders as its area the k-dimensional Hausdorff measure and defines the 
notion of "variety with given boundary" through the Cech homology. 
Following a theorem on the existence of the minimum area and some-
partial results on regularization (see [23],), Reifenberg proves (see [24],.* 
[•25]) that a minimal variety, with the exception of the boundary, 
is decomposable into analytic varieties and a singular set (possibly 
mipty) with zero ^-dimensional measure. 

A somewhat different approach to non-oriented varieties may „ 
зе found in the papers by Ziemer (see [30]) and Fleming (see [11]). 
The latter author defines as flat chains the elements of the completion 
)f polyhedral chains with coefficients in a metric finite abelian group, 
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with respect to the Whitney norm 
W (P) = inf {M (Q) + M (R):P = Q+ dR) 

where P, Q are polyhedral chains of dimension k, R is of dimen
sion k + 1, oi? is the boundary of R, M is the elementary measure. 

Finally, I wish to present briefly Almgren's theory of varifolds. 
A ^-dimensional varifold V is a non-negative functional defined 

over the space of £-th order differential forms which are continuous 
and have compact support, such that 
(i) V (гф) = | r | V ( ф ) , for every real r; 
<H) V(Ç + t|))<F(V)+F(a|)); 
<iii) У(/Л<Р + #ЛФ) =У(М<Р)+ V(g/\q>), when / and g are 
non-negative functions, 

Almgren gives a solution to the general Plateau problem in the 
context of varifolds and relates it to the solutions obtained in other 
settings. 

The same author also deals with the regularization problem for 
minimal varieties in the theory of the general Plateau problem, 
considered from various points of view. In [2] he proves that three 
dimensional minimal surfaces in /?4 are 3-dimensional real analytic 
submanifolds of R*, except perhaps at their boundaries, where as 
minimal surface is meant: 
{i) an oriented frontier of least 3-dimensional measure, see [5], p. 3; 
(ii) a minimal 3-dimensional integral current, see [8], 9.1; 
(iii) a minimal flat 3-chain over the group of integers mod 2, see [11]; 
(iv) a proper minimal surface of Reifenberg (see [23]) with boundary 

containing a cyclic subgroup of the 2-dimensional Cech homo
logy group with coefficients in the group of integers mod 2 oi 
the boundary set. 

From these results the aforementioned regularization theorem 
for minimal varieties in cartesian form and the extension of Bern
stein's theorem follow. 
Scuola Normale Superiore, 
Pisa, Italy 
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DIFFERENTIAL COMPLEXES 

J O S E P H J. КО HN 

We are concerned with certain existence and regularity questions 
for systems of partial differential equations on manifolds. In consi
dering such systems one has to take into account the compatibility 
conditions. Thus one of the important problems is to find all the 
compatibility conditions. This problem has been investigated (and 
solved in many important cases) by D. С Spencer by means of the 
so called "Spencer resolution" (see [11]). Further study of the Spencer 
resolution has been done by D. G. Quillen (see [13]). In this lecture 
we assume that the system and the compatibility conditions are 
given, thus we have a differential complex. The guiding example of 
a differential complex is the case of the d-complex; for functions this 
is the case of the Cauchy-Riemann equations. 

The d-complex on a compact manifold is a special case of an 
elliptic complex and can be treated by methods of classical elliptic 
theory. On non-compact manifolds, however, the ô-complex gives 
rise to questions in partial differential equations which cannot be 
answered by classical methods. The first decisive step in the study 
of the ö-complex on non-compact manifolds was the formulation of 
the d-Neumann problem by D. С Spencer. The study of the d-Neumann 
problem has proved extremely fruitful and its solution has given 
rise to important new developments in partial differential equations 
as well as applications to several complex variables. 

Spencer's original formulation of the d-Neumann problem is 
given in his Paris lecture notes of 1955 (unpublished) and may also 
be found in [9]. The basic a-priori estimate for the d-Neumann problem 
(in the case of forms of type (0,1) on strongly pseudo-convex mani
folds) is due to С. В. Morrey (see [10]). However, to solve the problem, 
aside of the basic estimate some regularity results are needed. The 
author succeeded in proving regularity as well as establishing the 
basic estimate for forms of type (p, q) with q > 0 on strongly pseudo-
convex manifolds, thus solving the d-Neumann problem (see [4]). 
M. E. Ash found a new technique for deriving the basic estimate which 
has been very useful (seejl]). L. Hörmander found further extensions 
and'applications of the d-Neumann problem (see [3]). L. Nirenberg 
and the author have found a simpler proof of the regularity and have 
presented it in a much more general context in [6]; in order to establish 
local regularity it is necessary to study double commutators of fractio
nal derivatives and this led to their work on pseudo-differential opera-
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ors (see [7]). H. Rossi and the author have studied the problem of 
«tending holomorphic forms from the boundary of a manifold 
see [8]). This has suggested to the author the investigation of the 
induced" d-operator on real submanifolds of a complex manifold 
see [5]). These provide examples of non-elliptic complexes on compact 
nanifolds which still have "good" properties (i.e. regularity and 
inite cohomology). L. Hörmander has studied a much more general 
lass of such problems in [3]. W. J. Sweeney has extended andgenera-
ized the methods of [4] and [8] to the case of the Spencer resolution 
ind has applied Hörmander's characterizations given in [3] to the 
iroblem (see [13]). 

For simplicity we will discuss systems of partial differential 
equations on a domain in Rn although our statements go over easily 
о differential operators on vector bundles over manifolds. Let M be 
t domain in Rn such that M, the closure of M, is compact and bM, 
he boundary of M, is C°°. Let C°° (M) be the space of C°° complex 
ralued functions on M, let: 

g = {w = (Mi, . . . , uv)\ij£C°°(M)} 
md 

<F^{f = (f\ ...,n\f'sC*(M». 
Ve consider a first order differential operator А: Ш -+• 3F given by: 

1) (Au)l= S fl«j£>V", 
| o |^ l , j 

vhere û&J £ C°°(M). We are interested in the following problem. 
D г о b 1 e m I. Given / 6 jf, when does there exist и 6 %> such 
hat: 
2) Au = f 

ind how does и depend^on jp. 
Spencer's formulation of the d-Neumann problem is easily'lgenera-

lized to the study of Problem I and we shall give a brief description 
)f this. First we assume that we have given the compatibility conditions, 
;hat is, let 

$ = {£=№ gr)\g}£C°°(M)} 

ind let B: & -*- S be a linear differential operator such that: 
;3) 5/1 = 0. 

Then the sequence: 

;4) %X&XTJ 

26* 
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is called a differential complex. If a solution of (2) exists we deduce that: 
(5) ß/ = 0. 

Further, if we introduce L2 inner products on %, $p and S denoted 
by ( , ) and defined by:] 

(u, ti) = 2 \ u^dV 
M 

and if we denote by A* and B* theL2-adjoints of A and В respective
ly, we see that whenever (2) is satisfied the following condition 
holds: 
(6) / is orthogonal to SR (Л*), 

where Ш (A*) denotes the null space of A*. Thus we see that (5) and 
(6) are necessary conditions for the existence of a solution of (2). 

We will assume henceforth that the operator В is of first order. This 
is of course true in the caseof the d-complex, in general this assumption 
is not fulfilled; but it holds in the case of the Spencer resolution, 
by means of which many operators can be studied. 

Let 3) CZ & be defined by: 

(7) 3) = {u£&\u£Aom(A*)}. 

For u, v £ 35 we define kn inner product Q (u, v) by: 
(8) Q(u, u) = (A*u, A*v) + (Bu, Bv) + (u, v). 

The analogueof the d-Neumann problem (for the complex (4) instead 
of the d-complex) is the following, 
P r o b l e m II. Given / 6 &, does there exist a « É ^ such that: 
(9) Q(u,v) = {f,v) 

for all v 6 3). How does и depend on /? 
This problem always has a unique "weak" solution in the following 

sense. Denote by 3) the completion of 3) under Q and (extending Q 
to 3)) we have: 
(10) Q(u, tt)>|M|a, for all tt£S, 

hence given f £ L2 there exist a unique solution of (9) in S and further 
the map of f -•• и is bounded since: 
(П) \\u\\*<Q(u, и) = (Ла)< | | / | | . | |и | | . 

Thus Problem II always has a weak solution in "the above sense. 
However, it is easy to see that this type of solution does not give any 
information on Problem I. What is needed is a smooth solution and 
regular behavior of the map f-> и on the eigen-space corresponding to 
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the eigen-value 1. In particular the following theorem, proven in [6], 
Jives conditions under which Problem II has a satisfactory solution. 

T h e o r e m 1. If bM is non-characteristic for Q and if Q is compact 
with respect to L 2 (i.e. a sequence bounded in Q has a convergent sub
sequence in L2) then there exists a solution и 6 3) of Problem II for 
îvery f £ g? and the map f-+ и is completely continuous in Hs for 
îvery s. (Here Hs denotes the Sobolev space of functions with square-
ntegrable derivatives of order s). 

It then follows that the solution и not only belongs to 3) but also 
3u Ç dorn (В*) and that the map /-> и is the inverse of the operator 
4Л* + B*B + /. Now let c$? be the eigen-space of this operator cor
responding to the eigen-value 1 (i.e. № = 31 (AA* + B*B)). Then $ß 
s a finite dimensional subspace of 3D and since for и 6 3> 

((ЛЛ* + В*Я)и, и) = | |Л*и||2 + | |Ян||2 

ve conclude that: 

12) $а = Ш(А*)()ЩВ). 

furthermore if f is orthogonal to SS there exists a unique solution и of 

13) AA*u+B*Bu = f 

/ith w g 3) and 5a 6 dorn (В*). Now we can solve Problem I. Observe 
hat the necessary conditions (5) and (6) are equivalent to Bf = 0 and 
±.3ß. So, assuming these conditions and applying В to (13), we obtain: 

BB*Bu = 0 hence (BB*Bu, Bu) = \\B*Bu\\* = Q. 

о that (13) reduces to 
14) AA*u^f 

nd A*u is the required solution of Problem I. 

) e f i n i t i о n. The differential complex (4) is called an elliptic 
implex if there exists C > 0 such that: 

15) \\u\\l<CQ(u, u) 

Y all a G 3), where || ||t denotes the norm in the Sobolev space H±. 
/hen (15) holds we say that Q is a coercive form on 3). 

Coercive forms have been studied extensively and the conclusions 
\ Theorem 1 are well known in case Q is coercive. Thus, by the above 
gument, Problem I for elliptic complexes reduces to the standard 
leory of coercive forms. Theorem 1 is proven by approximating Q 
ith coercive forms. For each ô > 0 we define on 3) the form Q6 (u, v) 
Г-
6) Q6(u, v) = Q(u, v) + $P(u,s), 
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where P is coercive. Then Qô (for 6 > 0) is coercive and hence given 
f 6 & there exists u6 £ 3) such that 

(17) Q*(u*,v) = (f,v) 

for all v 6 SB\ The crucial step is to prove a-priori estimates which are 
independent of 6; in fact, the hypothesis of Theorem 1 imply that for each 
s > 0 there exists a constant C8 > 0 independent of ô such that 

(18) . | | " ô | | f i<C e | | / | | e . 

From (18) it is easily deduced that u6 converges (as 6 -> 0) in H8 foi 
every s and hence its limit и is in SB and is the solution of (9). This is 
only a sketch of the argument; the complete proof may be found in [6]. 

It is important to express the notion of ellipticity directly in terms 
of the differential complex (4). For this purpose we define the symbol 
sequence which corresponds to (4). For each x £ M we let Ex and Fu 
stand for the sets of values of elements in % and & evaluated at x: thus 
Ex and Fx are vector spaces of dimensions /?_and q respectively. Now 
for each т) ==• (TJ1, ..., т|п) 6 C n and each x £ M we define the symbol of 
A at x, denoted by ax (A, rj) to be the linear map: 

ax(A, r)):Ex->Fx 
given by: 

(19) (ax (A, f|) ef = 2 a^ (x) r]<V, I = 1, . . . , q, 
| a | = l , i 

where e = (e1 é?) 6 Ex. Similarly we define the map 

ax(B, t|): Fx-+Gx. 

Thus for each TJ and each x we have the symbol sequence: 
ax(A, т)) • ox(B, т|) 

(20) Ex ^ X Fx —-> Gx. 

We observe that the fact that В A = 0 implies that 
(21) cx(B, y\)ax(A, t|) = 0 
and the null space of ax (В, ц) contains the image oi ox(A, r\). 

The following theorem gives characterization of interior coercive 
ness of Q. 

T h e o r e m 2. The following are equivalent: 
(a) For each x £ M and each ц £ Rn — {0} the symbol sequence 

(20) is exact (i, e. null space of ax (B, TJ) equals image о 
v*(A9 т|)). 

(b) If e 6 Ex, ч 6 Rn - {0}, ax (В, ц) e = 0 and ax (A, 4 ) f e = ( 
then e = 0. 
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(c) Q is coercive on compactly supported elements of $p'. 
(d) There exists C > 0 such that for all compactly supported и 

\\u\\2<C\\AA*u + B*Bu + u\\. 

The d-complex is an example of a complex for which Q is coercive 
>n compactly supported elements but is not coercive on SB (if dim cM > 
> 1). The following theorem gives conditions which characterize corn-
ilexes for which Q is coercive on SB (i.e. elliptic complexes). 

T h e o r e m 3. The following are equivalent: 
(A) Q is coercive on SB. 
(B) There exists a constant C>0such that for all и 6 SB with Bu 6 

Ç dorn (В*) we have: 
||и||в<С||АА*и + Я*Яи + и||. 

(C) Q is coercive on compactly supported elements and if x £ bM, vx 
is the normal to bM at x, r) Ç C n — {0}, e £ Ex, and if 

ox(A, г\)*е = ox(A, vxy e = Gx(В, г))е = 0 
then e = 0. 

We wish to study those differential complexes for which the conclu
ions of Theorem 1 hold but which are not elliptic we call them sub-
lliptic complexes. For simplicity we will consider the case where M is 
i compact manifold without boundary. Then we take %, $p and IS to be 
paces of C°° sections of complex vector bundles over M. The operator 
1 is still given by (1) but this expression makes sense only locally 
i.e. relative to a local coordinate system and local bases for underly-
ng bundles of ïïandjf). Now in the def inition of symbol the vector v\ 
hould be interpreted as an element of the complexified cotagent space 
t x, which we denote by CT%. Since M has no boundary Theorem 2 
mplies that ellipticity of the complex is equivalent to exactness of the 
ymbol sequence for real cotagent vectors ï) 6 T% — {0}. 

We are particularly interested in complexes for which there exists 
n estimate of the form: 
22) || tt||28<const. Q(u, u) 

or all и 6 ^ and 0 < s < 1. It is proven in [5] that the induced d-com-
ilex in a submanifold of complex manifold of real co-dimension onesa-
isfies (22) with s=-g- whenever itsLevi-form is positive definite. Hör
nander, in [3], gives a characterization of very general Q which satisfy 
he above estimate for s = y , However, it is very difficult to interpret 
rtiat this characterization says about the original complex. It should 
»e remarked that when (22) is satisfied on a compact manifold then 
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Theorem 1 applies (the condition about the boundary being irrelevant). 
Furthermore it is proven in [6] that (22) implies local regularity of the 
solutions of (9); that is, if / is regular on an open set ß then the solu
tion и will also be regular on Q. We define a subset T% of T% by 

(23) f% = {ï| e T% | there exists eeEx,e=0 such that 
ox(A, r])'e = 0 and ox(B, r))e = 0}, 

We denote by Sx the anihilator of T%, i.e. Sx is the subspace of the 
tangent space Tx consisting of those elements whose contraction with 
every element of T% is zero. Let tf denote the set of local tangent vector 
fields which at each x belong to Sx. Since M is compact then, according 
to Theorem 2, the complex is elliptic (i.e. (22) holds for s = 1) if and 
only if Sx = Tx for each x. Here we assume that the complex is subel* 
liptic and hence for some x we have Sx Ф Tx. Let Sx bè the subspace 
of Tx consisting of those vectors which are generated by SP under the 
Lie bracket [ , ]. Then we have: 

T h e o r e m 4. If there exists a neighborhood U cz M such that for 
each x £ U, Sx фТх then the form Q is not compact (and hence the 
complex is not sub-elliptic). 

In fact the hypotheses of the above theorem imply that we can find 
a coordinate system {yl, . . ., yn) on U such that for each x G U, 
(dyn)x 6 T%. It follows that there exists an infinite dimensional sub-
space of % on which Q does not involve derivatives with respect to yn. 

It is then clear that the possibility of obtaining estimate (22) will 
depend on the Lie algebra generated by S3. 
T h e o r e m 5. If f% is a linear subspace of T% and dim T% is inde
pendent of x then for each L 6 SP there exists a constant С > 0 such that: 

(23) \\Lu\\^C[Q(u, a)+ ||аЦЫ 

for all и whose support lies in the domain of definition of L. 
From the above theorem we see that (under the same assumptions) 

if (22) holds with s < 1 then S<-H- . In fact, generically, the cases = y 

corresponds to dim f% = 1 and in that case inequality (22) depends 
on relations of single brackets [L, V] with L, V 6 «У. In case dim T% = 
= k the "generic" best value fors in (22) is 2"k and the estimate will 
depend on k1h order brackets of elements of SP. 

Dept. of Math., Brandies University, 
Massachusetts, USA 
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ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ В СВЕРТКАХ 
В ОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 

м. и. вишик 

Настоящий доклад посвящен изложению содержания совместных 
абот Г. И. Эскина и моих по теории различных задач для эллипти-
еских и параболических уравнений и систем в свертках в ограни-
енной области. Общие свойства операторов в свертках или псевдо-
ифференциальных операторов, а также их роль при исследовании 
яда важных проблем анализа были выяснены в работах Михлина, 
.альдерона и Зигмунда, Бицадзе, Вольперта, Сили, Дынина, Агра-
овича, Атья и Зингера, Кона и Ниренберга, Хёрмандера и других 
второв. 
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I, Уравнения в свертках 

Уравнение в свертках в ограниченной области G с гладкой грани
цей Г формально можно записать в виде 

Р+Ли+==Р+( J А(х, x-y)u+(y)dy+...) = 

z=P+A0u++...=f(x), x£G, (I) 

где P + — оператор сужения функции на область G, м+ (у) — обоб
щенная функция с носителем в G, а Л (х, г) — обобщенная функ
ция z, причем ее преобразование Фурье по г Л (х, I) = 
= Fz^i А (х, г) является однородной функцией порядка а: 

1 (х, Ц) = t"Ä(xA) (x = (*„ . . . , хп), I = (l±} . . ,, In)). (2) 

В этом случае мы скажем, что уравнение (1) имеет порядок а, 
a функция Ä (х, ё) называется символом этого уравнения или one* 
ратора Au. Многоточием в (1) обозначены члены более низкого 
порядка, чем а. 

Уравнение (1) называется эллиптическим в области G, если 
'А (х7 £) Ф 0, для х 6 G, \Ф 0," или в случае систем уравнений 

detJ4(*, 1)ф0. (3) 

Символ ~А (x, g) мы будем считать заданным для всех x Ç Rn, 
I £Rn\0, причем Ä(x, g) = Л (со, g) для \х\>1— е. Тогда глав
ную часть Л0м+ оператора Аи+ можно определить с помощью 
разложения в тригонометрический ряд по формуле 

где 

Л0и+ = Л (оо, х) * и+ (х) + ф0 (x) S еыи*1Ак (х) * щ (х), (4) 
h 

Ah{x) = F-ilh{l), A{^,x) = F-^Ä{oo,l), 
+i 

- I 

1 при | # | < / — e/2, 
0 при | * | > / . ^oW = 

Свертни Ah (x)* u+ (x) существуют, так как u+ имеет компактный 
носитель. 
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П р и м е р ы . 1. Дифференциальные операторы являются част
ным случаем уравнений в свертках. В этом случае 

Л (*,*) = 2 %(*)oß(z), ß = (fc, . . . , %). 
|ß|=m 

2. Интегральные уравнения в свертках первого рода отвечают 
тому случаю, когда Re а < 0. В этом случае (1) является инте
гральным уравнением со слабой особенностью, и его молено пред
ставить в виде 

5 |«*1£* Mv)dy+...=f{x), xZG. (5) 

3. Сингулярные интегральные уравнения в ограниченной обла
сти — это те уравнения в свертках вида (1), для которых а = 0. 

II. Факторизация символа 

Основную роль при постановке задач для уравнений в свертках 
в ограниченной области играет факторизация символа Ä (х, I) 
в точках х 6 Г. Пусть Ä (у, I) (у = (yit . . ., уп)) — символ опера
тора Аи+ в локальной системе координат (л. с. к.) в окрестности 
некоторой точки х' £ Г, причем уп = 0 — уравнение соответствую
щего куска Г. Под однородной факторизацией по переменной %п 

(двойственной к уп) эллиптического символа А (у, g', gn) 
(È' = (êi, - . ., Ъп-i)) подразумевается представление 2 (у, I', 1п) 
в виде следующего произведения: 

А(у, Г, Ь0 = £ ( у , Г, tn)Ä-(y, Г, b) . (6) 
где А+ имеет порядок однородности к = и (у) по g (ord Л+ = и (у)) 
и ord Л- = а — к, причем Л+ (Л_) — аналитическая функция %п 

при l m ^ > 0 ( l m b i < 0 ) и Ä+ ф 0 (А- Ф 0) для l m ^ > 0 , 
£ ^ 0 (lmgn<0, 6^=0). 

В [1] показано, что в скалярном случае такая факторизация 
всегда существует для эллиптических символов, удовлетворяющих 
условию Гёльдера по \ при \ Ф 0. Она однозначна с точностью 
до постоянных множителей. 

Значение числа и, называемого индексом К (или индексом 
оператора Л), весьма существенно при постановке задач для урав
нений в свертках (1). 

В том частном 'случае, когда Я (я, %', £п) — эллиптический мно
гочлен от g степени 2т, факторизация (6) хорошо известна. Тогда 
4̂+ (х* £'» In) — т а часть многочлена Ä, которая по %п имеет корни 
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в нижней полуплоскости, а Л_ (х, g', 1п) — в верхней полуплоско
сти. 

Факторизация символа оператора оказалась очень полезной 
при исследовании ряда проблем, таких, как решение интегральных 
уравнений.на полупрямой (метод Винера — Хопфа; см. ^работы 
М. Г. Крейна и И. Ц. Гохберга [2]), исследование одномерных 
сингулярных интегральных уравнений (Мусхелишвили Н. И., 
Векуа И. Н., Гахов Ф. Д., Векуа Н. П. и др.), двумерных разрыв
ных краевых задач (Петре [4] и др.). 

III. Условие гладкости оператора свертки 

Мы говорим, что оператор свертки Л0«+ вещественного поряд
ка а обладает свойством гладкости в области G, если для любого 
s > 0 имеет место оценка 

\\P+AoU+\\-a<C\\u+\\a, (7) 

где || jl г — норма Соболева — Слободецкого порядка г по обла
сти G. Как известно, для дифференциальных операторов оценка 
(7) всегда имеет место. Для операторов типа свертки свойство глад
кости далеко не всегда имеет место. Однако если символ Ä (у, %, %п) 
оператора А0и+ в любой л. с. к. {у} на Г удовлетворяет условию 

D%D№(y,'0, ~l) = (~l)we-™«Dln
nDiÄ(y, 0, +1) (8) 

для всех k = (ki, . . ., kn-i) и kn, то оператор А0и+ —гладкий 
в области G. 

Класс символов Ä, для которых выполнено (8), обозначим 
через Dl£\ 

Отметим, что условие (8) при натуральном а означает, что сим
вол Ä (у, £', %п) ведет себя при 1п ->• + со и %п -> — со, грубо 
говоря, как полином по gn. 

IV. Задачи для уравнений в свертках 

Рассмотрим сначала случай уравнений (1), для которых i4 Ç DQ 
и подчиненные операторы, обозначенные в (1) многоточием, обла
дают свойством гладкости. В этом случае индекс и символа Л (х, £)— 
целое число. Задачи для уравнения в свертках (1) ставятся по-раз
ному в зависимости от значения и. 

а) н > 0 . В этом случае решения однородного уравнения, соот
ветствующего (1), грубо говоря, зависят отх произвольных функций, 
заданных на Г, аналогично тому, как это имеет место в случае одно-
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родного эллиптического дифференциального уравнения порядка 2и. 
В этом можно убедиться, решив в явном виде для G = R^ (хп > 0) 
уравнение вида (1) с символом Л (£), не зависящим от х. Преобра
зование Фурье общего решения этого уравнения выражается фор
мулой 

"®=xat-tv+t=kwu-' (8,) 

где первое слагаемое является частным решением неоднородного 
уравнения (П+ — оператор типа Коши, отвечающий в я-представле-

/1 п р и ^ > 0 , \ 
нии оператору умножения на 6 (хп) = < п п I, а второе сла

гаемое представляет собой общее решение однородного уравнения. 
Так как множитель Я+(£) имеет порядок роста по %п> равный %, то 
даже при наличии в числителе многочлена по \п степени и — 1 
последняя дробь в (8') является по %п функцией из Н0 (при È' Ф 0). 
Отвечающая этой дроби в ^-представлении функция и0 (х', хп) 
является по хп гладкой функцией, убывающей при хп —> оо, если. 
Си (Ю удовлетворяют некоторым условиям. Таким образом, в об
щем решении имеется и функциональных параметров ck (£') (k = 
= 1, . . ., %), если индекс Л (£) равен к. 

В связи с этим для корректной постановки задачи для уравне
ния (1) необходимо еще к нему добавить и дополнительных условий. 
Эти дополнительные условия естественно записать в виде краевых 
условий с операторами типа свертки: 

yP+BjU+ = gj ( / = 1 и), (9) 

где у — оператор сужения функции на границу и BjU+ — гладкий 
оператор типа свертки порядка а/ (см. [1]). Если в каждой точке 
границы Г выполнено одно алгебраическое условие, аналогичное 
условию Шапиро — Лопатинского для дифференциальных эллипти
ческих задач, то задача (1), (9) нормально разрешима, т. е. одно
родная задача имеет конечномерное ядро, а неоднородная разре
шима при конечном числе условий на правые части. При этом 
имеет место априорная оценка 

11«11.<с(||Л||+||м+2||т/>|'В^и+||; а i+KlU-s), 

где || ||г означает норму порядка г по Г. 
б) % < 0. В этом случае даже при сколь угодно гладкой правой 

части / (х) решение и± (х) уравнения в свертках (1) является, вообще 
говоря, обобщенной функцией. Например, в случае полупростран-
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ства уравнение (1) с символом Ä (£) имеет решение следующей 
структуры: 

щ. (х) = и\ (X) + ^ Pk (x') ô (^1 } (Хп), 

где и% (х) — гладкая функция в R% (хп > 0), a ô (хп) — функция 
Дирака. Поэтому естественно при и < 0 поставить задачу о нахо
ждении гладкой функции и\ (х) и | % | функций pÄ (х1), заданных 
на границе Г. 

В случае ограниченной области G корректно поставленной зада
чей для уравнения (1) является так называемая задача с дополни
тельными потенциалами, в которой ищутся | и | + 1 функций 

и\(х), pi(xf) Р|к|(*')> х'£Т, x£G, 
из уравнения, которое формально можно записать следующим 
образом: 

1*1 -
Р + (Л 0 « + + 2 \Gi(x> x-y')PiW)dV+...)=f(x), x£G. (10) 

i = l Г 

Если символы A (x, È), 8$ (х, Ê) в каждой точке х 6 Г удовлетворяют 
одному алгебраическому условию, то уравнение (10) нормально 
разрешимо относительно (и\ (x), pi (х'), . . ., р | и i (*')), причем имеет 
место соответствующая априорная оценка. Отметим, что задача (10) 
является в каком-то смысле двойственной к краевой задаче: в ней 
по заданной функции / (х) ищутся, грубо говоря, плотность и+ 
некоторого «объемного потенциала», и плотности pt (х'} 
(i = 1 | к |) заданных «поверхностных потенциалов». 

В [5] указаны также задачи, в которых дополнительные потенци
алы стоят под знаком оператора в свертках. Главный член таких 

задач имеет вид Р+ А (и+ + 2JG*PJ). 
i = i 

В общем случае уравнения (1), символ которого A (x, Ê) не 
удовлетворяет условию гладкости, корректно разрешимой при 
любом к, является первая однородная краевая задача для этого 
уравнения, которая состоит в следующем: ищется решение и+ (х) 

о 

этого уравнения, принадлежащее пространству Я и + о (G), где | 6 | < 
< 1/2 и х — индекс символа Й (х, £), который сейчас может быть 
и не целым числом. Для простоты допустим, что % не зависит 

о 

от x, HT (G) — пространство, полученное замыканием в метрике 
|| | |г финитных функций в G. Если правая часть / (х) уравнения (1) 
принадлежит HK+à-a (G), то задача о нахождении м+ (х) 6 # и + о (G) 
из (1) нормально разрешима. 
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При увеличении гладкости правой части / (х) решение и+ (х) 
становится более гладким лишь внутри G, в то время как и+ (х) при 
зриближении к Г имеет гладкость только порядка х. Этот факт можно 
зыразить с помощью норм. Вводится пространство Я г, N (G) функций 
i+ (х), в котором норма задается с помощью весовых множителей, 
зричем конечность этой нормы означает, что м+ (я) имеет гладкость 
юрядка г + N внутри области и гладкость порядка г на Г. Тогда 
1ервая краевая задача для уравнения (1) нормально разрешима 

о 

î пространстве Я * + о , N (G)> если правая часть / (x) Ç Ян+о-а, N (G). 
аналогичный факт установлен также в случае переменного индекса 
* •= х (х). В этом случае факт нормальной разрешимости установлен 
î пространствах с «кусочно постоянными» нормами (см. [3]). 

Отметим еще, что для общих уравнений в-свертках можно поста
вить задачу с любым числом дополнительных потенциалов и с любым 
шелом граничных условий: 

M 
D+(A0U+ + % \Gj(x,x-y')pj(y')drv>+...)=f(x) (x£G), (11) 

£=i г 
M 

yP+Btu+ - h 2 J Eu (x', x' y') Pj (y') dYv. | . . . = * , (*') 

(x'£T;i=l, . . . , / ) . (12) 

При выполнении некоторых алгебраических условий эта задача 
о 

юрмально разрешима для и+ £ H^M-I,N (G), 

Pi € #ic-oH-M-*+aÄ+i/a (
Г)• а * = 0Т^ Gk (*' Ö' 

Следовательно, каждое граничное условие снижает на единицу 
падкость решения (и+, р̂ ) задачи (11), (12), а каждый дополнитель-
1ый потенциал повышает эту гладкость на единицу (число / входит 
j индекс пространства со знаком минус, а число M — со знаком 
1ЛЮС) (см. [3]). 

V. Системы уравнений в свертках 

Для случая системы уравнений в свертках вида (1) символ 
\ (х, I) является квадратной матрицей размеров рХр, имеющей 
юрядок однородности а по g. Пусть Ä (у, g) — символ этой систе
мы в л. с. к., отвечающей куску Г. При этом Ä (у, I) £ С°° по g и у 
1ри IФ 0. Рассмотрим сначала тот частный случай, когда 

|lim (In — i I g' I ) - a Л (у, I', In) = / C^— единичная матрица). 
n-*±°° 
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Тогда матрица Ä при фиксированных g' и у допускает следую
щую факторизацию: 

^ Я(У, 6\ In) = Л1 (|/, Г, en) AfJW-A (у, g', gn), (13) 
где Л + (Л_) аналитически зависит от gn в полуплоскости Im gn > О 
(Im In < 0), причем det Â*+ ф 0 (det Я- =£ 0) при | g | Ф 0, 
Im gn > 0 (| g1 =7̂= 0, Im g n < 0 ) ; M+, M- — матрицы вида 

M+ = ||(gn + /|r|)n^,,|ki=i P, 
А*-Н1(Ь-^БЧ)™'Мк« P» 

где щ — целые числа, n i > n 2 > . . . > n p, называемые частными 
индексами матрицы Л. Как показано Крейном и Гохбергом [2], 
частные индексы, вообще говоря, неустойчивы при непрерывном 
изменении матрицы Ä, однако они однозначно определяются матри
цей Ä, в то время как матрицы Ä+ и Ä- неоднозначно определяются 
матрицей Л. 

Мы исследуем сначала системы уравнений в свертках в предпо
ложении, что выполнено следующее условие (а): частные индексы 
матрицы Ä (у, g) не зависят от у и g'. Тогда, как доказывается, 
можно выбрать в (13) сомножители Л+ (у, g) и 2L (у, g) однородны
ми функциями g нулевого порядка и, кроме того, ограниченными 
и кусочно непрерывными (вместе с ЛГ+1 и ÄZ1) функциями своих 
аргументов. 

Для того чтобы существовала непрерывная факторизация 
вида (13) при g Ф 0, необходимо и достаточно, чтобы были выпол
нены некоторые топологические условия. 

В общем случае при выполнении аналога условия (а) доказано 
существование кусочно непрерывной факторизации вида (13), толь
ко у матриц Ä+ и Л_ появляются еще однородные по g множители 
b+ (у, g) и ft- (у, g), имеющие, быть может, при g' = 0 особенность 
(для краткости мы подробнее Ь+ и Ь- не описываем). Эти множители 
Ь+ и ö_ привносят к частным индексам щ еще слагаемые у$ = у$ (у), 
где | Re уг — Re yj | < 1, которые могут зависеть от у. Мы пред
положим здесь для простоты, что yj от у ne зависит. Таким образом, 
в общем случае эллиптическая матрица Л (у, g) допускает, фактори
зацию с частными индексами х7- = щ + yj} вообще говоря, ком
плексными. 

Постановка задачи для общей эллиптической системы в свертках 
зависит от требуемой гладкости и+ (ср. с концом п. IV). Если ищет-

о 

ся решение и+, обладающее гладкостью s, м+6Н8 (G), где s — 

— Re Yè ф -ç- (mod k), k — целое число, то в систему вида (1) 
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ледует, вообще говоря, добавить некоторое число дополнительных 
ютенциалов и граничных условий. Точнее, частные индексы х./ 
имвола Я (у, g) системы вида (1) представимы в.виде Re%j = s + 
f- mj + 8j, где ] ô̂  | < Y и mj — целые числа. Пусть 

lo p 

m+ = S *И|, м- = 2 I Щ I » 

де mx> m 2 > . . . > т * 0 > 0 > т г о + 1 > . . . > m p . 
Тогда корректной является следующая задача, в которой неизве-

тными являются и+ (х) и т- плотностей потенциалов (pi(xf), . . . 
• -, Pm- (X')) = P (X'): 

P+Au+ + P+Gp = f(x) 

M 4 l ^ | | i , * - 1 P. 0 = ||0«»||М PIW m-), (14) 
:ри m+ граничных условиях на Г 

yP+Bu+ = g(x') (B = \\BTS%-t „+.JU1 p); (15) 

lu+, Bu+ — операторы в свертках, a Gp задается аналогично членам 
: дополнительными потенциалами в (10) или в (11). При выполнении 
[екоторых алгебраических условий задача (14), (15) нормально 

о 

1азрешима в соответствующих пространства'х, причем и+ 6 Я в (G). 
Если символы Л (у, g), G (у, g), В (у, g) удовлетворяют условию 

ладкости (8), то естественно взять s = 0, и при гладких / (х) 
i g' (х) решение и+ (х) также будет гладким вплоть до Г. 

П р и м е ч а н и е . Недавно нам с Г. И. Эскиным удалось осво-
юдиться от сформулированного выше условия (а). Нами исследова
ны задачи вида (11), (12) для систем уравнений в свертках при 
достаточно больших M .и /, I — M = 2 / n * = const, если символ 
î (x, g) удовлетворяет лишь следующему условию. Пусть в локаль-
[ых координатах (у',уп), связанных с Г, где уп—расстояние 
[о нормали до границы, a g — двойственные с (у', уп) координаты, 

а+(у') = А(у',0;0, 1), а-(у')^А(у', 0; 0, -1) , 
Ь(у') = а?(у')а-(у'). 

Требуется, чтобы собственные числа yt (у') матрицы Y (у') = 

= ^—hi b (у1) (которые из-за многозначности In z определяют
ся неоднозначно) можно было выбрать непрерывными функциями 
ia всей границе Г и притом так, что | Re yt (у') — Re YJ (у') | < 
< 1 , у' 6 Г. При этом никаких других ограничений на частные 

гндексы матрицы Л (x, g) не налагается. 

7—1220 
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Найдены также необходимые и достаточные условия существо
вания матриц В (x, g) и G (x, g), при которых соответствующая 
задача для оператора Р*Аи+ нормально разрешима. 

VI. Приложения 

1. Так как интегральные уравнения в свертках первого рода 
вида (5) и сингулярные интегральные уравнения и системы в огра
ниченной области являются частными случаями уравнений и систем 
в свертках, то к ним применимы приведенные выше предложения. 
В частности, для этих уравнений выяснены корректные постановки 
задач, построены левые и правые регуляризаторы, установлены 
априорные оценки. 

2. Исследованы разрывные граничные задачи для эллиптиче
ского уравнения порядка 2т: 

A2m(x,D)u(x) = f(x) (x£G), (16) 
BH(x,D)u\v+ = gH(x') (х£Г+), 

В32(х, D)u\T- = gj2(x') (*'€Г-), / = 1 , . . . , m , (17) 

где Г+ U Г- = Г, Г+ П Г- = Г1 2 — гладкое (п — 2)-мерное много
образие. Предполагается, что в каждой точке Г+ и Г- выполнено 
условие Шапиро—Лопатинского. Эта задача сводится к исследова
нию некоторой системы так называемых парных уравнений в сверт
ках на границе Г. На такие системы переносится изложенная выше 
теория. В итоге при выполнении некоторых алгебраических условий 
получены теоремы о нормальной разрешимости задачи (16), (17), 
выяснен характер особенности и+. на многообразии Г 1 2 разрыва 
граничных условий. 

Найдены такие обобщенные постановки разрывных граничных 
задач, в граничные условия которых добавлены слагаемые типа 
потенциалов с плотностями, сосредоточенными на Г1 2, и добавлены 
краевые условия на Г^. Решения и+ таких задач яйляются на соот
ветствующее число единиц более или менее гладкими на Г1 2. В дву
мерном случае задача (16), (17) была исследована Петре [4]. 

VII. Параболические уравнения в свертках 

Основные факты теории эллиптических уравнений в свертках 
обобщаются и на случай параболических уравнений в сверт
ках в цилиндрической области ß r = p x [ 0 < x 0 < Т]), 
D£Rn (х±, . . ., Хп), а также в нецилиндрической области Q?. 
Пусть Л (x, go, g1) (x = (х0, . . ., Xn), g1 = (gi, . . ., g7l)) — сим
вол уравнения в свертках вида (1), где G = й г . Предполагается, что 
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1) Л — аналитическая функция g0 в полуплоскости Im g0 > 0;« 
2) Я имеет порядок а с весом Y по g0: 

Ä(x, *Ygo, t g1) = f Ä(x, go, g1), t > 0, Y > 0; 

3) ~A удовлетворяет условию параболичности: Л (x, g0, g
1) ф 0 

при I go | + | g11 > 0, Im g 0 > 0 , Im g1 = 0. 
На боковой границе L цилиндра Q r (или QT) производится 

факторизация символа Ä в трансверсальном к L направлении, 
я в зависимости от индекса символа для (1) ставятся те или другие 
задачи (краевые или с дополнительными потенциалами). Имеют 
кесто теоремы об однозначной разрешимости соответствующих задач 
р я параболического уравнения (1) в свертках при нулевых началь
ных условиях при х0 = 0. Важную роль при построении левого 
л правого обратных операторов играет понятие вольтерровских 
операторов по переменной х0 (см. [6]). 

VIII. Заключение 

При исследовании уравнений в свертках во всем пространстве 
Rn или на замкнутом многообразии Мп основную роль играет изу-
шние формул коммутации операторов в свертках и формул замены 
теременных. При исследовании задач для уравнений в свертках 
i ограниченной области фундаментальную роль играет факториза
ция символа на границе области в трансверсальном к ней напра-
злении. 

По всей видимости, в ближайшем будущем все основные факты, 
*звестные в теории краевых задач для основных типов дифферен
циальных уравнений, будут перенесены на уравнения и системы 
J свертках, причем для них, кроме краевых задач, возникают еще 
ювые типы задач. 

Московский университет, 
Москва, СССР 
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ОБЩИЕ СВОЙСТВА ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
ОПЕРАТОРОВ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

В. П. П А Л А М О Д О В 

В докладе излагается экспоненциальное представление решений 
общих систем дифференциальных уравнений в частных производных 
с постоянными коэффициентами и некоторые следствия этого пред
ставления. 

1°. Пусть p (D) — произвольная прямоугольная матрица раз
мера t X s, образованная многочленами от дифференциального 

оператора D = (i щ-, . . ., 1жг) » действующего в Rn. Рассмотрим 

соответствующую систему уравнений 

P(D)u = 0, (1) 

где и 6 Ю' (Q)]8, a Q — некоторая область в Rn. Экспоненциальное 
представление есть разложение решения и в интеграл с некоторой 
мерой по множеству экспоненциальных полиномов, являющихся 
решениями той же системы. В простейшем случае n = t = s = 1 
экспоненциальное представление совпадает с теоремой Эйлера 
о структуре решений однородного обыкновенного уравнения 
с постоянными коэффициентами. 

В общем случае точная формулировка экспоненциального пред
ставления основывается на следующей алгебраической конструкции. 
Пусть Р — кольцо многочленов от п переменных z £ Сп с комплекс
ными коэффициентами; для всякого целого k > 0, Ph — прямая 
сумма k экземпляров этого кольца. Пусть далее р' — матрица, 
транспонированная по отношению к р; ей отвечает Р-отображение 

р': Р1->Р* (2) 

(заключающееся в умножении векторов из Р1 слева на матрицу p (z)). 
Несложные рассуждения из алгебраической геометрии дают сле
дующее описание образа отображения (2): существует конечное 
число пар (1%, d*), % = 1, . . ., /, где /ядля каждого % есть простой 
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здеал в P, а 

dx = db(z,D): Р*~*Р°ь 

—дифференциальный оператор в Сп с полиномиальными коэффи
циентами, такой, что пересечение ядер линейных отображений 

dk: P*->[PlhP 

совпадает с образом (2) (обобщение теоремы М. Нетера). Иными 
словами, последовательность линейных отображений 

Р ' Х р - Д ф Е Р / Д Г * , d=@dk, (3) 

ючна. 
Отметим, что идеалы 1% определяются последним условием 

>днозначно (в предположении, что их число минимально): они суть 
)адикалы примарных компонент подмодуля р'Р1 cz Р8. Пусть NK — 
шожество общих корней в С 1 многочленов из идеала 1%. Алгебраи-
[еское многообразие N =\]N% совпадает с множеством решений 
[еравенства rang p (z) < s; это многообразие мы назовем характе-
шстическим. Дифференциальные операторы, делающие последова-
ельность (3) точной, мы назовем нетеровскими. 

2°. Теорема об экспоненциальном представлении. Пусть d% — 
[етеровские операторы, a ß — произвольная выпуклая область в Rn. 
всякое решение системы (1), принадлежащее [D' (ß)]s, может быть 
аписано в виде 

н = 2 [ # ( * • — Ф « Р ( * . — 'Б) 1*х» (4) 
x J 

де \i% — некоторые векторные (s* компонент) комплексные адди-
ивные меры, такие, что supp \ix cz N%, а интегралы (4) абсолютно 
ходятся в [D' (Q)]8. Последнее означает, что для любого ограни-
енного множества ß в ID (Q)]s интегралы 

I | di (z, - il) ехр (z, - И) Ф (Ê) | i X |, Ф e B, (5) 

ходятся равномерно. 
Для полноты отметим обратное легко проверяемое утверждение: 

,ля любых мер p,*,, обладающих описанными свойствами, правая 
асть (4) представляет обобщенную в Q вектор-функцию, удовлетво-
яющую системе (1). 

Если dim N = 0, то каждое многообразие Л^ есть точка; следо-
ательно, формула (4) содержит представление решения и в виде 
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конечной суммы экспоненциальных полиномов, удовлетворяющих 
системе (1). В частном случае n = s = t = 1 это представление 
сводится к упомянутой выше теореме Эйлера. Отметим, что в случае 
dim N > 0 меры р,*, не определены однозначно, однако молено 
дать описание всех мер \к%, приводящих к одному и тому же реше
нию и. 

Для решений, удовлетворяющих дополнительным условиям 
гладкости или ограничениям роста вблизи границы Q, молено гаран
тировать существование представления (4), в котором меры \i% удов
летворяют соответствующим ограничениям роста (или убывания) 
на бесконечности. В частности, возмолшо адекватное представление 
бесконечно дифференцируемых решений системы (I) в выпуклой 
области Q. Это представление имеет вид (4), где меры р,*, таковы, 
что интегралы (5) сходятся равномерно на любом ограниченном 
мжжестве ,в [jg'(Q)]8. 

3°. Из истории теоремы об экспоненциальном представлении. 
Впервые теорема такого типа для случая s = 1 была анонсирована 
Л. Эренпрайсом в 1960 г. [1] как следствие его «фундаментального 
принципа». Независимо от Эренпрайса частный случай описанной 
выше теоремы (для t = s = 1) был получен автором [14]. Далее было 
обнаружено [17] что теорема, сформулированная Эренпрайсом, не 
совсем верна в случае t >> 1. Дело в том, что, согласно его тео
реме, всякое решение (1) с s = 1 может быть записано в виде (4), 
где d% — некоторые дифференциальные операторы с постоянными 
коэффициентами, что, вообще говоря, неверно при f> 1. Теорема 
об экспоненциальном представлении, незначительно отличающаяся 
от сформулированной в 2°, была получена автором в 1960—1962 гг. 
в [14—17]. Независимо от автора ряд важных результатов в том же 
направлении был получен Мальгранжем [5, 6]. Один из результатов 
Мальгратка будет сформулирован ншке. 

4°. Представление (4) очень удобно для изучения локальных 
свойств решений (1) (для чего оно первоначально и предназначалось). 
В самом деле, если некоторая обобщенная функция может быть 
записана в виде 

(ЛФ)=$Ф|1, 4>£D(QL), 

где ф — преобразование Фурье функции ф, а р, — некоторая ком
плексная мера, то чем меньше носитель этой меры, тем больше мы 
можем сказать о локальных свойствах самой функции /. Формула (4) 
дает аналогичное представление' для всех решений системы (1), 
причем носитель соответствующей меры принадлежит характери
стическому многообразию N. Этот метод позволяет получить любой 
из известных сейчас результатов, касающихся локальных свойств 
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»ешений системы (1), а также найти ряд новых локальных свойств 
см. [15], [18]). Следствием этих локальных теорем является теорема 
динственности, которую мы сейчас опишем. 

Разобьем переменные g на две группы: g' = (£4, . . ., %т) 
i £" = (lm+ii . . ., gn); пусть (zf, z") — соответствующее разбиение 
.войственных переменных. Допустим, что на многообразии N выпол-
[ено неравенство 

\z'\<B(\lmz'\i/y + \z"\i/f*+l) 

некоторыми 0 < ß < l , 0 < 7 < l и В > 0 . В таком случае опе-
1атор р является слабо гипоэллиптическим по переменным £''. Это 
значает, что дсякое обобщенное решение системы (1) имеет сужение 
а подпространстве | ' = const и это сулеение бесконечно дифферен-
.ируемо зависит от g'. Поэтому мы можем поставить обобщенную 
адачу Коши 

D|,w|v==0 = 0 Vî (6) 

ля решений системы (1), определенных в окрестности подпростран-
гва I' = 0. 

Т е о р е м а 1. Пусть 7 = 1 . Тогда задача Коши (6) для систе-
:ы (1) в классе обобщенных функций, определенных в цилиндре 
% I < 8» растущих на бесконечности не быстрее, чем 

С ехр (Л | Б 'р*) 

ï > 0 , С и А произвольны), имеет лишь нулевое решение. 
В случае \ < у < 0 аналогичное утверждение справедливо для 

ласса функций, определенных в Rn и растущих не быстрее, чем 

Cexp(A[\t'\~y + \t''\^]), 

це А и С — произвольны. 
Если s = t = m = 1, обобщенная задача Коши (6) эквивалентна 

бычной задаче Коши с конечным числом нулевых начальных дан-
ых, поскольку остальные соотношения (6) можно получить, выра-
[ая старшие производные по g4 из системы (1). В этом случае теоре-
а 1 сводится к известной теореме Гельфанда — Шилова [12] 
з случае m = 1 всегда можно пололшть у = 1). 

5°. Специальный случай представления (4) содерлшт условия 
азрешимости неоднородной системы уравнений 

p(D)u = w, weiD'(Q)]1. (7) 

1звестно, что для всякой матрицы р мы можем подобрать матрицу q 
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того же типа, делающую последовательность 

prj^ptl+p* (8) 

точной (нетеровость кольца Р). Из точности этой последовательно
сти, в частности, следует, что p'q' = 0, откуда qp = 0. Следователь
но, для разрешимости системы (7) необходимо выполнение следую
щей однородной системы уравнений для правых частей: 

q(D)w = 0. (9) 

С другой стороны, точность последовательности (8) означает, 
что матрица р' является нетеровским оператором по отношению 
к матрице q', а соответствующий идеал / нулевой. Поэтому, согласно 
теореме об экспоненциальном представлении при условии выпукло
сти области Й, всякое решение системы (9) может быть записано 
в виде 

» = l P (*) ехр (г, — il) р,, (10) 

где мера р такова, что интеграл 

и= Jexp.fe - t é ) ц (11) 

есть обобщенная функция в й. Сопоставляя (10) и (11), мы получа
ем соотношение (7). Таким образом, мы пришли к следующей 
теореме. 

Т е о р е м а 2. Если область Q выпукла, то для разрешимости 
системы (7) в пространстве [D' (Q)]8 необходимо и достаточно выпол
нение системы (9). 

В этой теореме пространство D' (й) можно заменить простран
ством g(Q), а также целым рядом других пространств (см. [17, 21, 
22]). Впервые теорема 2 была сформулирована Эренпрайсом [1] как 
следствие «фундаментального принципа». Независимо от автора 
эта теорема была получена также Мальгранжем в несколько менее 
сильной'форме [5, 6]. 

В частном случае s = t = 1, р ф 0, мы, очевидно, имеем q = 0, 
что приводит нас к известной теореме Мальгранжа — Эренпрайса 
[4], [2] о разрешимости одного уравнения с одной неизвестной 
функцией. 

Мальгранж в [5] отметил, что выпуклые области образуют наибо
лее широкий класс связных областей, для которых справедлива 
теорема 2 (и, следовательно, теорема об экспоненциальном пред
ставлении). Однако для каясдого индивидуального оператора 
р класс областей, для которых справедлива теорема 2, называемых 
иногда р-выпуклыми областями, шире. Например, если s = t, 
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ар — эллиптический оператор, то всякая область является р-выпук-
лой. Описание всех р-выпуклых областей для произвольного опера
тора р составляет одну из центральных проблем теории. Хорошо 
изучен скалярный случай s = t = 1 (Мальгранж [4], Хёрмандер [9]). 
В общей постановке имеется ряд частных результатов, которые 
в основном являются аналогами соответствующих теорем из теории 
функций многих комплексных переменных [7, 8, 19]. Отмечу теоре
му конечности типа Андреотти — Грауэрта, дающую условие 
р-выпуклости области в форме существования в ней вещественной 
функции, растущей при приближении к границе, гессиан которой 
имеет достаточно много положительных собственных значений, 
Аналог теоремы Серра о топологии областей Рунге содержит необ
ходимое условие р-выпуклости в терминах обращения в нуль стар
ших гомологии области. Более подробно эти результаты излолсены 
з [22]. 

6°. Переопределенные системы. Этот термин употребляется 
довольно часто, но не имеет точного значения. Эвристический смысл 
»того термина заключается в том, что система тем более переопреде-
1ена, чем меньше она имеет решений. Ввиду этого следующая теоре-
ла, характеризующая «количество» решений системы, может слу
жить подходом к точному определению этого термина. 

Т е о р е м а 3. Пусть d = dim N, n — произвольный полиэдр 
* Rn, a Td есть d-мерный остов этого полиэдра. Обобщенные реше-
шя системы (1), определенные в окрестности я, непрерывно зависят 
в топологии обобщенных функций) от своих значений в сколь угод-
ю малой окрестности Td. Для остова IV-i аналогичное утверледепие 
геверно. 

Говоря весьма приближенно, d есть число «свободных парамет-
)ов», от которых зависят решения системы (1), и, следовательно, 
южет быть использовано как мера переопределенности этой систе-
1Ы. Отметим, что для системы с квадратной матрицей, имеющей 
»тличный от константы определитель, всегда d = n — 1. Ввиду 
•того естественно ввести следующее 

О п р е д е л е н и е . Систему (1) назовем определенной, если 
[im N <.п, и перерпределенной, если dim N < /г — 1. 

Из теоремы 3, в частности, вытекает следующий закон распро-
транения (бесконечной) дифференцируемое™: всякое a priori 
•бобщенное решение системы (1), определенное в окрестности я, 
.ифференцируемое в окрестности Гд, является дифференцируемым 

окрестности всего полиэдра я. 

Т е о р е м а 4. Описанный закон распространения дифферен
цируемое™ справедлив при менее сильных предположениях* каждое 
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многообразие N% либо гипоэллиптично, либо его размерность 
не выше d. * 

Из теоремы 3 вытекает таюке следующая теорема единственности: 
если и = 0 в окрестности Г^, то и = 0 в окрестности всего я. Опи
шем более сильный результат. Пусть (£', g")—разбиение пере
менных I на две группы (см. 4°). Скалсем, что алгебраическое мно
гообразие M czCn гиперболично по I', если для любой его несоб
ственной точки (0, w!, w") из Im w" = 0 следует Im до' = 0. 

Т е о р е м а 5. Предпололшм, что для каждого К либо 
dim Nx = n — m и многообразие Nx не гиперболично по g', либо 
dim N%<n — т. Тогда всякое решение (1), 'определенное в окре
стности подпространства | ' = 0, равное нулю вне некоторого ком
пакта К cz Rn, равно нулю в окрестности всего подпространства 
Г = 0 . 

В частном случае s = t = m = 1 эта теорема сводится к изве
стным теоремам единственности Джона [10] и Бродды [11]. 

7°. Продолжение решений переопределенных систем. Рассмотрим 
наиболее простую задачу продолл<ения решений. Пусть дана 
область й с= Rn и компакт К <=: й; требуется описать мнол<:ество 
решений системы (1), определенных в й \ К, которые не продолжа
ются в й (как решения той же системы). Это удобно сделать в сле
дующих терминах. Пусть S — частное пространства всех решений 
системы (1), определенных в й \ /С, по его подпространству, образо
ванному теми решениями, которые, будучи исправлены в сколь 
угодно малой окрестности /С, продолжаются в й. В случае когда 
компакт К выпуклый, пространство 5 допускает следующее опи
сание. 

Для этого рассмотрим последовательность 

7 Д р ' Л | р г , (12) 

полученную из (8) заменой матриц на транспонированные. Эта 
последовательность не обязательно точна, но полуточна. Применив 
к матрице р конструкцию 1°, мы построим для нее систему нетеров-
ских операторов и соответствующих идеалов (Ja, да), а = 0, 1, . . . 
. . ., а, так что пересечение ядер операторов 

да: Р'->[Риа]*" 

совпадает с образом матрицы р в (12). Поскольку образ этой матри
цы принадлежит ядру матрицы q, мы можем считать, что один из 
нетеровских операторов, пусть для определенности д0, совпадает 
с q, а соответствующий идеал J0 нулевой. В этом случае остальные 
идеалы Ja ненулевые. Пусть Ма с= Сп— множество общих корней 
многочленов из Ja. 
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Рассмотрим далее векторы / = (Д, . . ., / а ) , образованные функ
циями /а: Ма -*• С'а, удовлетворяющими условию: для любой 
точки г 6 U Ма существует голоморфная в этой точке вектор-
функция F, такая, что 

daF\Ma = f*, а = 1 , . . . , а, 

в окрестности z. Векторы / такого типа образуют линейное простран
ство. В этом пространстве выделим подпространство F, образован
ное векторами /, которые при каждом е > 0 удовлетворяют нера
венству 

I / а (г) | < С (| 21 + 1 ) 9 ехр (е | Im г |) sup ехр ( — Im г, I) 

с некоторыми С и q. 

Т е о р е м а 6. Имеется естественный изоморфизм между про
странствами S и Е. 

В частном случае s = t = 1 этот изоморфизм был впервые отме
чен В. В. Грушиным [13]. Рассмотрим подробнее специальный слу
чай этой теоремы, когда s = t = I, п = 2, а р — оператор Коши — 
Римана. Пространство S в этом случае можно отоледествить с про
странством аналитических в С1 \ К функций, убывающих на 
Зесконечности. С другой стороны, мы имеем q = 0, д± = 1, 
Mi = {z: Zt = — iz2}. Поэтому элементы пространства Е мы можем 
рассматривать как целые функции от z2 первого порядка роста, 
индикаторные диаграммы которых принадлежат компакту /("*, 
симметричному к К относительно начала координат. В такой ситуа
ции изоморфизм теоремы 6 превращается в известный изоморфизм 
Бореля. 

Отметим другой частный случай: последовательность (12) точна. 
Мы имеем в этом случае а = 0, откуда Е = 0, и, следовательно, 
S = 0. Таким образом, всякое решение системы (1), определенное 
$ й \ К, может быть продолжено в й, будучи предварительно исправ-
1енным в сколь угодно малой окрестности К. Этот результат был 
найден Мальграюкем [6] и автором совместно с В. В. Грушиным [20]; 
несколько более слабая его форма была получена ранее Эренпрай-
:ом [3]. 

Условие точности последовательности (12) тесно связано со свой
ством переопределенности системы (1), а именно справедливо сле-
1ующее утверждение. Для того чтобы всякое решение (1) в й \ К 
единственным* образом продоллсалось в й, необходимо и достаточно, 
ггобы система (1) была переопределенной. 

В общем случае изоморфизм теоремы 6 в комбинации с принци-
юм Фрагмена—Линделёфа, примененным к элементам простран-
:тва Е, позволяет получить более тонкие результаты о возможности 
тродолжения [22]. 
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Более слолшые задачи продолжения не получили еще столь 
исчерпывающего решения. Отметим один результат, дающий доста
точное условие продолжимости. Отнеся матрице р Р-модуль 
M = Р8/р'Р\ мы получим соответствие между всеми матрицами 
р и всеми Р-модулями конечного типа. Следовательно, со вся
ким Р-модулем конечного типа мы можем связать набор алгебраиче
ских многообразий Nx, А, = 1, . . ., / (этот набор зависит лишь 
от самого модуля М). 

Т е о р е м а 7. Пусть Ext1 (M, P) = 0, i = 1, . . ., m, a каж
дое многообразие L\, связанное с модулем Ext m + 1 (M, Р), не гипер
болично по переменным I'. Тогда всякое решение системы (1), 
определенное в окрестности и \ ю , где со — выпуклая область в под
пространстве È' = 0, а и ZD со —-компакт, мол^ет быть продолжено 
в окрестность со. 

Московский университет, 
Москва, СССР 
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Topologie 

ISOTOPIE ET PSEUDO-ISOTOPIE г) 

J E A N C E R F 

1. Définitions 

îoit V une variété différentiable de classe C°° de dimension n—l. 
Les difféomorphismes de V forment un groupe noté Diff V; 

>n va définir deux relations d'équivalence dans DiffV. 
Dé f in i t i on 1. Une isotopie de V est un chemin diffé-

entiable dans Dif f 1/, d'origine l'identité, i.e. une application: 
/3f->/#6DiffVf (où /=[0, 1]) 

elle que : 
fo(x) = x 4x£V 
l'application (x, t) *-» ft (x) est différentiable. 

L'application: 
(x,t)-+(ft(x)9t) 

ist alors un difféomorphisme du cylindre V x / . L'ensemble des 
sotopies de V s'identifie donc au sous-groupe SB de Diff(Vx/) 
orme des g tels que: 

1°) g(x9Q) = x 4x£V 
2°) pog = p (où p désigne la projection Ух/—>/). 

Le groupe SB opère dans DiffV par la formule: 
*•/ (*) = * ( / ( * ) . !)• 

)eux éléments de Diff V qui sont dans la même orbite sont dits 
wtopes. Les orbites coïncident avec les composantes connexes de Diff V 

г) Résumé d'un travail à paraître aux « Publications de l'Institut des 
lautes Etudes Scientifiques». 
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muni de la topologie C°° (car tout chemin continu dans Diff V peut 
être approché par un chemin différentiable). 

D é f i n i t i o n 2. Une pseudo-isotopie de V est un difféomorphis
me de V X / qui vérifie la condition 1° (mais pas nécessairement 2°). 

Les pseudo-isotopies de V forment un groupe qu'on note S ; 
S opère dans Diff V ; deux éléments qui sont dans la même orbite sont 
dits pseudo-isotopes. 

Comme SB cz S, « isotope » implique « pseudo-isotope ». 

P r o b l è m e . Sous quelle condition ces deux classifications 
sont-elles les mêmes? 

2, Résultats 

T h é o r è m e . Si V est compacte sans bord, si я4 (V) = я 2 (V) = 0 
et si n> 10 (ой n est ta dimension de V), alors S est connexe (pour 
la topologie C°°). 

C o r o l l a i r e 1. Sous les hypothèses du théorème, les deux clas
sifications de Diff V (isotopie et pseudo-isotopie) sont les mêmes. 

[En effet les orbites de 13 sont alors connexes ; comme elles con
tiennent les orbites de SB qui sont les composantes connexes, ce sont 
les composantes connexes.] 

C a s p a r t i c u l i e r o ù F e s t l a s p h è r e S71"1. 
Alors « / pseudo-isotope à l'identité » équivaut à «'/ peut se prolonger 
en un difféomorphisme de la boule Dn+1 ». On en déduit : 

C o r o l l a i r e 2. Pour n > 10 : 
'n0(DiffDn) = 0; 

rt0(DiffS"-1)»rn; 
^ n± (Diff S'1"1) est une extension de I V H . 

R e m a r q u e s . 1) Je ne connais pas de contre-exemple lorsque 
ni (V) ou я 2 (V) sont différents de zéro. 

2) Les premiers exemples de nt (Diff Sn) non triviaux pour i> 1 
sont dus à S. P. Novikov [1]; à ma connaissance, on ne sait rien sur 
nt (S) pour i> 1. 

3. Principe de la démonstration 
Pour démontrer : 
(1) «o(») = 0 

on fait opérer & dans l'espace if des fonctions différentiables de 
classe C°° : 

V x ( / , 0 , ! ) - > ( / , 0, 1); 
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/ 
es opérations sont définies par la formule : 

g-f = fog-K 

La projection p : V X / -> / est un élément de д. Soit % l'orbite 
le p. Le sous-groupe de 13 formé des difféomorphismes laissant p 
nvariant n'est autre que S6\ donc % est homéomorphe à l'espace 
îomogene 131$в. Cet espace homogène est localement trivial, et la 
ibre S6 est contractile (comme espace des chemins différentiables 
l'origine fixe dans Diff V) ; donc 13 est homéomorphe à S@ X % ; on 
ist donc ramené à démontrer : 

2) rto(8)=0. 
Tout élément / de % est une fonction sans point critique (puisque p 

i zéro point critique). La réciproque se montre facilement (à l'aide 
les lignes de gradient relatives à une métrique riemannienne de 
' X /). Donc % est le sous-espace de g formé des fonctions ayant zéro 
)oint critique. 

Puisque g est convexe, (2) équivaut à : 
3) *iCr,*) = o 

e qui apparaît comme une généralisation à 1 paramètre de la théorie 
lu A-cobordisme de Smale. Les espaces analogues à % et g peuvent 
n effet être définis pour toute triade (W, V0, Vt) (variété dont le bord 
[ deux composantes connexes, V0 et к4). La théorie de Smale consiste 
i montrer que (moyennant des conditions homotopiques convenables 
t une condition de dimension) W est difféomorphe au cylindre V0 X / ; 
»r les cylindres sont caractérisés parmi toutes les triades par la condi-
ion Ш ф 0, qui peut s'écrire : 

4. Subdivision co-cellulaire de & 

La notion de codimension d'une singularité, due à Thom, permet 
le munir l'espace g? d'une subdivision co-cellulaire g0, g1, g2, etc.... 
.a théorie de Smale nécessite la connaissance explicite de g0 et cer-
aines informations sur g1. L'étude de щ (g, %) nécessite la con-
iaissance explicite de gQ et g1, et certaines informations sur g2. 

g* cz g est l'espace des fonctions de Morse, i.e. les fonctions 
ont tous les points critiques sont quadratiques non dégénérés, et 
outes les valeurs critiques distinctes. D'après un théorème classique 
e M. Morse, g* est ouvert et dense dans g. Les composantes connexes 
e g0 sont appelées cellules de codimension 0. 
g1 cz g? — g0 est la réunion (disjointe) de g\, et g\ définis 

omme suit : 
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f£fl 

ftrt 

f a un point critique du type — xl — . . . 
— Â + 4+1 + . . • + ^ - î + *n," tous les' autres 
points critiques sont du type de Morse ; 
toutes les valeurs critiques sont distinctes. 

tous les points critiques sont du type de Morse ; 
toutes les valeurs critiques sont distinctes, sauf 
exactement deux d'entre elles. 

P r o p r i é t é s de ^ 

(a) g1 est ouvert et dense dans g? — g0 

(b) g1 est de codimension 1 dans д*\]дг (au sens suivant: 
il existe des voisinages tubulaires locaux de fibre [0, 1]). 

(c) g _ (g°[)gl) est de codimension > 1. 

On dit qu'un chemin a dans g? est bon si a (t) É g'0 sauf pour un 
nombre fini de valeurs de /, et si, pour ces valeurs exceptionnelles, 

a (t) traverse g1 (ce qui a un sens en vertu de (b)). L'espace des bons 
chemins dans g est dense dans l'espace de tous les chemins, muni de la 
topologie C°. 

En particulier Vespace des bons lacets relatifs de (g?, %) définit un 
système de générateurs de я4 (д, Ш). 

G r a p h i q u e d ' u n b o n c h e m i n . 
Soit a un chemin dans g? ; son graphique Г est la partie del X I 

définie par la condition : 

(t, y)ç.T<=>y e st valeur critique de a(t). 

Si a est bon, son graphique est du type de la figure 1 (où les 
valeurs exceptionnelles du paramètre sont tu t2, t3, /4, h)-
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5, Lemmes sur la forme des cellules 

Les cellules de codimension 0 et les cellules de codimension 1 
(i. e. les composantes connexes de g1) ne sont pas acycliques en général. 
On a besoin d'informations sur leur forme, notamment sur le щ des 
cellules de codimension 0 modulo leur bord. 

Soit a0 une cellule de codimension 0 ; soit a1 une réunion de cellules 
de codimension 1 telle que a1 cz a0. Soit % l'espace des bons 
chemins dans a0 U a1 dont l'origine soit un point donné f £ o°, et qui 
rencontrent a1 en un seul point. Soient-с et c1 deux points critiques 
consécutifs de f tels que / (c) > f (c') ; on désigne par V la « surface 

de niveau intermédiaire» f"1 (ü£ixii?ij . 

L e m m e de c r o i s e m e n t . Si o1 est relatif au croisement 
de с et c', alors 

:0 si indice с < indice c' 

( indice с = indice c', 

Я 1(У) = 0, 3< indice c<n — 3. 

L e m m e d ' u n i c i t é des n a i s s a n c e s . Si a1 est relatif 
à la naissance de deux points critiques d'indices donnés i et i + 1 
entre les niveaux de с et c', alors: 

Щ(<в)&Пъ(У'). 

L e m m e d ' u n i c i t é des m o r t s . Si с et c' peuvent être 
tués Vun par Vautre, et si o1 est relatif à cette mort, alors: 

îr0(«) = O si ni(V') = n2(V') = 0., d imV>9. 

I n t e r p r é t a t i o n g r a p h i q u e : 

щ(%)-

Lemme de 
croisement 

Unicité des 
naissances Unicité des morts 

Concerne la 
possibilité 
de défor
mer le 
graphique 
ci-contre: 

en le gra
phique 
ci-contre: 

^ "-£ 

t+I, 

28-1220 
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P r i n c i p e de la d é m o n s t r a t i o n de ces le m mes 

On définit une partie % de %, dont les éléments sont dits « che
mins élémentaires de traversée de a1 » ; ils sont définis dans chaque 
cas par transport d'une « déformation modèle » relative au modèle 
de la singularité correspondante ; on montre (en utilisant la transi-
tivité des opérations de 13 X Diff / dans chaque cellule) que щ ($] 
« щ (%). Pour le a) du lemme de croisement (resp. pour le lemme 
d'unicité des naissances) il est immédiat que JT0 (^) = 0 (resp, 
я0 (%) œ я0 (Vе)). Les autres cas sont plus difficiles, en particuliei 
le lemme d'unicité des morts (qui est une extension à 1 paramètre dt 
« cancellation lemma » de Smale) ; sa démonstration utilise : 

a) une généralisation à 1 paramètre du théorème de Whitney sui 
la suppression des points doubles ; c'est leseul point de toute la démons
tration où intervient la nullité de я2 (V). 

b) une généralisation à k paramètres des théorèmes de plonge 
ments de Haefliger ; cette généralisation a été faite par J. P. Da> 
(à paraître) ; c'est le seul point de toute la démonstration par leque 
intervient la condition n> 10 ; il semble qu'elle puisse être affaibli« 
(n>8 suffit vraisemblablement). 

6. Lemmes sur l'agencement des cellules au voisinage de g:2 

Voici leur énoncé en termes de graphique: 

Lemme du Wangle Lemme du bec 
Lemme de la queue' 

d'aroude 

Concerne la 
possibilité de 
•déformer le 
graphique 
ci-contre: 

En, le gra
phique 
ci-contre: 

Schéma, dans 
l'espace fonc
tionnel 
(a-naissance, 
ß-croi sèment) 
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Singularité 
e codi men-
Ion 2 conf
ondante 

Conditions 
suffisantes de 
possibilité 

Lemme du triangle 

point triple défini 
par l'égalité de 3 
valeurs critiques 

A>inf (i, i) 
ou i + / < n 

OU i =:/ = k, 
et jti (V) = 0 

Lemme du bec 

naissance à un niveau 
ciitique 

ou 
î<i 
ou 

i = i, 3 < i ^ n - 3 
et Jti (V) = 0 

Lemme de laqueue 
d'aronde 

singularité SI (51 (SI)) 
du type «queue d'aron
de», i. e. q{xi % _ i ) 
-{-xn* où q est une for
me quadratique 

conditions du lemme 
d'unicité des morts 

R e m a r q u e s u r le lemme de Га q u e u e d'.arçn-
d e : on montre dans ce cas que la cellule a\ de g\ relative au croise
ment des deux valeurs critiques d'indice (i+l) est une hypersurface 
2 un seul côté de g. On en déduit que pour tout / 6 gjj, il existe un 
difféomorphisme de V X / laissant f invariante et échangeant les deux 
points critiques с et c' dont les valeurs sont égales; un bon exemple 
de ce fait est fourni par le cas particulier n = 2, i = 1. 

7. Filtration de Smale de g'0; fin de la démonstration 

En théorie de Smale on caractérise la» complexité d'un éléjnent 
f de g0 par des invariants (ne dépendant que'de la. cellule de f) : 

1) te nombre d* inversions v (une inversion est un couple (c, c') de 
points critiques tels que f (c)> f (c') et indice c < indice c'). 

2) Vintervalle des indices [i, j] : plus petit intervalle entier con
tenant les .indices de tous-leß points critiques. 

3) le nombre total de points critiques т. A ces invariants est associée 
une filtration de g0 ; .on,montre en théorie de Smale qu'il existe pour 
tout] f 6 g0 un bon chemin décroissant d'origine /, d'extrémité dans 
%. Il en résulte que pour toute paire (J, Ъ) consécutive de cette 
filtration, ail (J, 9B) est engendré par deux sortes de générateurs : 

Г) générateurs de lère espèce, attachés à chaque 0-cellule o° de 
d — J? ; ils sont définis par les paires de chemins décroissants issus 
d'un même point de a0. 

2°) générateurs de 2ème espèce, attachés à chaque 1-cellule o1 de 
Jt — 5? : ils sont définis par un chemin de traversée de a1, et par les 
paires de chemins décroissants issus des. extrémités de ce chemin. 

' 2 8 * 
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Une fonction pour laquelle v = 0 est dite ordonnée ; on note JT la 
partie de g* formée par les fonction^ordonnées. On montre d'abord, 
dar récurrence sur V que щ(д, JT) = Q (ce qui a d'ailleurs pour 
conséquence le fait que Ж est connexe) ; ce résultat est vrai sans aucune 
condition sur V. 

Puis on se ramène à l'étude de jti СЛГ%, %) (où JT% est la partie de JT 
formée des fonctions dont les points critiques sont tous d'indice i 
ou i+ 1). Par le procédé ci-dessus, on obtient des générateurs des types 
suivants pour les groupes d'homotopie relatifs associés à la filtra
tion de JT% définie par l'invariant t : 

lôreespèce 2eweespèce 

Voici par exemple comment on réduit les générateurs de lère espèce. 
Par un changement convenable de fonction, et par le choix d'un sys
tème de nappes descendantes convenable, on se ramène à la situation 
suivante : 

où le nombre d'intersection % des deux points critiques du milieu est 
soit zéro, sôit 1, soit 2. 

Dans le premier cas (% = 0) on peut déformer comme suit : 

puis 

f+f 

<s> 

et on est ramené au lemme d'unicité des morts. 
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Dans le second cas (£ = 1) on déforme en : 

£+; i+/ i4 

t on termine en appliquant deux fois le lemme de la queue d'aronde. 
Dans le troisième cas (I = 2) on se ramène à une «chaîne » : 

-lie que la matrice d'intersection au point exceptionnel soit : 

Ci i)' 
)n déforme la chaîne comme suit : 

puis 

t on termine en appliquant deux fois le lemme de la queue d'aronde. 

Jniversité de Paris, Faculté des Sciences, 
ïept. de Mathématiques, Paris, France. 
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KNOTTED SPHERES 
AND RELATED GEOMETRIC PROBLEMS 

A. H A E F L I G E R 

The aim of this report is to show how the different kinds of groups 
f knotted spheres arise as obstructions in several non-stable problems 
f comparison between différentiable, piecewise linear and homotopy 
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categories. For the stable case, see the reports of C.T.C. Wall and 
M.W. Hirsch in these proceedings. 

1. Comparison between différentiable 
and homotopy tubes 

1.1. Classifying spaces. Let 0q be the group of orthogonal trans
formations of the (q — l)-sphere Sq~x and let Gq be the monoid of the' 
homotopy equivalences of Sq"x. By suspension, wejiave homomorphisms 
0q-+ Oq+i and Gq-t-Gq+i; passing to the limits, we get the stable 
groups О and G, and the commutative diagramm 

Oq->Gq 

1 1 
0->G 

We have a corresponding commutative diagramm for classifying 
spaces (see in particular Stasheff [201): 

BOq^BGq 

1 1 
BO-+BG 

We can assume that all these maps are fibrations. 
Homotopy classes of a complex К in BOq (resp. BGq) are in 1-1 

correspondence with isomorphism.classes of vector bundles of rank q 
over К (resp. (q—l)-spherical fiber spaces over /C, i.e. whose fibers 
have the homotopy type of Sq~x). 

1.2. Different kinds of tubes. A 1-connected Poincarê complex in 
dimension h is a 1-connected finite complex P with a fundamental 
integral class p 6 Hn(P, Z), such that the cup product with p defines 
an isomorphism Hh (P, Z)-+Hn-k (P, Z). This is the notion corres
ponding in the homotopy category to the notion of a closed oriented 
manifold of dimension n. 

For a closed différentiable manifold V, tubular neighbourhoods of 
codimension q are classified by vector bundles of rank q (namely the 
normal bundle). By analogy, a homotopy tube of codimension q around 
a Poincarê complex P will be a (q — l)-spherical fiber space over P. 

Following Wall [22], a (n + q)-thickening of a 1-connected finite 
complex К is a homotopy equivalence cp: K-+ X of К in a compact 
différentiable manifold X of dimension n + q, such that X and 
its boundary dX are 1-connected. 

A thickening ф of a Poincarê complex P is a mixed notion of tube, 
because it defines a (q — l)-spherical bundle over P. Indeed one has 
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the following lemma whose proof was communicated to me by 
W. Browder and which is essentially due to Spivak [18]. 

Lemma. If P is a l-connected Poincarê complex in dimension n 
md <p: P ->- X a (n + q)-thickening, where q>3, then the inclusion 
ÎX -> X & P is homotopy equivalent to a (q — l)-spherical fibration 
юег P. 

1.3. The universal space BDq for thickenings. BDq will be the fiber 
>roduct BO x BQBGQ of the fibrations BO -» BG and BGq -+ BG. One 
las 

nn(BDq) = nn(G, 0,Gq,*) 
he set of homotopy classes of quadruples (Dn, Dy1, D?""1, Sn~2) in 
G, 0, Gq, *), where DJ"1 and D*"1 are two opposite hemispheres in 
;he boundary of the unit (ft)-ball Dn, Sn~2 being the intersection of DJ"1 

ind DT1 and * a base point in G, for instance the identity map of Sq~x. 
For n + q>6 and q>3, the (n + ̂ -thickenings of Sn are in 

1-1 correspondence with the group FCn-i of isotopy classes of embed-
iings of S71"1 X Dq in S14"*"1. To such an embedding / is associated the 
thickening .obtained in glueing to D n + g the handle Dn X Dq by 
:: dDn x D g - > dDn+q (cf. [5]). Moreover it was proved in [5] that FCJUi 
s isomorphic to nn (G, 0, Gq, *) so that the (n + ^-thickenings of 
Sn correspond to the elements of % (%q). 

More generally, we have the following theorem whose proof is a 
rtraightforward application of a theorem of Sullivan [21] which for
mulates Browder-Novikov theory [1], [16], extended by Wall [23] 
:o manifolds with boundary, under the form of an obstruction theory 
see also Spivak [18]). 

1.4. T h e о r e m A. For q>3 and n + q>6, isomorphism 
liasses of (n + q)-thickenirîg of a compact différentiable n-manifold 
V correspond bijectively to the set [V, BDq] of homotopy classes of V in BDq. 

If ф: V-+X is a thickening, the corresponding map of V in %<, 
s the fiber product of the map V->- BGq given by Lemma 1.2 and 
;he map V->- BO classifying the stable normal bundle of ф. 

One has a natural pairing BDq X BDT -* BDq+r, hence a notion of 
Whitney sum for thickenings of a différentiable manifold which 
)ehave like vector bundles. 

1.5. Remark. More generally, one proves that, for q>3 and 
z-f<7>6, the isomorphism classes of (n + ^-thickenings of a 1-con-
îected Poincarê complex P of dimension n are in 1-1 correspondence 
vith the homotopy classes of sections of a bundle over P with fiber BDq. 

1.6. Homotopy equivalences and embeddings. Let ф: V->• X be 
i (n + <7)-thickening of a différentiable closed n-manifold V. When is 
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Ф homotopic to an embedding? For n + q>5 and q>3, this is 
equivalent by the ft-cobordism theorem to the question: is X a différen
tiable tubular neighbourhood of V? 

We have a unique map BOq-+BDq making the diagramm commu
tative: 

This is a fibration whose fiber we call С 
a-

BOa->BDa 

One has nn-t (Cq) = nn (G, 0, Gq, Oq), the set of homotopy clas
ses of (Dn, D}-1, D r 1 , Sn~2) in (G, 0, Gq, Oq). For q>3, this group 
is isomorphic to the group C£_i of isotopy classes of différentiable embed-
dings of S71"1 in Sn~1+q. This was suggested by the results of Levine 
[13] and proved in [5]. The following considerations generalize this 
theorem and help to explain it. 

A deformation of ф: V-+-X in an embedding is a homotopy 
ft'.V -> X such that /0 = Ф and Д is a différentiable embedding. Two 
such deformations ft and ft are isotopic if they are connected by a two 
parameters family ft such that (t, f)£lx I, fi' = ф and /£' is an 
isotopy of embeddings. 

1.7. T h e o r e m B. Let cp: V-+• X be a (n + q)-thickening of a 
closed l-connected différentiable n-manifold V. Let ф: V-+BDq be the 
associated map (cf. 1.5). For q>3, the isotopy classes of deformations 
of ф in embeddings of V in X are in bijective correspondence with the 
homotopy classes of liftings of ф in B0q> 

For n-f-<7>6, this is again a direct application of [11, [16], 
[21], [32]. For /г<2, the theorem is true by general position or by 
the Whitney process (cf. [25]). We also apply a theorem of Hudson [9] 
to replace pseudoisotopy by isotopy. Following a suggestion of Wall, we 
can apply the theorem of induced thickening [22] and get the fol
lowing. 
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1.8. С о г о 1 1 a r y B. Let ф: V-> X be a map of a l-connected 
différentiable n-manifold in a différentiable (n + q)-manifold X. If 
Ф is (n — q-\-2)-connected, then the isotopy classes of deformations of ф 
in différentiable embeddings of V in X are in 1-1 correspondence with 
the homotopy classes of sections of a fiber space over V with fiber Cq. 

1.9. It follows from results of James [10] that 

nn(Cq) = 0 for n<2q—3 

so that in that range there is no obstruction to realize a homotopy 
equivalence by an embedding. However n2q-b(Cq) is Z or Z2 according 
to the case q odd or q even and the first obstruction to constructing 
1 section of the universal fiber spaceBOq-+BDq is a non zero element 
>f H2q-2(BDq), cf. [5]. 

2. Piecewise linear and homotopy tubes 

2.1. In the category of piecewise linear (pi) manifolds, the notion of 
regular neighbourhood (or the notion of ̂ 'block bundle" due to Morlet 
14] and Rourke-Sanderson [17]) corresponds to the notion of différen

tiable tubular neighbourhood. If V is a piecewise linear n-manifold, 
;hen there is a bijective correspondence between isomorphism classes 
)f regular neighbourhoods of V of dimension n + q and homotopy clas-
;es of maps of V in the classifying space BPlg of a simplicial group-
yLq (this result is due independently to Morlet [14], Rourke-Sander-
;on [17] and the author (unpublished)). 

The stable suspension of Plg is denoted by PI and one has again 
i commutative diagramm 

BPlg->5Gg 

I 1 
BP1 - » BG 

All the considerations of § 1 are still valid in that case. One has 
ust to replace everywhere différentiable by piecewise linear and Oq 

>y PV 
In particular, the analogue of Theorem В (1.7) shows that for q>3 

;he homotopy group я7г+1 (G, PI, Gq, P\q) is isomorphic to the group 
)f isotopy classes of deformations of the inclusion Sn-+ Sn X Dq in 
?/-embeddings of Sn in S?+5. But this group is trivial by the unknot-
ing theorem of Zeeman [26]. Hence we get the 

2.2. T h e o r e m . For q>3, nn+1 (G, PI, Gq, P\q) = 0. This 
s of course equivalent to each of the three properties: 

a) Tin (PI» Pig) ->- Jt,i (G, Gq) is an isomorphism. 
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b) Яд (Gq, Pig) -> Яд (G, PI) is an isomorphism. 
c) the natural map of BPlg on the fiber product BP1 x BGBGQ is a 

homotopy equivalence. 
On the other hand, one has 

( 0 n odd 
2.3. % (G, PI) = \ Z /г = 4k 

{ Z 2 /г =4£ + 2 
This result is mainly due to Kervaire-Milnor [11] (see also Levine [13] 
and Sullivan [21]). 

For q= 1, 2, it follows from Levine [12] and Wall [24] that BPlg » 
ttBOq. 

In view of 2.2, the analogue of Theorem A is the 
2.4. T h e o r e m A\ For n\-q > 6, and q>3 the isomorphism 

classes of piecewise linear (n-\-q)-thickenings of a pi, l-connected 
n-manifold V are in 1-1 correspondence with the set of homotopy classes 
IV, BPle]. 

Hence any (n + <7)-thickening of У is a regular neighbourhood of V. 
Note that ял(Р1д) for q>3 is isomorphic to the group of isotopy 

classes of p/-embeddings of Sn X Dq in Sn+«. 
Using 2.2, the analogue of Theorem В is the 

2.5. T h e o r e m B ' . Let q>: V-> X be a thickening, where V is 
a l-connected closed pi, n-manifold and X a pi, (n-\-g)-manifold. For 
q>3, then 

à) ф is homotopic to an embedding', 
b) two such embeddings are isotopic. 
Again using the theorem of induced thickening of Wall [22], or 

the equivalent theorem of Stallings [19], for a) one can assume ф to be 
(/г — <7+l)-connected and for b) that ф is (n — # + 2)-connected. 

It also follows immediately from Theorem В that the set of isotopy 
classes of embeddings of a closed pi, /г-manifold V (1-connected) in a 
(ft + fl)-manifold X depends only on the homotopy type of V. This 
also follows from the embedding theorem of Browder [2]. 

These results have been also obtained independently by Sullivan 
and Casson, even without assuming that V is 1-connected. 

Note that all these results can be generalized to the case of mani
folds with boundary. 

3. Différentiable and piecewise linear tubes 

3.1. We also have a commutative diagramm of classifying spaces: 
5 0 e - » B P l a 

1 1 
BO - » BP1 
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If V is a ^/-manifold of dimension n, a smooth regular neighbour
hood N of V is a regular neighbourhood of V with a différentiable struc
ture on N compatible with its p/-structure. This is the notion cor
responding to thickenings. 

We can make the same constructions as in § 1 and prove analogous 
theorems, using the smoothing theorems of Munkres [ 15] and Hirsch [8]. 
The. fiber product Sq = BPlg X BPL^O is the universal space for 
smooth regular neighbourhoods of codimension q. Namely, Theorem A 
and its Corollary (1.4, 1.5) are still valid, without any restriction on n 
and q, if one replaces "Poincarê complex" by "p/-manifold" and "thi
ckening" by "smooth regular neighbourhood". 

Note that the natural fiber map of the fiber space B0q -> Sq in 
the fiber space B0q->- BDq is a homotopy equivalence for q>3 by 
2.2. Hence for q>3 and n + q>6, smooth regular neighbourhoods of 
a p/-manifold V of dimension /i correspond to smooth thickenings of V. 

3.2. The analogue of Corollary 1.8 of Theorem В is the following. 
Let У be a compact piecewise linear n-manifold with a compatible 
différentiable structure. Let ф be a piecewise différentiable embedding 
Df V in a différentiable (/z + 9)-manifold X (all embeddings are locally 
Bat). A smoothing of ф is a piecewise différentiable isotopy connecting ф 
to a différentiable embedding of V in X. 

The embedding ф defines up to isomorphism a smooth regular 
neighbourhood classified by a map ф: !/->- Sq. 

T h e o r e m B". The piecewise différentiable embedding .ф: V ->• X 
:an be smoothed if and only if ф has a lifting in BOq. 

As before, this leads to obstructions in the group Яд+1(Р1,0,Р1д,Од) 
which can be interpreted as the group of concordance classes of 
différentiable embeddings of Sn in Sn+« which are piecewise differentia-
э1у isotopic to the inclusion. By 2.2, for q>3, this group is isomorphic 
to Яд+1 (G, 0, Gq, 0q). 

In Theorem B", the homotopy classes of liftings of ф correspond 
to the concordance classes of smoothings of ф. 

4. Classification of immersions 

4.1. An immersion f of a différentiable (resp. piecewise linear) 
manifold V in a différentiable (resp. pi) manifold X is a map which 
:an be expressed in local charts as a linear injective map. 

If V is a p/-manifold and X a smooth manifold, a map / of V in X is 
i smooth immersion if f is a différentiable immersion with respect to a 
smooth structure on V compatible with its ^/-structure. 

Two différentiable (resp. pi or smooth) immersions jF0, h: V-* X 
are concordant, if there is a différentiable (resp. pi or smooth) immer-
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sion F: V X [О, 1]-^Х X [0, 1] such that F (x, i) =(ft(x), i), 
i = 0 , 1 . 

To each map /: V -> X is associated a stable normal "bundle", 
namely the Whitney sum of the stable tangent bundle to V and the 
inverse image by f of the stable normal bundle to X. This bundle is 
classified by a map ф: У-> BO if V and X are smooth manifolds, and 
by a map ф: V -+• BP1 if V and X are piecewise linear manifolds. 

4.2. T h e o r e m . Wl/ and X be manifolds, f: V ->• X be a con
tinuous map. Let q = dim X — dim V •> 0. 

// V and X are différentiable (resp. piecewise linear), thenf ishomoto-
pic to an immersion if and only if the classifying map ф: V-> BO (resp. 
V-> BP1) for the normal bundle of f can be lifted in BOq (resp. BPLg). 

// V is piecewise-linear and X différentiable, then f is homotopic to a 
smooth immersion iff cp: V -+• BPL can be lifted in BOq. 

The concordance classes of deformations of f in immersions are in 
1-1 correspondence with the homotopy classes of Liftings of ф. 

In the différentiable case, this is the classical theorem of Hirsch-
Smale (cf. [7]). For the pi and smooth case, see [4] and [6]. 

4.3. In the piecewise linear case, one has nn (PL, Plg) = Яд (G, Gq) 
for q>3. On the other hand, let i|>: V -+• BG be a classifying map for 
the stable normal spherical fiber space of / (i.e. the "sum" of the stable 
tangent spherical fiber space to V with the normal one to X). The 
homotopy class of i|) depends only on the homotopy class of f, and the 
homotopy type of (V, dV) and (X, dX). (See Spivak [18]). 

C o r o l l a r y . Let <7=dim X — dim V > 3 . A map f: V-•• X is 
homotopic to a piecewise linear immersion iff ty: V->- BG can be lifted 
in BGq. 

The set of concordance classes of pl-immersions of V in X depends 
only on the homotopy type of (V, dV) and (X, dX.) 

Université de Genève, 
Institut de Mathématiques, 
Suisse 
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ON SPACES CO-ABSOLUTE WITH METRIC SPACES 

V. I. P O N O M A R E V 

1. Necessary definitions 

A one-valued continuous mapping jP: X-+Yis called perfect if it 
s closed and if for every point y Ç Y the set /-1 y is bicompact. A one-
valued continuous mapping f: X -*• Y is said to be irreducible if for 
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every closed proper subset X0 cz X we have fX0 фУ. In [15], [16J 
it is proved that a continuous one-valued mapping /: X ->• Y is irre
ducible and closed if and only if for every nonempty open set U s X 
the set /#J7 = % (y, f~xy s U) is nonempty and open in Y. 

We shall also consider many-valued mappings. The many-valued 
mapping f: X -»- Y maps each point x £ X onto a closed set fx of the 
space Y. The many-valued mapping /: X -> Y is said to be continuous 
(see [12]) if for every x 6 X and every neighbourhood Ufx of the set /jcg Y 
there exists a neighbourhood ï/я of the point x such that fUx e [//я* 
For a given continuous many-valued mapping /: X ->- F, the inverse 
mapping /~l: У ->• X is defined as follows: 

A continuous many-valued mapping /: X -+• F is said to be per
fect if the following two conditions are satisfied: (a) for an arbitrary 
point x £ X the set fx is bicompact and for an arbitrary point y.£ Y 
the set f~xy is bicompact, (b) the mapping /_1: Y -*• X is also conti
nuous, i.e. the mapping f: X -*• У is closed. 

In [13] the following theorem is proved: a necessary and sufficient 
condition for the continuous many-valued mapping /: X ->• Y to be 
perfect is that there exists a space Z and one-valued perfect mappings 
px: Z-> X, pv:Z-+ Y, such that / = pypx1. 

A perfect many-valued mapping /: X ->• Y will be said to be irre
ducible if there exists a space Z and one-valued perfect irreducible 
mappings px:Z-+X, py\Z-*-Y, such that f=pypx1. 

Throughout the whole of our discussion, we shall be making use 
of the p-spaces introduced by A. V. Arhangel'skiï [1], [2]. Paracom
pact p-spaces ~ are precisely those spaces that admit perfect mappings 
onto metric spaces. Every paracompact space which is complete in 
the sense of Cech is necessarily a paracompact p-space. 

2. The concept of the absolute of a regular 
topological space [11], [15], [16], [17], [9], [8], [7] 

The space X' will be called an irreducible preimage of the regular 
space X if there exists a one-valued perfect irreducible mapping 
/: X' -*• X. The space X will be called the absolute of the regular 
space X if X is an irreducible preimage of X and if every irreducible 
preimage X' of X is homeomorphic to the space X. The following 
facts are well known. 

Every regular space X has a unique absolute X, which is an extre-
mally disconnected space. There exists a uniquely defined "canonical" 
perfect irreducible one-valued mapping jtK : X -+• X. If the two spaces 
X and Y are connected by a one-valued perfect irreducible mapping 
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/: X ~> Y, their absolutes. X and Y are homeomorphic and there 
exists a homeomorphism f: X-+Y between them such that f = 
= TCyfKx1- Conversely, if the spaces X and Y have homeomorphic abso-

• • • • 
lutes X and Y, then every homeomorphism h : X-+Y generates a 
perfect irreducible (in general, many-valued) mapping 

/ = jiyhnx1. 

Every extremally disconnected space X is completely regular and is 
its own absolute. 

A space X is said to be extremally disconnected if the closure of 
every open set in it is open. 

3. Statement of the problem 

Two topological spaces will be said to be co-absolute if their abso
lutes are homeomorphic to each other, or in other words if they are 
related to each other by a perfect irreducible (generally speaking, 
many-valued) mapping. In this article, we attempt to give a systema
tic discussion of spaces co-absolute with metric spaces. 

4. Fundamental definition and fundamental theorems 

The fundamental definition [19] runs as follows: A system 2 of 
open sets of a space X is said to be dense in this space if every open 
Г д Х contains a U g 2. The smallest cardinal number of a system 
dense in X is called the it-weight of the space X. 

F u n d a m e n t a l T h e o r e m 1 (see [20]). In order that the 
space X may admit a one-valued perfect irreducible mapping onto 
a metric space, it is necessary and sufficient that X be a paracompact 
p-space and that X satisfy one of the two following conditions: 

1. In X there exists a cr-locally finite, everywhere dense system of 
open sets. 

2. In X there exists a dense system of open sets which is the union 
of a countable number of disjoint and locally finite systems. 

F u n d a m e n t a l T h e o r e m 2. If the p-space X admits 
a many-valued perfect irreducible mapping onto a metrizable space, 
then it also admits a one-valued perfect irreducible mapping onto 
some (generally speaking, different) metrizable space. 

T h e o r e m 3. For the space X to admit a one-valued perfect 
irreducible mapping onto a metrizable space with countable base, 
it is necessary and sufficient that X be a finally-compact p-space with 
countable я -weight. If the p-space X admits a many-valued perfect 
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irreducible mapping onto some metrizable space with countable base, 
then the я-weight of X is. countable and X admits a one-valued perfect 
irreducible mapping onto some (generally speaking, different) metric 
space with countable base. 

T h e o r e m 4. In order that the bicompactum X may admit 
a one-valued irreducible mapping onto some compactum, it is neces
sary and sufficient that X be of countable я-weight. If the space X 
admits a many-valued irreducible mapping onto some compactum, 
then X also admits a many-valued irreducible mapping onto some 
(generally speaking, different) compactum. 

From Theorem 4 follows at once the answer to a problem of 
P. S. Aleksandrov: 

T h e o r e m 5. In order that a completely normal bicompactum X 
be co-absolute with a compactum (and thus even admit a one-valued 
irreducible mapping onto some compactum), it is necessary and 
sufficient that X be separable. 

In connection with Theorem б let us note that no example is known 
of a completely normal nonseparable bicompactum. 

T h e o r e m 6. For the bicompactum X to be co-absolute with 
the Cantor perfect set, it is necessary and sufficient that X be of coun
table я-weight and the X have no isolated points. 

T h e o r e m 7. For the space X to admit a one-valued perfect 
irreducible mapping onto a complete metric space, it is necessary and 
sufficient that X be paracompact and complete in a sense of 
Cech and that X satisfy one of the conditions 1, 2 of Theorem 1. If X 
admits a many-valued perfect irreducible mapping onto some com
plete metric space, then X is paracompact and complete in the sense of 
Cech and admits a one-valued perfect irreducible mapping onto some 
(generally speaking, different) complete metric space. 

T h e o r e m 8. Every bicompactum X of я-weight x admits a one-
valued irreducible mapping onto some bicompactum x. If the bicom
pactum X admits a many-valued irreducible mapping onto a bicom
pactum of я-weight x, then the я-weight of the bicompactum X is 
equal to x and there exists a one-valued irreducible mapping of X 
onto some bicompactum of weight x. 

T h e o r e m 9. The я-weight of a dyadic bicompactum coincides 
with its weight. 

T h e o r e m 10. In the dyadic bicompactum X let there exist an 
everywhere dense subspace X0 which is co-absolute with some, metric 
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фасе Y0. Then X and Y0 (and of course, X0) have countable bases, and 
ire therefore metrizable. 

In connection with the theory of dyadic spaces I should like to men
tion the relatively recent publications [3], [4], [5]. 

5. A problem of G. Birkhoff 

Let В be a complete Boolean lattice; by К (В) let us denote the 
:lass of all Hausdorff spaces X such that the Boolean lattices RQ (X) 
}f canonical open sets of X are isomorphic to B. In his well-known 
book [24] G. Birkhoff stated the following problem (problem 82): 
to find a necessary and sufficient condition for a complete Boolean 
lattice to be represented in the form R0 (X), where X is a suitable 
metric space. In [6] J. Flachsmeyer proved the following theorem: 
a Hausdorff space X belongs to К (В) if and only if it is the image of 
a dense subspace of the space M (В) (see [22]) of the lattice В under 
a mapping that is closed, irreducible, and 0-continuous. 

Thus the problem of G. Birkhoff has the following topological 
analogue: find a necessary condition that must be satisfied by an 
extremally disconnected bicompactum X in order that the class of all 
continuous irreducible closed images of dense subspaces shall contain 
at least one metric space. 

The following theorem gives the answer to this question: 

T h e o r e m 11. In order that in a given extremally disconnected 
bicompactum X there shall exist a dense subspace X0 admitting a clo
sed irreducible continuous mapping onto some metric space,. it is 
necessary and sufficient that in the extremally disconnected bicompa
ctum X there exist a dense a-disjoint system of open sets. 

On the other hand, if the extremally disconnected bicompactum X 
is the absolute of a dyadic nonmetrizable bicompactum X, then X 
does not contain an everywhere dense subspace admitting a closed irre
ducible mapping onto a metric space. 

6. Borel sets 

The following theorem gives an affirmative answer to a well known 
problem of P. S. Aleksandrov. 

Theorem 12 (see [21]). Let X be an uncountable completely 
normal bicompactum. Then every class of the Borel classification of 
sets is nonempty. 

The Moscow University, 
Moscow, USSR 
29—1220 
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HOMEOMORPHISM AND DIFFEOMORPHISM 
CLASSIFICATION OF MANIFOLDS 

C.T.C. W A L L 

I want to compare the classification problems for four different 
kinds of manifolds. 

(i) Smooth (or differential) manifolds. These are comparatively 
familiar mathematical objects: they are Hausdorff topological spaces 
with additional structure which can be specified by an atlas of local 
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^ordinate systems (homeomorphisms of open sets in the manifold onto 
pen sets in Euclidean space) in which transformations between 
ifferent coordinate systems are always given by smooth (i. e, C00). 
inctions. Here we will only consider compact manifolds. 

(ii) PL (or piecewise linear, or combinatorial) manifolds. These are 
rfined analogously, with the modification that coordinate trans-
>rmations must now be piecewise linear—i.e. linear on each simplex 
>r some locally finite decomposition in simplices of the open set in 
nest ion. 

(iii) Topological manifolds', here no restriction is made on the coor-
inate transformations beyond their being homeomorphisms. 

(iv) It is also convenient to have a homotopy-theoretic analogue 
I the above. The clue here is provided by the Poincarê duality theo-
Ш1, which holds for all manifolds. We define a Poincarê complex 
) be a CW complex which satisfies a suitably strong form of the 
oincaré duality theorem (the detailed definition is somewhat techni-
il; see Wall [1] or [2]). 

A manifold of any of these types determines one of each subsequent 
фе, in an essentially unique manner: 

(i)->-(ii) by smooth triangulation (due to Whitehead [1], see 
also Munkres [1]), 

(ii) ->• (iii) by just ignoring the PL-structure, 
(iii) ->- (iv) by ignoring all but the homotopy type of our manifold 

his step ignores the local nice properties of a manifold to concen-
ate on the global structure). The problem I want to discuss is that öf 
)ing in the opposite direction — i.e. imposing stronger structures. 
irst, we must construct invariants of the various types of structure. 

(i). As is well-known from differentialYeometry, a smooth îrani-
>ld has tangent vectors, which are assembled in a vector bundle ever Мъ 
îe tangent bundle. We can describe this by saying that the vectors. 
hich form the fibre over a point P £ M correspond diffeömorphically 
>y the exponential map) with a neighbourhood of P in M,. This bund-
: has structure group the orthogonal group, Om, and her ce is classi-
ed by a (homotopy class of) maps from M to the classifying space,, 
0m (see e. g. Milnor [1]). 

(ii) and (iii). At the last international congress, J. Milnor introduced 
îe theory of microbundles, which gives analogous results' in cases 
i) and (iii) (Milnor [4], see also [3], [5]). There are several refinements 
id variants of his original definition (see Kister [1], Mazur [2], [3], 
irsch [1] and Kuiper gnd Lashof [1]): I choose the simplest, a bundle 
ith fibre a Euclidean space of dimension m, and structure group 
iown as PLm or Topm in the two cases: to be thought of as a group of 
)meomorphisms leaving the origin fixed. (The former has to be defi
ed as a semi-simplicial group.) It is shown in the papers cited that 

29* 
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tangent bundles exist and are unique. Milnor also obtained corres
ponding spaces BPLm, BTopm, maps into which classify such bundles. 

(iv). It has been shown recently by Spivak [1] that an analogous 
theory exists for this case also. The appropriate objects turn out to 
be fibre spaces (not bundles) 

1" 
M 

in which 2 has the homotopy type of a sphere of some (usually large) 
dimension. Such fibrations are called spherical. The stable normal 
iibration of a Poincarê complex M is characterised by the requirement 
that its Thorn space (the mapping cone of эт) be reducible. It turns out 
also that given two such fibrations, and supposing (as we may, by 
suspension) that the fibres are homotopy equivalent to spheres of the 
same dimension k — 1, and that ft : Sm+%-+ M[}*tfiEi (i = 1, 2) 
have degree 1, then there exists a fibre homotopy equivalence (unique 
up to fibre homotopy) of щ on я 2 which carries Д to /2- This result will 
be important below: it reduces complicated problems about homotopy 
groups of Thorn spaces, which arose in the pioneering work of Novikov 
[1], to much simpler questions concerning equivalence of fibrations. 

Instead of a structure group for spherical fibrations, one has a 
structure monoid Gh, the space of homotopy equivalences of Sk~l on 
itself; it too possesses a classifying space BGk (Dold and Lashof [1], 
Stasheff [1].) 

The next important remark is as follows: there exist maps 

BOm -> BPLm ~> BTopm -> BGm 

corresponding to natural transformations of bundle functors. Thus an 
m-vector bundle over a simplicial complex X is classified by a map 
X-+-BOm; we form the composite X-+ B0m-+ BPLm, and this 
induces a PL-bundle over X, which "triangulates" the vector bundle 
(see Lashof and Rothenberg [1], also Hirsch and Mazur [1]). Similarly 
BPLm -*- BTopm corresponds to forgetting the PL-structure: this is 
essentially due to Milnor [3, 4]. Finally given a bundle with fibre Rw, 
by removing the section corresponding to 0 we change the fibre 
to Rn — 0, with the homotopy type of Sm~x, and thus obtain a sphe
rical fibration. 

We have described these transformations in geometrical terms: 
it is now not difficult to see that if we take a smooth triangulation 
of a smooth manifold M, its tangent PL-bundle is given by triangula
ting the tangent vector bundle of M (proof in Lashof and Rothenberg 
[1]). Even more clearly,the tangent bundleof a PL-manifold is unchan
ged (as a bundle) by regarding the manifold as a topological mani-
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'old. The final step to BGm is more complicated as we have only defi
led a normal bundle for that situation: it is an open problem whether 
me can characterise a tangent spherical f ibration £ for a Poincarê com-
э1ех X, e. g. by requiring a map of degree 1 from X X X to the Thom 
jpace of g to satisfy some natural extra conditions. (With some restric
tions on X, this has been solved by W. Sutherland.) 

For this and other reasons, we now stabilise. On increasing m 
)y 1 we obtain a commutative diagram 

B0m -> BPLm -> BTopm -> BGm 

ßOm+1 ~> BPLm+i ~*BTopm+i -> BGm+1; 
Ne denote the direct limit as m ->- oo by 

BO -> BPL -> BTop -> BG. 
Then the tangent bundle of a manifold M induces a map A4 -*• В Top -*-
•> 5G which is homotopic to that induced by an inverse to the stable 
lormal fibration of M regarded as Poincarê complex. This follows from 
ïpivak's work, and is also closely related to the earlier paper of Mil-
юг and Spanier [1]. 

The following may be regarded as the fundamental question in the 
subject. 

P r o b l e m . Suppose given a manifold of one of our four types, 
ind a reduction of the structural group of its stable tangent bundle 
о an earlier type: does the manifold similarly admit extra structure? 
Vnd is this extra structure unique up to some natural equivalence 
elation? We can reformulate this using the classifying spaces above. 
7ov example: suppose Mm to be a topological manifold, with stable 
angent bundle classified by x : A4-*- BTop. Suppose given a map 
: M -+• BO, and a homotopy of the composite map M J> BO—> BTop 

;o т. Then can M be given a corresponding différentiable structure? 
s this unique up to equivalence? (Note the explicit homotopy: this 
s an important part of the data.) 

Before we go on to consider answers to this problem, I will mention 
юте generalisations which can be treated by similar methods, but 
letailed consideration of which is outside the scope of this talk. First, 
ve may consider manifolds M with boundary дМ (M still compact): 
or case (iv) we insist that dM be a Poincarê complex, and that the 
ZW pair (714, dM) satisfy the Lefschetz duality theorem. We do not 
nclude the noncompact case, which can also be formulated, but pro-
)ably not yet in the right form, and seems (except for the transition 
i)-*(ii)) to be apreciably harder. Next, we might consider submani-
olds of a fixed larger manifold: e.g. the problem of smoothing 
DL-submanifolds of a smooth manifold. The normal bundle plays a 
lominant role here. For a discussion of the case(i) ->• (iv) с f. the talk 
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immediately preceding this one (W. Browder [2]) and for the case 
(i) ->- (ii) compare the talk of A. Haefliger [1] at this congress, as also 
recent work of Morlet [1] and Rourke and Sanderson [1]. Finally, one 
can also classify automorphisms instead of objects, and even investi
gate the homotopy type of groups of homeomorphisms or spaces oi 
embeddings. This problem is complicated by technical considerations 
of concordance and isotopy: see the talk of Cerf [1] at this congress, 
also a recent paper of Hudson [1]. 

We return to our own problem: the answer depends, not surprisingly, 
on the case investigated. The result is simplest for the case (i) -> (ii): 
the problem of smoothing PL-manifolds. This was discussed in M. W. 
Hirsch's talk [3] (following Hirsch and Mazur [1]): the answer to our 
problem is yes. Furthermore, equivalence classes of smoothings of the 
PL-manifold M correspond bijectively to homotopy classes of homo
topy factorisations 

M 
/ \ 

BO-> BPL. 

We next consider the case (ii) ->- (iv): the problem here is to cha
racterise the homotopy types of PL-manifolds. It is tackled as follows. 
We are given a Poincarê complex X, and a homotopy factorisation 
of the classifying map of its Spivak fibration 

X 
/ \ 

BPL-+BG; 

or equivalently, a PL-bundle v over X, and a fibre homotopy equi
valence with the Spivak fibration; or equivalently again, the PL-bun
dle v, and a homotopy class of maps of degree 1 from a sphere to its 
Thorn space. A transversality argument due essentially to William
son [1] and Browder [1] now shows that we can find at least a closed 
PL-manifold M, and a map cp: M -*• X of degree 1 such that cp*v 
is the stable normal bundle of M. Indeed, our data determine a bordism 
class of such maps (M, cp): we seek an (MQ, cp0) in this class with cp0 
a homotopy equivalence, and also want to know about uniqueness 
of M0 when it exists. The problem is now amenable to the method of 
surgery (initiated by Milnor [2] and first applied to this situation by 
Novikov [1]). 

For technical convenience, it is more convenient to replace (iv) 
by a new class (iv)' of finite Poincarê complexes (the definition, even 
more technical, involves Whitehead's theory of simple homotopy 
types, for which see Whitehead [2]). This is related to the other clas-
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ies of "manifolds" by functors 

У У 

(iv)'->(iv). 

An outstanding problem is whether one can define a transformation 
)f structures in the direction (iii) —>(iv)'; this contains the problem 
vhether a compact manifold has the homotopy type of a finite com-
)lex, also that of topological invariance of simple homotopy type,) 
The map (iv)' ->• (iv) is related to the projective class group and the 
Whitehead group of the fundamental group щ (X) of the Poincarê 
complex X. We define w to be the homomorphism w : nt (X) ->• {± 1} 
vhich takes the value —1 on orientation-reversing loops. Then surgery 
eads to the following result. 

T h e o r e m . There exist functors Lm depending only on the integer 
n modulo 4, and defining abelian groups Lm (щ (X), w). Given a bordism 
ûass of maps (M, cp) of degree 1, as above, withm>5, there is an ob-
truction in Lm(Ki (X), aJ) to the existence of an element (M0, cp0) of 
t with фо a simple homotopy equivalence, and an obstruction in 
-m+i (^i (X)>w) to its uniqueness, when it exists. 

We can formulate this as an exact sequence (of based sets), which 
#n be extended in one direction 

.. —>Lm + 1 (щ(X), w) —>PL-homeomorphism classes of(M0, Фо)—> 

—»Bordism classes of (M, q>)—>Lm(7ti(X), w). 

Example 1 : X = Sm. Thetransversality argument mentioned abo-
/e allows an easy proof that the bordism classes form the group 
t m (G, PL). A result of Smale [1] shows that the PL-homeomorphism 
ilass is unique. The sequence (continued to the left) then provides an 
somorphism 

n m ( G , P L ) - > L m ( l ) 

'or m > 5 (in fact this holds for m> 1 except for m = 4, when the 
mage has index 2). The group Lm (1) can be computed algebraically 
'see also Kervaire and Milnor [1], Levine[l], where it is called P m ) : it 
s trivial for m odd, infinite cyclic for m E= 0 (mod 4), and cyclic 
)f order 2 for m = 2 (mod 4). 

Example 2 : X = Sm X S1. A similar argument can be used here, 
ising results of Browder and Levine [1]. One finds that in the orien
table case, Lm (Z) ^ [Sm- 1\/Sm : G/PL] (m>6). Similarly, using the 
lontrivial bundle over S1 with fibre «Sm, in the nonorientable case, 
lm (Z) ~ [Sm-*\Jze

m : GIPL] (m>6). 
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There are analogous results also for bounded manifolds, and in 
one important case, the corresponding result is simpler. Suppose (Y, X) 
a Poincarê pair, with X and Y connected, and such that inclusion 
induces an isomorphism of щ (X) on щ (Y). Then the group corres
ponding to Lm vanishes: provided m>6, the corresponding M0 exists 
and is unique. (So the answer to our problem is yes in this case also.) 

Armed with this, we can give a complete answer in the closed, 
simply-connected case. Given a closed PL-manifold M, we write M" 
for the manifold obtained by deleting the interior of an embedded 
disc D ". One can invent a corresponding decomposition X = 
= X'l}fe

m for the case of Poincarê complexes: if m ф2, it is essen
tially unique (see Wall [2]). Now suppose the Spivak fibration for X" 
reduced to a PL-bundle: 

X' 
/ \ 

BPL->BG. 

As (X', S'71-1) is a Poincarê pair, and both are simply connected, we 
get a unique corresponding manifold M' (m>6): moreover, dM" 
is homotopy equivalent to S"1"1, hence is PL-homeomorphic to it. We 
then attach a disc Dm along Sm~l (this process is unique) to give a clos
ed PL-manifold M. Thus in the closed, simply-connected case the 
answer to our problem is: yes, provided we consider reductions over X'' 
instead of ones for all of X. Our proof assumed m > 6: the result holds 
also for m = 5 and (trivially) for /n<2. In dimension 3, X is homoto
py unique and S3 proves existence: uniqueness is equivalent to the 
Poincarê conjecture. The statement given above is due to D. Sulli
van [Ï]. 

In the non-simply-connected case, the results are more complica
ted. Let me cite by way of example that there are infinitely many 
PL-manifolds homotopy equivalent to P7 (R), all corresponding to 
the same reduction from G to PL, but no two homeomorphic. This 
comes from the fact that L8 (Z2) = Z © Z (orientable case). We 
can describe explicitly an invariant that distinguishes our manifolds 
Q: note first that both they and their double covers are rational homo
logy spheres, so if dW = QU Q' (W orientable) we can speak unambi
guously of the signature of W. Now it is easy to show that for any of 
our manifolds, say Q7, we can find dW = Qi — P7 (R) with W orien
ted, of signature 0, and jtt (Q) ^ п± (W) e* n t (P7 (R)) by inclusion. 
The required invariant of Q is then the signature of the double cover 
of W. 

Sullivan has used the methods of surgery to gain insight into the 
homotopy type of the quotient space G/PL. We have already seen how 
to calculate its homotopy groups. Now suppose given a closed, 1-con
nected PL-manifold M, and homotopy class of maps f: M -*• G/PL. 
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Now the tangent bundle of M is classified by a map x : M ->• BPL. 
Also, we have a principal fibration 

GIPL-+BPL 
1 

BG: 

multiplication is induced by Whitney sum of bundles (see e. g, Lashof 
and Rothenberg [1]). Thus we can operate fibrewise on x by f, obtain
ing a new map f»x : M ->- BPL whose projection on BG is the same 
as that of x. Proceeding as above, we then reach a surgery obstruction 
in Lm (1). This gives a retraction of the oriented PL-bordism group 

Q^(G/PL)->îtm(G/PL). 

In the case m •= 4& + 2 we need not suppose M 1-connected or even 
oriented, and can work with the unoriented bordism group. From these 
retractions, Sullivan deduces that all fe-invariants of G/PL vanish mod 2 
(though not modulo the class of finite groups of odd order: the first 
fc-invariant already has order 2). Equivalently, there is a map 

G/PI —П* > 0 *(2» . 4Ä + 2) 

inducing epimorphisms of homotopy groups. A slightly stronger result 
can in fact be obtained. 

Work currently in progress is aimed at studying the behaviour of 
odd primes: it is conjectured that, modulo finite 2-groups, G/PL has 
the homotopy type of BO (though, of course, the natural maps G/PL 
-> BPL 4- BO do not correspond «to a homotopy equivalence modulo 
2-groups). 

We come finally to the case (iii) of topological manifolds. Some 
information may be gathered here by observing that (iii) lies between 
(ii) and (iv) (but not—at present—(iv)')- In addition to this, we have" 
Novikov's recent proof [2] of topological invariance of rational Pontrja-
gin classes. It is easy deduction from this that if M is compact, the 
kernel of the homomorphism 

[M: BPL]->[M: BTop] 

is finite. We can sharpen the method to prove that for any n, 
Kn (G, PL)-+nn(G, Top) is a split monomorphism. What does this tell 
us about our problem? Unfortunately, it gives no method (and I know 
none) for constructing topological manifolds (other than PL ones), 
эг for proving given topological manifolds homeomorphic. Newman's 
recent soJution [1] of the Poincarê conjecture for topological manifolds is -
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a pointer in this direction, however. Thus we must abandon the case 
(iii) -*• (iv) of our problem. 

For the case (ii) ->(iii), one can obtain "stable" theorems by using 
the results of Milnor: see Mazur [2, 3] and Hirsch [2]. Thus, given 
a (not necessarily compact) topological manifold M, and a homotopy 
factorisation 

M 

â- v 
BPL^BTop 

then for some n, M X Rn admits a PL-structure, and two such (both 
inducing the above factorisation) determine equivalent PL-structures 
on M X Rn+n' for large enough /i\ More interesting, however, are the 
recent "unstable" theorems of Sullivan and Wagoner. These concern 
only the uniqueness (Hauptvermutung) problem, and not the existence 
(Triangulation). Suppose given a homeomorpliism h of compact 
PL-manifolds M and M!. Then we have a homotopy equivalence, and 
the two reductions of structural group from G to PL are equivalent 
in Top. Assume 

(A) The structural groups are already equivalent in PL. Then we 
can apply the method of surgery to attempt to prove the manifolds 
PL-homeomorphic (by constructing an s-cobordism, and applying the 
>cobordism theorem (Mazur [1], Kervaire [ 1])). We need to assume that 
A is a simple homotopy equivalence M -*• Mh\ also (in the bounded 
case) дМ-+дМ*. If also 

(B) Surgery can be performed, it follows that M and M* are 
PL-homeomorphic, as desired. 

It follows from the discussion above that (B) is all right in the clo
sed, simply-connected case, or if nA (dM) s* 3t4 (M) by inclusion, or 
in certain other cases (e.g. closed, nonorientable, odd-dimensional, 
with fundamental group of order 2). This assumes that the dimension 
of the manifold M (and, if dM is nonempty, of dM) exceeds 4: if 
dim Л4<3 the Hauptvermutung and triangulation have also been 
proved, without further assumptions, by Moise [1] and Birig [1]. 

For (A) we encounter obstructions Qt in Я* (M; nt (G, PL)). For 
i = 0 (mod 4), their image in rational cohomology can be identified 
with the difference of the rational Pontrjagin classes (or rather, 
L-classes) of M andAf. By Novikov's result, this difference is zero. 
Thus 04ft is a torsion element. Next consider 04Ä+2 which, by the result 
on fe-invariants of G/PL, is a well-defined obstruction. If all lower 8* 
vanish, this is annihilated by the homomorphism induced by G/PL -> 
-+ G/Top; on the other hand, we have seen that this homomorphism 
is injective. Thus (A) can be justified on the sole assumption that for 
all k, Нф (M; Z) is torsion free. I believe that the best known result 
(due, again, to Sullivan) is slightly stronger—but in any case, the 
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main obstacles to further progress are now presented by the White
head group (simple homotopy equivalence) and by the surgery obstruc
tions. 
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MORSE THEORIE AUF DEM RAUM 
DER GESCHLOSSENEN KURVEN 

WILHELM.KLJ NG EN В E RG 

1. Sei X ein bogenweise zusammenhängender topologischer Raum. 
Dann ist diesem Raum zugeordnet ein Raum Л (X) von parametrisier-
ten geschlossenen Kurven, etwa, indem man die Menge der stetigen 
Abbildungen/: S1-+X des mit [0, l]/{0, 1} parametrisierten Krei
ses S1 in dem Raum X mit der kompakt offenen Topologie versieht. 
Die natürliche Operation von 0(2) auf S1 induziert eine stetige 
Operation auf Л (X), den Quotientenraum П (X) wird man als Raum 
der unparametrisierten geschlossenen Kurven von X bezeichnen. 

Indem man einem f =(f(t)), 0 < £ < 1 , aus Л (X) den Punkt 
/(0) =f(l) in X zuordnet, erhält man eine Serre Faserung von 
Л (X) über X mit Q (X), dem Schleifenraum, als Faser. Diese Bemer
kung hat Шварц [7] benutzt, um die Homologie von A'(X) mit der 
Metnode der spektralen Sequenzen zu untersuchen. Die Homologie 
von П (X) läßt sich dann mit den Hilfsmitteln der kompakten Trans
formationsgruppen studieren. 

Wenn X speziell eine kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit 
M ist, dann läßt sich zu M ein ebenfalls mit Л (M) bezeichneter Raum 
von parametrisierten geschlossenen Kurven erklären, der die Struk
tur einer Hilbert-Mannigfaltigkeit trägt—wir verwenden wieder die 
Bezeichnung Л (M), da die beiden Räume denselben Homotopietyp 
haben. Eine Riemannsche Metrik auf M gibt Anlaß zu einer Riemann-
schen Metrik auf Л (M) und zu einer differenzierbaren Funktion, 
für welche die Voraussetzungen der von Palais [5] und Smale [6] 
entwickelten Übertragung der Theorie von Morse auf Hilbert-Mannig-
faltigkeiten gelten. Damit haben wir also ein weiteres Hilfsmittel an 
der Hand, die Homologie von Л (M) und П (M) zu studieren. Um 
seine Durchschlagskraft zu demonstrieren, bestimmen wir die bislang 
nicht bekannte Z2-Homologie des Raumes П (Sn), mit dem sich schon 
Morse [4] und Bott [1] befaßt haben. Mit derselben Methode läßt 
sich auch die Homologie von Л (P) und П (P) bestimmen, wenn P ein 
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projektiver Raum über den reellen oder komplexen Zahlen oder über 
den Quaternionen oder Cayleyschen Zahlen ist. 

2. Sei also jetzt M eine kompakte differenzierbare Mannigfaltig
keit. Unter Л (M) verstehen wir den Raum der absolut stetigen Abbil
dungen /: S1 -*• M, welche in lokalen Koordinaten quadrat-integrier-
bare erste Ableitungen besitzen. Die auf diesem Raum mit Hilfe von 
lokalen Koordinaten erklärte 1-Norm bestimmt auf A (M) die Struk
tur einer Hilbert-Mannigfaltigkeit, vgl. Palais [5]. П (M) erklären wir 
wie eingangs als Quotientenraum Л (M)/0 (2) bezüglich der natürli
chen Operation von О (2) auf Л (M), я : Л ->- П bezeichne die Projek
tionsabbildung. 

Offenbar hängen der Homotop ietyp von Л (M) und П (M) nur 
ab vom Homotop ietyp von M. 

Sei jetzt auf M eine Riemannsche Metrik, ( , >, gegeben. Diese 
liefert auf Л (M) eine Riemannsche Metrik, ( ( , > > , wie folgt: 

i 

. ((X, X » = \ ((X(t), X(t)) + (DX(t)/dt, DX(t)ldt)dt, 
о 

wobei X =(X(t)), 0 < * < 1 , ein Tangentialvektor an A(M) ist, 
das heißt, ein absolut stetiges Vektorfeld längs eines / = (/ (t)), 
0<£<1 , aus Л (M) mit quadrat-integrierbaren ersten Ableitun
gen. D/dt ist die kovariante Ableitung. 

Man zeigt, daß Л (M) mit dieser Metrik vollständig ist. 
Ferner liefert (,) eine differenzierbare Funktion E: Л (M) -*• R, 

das sogenannte Energieintegral: 
г 

E(f) = ̂ \ <^(0/Л. df(t)ldt)dt. 

Für das zugehörige negative Gradientenfeld —grad E gilt dann die 
Bedingung (C) von Palais [5] und Smale [6], unter welcher sich die 
Theorie von Morse übertragen läßt auf Hilbert-Mannigfaltigkeiten. 

Für ein c>0 setzen wir E'1 ([0, cl) = Ac und E'1 ([0, c[) = Ac~. 
Für alle t>0 sind die Integralkurven des Vektorfeldes —grad E 
erklärt. Wir erhalten eine Halbgruppe von Deformationen cp* : Л ->- Л, 
t>0, indem wir einem / denjenigen Punkt zuordnen, den die in f 
mit t = 0 beginnende Integralkurve zur Zeit t erreicht hat. Da E und 
(,) mit der Operation von О (2) verträglich sind, wird durch О (2) 
das Feld —grad E in sich transformiert. Die Deformationen cp* sind 
also verträglich mit der Operation von О (2) und sie induzieren 
daher eine Halbgruppe von Deformationen^: П-^П, t>0, des 
Raumes der unparametrisierten Kurven. 

Beachte, daß <p* und i|̂  Zi-vermindernde Deformationen sind, 
welche kanonisch definiert sind und nicht von irgendwelchen Hilfskon-
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struktionen, wie etwa Unterteilungen der /, abhängen — sehr zum 
Unterschied von der bisherigen Methode, JÇ-vermindernde Deformatio
nen auf Kurvenräumen zu erklären. 

3. Ein Element / £ Л (M) heißt kritisch, wenn grad E (f) = 0. 
Mit einem Argument der klassischen Variationsrechnung zeigt man, 
daß f genau dann kritisch ist, wenn es eine geschlossene Geodätische 
ist, mit Parameter proportional zur Bogenlänge. 

Insbesondere sind die konstanten Abbildungen f : S1 ->- M kri
tische Punkte. Wir nennen diese auch die trivialen kritischen Punkte. 
Sie bilden eine nicht-entartete kritische Untermannigfaltigkeit A°(M) = 
= E'1 (0) vom Index 0 in Л (M), im Sinne von Bott [1], welche natür
lich isomorph ist zu M. 

Wenn f kritisch ist, so ist auch der Orbit von f unter О (2) kritisch. 
f heißt nicht-entartet, wenn sein Orbit eine nicht-entartete kritische 
Untermannigfaltigkeit im Sinne von Bott [1] ist. 

Für jedes / £ Л ist die Isotropiegruppe erklärt als diejenige Unter
gruppe von О (2), die auf / als Identität operiert. Wenn die Isotropie
gruppe von /die zyklischeUntegruppe Zq der Ordnung q von SO (2) 
ist, dann nennen wir f eine Kurve der Multiplizität q. Kurven der 
Multiplizität 1 nennen wir auch einfach. Falls f =(f (t)) die Multipli
zität q hat, dann ist auch (/ (tlq)) ein Element von Л, die sogenannte f 
unterliegeride einfache Kurve. 

4. Sei f eine nicht-entartete geschlossene Geodätische, sei F 
sein Orbit und sei g = я (/) = я (F) die zugehörige unparametrisierte 
geschlossene Geodätische. Dann ist E (f) —c positiv. Sei q die Multi
plizität von /. F ist dann isolierte kritische Untermannigfaltigkeit, 
und es gibt eine unter О (2) invariante offene Umgebung U = U (F) 
von F, deren Kurven ausschließlich eine Multiplizität cf haben, 
wo qr q teilt. Wir können sogar annehmen, daß U ein Hilbert Dis
kus-Bündel über F ist. 

Der Index } von f bzw. F ist die Dimension des von den zu nega
tiven Eigenwerten der Indexform (eingeschränkt auf den Normalen
raum von F) gehörigen Eigenvektoren aufgespannten Raumes. Diese 
Eigenvektoren bilden das sogenannte negcdive Bündel über F. Durch 
die Exponentialabbildung ist ein Diskus-Bündel D' (F) dieses nega
tiven Bündels in natürlicher Weise mit einem /-dimensionalen Diskus-
Unterbündel des Hilbert Diskus-Bündels U (F) über F identifi
ziert. 

Setze U(F) — F=:U0 (F) und D> (F) — F = D) (F). Wie in 
der klassischen Morse Theorie zeigt man, daß U (F) sich äquiva-
riant (d. h., auf mit der Operation von О (2) verträgliche Weise) 
auf U (F)c = U (F)[)AC deformieren läßt und daß sich (U (F)c, 
UQ (F)C) äquivariant auf (Dj (F), Dl (F)) deformieren läßt. 
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Unter der Projektion я liefert dies eine Deformation von V (g) = 
= n(U(F)) auf V(gY =n(U(F)c) und von (V (g)c, V0(g)c) auf 

{KD'(F),nDi(F)) 
Wir wollen nD3 (F) bestimmen. Dazu faktorisieren wir я \D3 (F) 

wie folgt: 

D> {F) Л D3 (F)IZq •** D3 (g)IZq. 

Das heißt, wir dividieren zunächst durch die Operation der Isotropie-
.gruppe Zq und dann durch die induzierte Projektion. Der Quotient 
Dj (F)/Zq bedeutet, daß wir das Dj-Bündel D3 (F) durch die Opera
tion der Isotropiegruppe Zq auf den Fasern Dj dividieren. Der zweite 
•Quotient ist eine triviale Faserung, mit О (2)/Zq, isomorph О (2), 
als Faser, я (D5 (F)/Zq) = D3 (g)/Zq ist also isomorph dem Quotienten 
D3IZq einer Faser D3' von D3 (F) nach Zq. 

Wir erkennen auf diese Weise, wie zuerst von Шварц [7] bemerkt 
wurde, daß für die relative Homologie H* (V (g), V (g)c~) = 
= Я* (D3 (g)/Zq, Dl (g)/Z4) die Operation der Isotropiegruppe Zq auf 
dem "negativen" Diskus D3 in Betracht zu ziehen ist. Man findet für 
•die Homologiegruppe mit Z2-Koeffizienten damit folgendes (vgl. 
Шварц [7]): 

Falls q ungerade, so Ht (V (g), V (g)c~) = Z2 fur i = j, und 
= 0 sonst. 

Falls q = 24q± gerade, mit q^ ungerade, so Нг (V (g), V (g)c~) = Z2 
für i (qi) + 2 < t < / , und = 0 sonst. Hierbei ist i(q^)der Index 
der qi-fachen Überlagerung der g unterliegenden einfachen Geodätischen. 

5. Die Morse Theorie stellt eine Beziehung her zwischen der 
Homologie von Л (M) und П (M) einerseits und den geschlossenen 
Geodätischen g und ihren Typenzahlen (d. h., lokalen, relativen Homo
logiegruppen Hi (V (g), V (g)c~)) andererseits. Insbesondere kann 
man aus der Homologie von Л (M) und П (M) auf die Existenz einfa
cher geschlossener Geodätischer schließen, vgl. dazu [31. 

Wir wollen hier umgekehrt aus den Eigenschaften der geschlosse
nen Geodätischen Information über die Homologie von Л (M) und 
insbesondere von П (M) gewinnen. Die Schwierigkeit hierbei ist, 
daß die geschlossenen Geodätischen und ihre Typenzahlen in hohem 
Maße abhängen von der Wahl der Metrik (,) auf M, -während dei 
Homologietyp von Л (M) und П (M) ja nur abhängen vom Homoto-
p ietyp von M. 

Falls es jedoch in der Homo top ieklasse von M eine Mannigfal
tigkeit mit einer augezeichneten Metrik gibt, wie etwa wenn M ir 
der Homotop ieklasse einer Sphäre oder eines allgemeineren symmetri-
.sehen Raumes liegt, dann kann man erwarten, mit Hilfe der Morse 
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'heorie Information über die Homologie von Л (M) und П (M) gewin-
Len zu können. 

6. Wir wollen dieses am Beispiel der Sphäre zeigen. Es sei also 
atzt M = Sn, mit der Metrik konstanter Krümmung К = 2я2. 
ifir beschränken uns auf die Z2-Homologie. 

Die nicht-trivialen kritischen Punkte auf Л = Л (Sn) sind die 
-fach durchlaufenen parametrisierten Großkreise. Das Energieintegral 
Ines solchen Großkreises ist q2. Die q-fach durchlaufenen parametri-
lerten Großkreise bilden eine kritische Untermannigfaltigkeit Fq, welche 
vmorph ist zur Stiefel-Mannigfaltigkeit V (2, /i — 1) der orthonormalen 
-Beine im /?n + 1 . 

Das Bild Gq = я (Fq) in П = II(Sn), also die q-fach durchlaufenen 
nparametrisierten Großkreise, ist isomorph zur Grassmann-Mannigfal-
gkeit G (2, n — 1) der 2-Ebenen im R71*1. 

Ober G (2, n — 1) haben wir einerseits das kanonische (n — 1)-Vek-
эггаит-Bündel Ç*1-1 und ferner das Tangentialbundel x2n~2. Die 
urch я: V (2, n — 1) -»- G (2, n — 1) über V (2, n — 1) induzierten 
Bündel bezeichnen wir mit т]71-1 bzw. o 2 n - 2 . 

Wir bemerken, daß er2*-2 eine komplexe Struktur trägt,' d.h., 
ie Strukturgruppe О (2n — 2) kann auf U (n — 1) reduziert werden. 
dasselbe trifft zu für die 2-fache Oberlagerung G (2, n — 1) von 
1 (2, n — 1), also für die orientierte Grassmann-Mannigfaltigkeit, 
s folgt, daß die Strukturgruppe von G (2, n — 1) reduziert werden 
ann auf die Erweiterung der Ordnung 2, Ü (n — 1), von U (n — 1) 
lit dem Element, welches den Obergang zum Konjugiert-Komplexen 
eschreibt. 

Die kritische Untermannigfaltigkeit Fq der q-fach durchlaufenen 
arametrisierten Großkreise ist nicht-entartet. Das negative Bündel 
her Fq =V (2, n — 1) ist gegeben durch 

,) Л""1» für q=U 
YjTi-l 0 a2u-2 0 . . . 0 (X2n-2, für q>\. 

v , - — ' 
(g— 1) Summanden 

s folgt, daß 

H*(Aq2(Sn), Aq\sn)) = H*-i2q-i)(n-i)(V(2, n-1)). 

Ferner gilt: 
Die Inklusion Ac (Sn) ->• Л (Sn) induziert einen injektiven Homo-

torphismus. 
0-1220 
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Damit folgt: 

# * (Л (Sn), Л° (Sn)) ist die direkte Summe, über alle ? > 1 von 
ff.-(ag-o fo-U (V (2, n - 1)). Vgl. Bott [1]. 

B e m e r k u n g : Wenn wir die Serre Faserung Q (Sn) ->- A (Sn)->-
-> Sn betrachten, ist die zugehörige spektrale Sequenz trivial, und 
es gilt sogar multiplikativ Я* (Л (Sn)) = # * (Sn) <g> # * (Q (Sn)), 
vgl. Шварц [7]. 

Um das Bild des negativen Bündels (*) über Fq unter я zu bestim
men, müssen wir, wie schon in 4. bei der Bestimmung von DJ (F), 
untersuchen, wie die Isotropiegruppe Zq auf den Fasern des Bündels 
operiert. Es stellt sich heraus, daß diese wie die Identität auf тр-1 

operiert und wie die Multiplikation mit ß2rtiP/g auf dem p-ten Sum
manden er2«-2 von (*), l</?<<7— 1. Dabei benutzen wir, daß 
das Zentrum der Strukturgruppe U (n — 1) von o2n~2 gleich 
U(\) ist. 

Wir bezeichnen den Quotienten 'von o2v-2 nach dieser Operation 
von Zq mit G2n~2fZq. Wir lassen hierauf die induzierte Projektion я 

P 

wirken, d.h., wir bilden den Quotienten nach О (2)/Zq. 
Diese Gruppe wirkt effektiv auf o2n~2/Zq, das Bild %2ri-2IZq 

p P 

ist also die Basis einer Faserung von o2n-2/Zq mit Faser О (2)1 Zq, 
P 

isomorph zu О (2). Diese Operationen sind verträglich mit der Fase
rung o2^2-^Fq, wir erhalten also das kommutative Diagramm 

a2«-2 _l a2»-2IZq ±> %2»-2/Zq 
P P 

V V V 

rq —» rq • > üq 

%2n~2/Zq ist das Bündel über Gq =G (2, n — 1), das aus dem 
p 

Tangentialbündel т2п~2 durch Quotientenbildung mit der Operation 
(Multiplikation mit e2rti*Vg) von Zq auf der Faser entsteht. 

Wir finden also: Das "negative" Bündel über dem Raum Gq = 
= G (2, n — 1) der q-fach durchlaufenen unparametrisierten Großkreise 
ist gegeben durch: 

(**) £n~1 ' für q=\> 
p - i 0 T 2 » - 2 © . . . ®%2«-2/Zq, für q> 1, 

wobei Zq auf dem p-ten Summanden t2'1-2 durch Multiplikation 
mit e2niPtt operiert. 
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Die relative Kohomologie Я* (IF* (Sn), IF 2 " (Sn)) im kritischen 
liveau ф ist also durch die Kohomologie des Thom Raumes T (**) 
es negativen Bündels (**) über Gq — G (2, n — 1) gegeben. 

Für q = 1 findet man Я* (T^- 1) = и»-1 и Я* (G (2, n — 1)), 
gl. Morse [41, Bott [11. 

Für q > 1 ist die Kohomologie des Thom Raumes von (**) 
egeben durch 

^-1)(«-1)ия*(С(2,п-1)), 

alls q ungerade, und 

M(2w-l)(fl-l) + tt(2^-l)(fi-l)+3+ . щ ш _|_W<2<7-l)(n-l)) и Я * ( 0 ( 2 , Л — 1)), 

ills q = 2Qoqi gerade, q± ungerade. Hier ist dim и* = Л 
Es gilt nun wielderum: Die Inklusion (IIe (Sn) —> П (Sn) induziert 

inen injektiven Homomorphismus in der Homologie. 
Folglich haben wir: 
Die Zz-Homologie von U(Sn) mod Ti°(Sn) ist die direkte Summe, 

ber alle q>l> von Я* (П*2 (Svj, Ша"(5п)), wobei jeder dieser Sum-
landen gegeben ist durch die Homologie des Thom Raumes des nega-
Iven Bündels (**) über Gq è=G (2, n— 1), die oben beschrieben wurde. 

B e m e r k u n g : Damit ist ein ajtes Problem gelöst, das schon 
on Morse [4] und Bott [5] in Angriff genommen wurde, das aber, 
ne Шварц 1956 hier in Moskau bemerkte, von diesen Autoren nicht 
orrekt beantwortet wurde. 

7. Wir schließen mit der Bemerkung, daß sich mit genau derselben. 
Methode die Homologie von 

A(P(X)) und Tl(P(%)) 

lestimmen läßt, wenn P (X) ein proejktiver Raum ist über den reeller! 
Wahlen (K = 1), den komplexen Zahlen (% =2), den Quaternionen 
к = 4) oder den Cayleyschen Zahlen (X =8) . 

Man benutzt für diese symmetrischen Räume P (X) vom Range 1 
/iederum die Tatsache, daß bei der kanonischen Metrik die nichttri-
ialen kritischen Punkte von Л (P(X)) aus den <7-fach durchlaufenen 
jroßkreisen bestehen, und daß diese eine nicht-entartete kritische 
Mannigfaltigkeit Fq bilden, q = 1, 2, . . . . Großkreise von P (X) sind 
lie Großkreise auf den 1-dimensionalen projektiven Unterräumen, 
welche isometrisch zu den X-dimensionalen Sphären S* sind. 

30* 
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Das negative Bündel über F läßt sich wiederum explizit bestimmen, 
und die Inklusionen Ac (P (X)) ->- A (P (X)) und W(P(X))~* 
-+• TL (P (X)) induzieren wiederum einen injektiven Homomorphismus 
in der Homologie. 

Es wäre interessant zu untersuchen, ob diese Tatsachen sich auch 
auf allgemeinere symmetrische Räume übertragen. Die Dissertation 
von Eliasson [2], wo die geschlossenen Geodätischen auf der Grass
mann-Mannigfaltigkeit" G (2, n — 1) untersucht werden, scheint 
•darauf hinzudeuten, daß hier ein allgemeineres Prinzip herrscht, 

Mathematisches Institut der Universität Bonn, 
Bundesrepublik Deutschland 
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Алгебраическая геометрия и комплексные многообрази 

Algebraic geometry and complex manifolds 

Géométrie algébrique et variétés complexes 

Algebraische Geometrie und komplexe Mannigfaltigkeiten 

ON THE PROBLEM OF RESOLUTION 
OF SINGULARITIES 

S H. S H. A B H Y A N K A R 

1. The problem and its history 

The resolution problem asks if every irreducible projective algebra-
c variety, defined over some ground field, can be birationally trans-
ormed into a nonsingular one. The same question can also be raised 
n the arithmetical case, i.e., for varieties defined over the ring of ordi-
iary integers. To cover both these cases, the problem may be stated 
hus: 

Resolution problem. Given a function field К over a pseudogeomet-
ic Dedekind domain k, does there exist a nonsingular projective model 
»f К over k? 

Before giving the history of the problem, let us recall the défini-
ions of the terms used above. 

D e f i n i t i o n . By a pseudogeometric Dedekind domain we mean 
noetherian integral domain k such that: k is integrally closed in its 

[uotient field; every nonzero prime ideal in k is maximal; and the 
ritegral closure of k in any finite algebraic extension of the quotient 
leid of k is a finite ß-module. Note that every field is a pseudogeometric 
)edekind domain, and so is the ring of ordinary integers. By a func-
ion field over a noetherian integral domain fe we mean a finitely genera-
ed field extension /( of the quotient field of k; by a projective model 
f К over k we mean a set V of local rings for which there exists a finite 
lumber of nonzero elements xQ, . . ., xe in /C such that К is the quoti-
nt field of k [XJXQ, . . ., XJXQ] and V = V0 [j Vi\J. . . (J Ve where Vt 
i the set of all quotient rings of k [xQ/xt, . . ., хе1хг\ with respect to 
he various prime ideals in k [x0/xu . . ., xjxt]; we define dim V to 
e max (dim R) where dim R denotes the (Kjrull) dimension of the 

Deal ring R; V is said to be nonsingular if every element in V is a regu-
ir local ring. Given a function field /C over a pseudogeojnetric Dede-
ind domain k, let n" be the transcendence degree of К over the quoti-
nt field of k, and let n = rC or n* + 1 according as k is or is not 
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a field; п is called the (Kroneckerian) dimension of IÇ over k; note tha 
then dim V = n for every projective model V oï К over k. 

History. Let К be a function field over a pseudogeometric Dedekinc 
domain k, and let n be the dimension of К over k. The Resolution Prob 
lern has so far been settled affirmatively in the fol lowing cases : For /i = ! 
the solution is classical. For n = 2 and k = the field of complex 
numbers, after several geometric solutions by the Italians (such за 
Albanese, Levi, etc, see Chapter I of [20]), the first rigorous solutioi 
was given by Walker [19] in 1935. Walker's solution is function-theo 
retic and makes use of the local solution (i.e., solution of the local uni 
formization problem which is a localized version of the Resolutioi 
Problem) for n = 2 and k = the field of complex numbers given b} 
Jung [18] in 1908. Then, in 1939-1944, Zariski introduced the tooli 
of local algebra into algebraic geometry, and-thereby obtained [21 
23, 24] a solution of the Resolution Problem for /г<3 and k = a fiele 
of characteristic zero; at that time he also obtained [22] a local solu 
tion for n arbitrary and k = a field of characteristic zero. In 1956 
Abhyankar [4, 5, 9] gave a solution for n = 2 and k = a perfect fiele 
of nonzero characteristic. Finally, in 1964, Hironaka [17] settled th< 
Resolution Problem for n arbitrary and k = a field of characterise 
zero; Hironaka's solution is especially marked by a vigorous inductioi 
and by his ability to deal with several simultaneous equations. Recent 
ly, being prompted by Hironaka's outstanding work, I have extendec 
my 1956 method and thereby obtained [2, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16 
a solution of the Resolution Problem when (1) n =2 and kIP is perfec 
for every maximal ideal P in k, and also when (2) n = 3 and k = ai 
algebraically closed field of characteristic different from 2, 3, 5; not« 
that the main novelty of (1) is for the case of an arithmetical surface 
i.e., when n — 2 and k = the ring of ordinary integers. The chief rea 
son why, after ten years, I was able to make some progress is that, ii 
1963—1964, I had the precious opportunity to spend some six month 
in Zariski's neighborhood (not a Zariski neighborhood). Thus I woul< 
like to thank Zariski for the inspiration; and Hironaka for the incen 
tive. 

2. Embedded resolution and dominance 

Although the arithmetical case is genuinely interesting, in this lee 
ture, so as to fix ideas, I shall say nothing more about it. Hencefortl 
all varieties (and function fields) are assumed to be over an algebrai 
cally closed ground field k of characteristic p which may or may not b< 
zero. Having once stated the problem precisely, henceforth I shall speal 
quite informally. A common feature of most of the proofs cited abov< 
is that to prove resolution for dimension n one needs a stronger resul 
for dimension less than /г which includes at least the following: 
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Embedded resolution. Given a nonsingular projective algebraic 
/ariety W of dimension n $nd a hypersurface Я in W, there exists 
i composite monoidal transformation q: W -+ W such that the total 
ransforrn q~x (H) of Я on W has only normal crossings. 

Concerning the definitions of the terms used above I shall only say 
;his: Given any subvariety D of an irreducible algebraic variety W 
here exists a well-defined birational map q: W -*• W called the monoidal 
ransformation of W with center D; q is biregular on W — D; if W 
md D are nonsingular then so is " W ; if D is a point then q is called the 
luadratic transformation with center D. We shall only consider monoi-
lal transformations with nonsingular irreducible centers. If W is 
1 nonsingular variety and Wt -+• Wt-i -+• . . .-> Wi ->• W is a sequen
ce of monoidal transformations (with nonsingular irreducible centers) 
hen the resulting birational map Wt ->• W is called a composite mono-
dal transformation. By a hypersurface we mean a subvariety (which 
nay be reducible) of codimension one. A hypersurface Я in an n-di-
nensional nonsingular variety W is said to have a normal crossing at 
L point P 6 Я, if there exist regular parameters xir . . ., Xn on W 
t P such that, at P, H is defined by xx . . . x8 = 0 for some s</i; 
/ is said to have only normal crossings if Я has a normal crossing at 
ach of its points. 

Note that in the above formulation, Embedded Resolution for n 
ubsumes Resolution for n — 1. 

Usually, after Embedded Resolution for n and before Resolution 
эг n one proves the following: 

Dominance (or removal of points of indeterminacy). Given any 
wo nonsingular projective models W and W* of an /г-dimensional 
unction field, there exists a composite monoidal transformation 
V ->• W such that W dominates W*. 

The proof of Embedded Resolution and Dominance is quite easy 
эг n < 2 ; in the works cited in § 1, these two statements have been 
roved: for n = 3 and p = 0 by Zariski; for n = 3 and p =̂ =0 by 
Lbhyankar; and for n arbitrary and p = O.by Hironaka. Finally we 
iote that, as an application of Dominance, we now have the birational 
ivariance of the arithmetic genus of nonsingular projective algebraic 
arieties of dimension 3 (any p). 

3. Peculiarities of nonzero characteristic 
I shall now make various comments as to how the case p ф 0 differs 

rom the case p =0 and what are the possible ways to make up for 
his difference. 

(1). Algebraically speaking, the basic reason why the p = 0 proofs 
Df Zariski and Hironaka) fail for p ф0 is the BINOMIAL THEOREM' 
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to wit: Ci ф 0 if m щк 0 (p), but ct = 0 if m = 0 (p). More generally, 
let 

ф (Z) = Zw + Ф^»- 1 + . . . + Фт 

and make the translation 

W(Z) = 0(Z + Y) = Zm + WiZ»'~l + .. . + ^ m ; 

then what is the relationship between the Ф* and Wj, i.e., which of 
the Ф* affect a particular 4^ and how much? In any case, I believe 
that a better and better understanding of the Binomial Theorem will 
enable one to resolve more and more singularities. 

(2). To illustrate what-1 have said above, consider an algebroid 
hypersurface 

V:G(Z4, . . . , Z 7 m ) = 0, 

in the (n + l)-dimensional local space Ап+±, having a point of 
multiplicity m > 1 at its origin. Assuming Embedded Resolution 
(or rather, its algebroid analogue) for n we would like to resolve the 
singularity of V. Upon making a linear transformation and invoking 
the Weierstrass Preparation Theorem we get 

with 
g=zm+ S gizm-1 

where gt =gt (Y±, . . ., Yn) are power series in Y±, . . ., Yn with 
coefficients in k such that gt (0, . . ., 0) = 0. Let h be the product 
of those gi which are nonzero. Upon applying Embedded Resolution 
to the hypersurface 

Я: h(Yu . . . , Yn)^0 

in the /г-dimensional local space An we find a composite monoidal 
transformation q: В -> An such that qr1 (H) has only normal crossings. 
Let X±, . . ., Xn be suitable parameters at a point Q in B. This amounts 
to substituting certain power series at(Xi, . . ., Xn), . . . 
. . .,on (Xit . . ., Xn) for Yi9 . . ., Yn in h(Yu . . ., Yn) so that 

h(ai(Xi, ...,Xn), ..., an(Xx, . . . , Xn)) = h'Xai{i) ... X%n) 

where hh =h« (Xu . . ., Xn) with hh (0, . . ., 0) ф0, and a (1), . . . 
. . ., a (n). are nonnegative integers. Then actually 

giiotiXu ...,*„), ...,on(Xi9 ...,*»))==/tXf'1} ...Xa

n

(i>n) 

for all i mihgi ф0, where ft =ft (X± Xn) with f% (0, . : ., 0) =^0, 
and a(i, j) are nonnegative integers, q induces q*: В X At -> An+i 
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where Л i is the space of the variable Z. Let V* be the proper transform 
of V by <j*-x. Then at the point (Q, 0), V* is given by 

V: Zm+ S fiXÏ(U l) ... Xl{i> h)Zm^ = 0. 

For the sake of simplicity, suppose it has happened that a(i, j) =0 
whenever / Ф 1. Let d be the greatest integer such that d < a (i, 1)1 i 
for all i with gt ф0. Then a (i\ 1) — i'd<. i" for some V with 
§V Ф 0. Make the composite monoidal transformation given by: Z = 
= Z*X(. Let V be the proper transform of У* under this transforma
tion. Let P be a point of V\ Then 

where 

Z* = Y a* ^ f°r a unique Y££-

hen Xi Xn, Zh are loc 

V':f(Xu . . . . Xni Z') = 0 

Let Z* = Z* — 7. Then X4 Xn, Zh are local parameters at P9 

and at Я we have 

f = (Z' + y)m + S fiXÏ(i> l)-id (Z' + у)п~К 

Let m* be the multiplicity of V7' at P. Since а (Г, 1) — i'd < F for 
some i\ we get that if y = 0 then m* < m; a reduction. So now sup
pose that 7 ф0. At this point there are various essentially equivalent 
ways of arguing provided m ф0 (p). For instance following Hirona
ka, we can make the initial coordinate transformation Z-+Z — 
— (Mm) gi which will have the effect that the coefficient of Zm~] will be 
œro, i.e., we will havegi =0 , and hence 

f = Z'm + myZ'm-l+ terms of degree less than m— 1 in Z'. 

Then m* < m because my ф0. However, if m ==2 0 (p) then in the 
irst place we cannot make the transformation Z-+Z — (\/m) gi, and in 
;he second place even if gt were zero to begin with we still cannot con
clude that m" < m because now my = 0. We shall now make several 
)bservations. 

(3). Peculiarity arises when the multiplicity is divisible by p. 
(4). The most primitive case of the above peculiarity is afforded 

)y: Zp — h(Yi, . . ., Yn) = 0. The two-dimensional case (i.e., n = 
= 2) of this was explicitly mentioned by Zariski in his 1950 address 
25] and there he pronounced it "üntractable". 

(5). It is not necessary to kill gt completely, i.e., it is enough to 
till the.terms of low degree in gt. Namely, if gi ^=0 and a (1, 1) > 
>d then again the coefficient of Z'™-1 in /would be a unit and we would 
lave m" < m, provided тфО (p). The condition that either gf = 0 , 
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or gi Ф 0 and a (I, 1) > b, is equivalent to the inequality 
(*) (Xj-value of g i )> min ((lli)(Xrva\ue of gt). 

If m E= 0 (p) then g* does not play the dominant role. But it turns out 
that in general (i.e., whether m is divisible by p or not) we would be 
in a reasonable shape if, say 

(**) (Xi-value of gt)>(Urn)(X4-value of gm) for l < t ' < m . 

In other words, gm instead of gt (i.e., the norm instead of the trace) 
is to be given a more dominant role. It can easily be seen that if Xx 
(i.e., the valuation given by X4) does not split in the field extension 
given by g, then the inequalities (**) hold. So one should try to arran
ge that Xi does not split. 

(6). In the general case, i.e., when one does not assume a (i, }) = 
= 0 for / Ф 1, one should accordingly try to arrange that each of the 
Xj, which occurs with a positive exponent, does not split in the field 
extension given by g. Moreover, one also tries to arrange matters so 
that for every i Ф i* either gt divides gi* or gt* divides gù this really 
means that instead of only applying Embedded Resolution one also 
invokes Dominance. 

(7). Instead of killing gu Zariski used differentiation arguments. 
But then after all the Binomial Theorem and differentiation are in 
essence one and the same thing. 

In § 4, I shall further elucidate the nonsplitting business, and in 
§ 5 I shall remark on the primitive case mentioned in (4). 

4. Nonsplitting 

Let W be a nonsingular projective algebraic variety of dimension 
n and let V be the normalization of W in a finite algebraic separable 
extension L of the function field К of W, i.e., we have a covering map 
V -^ W. Let A be the branch locus on W, and let Я be a hypersurface 
in W with А с Я , Assuming Embedded Resolution for n, we can 
find a composite monoidal transformation q: W ->• W such that 
q~x (H) has only normal crossings. Let \i: V ->• W be the corresponding 
covering map and let A' be the branch locus on Ц7'. Then A' cz q*1 (H). 
It can be shown that if p = 0 (or more generally, if V -> W is a tame 
covering) then q*1 (H) does not split locally in L, i. е., if P' Ç V lies 
above Q' 6 W and Я* is any irreducible component of q'1 (H) pas
sing through Q\ then only one irreducible component of (Г1 (Я*) 
passes through P' and it is analytically irreducible at P'. In other words, 
if g = Zm + giZm~l + • • • + gm is a local equation of the covering 
P' -*• Q" and Xt, . . ., Xn are parameters at Q' such that at Q' we 
have q"1 (H) cz {X4 . . , Xn = 0}, then for ; = 1, . . ., n we have 
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that the valuation at Q' given by Xj does not split in the field extension 
given by g. Thus, in a sense, the same sort of thing which was achieved 
by Hironaka by killing gt and by Zariski by using differentiation argu
ments can also be achieved by simplifying the branch locus. The idea 
of simplifying the branch locus to resolve (or rather, to uniformize) 
the singularities of V was actually used by Jung for n = 2 and 
&=the field of complex numbers; recently Zariski [27] has used this 
idea to obtain a simpler proof of Embedded Resolution of surfaces 
when p —0; moreover, already in 1954, Zariski [26] had proposed it 
as a possible method of Embedded Resolution for all n when p =0. 
Both Jung and Zariski have used the simplifying of the branch locus 
only to have a nice structure for the local ring of P' and not for the 
nonsplitting business. However, we thus see that this Jungian method 
of simplifying the branch locus (i.e., transforming the discriminant 
into a monomial times a unit) and the Zariski-Hironaka method of 
transforming the coefficients into monomials times units are in essence 
very closely related, although they may not appear so at first sight. 

Actually, in 1953, Zariski had suggested to me to study Jung's 
method and to see whether it could be used for resolution of singulari
ties of a surface in p Ф 0. At that time I ended up by showing that in 
p Ф 0: the local Galois group above a simple point of the branch locus 
can be unsolvable, and a point lying above a simple point of the branch 
locus can be singular; so I surmised that Jung's method cannot be 
adapted. These examples were published in [1, 7]; there I also showed 
that, although the local nonsplitting above a normal crossing of the 
branch locus holds for tame coverings, it does not hold for nontame 
coverings even above a simple point of the branch locus, and I went 
on to comment: this "local splitting of a simple branch variety by 
itself" is the real reason behind the peculiarity in p ф0. Later on, I 
exploited [6] a similar splitting of a branch point on a curve to get 
results like the following: every curve in p ф0 can be projected onto 
the projective line so as to have only one branch point. On the other 
hand, in a series of papers [8] I used the nonsplitting for tame coverings 
to study the tame fundamental group of an algebraic variety. , 

Now after some ten years the circle is completed and I have reversed 
my belief about the nonadaptability of Jung's method for p Ф0. 
The lesson which I have learned is this: do not stop applying quadra
tic transformations when the stage is reached at which the branch 
locus has only normal crossings; eventually you may reach a nonsplit
ting stage; moreover, and this is quite important, you may even reach 
a stable nonsplitting stage, i.e., when the nonsplitting is not destroyed 
by applying more quadratic transformations. This realization was 
forced upon me by working on the arithmetical case in which no single 
method seems to work by itself. The precise result which I can prove 
is this: 
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T h e o r e m 1. If n = 2, p фО, L is a Galois extension of K, 
and [L : K] is a power of p, then there exists a composite quadratic 
transformation W* -+• W such that for every composite quadratic 
transformation №** ->• W* we have that the total transform of Я on 
№** does not split locally in L. 

Moreover: 

T h e o r e m 2. If л = 2, p фО, L is a Galois extension of /C, 
and [L : Ю = p, then there exists a composite quadratic transfor
mation W* ->• W such that the normalization of W* in L is Jungian 
(for definition see § 6). 

I have also proved certain local versions of Theorems 1 and 2 in 
the arithmetical case. The said version of Theorem 2 is an important 
step in the proof of resolution of singularities of arithmetical surfaces. 
Also, Theorem 1 plays.an important role in my proof of Embedded 
Resolution of algebraic surfaces. 

All this leads me to pose the following conjectural supplement to-
Embedded Resolution. 

S u p p l e m e n t 1. Let W be a nonsingular projective algebraic 
variety of dimension n, let V be the normalization of W in a finite 
algebraic separable extension L of the function field К of W, let Д 
be the branch locus on W for the covering V -+W, and let Я be a hy
persurface in W with А с Я. You may assume that Я has only nor
mal . crossings. Find a composite monoidal transformation W* ->~ W 
such that the total transform of Я on W* does not split locally in L. 
Do this in some stable sense. 

It is proposed to use this as an inductive step in the general resolu
tion problem. 

Note that Theorem 1 settles Supplement 1 for n = 2 in a special 
case. Let me point out that the main step in the proof of Theorem 1 is: 

P r o p o s i t i o n . Let R be a two-dimensional regular local ring 
of characteristic p Ф 0 such that the residue field RIM of R is algeb
raically closed where M is the maximal ideal in R. Let U be a Galois 
extension of the quotient field /(' of R such that [L* : K'] = p- Let 
U be a real nondiscrete valuation of К' such that U dominates R, 
and U has only one extension to U. Let R0, Rit R2, . . . be the 
unique sequence of. two-dimensional regular local rings with quotient 
field К such that RQ = R, and Rt is the quadratic transform of 
Ri~i along U for 0 < i < oo. Then there exists a nonnegative integer 
i0 such that for all i>i0 we have that ordn^ has only one extension 
to L\ [By огад we denote the discrete valuation of К given by taking 
ordjR (xly) = a — b for all 0 фх Ç R and 0 фу £ R where a and Ъ 
are the greatest integers such that x 6 Ma and у 6 МЪА 
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In turn, the proof of the Proposition follows from the following three 
femmas; to state these lemmas we make a definition. 

D e f i n i t i o n . Given a polynomial F (Z) in an indeterminate 
Z with coefficients in K\ we say that F (Z) is ^-typical provided F (Z) 
»can be expressed in the form 

F (Z) = Zp - (6*V)p~ l 2 + x?ybE 

•where: (x, y) is a basis of A4; ô is a unit in R; u, v, a, b are nonnegative 
integers such that a<Cp, b<Cp, и фО, and if b фО then v фО; 

,and E is an element in R with E $ xR such that upon letting 
Cz= ordfc(fl) X (E), where X: R ->• R/xR is the canonical epimorphism, 
we have that: c < 1; if a = 0 then b + с ф 0 (p); and if с = 1 then 
.é = 0 . 

L e m m a 1. Let the assumptions be as in the Proposition. Then 
there exists a nonnegative integer i and a primitive element z of V 
•over /C such that, upon letting F (Z) be the minimal monic polynomi
al of z over /( ' , we have that F (Z) is /^-typical. 

L e m m a 2. Let R, K\ L' be as in the Proposition. Assume that 
ihere exists a primitive element z of U over K! such that, upon let
ting F (Z) be the minimal monic polynomial of z over K', we have that 
F (Z) is ^-typical. Then огал has only one extension to Z/. 

L e m m a 3. (Stability.) Let R be as in the Proposition and let 
F (Z) be a polynomial in Z with coefficients in i? such that F (Z) is 
i?-typical. Let S0, Si, . . ., Sj, R' be any sequence of two-dimensio
nal regular local rings such that S 0 = R, St is a quadratic transform 
of Si-i for l < / < / , and R' = Sj. Then there exist elements a and 
ß in S with а ф 0 such that, upon letting F(Z) = a^F (<xZ + ß), 
we have that F' (Z) is ß'-typical. 

The proof of Lemmas 2 and 3 is quite easy. The proof of Lemma 1 
is algorithmic. We remark that Lemma 1 is also the main step in the 
proof of Theorem 2. 

5. Units cannot be neglected 

Let us now consider the primitive case 

V: Zp-h(Yi, . . . ,K„) = 0. 

The nonsplitting business clearly has no bearing on this. Assuming 
Embedded Resolution for n we can achieve 

" h<Xu - . . . Уп) = К(Х± Xn)XÏ(i) . . . Xa
n

in) 

where h! (0-, . . ., 0) ^=0, and a (I), . . ., a(n) are nonnegative inte
gers. If at least one of the a (i) is not divisible by p then we can do some-
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thing. But if a (i) = 0 (p) for all i then, upon making the obvious com
posite monoidal transformation, we get 

V : Z'P-A*(X 4, . . . ,X n ) = 0 
where 

h*(Xu ...,Xn) = h'(Xt Xn)~h'(0 0). 

So we achieved nothing because the order of h* (Xi} . . ., Xn) may 
even be greater than the order of h (Yi9 . . ., Yn). In other words, in 
p фОчге cannot neglect the unit h' (X4 Xn). A similar situation 
prevails for 

nw V: Z p -h(Y±, ..., Yn) = 0. 

Thus we are led to another conjectural supplement to Embedded Reso
lution; this one cannot be formulated completely geometrically, i.e., 
we cannot talk of a hypersurface but we must deal with a power series, 
because we are not interested in a principal ideal but in a specific power 
series. 

S u p p l e m e n t 2. Assume p Ф 0 and let m = pw where w is a 
positive integer. Let h be an element in the power series ring 
k [[Yi, . . ., Yn]] such that h §k \[Y™, . . ., Y%]). Find a composite 
monoidal transformation q: ß - > An, where An is the local space of 
Y и • • •> ^ти such that at any Q 6 В there exist suitable parameters 
Xi Xn such that upon considering h as an element in 
k \[Xi, . . ., Xn]] we have that 

A = r m + (*i ( 1 ) . . . X£(n))mA* 

where b (1), . . ., b (n) are nonnegative integers, and r and A* are 
elements in k [[Xb . . ., Xn]] such that 0 < (order of A*) < m. 

Actually this is not entirely satisfactory because it is not a stable 
situation. One must ask for a stable situation. Here I shall not pursue 
this matter any further. 

As such, the primitive case may not occur in practice because we 
can choose a separating basis, etc. However, in the separable case 

Zp + gi (Yt, ..., Yn)ZP-i + . . . +gP:(Yt, . . . , Yn) 

the nonsplitting business will help only to see to it that gu . . ., gp-t 

do not interfere too much. The game is still to be played with gp. In 
other words, it is proposed that: . 

(general case) = (primitive case) + (nonsplitting). 
Anyway, this is how I carry out things for surfaces. 
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6. Resolution for coverings 

I would like to mention the following two stronger versions of the 
Resolution Problem which are of interest in themselves and some forms 
of which may very well be useful in an inductive set up for the ori
ginal Resolution Problem. 

Going up. Given a function field К and a finite algebraic exten
sion Loi К does there exist a nonsingular model of К whose normaliza
tion in L is Jungian? [A variety is said to be Jungian if the local ring 
of each point on it is Jungian in the following sense: an /г-dimensional 
local domain R is said to be Jungian if there exists an /г-dimensional 
regular local domain S lying above R, a basis Y±, . . ., Yn of the maxi
mal ideal in S, and positive integers nit, . . ., m^, such that yfi £ 
£ R for 1</</г; recall that a local domain S is said to lie above 
a local domain R if S is of the form S =TN where T is the integral 
closure of R in a finite algebraic extension of the quotient field of R, 
and N is a maximal ideal in T.] 

Coming down. Given a function field К and a finite algebra
ic extension L of K9 does there exist a Jungian model of К whose nor
malization in L is nonsingular? 

Concerning the first question, note that, in view of Hironaka's 
work, the answer is yes for p = 0; also see Theorem 2 stated in § 4. 
Concerning the second question, note that the answer is not known even 
when /7=0 and we require the model of К to be only normal; some 
discussion of this may be found in [3, 11]. 

7. Concluding remark 

Having praised the significance of the Binomial Theorem, let me 
continue in the same vein and extoll a concrete and very old-fashioned 
viewpoint of algebraic geometry according to which: a variety is some
thing given by a finite number of polynomials (or power series) in seve
ral variables; to make a birational transformation means to substi
tute new variables for the old and see what effect this has on the origi
nal polynomials^ a monoidal transformation is a particularly simple 
type of substitution; and so on. In other words, the interest is in poly
nomials, power series, and substitutions. 

Needless to say that, without in any way criticizing the higher and 
higher abstractions of modern algebraic geometry, I am seeking con
verts to the algorithmic viewpoint. ' 

Purdue University, Lafayette, 
Indiana, USA 
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QUELQUES PROBLÈMES DES MODULES EN 
GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE COMPLEXE 

ADRIEN DOUADy 

I. Notations 

Le corps de base est le corps С des nombres complexes. 
Les anneaux locaux des espaces analytiques considérés peuvent 

ivoir des éléments nilpotents. Si S est un espace analytique, on appelle 
espace analytique au-dessus de S un espace analytique X muni d'un 
norphisme p: X ->• S. Si (X, p) et (X', /?') sont deux espaces analyti
ques au-dessus de S, on appelle morphisme au-dessus de S tout mor-
)hisme h de X dans X' tel que p = p1 о h. 

Soit X un espace analytique au-dessus de S. Pour tout point 
? Ç S, on appelle fibre de X en s et on note X8 l'espace analytique 
э"1 (s). Pour tout ouvert U de S, on appelle restriction de X à U et on 
loteXu l'espace analytique p"1 (U) au-dessus de U. Si f: S* -+ S est 
m morphisme, on note f*X le produit fibre S' X gX, considéré comme 
espace analytique au-dessus de S', et on dit que f*X se déduit de X 
)ar changement de base. 

On dit que X est propre sur S si le morphisme p est propre ; c'est 
me condition topologique qui ne fait intervenir que l'application sous-
jacente à p. On dit que X est plat sur S si le morphisme p est plat, 
:'est-à-dire si, pour tout point x Ç X, l'anneau local 0XtX de X en A; 
îst un module plat sur l'anneau G8,s où s = p (x). 
И-1220 
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2. Le problème des modules locaux 
pour un espace analytique compact 

Soient S un espace analytique muni d'un point de base s0 et X0 
un espace analytique compact. On appelle déformation de X0 au-
dessus de S tout espace analytique X au-dessus de S, propre et plat 
sur S, muni d'un isomorphisme i: X0 ->• XSo. Soient U et U' deux 
voisinages ouverts de s0 dans S, X et X' des déformations de XQ au-
dessus de U et U' respectivement; on dit que X et X' sont locale
ment isomorphes s'il existe un voisinage V de sQ dans S et un isomor
phisme h de Xv sur Xv au-dessus de V tel que V = Ь i. 

On dira que X est une déformation localement semi-universelle 
(resp. universelle) deX0 si, pour tout espace analytique pointé S' et 
pour toute déformation X' de X0 au-dessus de S', il existe un germe de 
morphisme (resp. un germe de morphisme "et un seul) / de S' dans S tel 
que X' soit localement isomorphe à f*X pour un représentant / de /. 

C o n j e c t u r e 1. Tout espace analytique- compact X0 admet 
une déformation semi-universelle. 

C o n j e c t u r e Г. Si X0 est un espace analytique compact dont 
le groupe des automorphismes infinitésimaux H° (X0, GXo) est réduit 
à 0, X0 admet une déformation universelle. 

Ces conjectures ont été démonstrées dans le cas où X0 est lisse, 
i.e. est une variété, par Kodaira—Nirenberg—Spencer [6] sous l'hypo
thèse Я2 (X0, GXo) = 0 (on trouve alors une variété de modules S 
lisse), puis par Kuranishi [8] sans cette hypothèse (S peut alors avoir 
des singularités). Dans le cas des courbes, i.e. X0 lisse de dimension 1, 
la variété des modules a été étudiée par Teichmüller et L. Bers. 

La question est toujours ouverte dans- le cas général. 

3. Le problème des modules 
pour les sous-espaces analytiques compacts 

d'un espace analytique donné 

Etant donné un espace analytique X, nous appellerons famille 
analytique de sous-espaces analytiques compacts de X paramétrée 
par un espace analytique S tout sous-espace analytique Y de S X X 
propre et plat sur S. Si Y cz S X X est propre et plat sur S, pour tout 
morphisme /: S' -+• S, l'espace analytique f*Y est propre et plat sur 
S'et s'identifie à un sous-espace analytique de S' X X, donc constitue 
une famille analytique de sous-espaces analytiques compacts deX 
paramétrée par «S'. On dit que Y est une famille universelle de sous-
espaces analytiques compacts de X si, pour tout espace analytique S" 
et toute famille analytique Y' de sous-espaces analytiques compacts 
de X paramétrée par S', il existe un morphisme /: S' -+ S et un seul 
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tel que Y" = f*Y. Si" У est une famille universelle, on voit, en prenant 
pour S* un espace réduit à un point, que l'ensemble sous-jacent à S 
s'identifie à l'ensemble des sous-espaces analytiques compacts deX, 

Nous avons obtenu [1] le résultat suivant: 

T h é o r è m e 1. Pour tout espace analytique X, il existe une 
famille universelle de sous-espaces analytiques compacts de X. 

Le problème des modules pour les sous-variétés analytiques com
pactes d'une variété analytique donnée était beaucoup, plus facile 
que le problème résolu par Kodaira—Nirenberg—Spencer et Kurani-
shi. Il était donc naturel de commencer .par là l'étude des problèmes de 
modules pour des espaces analytiques (éventuellement avec singu
larités). 

Pour résoudre ce problème, nous avons été amenés à sortir du cadre 
des espaces analytiques de dimension finie pour considérer des espaces 
analytiques «banachiques ». Cette méthode était déjà employée par 
Kuranishi [2], bien que cela n'apparaisse pas explicitement dans la 
première démonstration qu'il a publiée de son théorème. Les espaces 
analytiques bana chiques ne sont que des intermédiaires, l'espace X 
d'où l'on part et l'espace de modules que l'on construit sont, bien 
entendu, de dimension finie. 

4. Le problème des modules locaux pour les classes 
de fibres analytiques principaux de base 

et de fibres données 

Soit G un groupe de Lie complexe. Pour tout espace analytique X, 
notons Gx le faisceau des germes de morphismes de X dans G. L'ensem
ble Я1 (X; Gx) s'identifie à l'ensemble des classes de fibres analyti
ques principaux de fibre G sur X. Un morphisme f: Y ->- X définit un 
morphisme f*Gx -*• GY, de faisceaux sur Y, d'où une application 
f*: W(X;GX)^H*(Y; GY). 

Soit X un espace analytique compact. Nous appellerons famille 
analytique d'éléments de Я1 (X; Gx) paramétrée par un espace analy
tique S tout élément de H° (S; фп^Рахх)* où л est la projection 
SXX-+S. Pour tout point ses, l'injection *V X - * - S x X 
définrt un morphisme i*: G8XX-+GX, d'où une application 
e: Я1 (s x X; G8XX) -+ Я1 (X; Gx). Si y g Я« (S; #%*GS><X), on 
note ys le germe de y ens; on a y8 g (R1n^GSXx)s = H1 (s x X; G8XX), 
et on posey (s) = e (ys) g Я1 (X; Gx). 

Si S est un espace analytique muni d'un point de base s0, nous 
appellerons famille analytique locale d'éléments de Я'' (X; Gx) tout 
élément y de H1 (sQ x X; G8Xx)- On dira que y est une famille locale 
semi-universelle (resp. universelle) si, pour tout espace analytique S" 
muni d'un point de base s'0 et tout élément 7* 6 Я1 (s'0 X X; G8*xx) 

31* 
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tel que в (y') = e (7), il existe un germe de morphisme (resp. un germe 
pe morphisme et un seul) f de S' dans S tel que y" = (f x Ix)* (7). 

C o n j e c t u r e 2. Pour tout espace analytique compact X, tout 
groupe de Lie G et tout élément y0 g Я1 (X; Gx), il existe une famille 
locale semi-universelle y d'éléments de H1 (X; Gx) telle que e (7) = 70. 

Dans le cas où G est abélien, cette conjecture se démontre facile
ment, pour G ==C*, on a mieux: il existe une famille analytique 
universelle paramétrée par le groupe de Picard dé X. 

Dans le cas où X est lisse, la conjecture 2 se démontre à partir d'une 
formule de Malgrange et Koszul [7], par des méthodes analogues 
à celles de Kuranishi. Des démonstrations ont été publiées indépendam
ment par Oniscik et Griffith. 

Dans le cas général, la question est ouverte. Il est vraisemblable 
que, comme cela a lieu dans le cas lisse, ce problème est plus simple 
que le problème des modules locaux pour les espaces analytiques com
pacts. En un certain sens, le problème résolu par le théorème 1 re
vient à la détermination d'un H°, tandis que les problèmes posés par 
les conjectures 1 et 2 reviendraient à la détermination d'un Я1. 
C'est pourquoi nous pensons qu'une démonstration de la conjecture 2 
serait un pas vers celle de la conjecture 1. 

Université de Nice, 
Faculté des Sciences, 
Nice, France 
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DEGRÉ D'INTERSECTION 
EN GÉOMÉTRIE DIOPHANTIENNE 

A. NÉRON 

h Introduction 

Soit К un corps. On notera additivement les valeurs absolues v de /(, 
Autrement dit, si, pour x g /C, on représente par \ x \v la valeur de 
v en x, avec la notation multiplicative habituelle, on posera v (x) = 
= log | x |D. 
' On appellera corps global un corps К muni d'un système propre M 

de valeurs absolues de К au sens de [1] vérifiant la «formule du pro* 
duit», i.e. tel qu'on ait 2 » е м v (x) = 0 4 u e l <lue soit x£K. 

On a, en particulier, les deux exemples fondamentaux suivants 
de corps globaux: 

(a) Corps de nombres algébriques : К est alors une extension algé
brique de degré fini du corps Q des rationnels, et M est l'ensemble des 
valeurs absolues de K, normées de façon que 

fv (x) = log | л: I pour x réel, si v est archimédienne 
[v (p) = — log p si v prolonge la valeur absolue /?-adique 
(b) Corps de fonctions algébriques d'une variable sur un corps k 

(on supposera pour simplifier que k est algébriquement clos) : К peut 
alors être regardé comme le corps des fonctions sur une courbe complète 
sans point multiple W définie sur k. On sait que toutes les valuations 
de /C, triviales sur k, sont discrètes. On peut alors prendre pour M 
l'ensemble des opposées de ces valuations (chacune d'elles étant 
normée de façon que l'ensemble de ses valeurs soit Z). 

Rappelons la définition habituelle de "la notion de hauteur d'un 
point. Soit x = (xQ, . . ., Xn) un point de l'espace projectif P^. 
Supposons d'abord x rationnel sur К (et prenons x% g К pour tout i). 
On appelle hauteur de x le nombre réel 

A(JC)= 2 supiv(xi). 

Ce nombre ne dépend que de x, en vertu de la formule du produit. 
Plus généralement, supposons x algébrique sur K, i.e. xx g К pour 
tout i, où K* est une extension algébrique de degré fini d de K-
On appelle alors hauteur de x le nombre réel 

ä W = Y E n»sup|B>(*i)f 

w m' 
où w parcourt l'ensemble M" des valeurs absolues de Кл prolongeant 
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les valeurs absolues v g M, et où l'on note nw le degré local de l'exten-. 
sion K'/K relativement à w. Dans le cas des corps de nombres, on 
montre qu'il n'existe qu'un nombre fini de points qui sont de degré 
borné et de hauteur bornée dans Pn. 

Si V est une variété algébrique définie sur /C, et si q>: V -*• P7l 
est un morphisme défini sur /(, à valeurs dans P7l, on pose Аф = Ыр. 

On dit d'autre part que deux fonctions f et g sur un ensemble E, 
à valeurs réelles, sont équivalentes, ce qu'on écrit /lœg", si la diffé
rence f (x) — g (x) est bornée. 

L'une des propriétés essentielles des hauteurs est la suivante: 
Лф ne dépend, modulo la relation œ, que de la classe, pour l'équi
valence linéaire, du système linéaire L sur V associé à q>. Pour cette 
raison, le symbole Аф est également noté hL, ou encore hx, si X est 
un élément de L ; on prolonge par linéarité la définition du symbole hx 
au cas où X est un diviseur quelconque sur V} rationnel sur K-

La notion de hauteur joue, comme on sait, un rôle essentiel dans 
diverses questions de géométrie diophantienne, par exemple dans la 
méthode de descente infinie, intervenant dans la démonstration du 
théorème de Mordell-Weil et de ses variantes. 

Cependant, on ne peut manquer d'observer le caractère arti
ficiel de la définition de la hauteur h, et le fait que le symbole hx est 
une notion «grossière», en ce sens qu'elle n'intervient que par sa classe 
modulo la relation A*. Dans le but de mettre au point une théorie 
plus précise des hauteurs, il était naturel de commencer par approfon-
dif les propriétés du symbole hx dans le cas le plus simple, à savoir 
le cas (b), celui des corps de fonctions. En effet, pour a g Уя, hx (a) 
est alors un nombre entier, qu'on peut interpréter par la théorie des 
intersections, au sens classique en géométrie algébrique. Dans certains 
cas où V = A est une variété abélienne, on peut faire le calcul explici
te de ce symbole pour tous les # g Л rationnels sur К- И en est ainsi, 
par exemple, lorsque Л est la courbe générique d'un pinceau de courbes 
elliptiques convenable; certains résultats dans-ce sens, implicitement 
contenus dans [6] et [61, ont été développés de façon détaillée, et 
complétés par d'autres analogues, dans un article récent de Manin [4]. 
On observe dans chaque cas que hx (a) est une fonction quadratique 
de x, à l'addition éventuelle près de termes linéaires, et de termes 
« périodiques ». 

On sait maintenant développer une théorie incluant ces derniers 
résultats, valable pour un corps global quelconque, et possédant, 
en un certain sens, le même degré de précision dans le cas des corps 
de nombres que dans celui des corps de fonctions. 

On a, en premier lieu, le théorème fondamental suivant 

T h é o r è m e 1 (caractère quadratique de la hauteur). Soit 
A une variété abélienne définie sur un corps global iÇ, et soit X un 
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diviseur sur A, rationnel sur K- Notons A я le groupe des points de A 
rationnels sur la clôture algébrique К de K- H existe une forme qua
dratique qx et une forme linéaire lx sur Ag, uniquement déterminées, 
à valeurs réelles, telles qu'on ait 

hxœqx + lx 

(on appelle «forme quadratique» une fonction de la forme / (x, x), 
où / est bilinéaire). 

La première démonstration de ce théorème, et de loin la plus 
simple, est due à Täte; pour cette démonstration, nous renvoyons 
à [2], [3], [4]. Une autre démonstration est donnée ci-dessous, au n°4. 
A titre d'application de ce théorème, on retrouve les résultats que 
j'avais énoncés ou conjecturés dans [7], concernant une valeur 
approchée du nombre des points rationnels sur A dont la hauteur 
admet une borne donnée (cf. [9], II, n°16, th. 6). 

Compte tenu des propriétés des hauteurs, on déduit du théorème 
précédent que la fonction gx = qx + lx ne dépend que de la classe 
de X pour l'équivalence linéaire, et qu'elle est birationnellement 
invariante sur /C. Autrement dit, gx possède un caractère intrinsèque, 
et constitue en fait la «bonne» notion de hauteur, appelée sans aucun 
doute à supplanter l'ancienne notion hx. 

Mais il est possible également de généraliser l'interprétation si
gnalée plus haut delà hauteur comme degré d'intersection. J'ai montré 
dans [9] que gx (a) peut, dans tous les cas, être exprimé sous forme 
d'une somme de termes locaux, i.e. respectivement associés aux diffé
rentes valeurs absolues о g M. Désignant par A une variété abélienne 
définie sur K, par X un diviseur sur A, par a un cycle de dimension 
et de degré nuls sur A, tous deux rationnels sur K, l'outil utilisé est 
un certain symbole local (X, a)„, appelé degré d'intersection de X et 
a relatif à v; il s'agit d'un certain nombre réel attaché au couple (X, a) 
et à la valeur absolue v. La suite de cet exposé est essentiellement 
consacrée à l'énoncé de la définition de ce symbole, et à une étude 
de ses propriétés résumant les principaux résultats de [9]. D'une 
part, on peut définir ce symbole de façon axiomatique, et prouver 
son existence par une méthode de passage à la limite, valable pour 
un corps global quelconque, puis prolonger sa définition au cas d'une 
variété complète sans point multiple arbitraire. D'autre part, on peut 
interpréter ce symbole (et, en même temps, redémontrer son existence) 
grâce à l'introduction des modèles minimaux des variétés abéliennes 
au sens de [8] (dans le cas d'une valuation discrète) ou à celle des 
fonctions thêta (dans le cas d'une valeur absolue à l'infini, i.e. archi-
médienne). 

L'introduction du symbole (X, u)v semble constituer le point 
de départ d'une sorte de théorie globale des intersections valables 
pour des schémas sur Z (bien qu'à vrai dire la structure de schéma 
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ne soit pas seule en cause, en raison du rôle essentiel joué par les 
valeurs absolues à l'infini). Parmi les problèmes à résoudre, signalons 
en tout cas celui de l'extension de la- définition du symbole ^our les 
cycles de dimension intermédiaire. 

2. Symbole (X, a)0 (cas d'une variété abélienne) 

Dans ce n°, on considère un corps /C, algébriquement clos, et muni 
d'une valeur absolue v. 

Si V est une variété définie sur K, on désigne par VR l'ensemble 
des points de V rationnels sur /C, par D (V)K le groupe des diviseurs 
sur V rationnels sur K, par Da (V)K (resp. Di (V)K) le sous-groupe de 
D (V)K composé de ceux de ses éléments qui sont algébriquement 
(resp. linéairement) équivalents à zéro. L'équivalence linéaire pour 
les diviseurs est représentée par le signe —. Si X est un diviseur 
sur V, l'ouvert complémentaire du support de X est noté °ll (X). 
Le groupe des cycles sur V qui sont de dimension 0 et rationnels sur К 
est noté Z (V)K- L'élément л dé ce groupe ayant pour composants les 
points a% g Уя, respectivement affectés des coefficients m% g Z, est 
noté a =H>i mi (ßf). La somme m = 2* m% est appelée le degré de a. 
Le sous-groupe de Z (V)K composé de ceux de ses éléments qui sont 
de degré 0 est noté Z0 (V)K. On dira que deux cycles sont étrangers 
si leurs supports sont sans point commun. 

Soient X g Di (V)K, et a g Z0 (V)K- Si V est complète, il existe, 
d'après [12], IX, 4, th. 8, coroll. 2, une fonction / sur V, définie sur K> 
telle que div (f) = X. Si a = 2* m% (ai), l'élément / (a) = [J f (аг)™т 

de 7C ne dépend que de X et de a, mais non de f. On le désigne par X(a)-
Si A est une variété abélienne, et si X est un cycle sur A, le cycle 

déduit deX par la translation définie par и g A est noté Xu. Le transfor
mé de X par la symétrie #-* л: est noté X". 

T h é o r è m e 2. Soit A une variété abélienne définie sur K. 
A tout couple {X, a) composé d'un diviseur X g D (A)K et d'un cycle 
a g Z0 (Л)я, mutuellement étrangers, on peut, d'une et d'une seule 
façon, faire correspondre un nombre réel (X, u)v, de sorte que les con
ditions suivantes soient satisfaites: 

(i) (X, a)v depend bilinéairement de X et de a. 
(ii) Pour X — 0, on a (X, a)„ = — v (X (a)). 
(iii) (X, a) „ est invariant par toute translation sur A rationnelle 

sur K-
(iv) Pour a g U (X) fixé, l'application h: 41 (X)K -^ R obtenue 

en posant X(a) =(X, (a) — (oo))v est localement bornée, i. e. est 
bornée sur tout sous-ensemble borné (pour la métrique définie parv) 
de l'ensemble 11 (X)K. 
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(En abrégé: on pose (X, a)v = — v (X (a))1) lorsque X ~ 0, et 
on affirme qu'il existe une et une seule manière «raisonnable» de 
prolonger cette définition pour X g D (A)K quelconque). 

Pour la démonstration de Г existence de (X, u)v, nous renvoyons 
à [9], ou, pour un bref résumé, à [3]2). La méthode employée consiste 
à définir le symbole comme limite d'une certaine suite réelle; elle 
comporte l'introduction de la notion de quasi-fonction, constituant 
une version modifiée de la notion de distribution au sens de Weil. 

Nous nous bornons ici à reproduire la démonstration de l'unicité 
de (X, u)v Supposons qu'il existe deux symboles (X, <*)» et (X, <*)i 
vérifiant les conditions du théorème, et posons è (X, a) = (X, a)i — 
— (X", <*)D. On voit immédiatement que g est bilinéaire en X et a, 
et s'annule pour X ~ 0. Donc, si X' <~ X, le nombre g (X', a) ne 
dépend pas du choix de X', et ceci permet de définir | (X, u) même 
si X et a ne sont pas étrangers, en faisant «bouger» X. On peut recou
vrir V par un nombre fini d'ouverts de la forme ЯЬ (Xf), avec X\ ~ X 
pour tout i. Compte tenu de la condition (iv), on en déduit que 
l (X, (a) — (a0)) est une fonction bornée de a. Montrons que £ s'annule 
lorsque X g Da (A)K et a g Z0 (A)K. En effet, supposons d'abord 
que a appartient au noyau d'Albanese de A, i.e. qu'on a Si т\0\ = 0. 
Comme К est algébriquement clos, les a% sont rationnels sur K\ on se 
ramène, par linéarité, au cas où a est de la forme a = (a + b) — 
— (a) — (b) -f- (0) avec a et b g AK. Compte tenu de (iii), on a alors 
l (X, a) =1 (Х-ь — X, (a) — (0)); comme X_b — X ~ 0, on a donc 
bien (X, u) = 0, en vertu de (ii). Soit toujours X g Da (A)K, et 
prenons a g Z0 (A)K quelconque-. Pour tout entier m, notons mô 
l'homomorphisme de multiplication par m sur A. Le cycle (mô) (a) — 
— ma appartient au noyau d'Albanese, et on a donc g (X, (mô) (a)) •= 
= mi (X, a). Pour a fixé, le premier membre est borné quel que 
soit m, d'après ce qui précède. On a donc encore nécessairement 
l (X, a) = 0. 

Pour traiter enfin le cas où X g D (A)K est quelconque, on distin
gue à nouveau le cas où л appartient au noyau d'Albanese, qulon 
ramène à celui, plus particulier, où a est de la forme (a + b) — (a) — 
— Ф) + (0). On utilise cette fois la relation Х-ь — X g Da (A)K; 
pour passer de là au cas général, on introduit encore l'entier m, et 
on répète le raisonnement fait plus haut. 

x) J'ai commis une faute de signe dans [9]: dans les prop. 3 et 5 du n° 6 
du chap. Ill, il faut remplacer deg (X, aj par •— deg (X, a). Pour que la termi
nologie soit compatible avec celle de la théorie usuelle des intersections, il faut 
donc modifier la définition, et poser (X, a)v= —v (X (a)) comme ci-dessus, 
au lieu de (X, a)v = v (X (a)). 

2) Dans [3], il n'était question que du cas où X est algébriquement équiva
lent à zéro; mais il est facile de passer de là au cas général. 
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3. Symbole (X, a)v 

(cas d'une variété complète sans point multiple quelconque) 

On considère toujours un corps /C, qu'on ne suppose plus ici néces
sairement algébriquement clos, et une valeur absolue propre v de K. 

Soit V une variété complète sans point multiple, définie sur K-
Introduisons un morphisme canonique a: V-+- A (défini sur la clôture 
algébrique % de K) de У dans sa variété d'Albanese. Il est nécessaire 
ici déconsidérer, au lieu du groupe D (V)K de tous les diviseurs sur V, 
rationnels sur /Ç, le sous-groupe de ce dernier, qu'on note ß (У)я, 
et composé des diviseurs dont un multiple entier est linéairement 
équivalent à un diviseur de la forme a"1 (Y), avec У g D (A)K. On voit 
facilement qu'on a toujours Da (V)K cz D (У)я- Lorsque У est une 
variété abélienne, ou lorsque У est une courbe de genre au moins égal 
à 1, on a D (V)K = D (V)K> mais ceci n'a pas lieu dans tous les cas: 
c'est faux, en particulier, pour les courbes de genre 0, car alors Ъ (V)K 
est le groupe des diviseurs de degré nul, qui est distinct de D (V)K-

T h é o r è m e 3. A toute variété V complète sans point multiple, 
définie sur К et à tout couple (X, u) composé d'un diviseur X g D(V)K 
et d'un cycle a g ZQ(V)K> mutuellement étrangers, on peut, d'une 
et d'une seule façon, faire correspondre un nombre réel (X, <t)u, de 
sorte que les conditions suivantes soient satisfaites: 

(i) (X, a)D est bilinéaire en X et a. 
(ii) Pour X ~ 0 , on a (X, a)v = — v (X (a)). 
(iii) Pour tout K-morphisme cp: У -•• У, et pour X g D(y) K , 

<*' g ZQ ( У ' ) я , on a 

(Гг(Х), О . = (*.Ф («')).. • 

toutes les fois que les deux membres ont un sens. 
(iv) Pour a0 g U (X)K fixe, l'application %: W, (X)K ->• R obtenue 

en posant % (a) = (X, (a) — (a0))v est localement bornée, au sens 
introduit dans le th. 2. 

Ce théorème se ramène au précédent, par passage à la variété 
d'Albanese de У. On peut compléter son énoncé par les précisions 
suivantes: 

(a) Le symbole (X, a)v ainsi défini généralise celui du th. 2. 
(b) Il est birationnellement invariant sur К (d'après (iii)). 
(c) Il ne dépend pas du corps /C, i.e. il est invariant lorsqu'on 

remplace К par un sous-corps et v par la valeur absolue induite sur 
ce sous-corps. 

(d) Si К est un corps global, on a (X, u)v =0 pour presque toute 
v g M (cf. les notations du n° 1), i.e. pour toute v n'appartenant pas 
à un certain sous-ensemble fini de M. 
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4. Symbole global (X, a). 
Lien avec la notion de hauteur 

Supposons à nouveau que К est un corps global, et reprenons les 
notations du n°l. Pour X g Ь (V)K> et a g Z0 (У)я> mutuellement 
étrangers, considérons la somme 

( х , л ) = 2 ( х , й ) , . 

Cette somme est définie, d'après la remarque (d) ci-dessus. En outre, 
le symbole (X, a) dépend bilinéairement de X et a, et s'annule lorsque 
X ~ 0. Ceci permet, en faisant «bouger» X, de prolonger la définition 
de (X, a) au cas où X et й sont quelconques, non nécessairement 
étrangers. 

Nous pouvons maintenant, en utilisant ce qui précède, retrouver 
le th. 1, et montrer que la fonction gx intervenant dans ce dernier 
n'est autre que 
(1) gx(a)~(X,(a)-(0)). , 

En effet, désignons le second membre par g' (a) =g'x (я)- Nous 
allons d'abord montrer que g* est la somme d'une fonction quadratique 
et d'une fonction linéaire. Pour cela, remarquons que l'expression 

(a, b)x = (X, {a + b) - (a) - (b) + (0)) 

est bilinéaire symétrique en a et b, donc que 

£'(я) + £'( — a)=— -2"<a' —fl>* 

est quadratique en a. D'autre-part, on a, d'après (iii), 

V ( - a ) H * , (-a)-(0)H(X-, (a)-(Û)). 
On a donc 

£ ' (яН -Y<a» ~")z + {X-X-, (a)-(0)). 

Or on sait que X — X"" est algébriquement équivalent à zéro, 
donc linéairement équivalent à un diviseur de la forme Xc — X, 
avec с g AR, et on en déduit que le second terme de cette expression 
est linéaire en a. Notre assertion est donc démontrée. 

Il reste à prouver qu'on a hxœ gx. On peut supppser que A est 
plongée dans l'espace projectif Pn, et que X est une section hyperplane 
de A. Pour a g Ля, de coordonnées homogènes OQ, . . ., Од, on 
a h (a) =2üSupi v(ai/ai0), l'indice i0 étant choisi tel que aÎQ Ф 0. 
Quitte à effectuer un changement de coordonnées linéaire, on peut 
supposer que l'origine sur A est le point de coordonnées ! , . . . , ! . 
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Pour tout i, notons X* la section hyperplane de A obtenue en annulant 
la coordonnée d'indice i. On a, pour tout i, 

v{aîlah) = {Xî-Xi„ (a)-(0))v, 
d'où 

hx(a)= S sup* (Xi, (a)-~(0))v + g'x (a). 

Les ouverts %(X*) étant sans point commun, on déduit de la 
condition (iv) du th. 2 que le premier terme du second membre est 
borné. On a donc bien démontré le th. 1, ainsi que la formule (1). 

5. Interprétation de (X, a)0 
(cas d'une valuation discrète) 

Dans ce n°, nous considérons un corps К muni d'une valeur absolue 
de la forme v = — oo, où ю est une valuation discrète de K, normée 
de façon que l'ensemble de ses valeurs soit Z. Nous désignons par R 
l'anneau de valuation correspondant, par Jp son idéal maximal, et 
par /C° le corps résiduel. Si У est une ^-variété définie sur /C, au sens 
de Shimura [10] (par exemple une variété projective définie sur K)> 
on peut parler du cycle réduit V° = p (У) de У (mod p). Considérons 
un point a g Уя, tel que le point réduit a? = p (a) soit simple sur V°, 
et soit f une fonction sur V, définie sur K. On dit que X est représenté 
par f en a0 si a0 n'appartient pas à l'ensemble réduit du support du 
diviseur X — div (f), et s'il n'app.artient pas non plus au support 
du Jp-diviseur de f (au sens de [8], I, n°12), i.e. si f est génériquement 
inversible sur la composante de V° qui contient a0. Si / représente 
X en a, le nombre entier — v (f (a)) = ю (f (a)) ne dépend que de X et 
de a, mais non de f. On l'appelle v-multiplicité d'intersection de X et a> 
et on le note i (X, a) ou *„ (X, a). On note d'autre part Z* (V)K 
(resp. Z'0 ( У ) я ) le sous-groupe de Z (V)K (resp. de Z0 (У)я) formé 
des cycles dont tous les composants sont rationnels sur /Ç. Pour tout 
cycle л g Z* (У)я, on définit i (X, a) = iv (X, a) en prolongeant par 
linéarité la définition précédente. 

R e m a r q u e 1. Examinons le cas particulier où К est un corps 
de fonctions d'une variable sur un corps k, et prenons pour modèle 
de l'extension Klk une courbe W complète sans point multiple définie 
sur k (cf. n°l). On a К =k (x), où x est un point générique de W 
sur k, et la valeur absolue v correspond à un point x° de W, rationnel 
sur k. La variété У peut être regardée comme l'élément générique 
d'une famille paramétrée par W. Si У est le graphe de cette famille, 
on a une projection canonique я: V -+ W. La variété У s'Identifie 
à la «fibre générique» n'^x), tandis que V° s'identifie à la «fibre 
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jpéciale»«"1 (x°). A toute sous-variété У de У définie sur К (resp. 
i tout cycle X sur У rationnel sur K), de dimension r, il correspond 
inesous-variété У de У, définie sur k (resp. un cycle X sur У, ration-
lel sur £, et n'admettant pas décomposantes verticales), de dimension 
•+ 1, telle qu'on ait У =V>-V (resp. X =Х-У). On voit, dans 
res conditions, que iv (X, a) est le degré de la contribution des points 
le la fibre spéciale V° dans le cycle produit d'intersection X-a, ce dernier 
îtant entendu au sens classique des «Foundations» de Weil. 

Soit maintenant A une variété abélienne définie sur /C, faiblement 
î-simple p-minimale au sens de [8], i.e. telle que les conditions suivan-
:es soient satisfaites: 

(a) A est faiblement p-simple, i.e. tout point rationnel p-adique 
le A (donc, en particulier, tout point g Л я) se réduit en un point 
iimple de Л0. 

(b) A vérifie la propriété d'application universelle suivante: 
ii У est une ^-variété définie sur /C, toute application rationnelle 
p: V-+A, définie sur К est p-morphique en tout point simple de 
V° = p (У). 

Rappelons que toute variété abélienne définie sur К admet un 
fC-modèle de ce type ([8], II, th. 2). Rappelons aussi que l'ensemble 
3° des points simples de Л° = р (Л) est alors canoniquement muni 
l'une structure de groupe algébrique sur le corps résiduel /C°. Dans 
:es conditions, quels que soient X g D (Л)я et a g Z'0(A)K, le symbole 
0 (X, a) est toujours défini. 

Lorsque le groupe G0 est connexe (i.e. ne possède qu'une compo-
iante), on a la formule 
2) (X, a)0WD (*,<*). 

En effet, dans le cas particulier où X ~ 0, cela résulte trivialement 
les définitions; on passe facilement de là au cas général en montrant 
lue le second membre iv (X, ci) vérifie toutes les conditions du th. 2. 

Dans le cas où G0 n'est pas connexe, la formule (2) n'est plus vraie 
m général, mais si on pose 

;3) (Х,о)„ = ^(Х,л) + /0(Х, a), 

1 est possible d'interpréter d'une manière simple le terme complémen-
:aire / (X, a) = /„ (X, a). Pour cela, posons a = Sj m% (at) (at g Ля). 
3ans le cas où X ~ 0, X est le diviseur d'une fonction / définie sur K, 
ît on trouve /(X, <*) = 2imiVi, en désignant par v* le coefficient, 
lans le p-diviseur de /, de la composante G? de G0 contenant a\ (dans 
e cas particulier# des corps de fonctions (cf. remarque 1 ci-dessus), 
(X, a) peut encore être interprété comme le degré du produit 

l'intersection Y°-u, en désignant par 7° la contribution de la fibre 
ipéciale dans le diviseur de la fonction f obtenue en étendant f à У). 
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On voit ensuite que cette interprétation peut être prolongée de façon 
naturelle au cas où X est un élément quelconque deD (Л)я- On observe 
en même temps que / (X, ci) est un nombre rationnel, et que c'est une 
fonction « périodique » de chacun des composants de <* (i.e. ne dépen
dant que de la classe de chacun d'eux modulo un sous-groupe d'indice 
fini du groupe de Mordell-Weil). 

Dans le cas d'un corps de fonctions algébriques d'une variable, 
on en déduit que le symbole (X, a) (sur une variété У complète sans 
point multiple quelconque) est toujours un nombre rationnel, dont 
le dénominateur ne dépend pas en outre du couple (X, a), mais seule
ment de У et de K. Il en résulte en particulier que le nombre gx (a) 
défini au n°l est alors aussi un nombre rationnel, dont la valeur ne 
dépend pas du couple (X, a). 

R e m a r q u e 2. On peut, sous certaines hypothèses, considérer, 
dans les définitions qui précèdent, des cycles ù g Z0 (У)я n'apparte
nant pas nécessairement à ZJ (У)я, Le. ayant des composants algébri
ques (non nécessairement rationnels) sur К (cf. [9], III). Les résultats 
exposés ci-dessus suffisent cependant pour l'interprétation que nous 
avions en vue : pour a donné, on peut en effet agrandir К de sorte 
que les composants de a deviennent rationnels sur I(. 

R e m a r q u e 3. Il existe différentes situations, concernant les 
variétés complètes sans point multiple, et dans lesquelles la formule (1) 
ci-dessus est encore valable ([9], III, 6, th. 3). 

6. Interprétation de (X, <*)D 
(cas d'une valeur absolue archimédienne). 

Lien avec les fonctions thêta 

On peut alors supposer que К est le corps des nombres complexes C. 
Toute variété abélienne A définie sur С peut être identifiée à un tore, 
i.e. à un quotient de la forme C"/A, où A est un sous-groupe dis
cret maximal de O. Notons alors \i l'application canonique O-*- A. 
On sait que, pour tout diviseur X g D (Л)с, on peut trouver une 
fonction thêta в sur C71 admettant pour diviseur jx"1 (X). On sait en 
outre (cf. [13], IV, 5) qu'il existe une forme hermitienne H sur C" 
telle que, pour и g O, l'expression 

• ^u) = \og\Q(u)\ — H(u, û) 

soit invariante par A. Il existe donc une et une seule application 
Ф : Л с ->- R telle que фор,' = «ф. Par linéarité, on peut étendre ф à une 
application ф* : Z (Л)с -> R. Pour a g Z0 (Л)с, on voit de plus que 
le nombre réel ф*(а) ne dépend que de X, et de U, mais non du choix 
de 0. On peut désigner ce nombre par (X, a)*. Les propriétés desfonc-
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tions thêta permettent de vérifier que ce symbole vérifie toutes les 
conditions du th. 2. On a donc dans ce cas (X, a)„ = (X, a)*, 
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RATIONAL SURFACES AND GALOIS COHOMOLOGY 

Yu. I. M A N I N i) 

1. Let k be an arbitrary field (which below we shall often take 
to be perfect), and let У be an /i-dimensional algebraic variety over k. 
A variety is said to be rational if У (g) k (where &is the algebraic 
closure of k) is birationally equivalent to the projective space P\. 
In other words, У is geometrically reduced and geometrically irredu
cible, and the field of rational functions R{V ® k) is a purely transcen
dental extension of the field of constants k. 

For the most part we shall be interested in those-properties of 
rational varieties which are invariant under a birational transforma-

*) English translation by S. H. Gould, American Mathematical Society. 
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tion over the ground field. To within this equivalence relation, the 
classification of rational curves is as follows. In each class there exists 
a proper regular model, isomorphic to a conic on a plane. A conic is 
birationally trivial if and only if it contains a ß-point. The set of clas
ses of rational curves is in one-to-one correspondence with the set 
of quaternion algebras over the field k. The splitting fields of a given 
quaternion algebra consist of those fields over which there is a point 
on the corresponding conic. In particular, the Minkowski-Hasse 
principle is valid for rational curves over number fields. 

The next case is that of surfaces. The picture here is considerably 
more complicated and our information about rational surfaces is far 
from complete, The present report will discuss both known facts and 
unsolved problems. 

The study of rational surfaces is motivated by problems in the 
theory of numbers and particularly in algebraic geometry. 

The classical problem of representing a rational number as the sum 
of three cubes of rational numbers leads to the rational surface 
xj + х?г + x\ = ax\. Geometric arguments enable us to find on the 
surface an infinite number of rational points, namely a family of them 
depending on two rational parameters (but of course, this family does 
not contain all the points). More generally, an arbitrary nonsingular 
cubic surface in P\ is rational; how are we to determine whether there 
exists a l,Q-point on it and how are we to describe the set of all 
Q-points? 

Iö this case, the geometric study of the problem will .enable us to 
make some progress. 

If the ground field k is a function field, let us say the field of ratio
nal functions of one variable, the rational surfaces over k lead to an 
interesting class of three-dimensional algebraic varieties; namely, 
those varieties for which there exists a rational mapping/: V-*• С 
onto a rational curve С and the general fiber f is a rational surface. 
It is natural to study such varieties in connection with the problem 
of unirationality: a cubic hypersurface in P 4 is of this type. Among 
the varieties that can be explicity determined, the unirational ones 
are certainly included. But are all such varieties unirational? 

The varieties У of such a type are also remarkable for their topology 
(either usual or Grothendieck). The only interesting group of cohomo-
logies for them is the three-dimensional one, and the three-dimensional 
cycles are of "one-dimensional source", which allows us, for example, 
to calculate the zeta functions of such varieties (cf. E. Bombieri [1]). 

The cycles of one-dimensional source occur on an arbitrary proper 
variety У if on it we carry out a monoidal transformation with center 
on a nonsingular curve of genus > 1. The study of such cycles appears 
to be of great importance for the problem of unirationality, but I shall 
not deal with them any further here. 
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2. Let us fix the ground field k. We shall be interested essentially 
in the following two questions: the problem of fe-birational classifica
tion of rational surfaces, and the problem of determining ^-points on 
them. The results are considerably more complete for the first problem 
than for the second.'If the field k is perfect, the Galois theory allows 
us to give a standard cohomological description of the set of classes 
of rational surfaces to within birational equivalence over k. For let 
Cr be_the Cremona group, i.e., the group of A^utomorphisms of the 
field k (x, y). The Galois group of the closure klk acts in an obvious 
way on Cr. The set of classes of interest to us here can be naturally 
identified with H1 (k, Cr). This reformulation is of little value for the 
classification of surfaces, but it is interesting because it allows us to 
restate the results of such a classification in terms of the little studied 
group Cr. For example, it turns out that even for a finite field k the 
set H1 (k, Cr) is infinite. For algebraic groups of coefficients over finite 
A it is well known to be trivial (Lang [11]), but Safarevic [12] showed 
that it is also trivial if instead of the group of automorphisms of the 
field k (x, y) we consider the group of the automorphisms of the ring 
k[x, y]. 

3. The determination of the set H1 (k, Cr) consists of the following 
two distinct steps. 

In the first step we begin with a given rational surface F and re
duce it by birational transformations to a certain standard form. The 
fundamental method here is the classical "method of adjunction", 
which will be described briefly below. The second step consists of 
the birational classification of these standard forms. 

In order to describe the method of adjunction, it is convenient to 
extend the problem slightly. Along with the cohomologies we will 
study the finite Abelian subgroups of the Cremona group. 

We consider objects of one of the following two types: 
a. A rational regular proper surface F over an algebraically closed 

field k together with a finite Abelian group G acting on F as its group 
of automorphisms (the geometric case). 

b. A rational regular proper surface F over a perfect field k. Let G 
be the Galois group of k/k; then G acts on the surface of F ®hk through 
the second factor (the algebraic case). 

Objects of this type will be called G-surfaces, where G and k are 
considered as fixed. 

The definitions of a G-morphism and of a rational G-mapping are 
obvious (in the algebraic case they are the ttiorphisms and rational 
mappings of the I-schemes). 

The G-surface will be called G-minimal if an arbitrary birational 
G-morphism of it is an isomorphism, 
32—1220 
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For every G-surface there exists a birational morphism of it ontu 
a G-minimal surface. In order to verify whether F is G-minimal we 
must consider how G acts on the system of exceptional curves of first 
kind on F (g) ft. On a minimal surface there are no G-orbits of this 
system consisting of a collection of nonintersecting curves; if such 
a G-orbit exists, it can be retracted by a birational G-morphism. For 
example, on a nonsingular cubic surface the exceptional curves of first 
kind consist of 27 straight lines on the surface. B. Segre [6] noted the 
importance of considering the nonconnected sets of conjugate straight 
lines. In fact, we are dealing here with a general principle that allows 
us to simplify and generalize several of Segre's results. 

Let us first consider the simplest case, with G = {1} (which means 
that the field k is algebraically closed). Then every minimal surface, 
except the plane, is a fibering with base P1 and with the projective 
line for fiber; all such fiberings are classified by their unique integer-
valued invariant, namely the Chern number (see Nagata [5]). Thus 
there is a countable set of minimal surfaces here although all of them 
are, of course, birationally equivalent. 

The general result, which goes back to Enriques, is as follows. 
Let us denote by N (F) the group Pic (F ® k) of classes of inver-

tible bundles on F ® k. This group is a free group with a finite number 
of generators, and it is obvious that G acts on it. Let QF É N (F) be 
the canonical class; QF is G-invariant. We assume that in the algeb
raic case P (F) = Pic F and in the geometric case that P (F) is the 
group of classes of G-invariant divisors. 

T h e o r e m 1. Every G-surface is birationally G-equivalent to 
a G-surface F of one of the following types. 

1. The rank of the group P (F) is equal to unity, the bundle Q"1 

is ample and on the surface F ® k an arbitrary irreducible curve with 
negative index of self-intersection is an exceptional curve of first kind 
(nondegenerate case). 

The rank of the group P (F) is greater than unity, on the surface 
F ® k there exist rational curves with index of intersection —2, and 
the bundle Q"1 is ample on the complement of these curves (the degene
rate case). 

2. The rank of the group P (F) is equal to two; there exists a G-mor
phism f: F-*-C where С is a regular G*curve of genus zero over k; 
the general fibre f is geometrically reduced, is geometrically irreducible 
and is a curve of genus zero. 

G-surfaces determined in this way will be called standard. The 
surfaces of the first family will also be called surfaces of del Pezzo 
(nondegenerate and degenerate, respectively), and the surfaces of 
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the second family will be called surfaces with a bundle of rational 
•curves. 

The plane and a cubic surface belong to the first family; ^minimal 
fiberings belong to the second class. 

Let us note that this result is somewhat weaker than the one 
obtained for the case G = {1}: here we do not assert that all G-minb 
mal surfaces are standard. 

Let us say just a word about the proof (for the details see [2]). 
Every G-surface, as is easily seen, has an ample bundle L 6 P (F). 
If the rank of P (F) for the G-minimal surface F is equal to unity, 
it easily follows that the bundle Q]?1 is ample. 

But if the rank of P (F) is greater than unity, then we can find 
a very ample bundle L £ P (F) which is linearly independent of QF. 
A study of the zeros of G-invariant sections of the bundle L (g> Q£ with 
suitably chosen n then enables us to find on F a G-invariant curve 
of arithmetic genus zero, whereupon a G-pencil of such curves can 
be constructed without particular difficulty. The construction of such 
a curve can fail only if (QF • QF) > 0; an analysis of this case shows 
that then the bundle Q̂ -1 is ample on the complement of a finite 
number of curves with index —2, which are retracted to singular 
points on an anticanonical model of the surface F. Moreover, it is 
possible to show that G-invariant singular points cannot exist in 
this case. The presence of ' singular points justifies the name "degene
rate case". 

In general the argument proceeds in the same way as for the 
Kodaira's proof of the criterion of rationality (see Serre [7]), and 
to some extent it clarifies the structure of the latter. Moreover, this 
method also enables us to obtain a complete classification of minimal 
surfaces for G = {1}. 

4. Before proceeding further with our birational classification 
of the standard G-surfaces, let us introduce some information about 
their structure. 

The surfaces of del Pezzo. We confine our attention 
here to the nondegenerate case. 

Since on these surfaces the bundle Qp1 is ample, we have 
(QF • QF) > 0. For rational surfaces in general (QF • Q#)<9; thus 
the number (QF • QF), which we shall call the degree of the del, Rezzo 
surface F, may take any value from 1 to 9; , . , • .• 

For. 3<(Qir • Qi?)<9 the bundle OF is v,ery ample. 
For (QF • QF) = 2 the mapping determined by the bundle Q*1 

is of "degree 2. ' { 

For (QF • QF) = 1 the mapping determined by the buAdle Qj1 

has one base point. By making a monoidal- transformation with cer)ter 
32* 
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at this point, we obtain a fibering by elliptic curves over the projective 
straight line with fc-section. 

Let F be a surface of del Pezzo of degreeji. There exists a k-тот-
phism (not necessarily a G-morphism) F <g> k ->• P2, which is inverse 
to a monoidal transformation with center at 9 — n closed points 
(the case n = 8 is exceptional; here the surface F may itself be a mini
mal Worm P1 X P1). 

Nagata [6] gave a description of the irreducible exceptional curves 
of first kind on such surfaces. Here we shall confine ourselves to giving 
the following table, in which the first line gives the degree of the 
del Pezzo surface and the second line gives the number of exceptional 
curves on it: 

9 8 7 6 5 4 3 2 1 

0 Oorl 3 6 10 16 27 56 240 

Sur faces wi th r a t i o n a l penci l . The basic geometric fact 
here lies in the description of the degenerate fibers of G-morphism 
f : F -+• С Namely, every such fiber is the union of two irreducible 
exceptional curves of the first kind with index of intersection 
equal to unity. The two components belong to the same G-orbit. 

5. Some s i m p l e c o r o l l a r i e s of Theorem 1. 

C o r o l l a r y 1. "An arbitrary rational surface over k either 
coincides up to birational equivalence with one of the surfaces of 
del Pezzo or can be defined by a system of equations of the form 

t A(u, v)x2 + B(u, v)y*=l 
I au* + bo%=l 

where a,b£k; A,B^k (u, v). 
It should be noted here that the majority of the surfaces of del 

Pezzo can also be birationally defined by simple equations: for example, 
a surface of the fourth degree is the intersection of two hyperquadrics 
in four-dimensional projective space. 

C o r o l l a r y 2. An arbitrary Abelian finite subgroup of the 
Cremona group either acts biregularly on del Pezzo surfaces or is 
conjugate to a finite group which carries a tower of fields of the form 
k (x, y)zDk(x)zDk into itself. 

From this corollary we obtain the classical results of Cantor and 
Wiman (see [9]). 

6. Another suggestive restatement of Theorem 1 is as follows. 
In the group Cr = Aut% (x, y) let us consider the "triangular" sub
group Cr0 consisting of. the automorphisms that take the field 
k (x) into itself. The imbedding Cr0 ->• Cr defines a mapping 
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/: Я 1 (k, Cr0) -* H1 (ft, Cr). Also let P cz tf1 (ft, Cr) be the elements 
represented by minimal del Pezzo surfaces, We have 

№(k,Cr) = (№(k, Cr0))[)P. 

Let us first note that the set Я 1 (ft, Cr0) is comparatively easy 
to describe if we begin with the exact sequence 

1 —> AutTi(jc) ft (x, y) —> Cr0 —» Aut ft (x) —> 1. 

Essentially, an element of H1 (ft, Cr0) is a pair of quaternion algebras 
over the field ft and over the corresponding field of functions of genus 
zero over ft. The standard surface F corresponding to such a pair of 
algebras has degenerate fibers at points of the base where the local 
invariants of the functional algebra are nontrivial. The number 
(QF • QF) = 8 (the number of geometric points of the base nontrivial 
invariants). 

Our problem now consists of determining the equivalence relation 
on H1 (ft, Cr0)\jP defined the mapping of this set into Я1 (ft, Cr). 

Let us first formulate the basic known facts about the equivalence 
of interest to us here. In the geometric case these facts provide us 
with necessary conditions for the conjugacy of the Abelian subgroups 
of Cr. 

As a preliminary, let us introduce certain concepts. Let F be 
a G-surface and let/ : F' -> F be a biràtional morphism. This morphism 
induces a monomorphism of the groups f : N (F)-+ N (F'). In the 
projective system of birational morphisms on F the G-morphisms form 
a co-final subsystem. Thus G acts on the group 

Z (F) = lim N(F'). 

Moreover, on the group Z(F) the following structures are defined: 
a. The nondegenerate scalar product Z (F) X Z (F) -> Z, induced 

by the index of intersection on N (F'). 
b. The canonical homomorphism Q: Z(F)-+-Z which is defined 

on N (F) by the formula L - * (L • QF). 
с The cone of nonnegative elements Z+ (F) = lim N+ (F'), where 

N+ (F') are the points corresponding to nonnegative divisors, In this 
cone, the subset Z+ + (F) = lim N + + (F) is distinguished, where 

Л/г++ (F) are classes of the bundles, corresponding to nonnegative 
divisors, whose linear systems do not have fixed components. 

An arbitrary G-rational mapping of finite degree / : F2 -+• F% 
determines a G-homomorphism /* : Z (Ft) -> Z (F2) which takes 
nonnegative elements into nonnegative elements and Z+ + (Ft) into 
Z++(F2). 
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If the mapping/ is birational, then /* is a G-isomorphism preserving 
all three structures: the index of intersection, the canonical element Q 
and the nonnegative elements, and also preserving Z++. 

We can now state the basic known results on birational classi
fication of standard models. 
- The first theorem is due to V. Iskovskih (unpublished). 

T h e o r e m 2. Let F be a standard minimal G-surface with pencil 
of rational curves and let (QF • Qj.)<0. Then in the set (Z++(F))G 

there exists a unique element L satisfying the conditions (L • L) = 0, 
(L • Q) = — 2. (This element corresponds to a fiber of the bundle of 
rational curves.) 

From this theorem it follows that in the class of standard models 
under consideration, every birational isomorphism must preserve the 
bundle. This fact enables us to determine all isomorphic surfaces. 

For example, let the ground field be finite. Then the elements of 
the set Л1 (ft, Cr0) are in one-to-one correspondence with the classes 
of quaternion algebras over ft (x). Let us consider only those classes 
in which the number of nontrivial local invariants is>8; they are 
acted on by the group of automorphisms of the field ft (x) : distinct orbits 
of this group correspond to distinct elements of H1 (ft, Cr). In parti
cular, the set tf1 (ft, Cr) is infinite. Moreover, we obtain in this way 
all elements of the set H1 (ft, Cr) except for a finite number of them: 
in fact, it can be shown that the standard surfaces with (QF • QF) > 0 
belong, up to birational equivalence, to a finite number of algebraic 
families, so that in the present case there is only a finite number of 
them altogether. 

Second ехатр1е_,__Ье1 us consider birational automorphisms of 
order two of the field ft (x, y) (ft is algebraically closed) 

*-»*, y->q>(x)ly, 

where cp (x) G ft (x) is a rational function without multiple zeros or 
poles and such that [ft (x) : ft (cp (x))] > 8 . Two such automorphisms, 
corresponding to the functions cp (x), -ф (л:), are conjugate in the Cre
mona group if and only if they are conjugate in the group Cr0. 

For this it is easy to find sufficient conditions in the terms of the 
functions ф, ty. 

The theorem of Iskovskih gives a clear picture of the birational 
behavior of minimal surfaces with nonpositive (QF • QF). For the 
case (QF • QF) > 0 the picture is less clear. 

The surfaces of del Pezzo (nondegenerate) of degree /i>4 have 
been studied in [2]. In particular, it is proved there that for /г>5 
the presence of a G-invariant point is equivalent to G-birational tri
viality of such a surface. For n = 4 this statement is no longer true, 
as is proved in outline below (see Theorem 4). For /i<3 the minimal 
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îondegenerate surfaces of del Pezzo admit a complete birational 
classification. 

T h e o r e m 3. Let F be a minimal nondegenerate G-surface of 
lei Pezzo of degree 1, 2 or 3. Then F is not G-birationally equivalent 
о any G-surface with rational pencil. Furthermore, for an arbitrary 
1-birational mapping g: F' ->• F, where F' is an arbitrary del Pezzo 
urface of degree not less than the degree of F, there exists a birational 
j-mapping f : F ->• F such that fog is a G-isomorphism. -

Thus if follows, in particular, that the birational classification of 
yubic G-minimal surfaces coincides with their projective classification. 

As part of the proof of this theorem we also obtain a complete 
ietermination of the group of birational G-automorphisms of the 
;urface F in terms of the set of G-points. In order not to encumber the 
)resent discussion with technical details, let us state this result here 
or a very special case: bn a cubic minimal ft-surface F there exists 
i rational point if and only if F admits a birational automorphism 
;hat is not an isomorphism. (Of course, the necessity of this condition 
s almost trivial.) 

Another supplementary remark: Let us consider the field of func-
ions on the surface я3 + tf + z3 = 1 and on it the automorphism 
p : X-+- £#, y-+ y, z-+z, where £8 = 1. This automorphism is not 
conjugate in the Cremona group to any automorphism of the plane 
>r of a minimal fibering. Thus, in particular, this automorphism cannot 
)e included in any connected algebraic subgroup of the Gremona 
[roup, since every such subgroup acts on the plane or on a minimal 
ibering. 

In order to state the following theorem we introduce the concept 
if a trivial G-module, by which we mean the direct sum of a finite 
lumber of free abelian groups, each of which is induced as a G-module 
>y a trivial module Z with respect to some subgroup of finite index 
)f the group G. Two G-modules are said to be equivalent if they be-
:ome isomorphic to each other after the adjunction to each of them 
>f a trivial module. 

t h e o r e m 4. Let the surfaces Fit F2 be G-birationally equi
valent. Then the G-modules N(Fi) and N(F2) are equivalent. Thus any 
tlgebraic invariants N (F) of an equivalence class of a G-module are 
1-birational invariants of the surface F. 

An example of an invariant that is easily calculated and leads 
о nontrivial results is the group H1 (ft, N (F))1). In [2], this group 

x) During the Congress M. Arlin has pointed out to me that over finite 
Leids k the group H1 (k, N(F)) is isomorphic to the Brauer group of surface 
7 (cf. [13]), For proof consider the etale cohomology Leray sequence for the map 
7 (g) k ->- F and use rationality. 



504 ПОЛУЧАСОВЫЕ ДОКЛАДЫ HALF-HOUR REPORTS 

is calculated for all possible del Pezzo surfaces of degree four and 
turns out in a number of cases to be nontrivial, a fact which will 
be of essential importance to us below in our discussion of the examples 
given by Châtelet. 

In the algebraic case a very interesting invariant over a number 
field ft is Tamagawa number of the torus with the G-module of cha
racters N (F). 

Since" the zeta function of the surface F is closely related to the 
zeta function of this torus, the birational invariance of the Tamagawa 
number can probably be given an arithmetical interpretation. 

7. In connection with all the remarks it is interesting to investigate 
the action of the group G on N (F). 

The index of intersection N (F) is not a definite form. In order to 
obtain a (negative) definite form, we must confine our attention to 
the subgroup N0 (F) cz N (F) consisting of those L for which 
(L - Q,) = 0. 

It is obvious that we have the following G-pairing of lattices 

No(F)xN(F)l(QF)-+Z. 

This pairing is degenerate if (QF • QF) фО. Moreover, the natural 
mapping No (F) ->• N (F)/(QF) under the same condition is an imbedd
ing, therefore both lattices may be assumed to lie in a space N0 (F) ® R 
which is euclidean with respect to this scalar product (with opposite 
sign). It is in this space.that the group G acting on del Pézzo's surface 
is naturally represented. 

For G-surfaces with rational pencil it is reasonable to consider 
a somewhat different representation. Namely, let L0 Ç N (F)G be an 
element determined by a bundle of rational curves. We set Nt (F) = 
= {LeN(F)\(L- L0) = (L • QF) = 0}. Here the pairing Nt (F) X 
X Ni (F) -*• Z is negative definite, since G again has an orthogonal 
representation in the space N± (F) ® R. 

T h e o r e m 5. The image of G in the group of orthogonal transforma
tions of the space N0 (F) ® /? (or N±(F) ® R, respectively) is con
tained in a certain finite group which is generated by reflections and 
which preserves lattices N0 (F), N (F)/(QF) (N± (F)). 

The corresponding groups of reflections can easily be described 
in explicit form. In particular, for del Pezzo surfaces of degree 3, 2, 1, 
they will be the Weyl groups of the groups EQ, E7, Eg, respectively. 
Surfaces with rational pencil give Weyl groups of one of the classical 
series. 

The proof of this theorem depends on the symmetries of the con
figuration of exceptional curves of first kind, whose classes generate 
the corresponding lattices. The lattices N0 (F) and N (F)/(QF) are 
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related to the simply connected and non-simply connected forms 
of the corresponding Lie group. For surfaces with rational pencil 
it is sufficient to consider the components of the degenerate fibers 
which generate Ni (F). 

As was shown by Todd [8], there exists a three-dimensional varie
ty and a morphism of it onto the curve С such that the general fiber 
F of this morphism is a del Pezzo surface of degree 3, and the funda
mental group of the base (with excised images of degenerate fibers) 
acts on the space NQ (F) <g> R as the full Weyl group of type £6. It 
would be interesting to establish the existence of the analogous fibe
ring for the surfaces of degrees 2 and 1 ; for del Pezzo surfaces of deg
ree > 3 this existence follows from the results of Todd. 

The arithmetic analogue of this question, namely what are the 
properties of the splitting fields of a system of exceptional curves on 
minimal del Pezzo surfaces of degree<3 over number fields, has not 
yet been solved; in particular, it is not known whether the Galois 
group of such fields can act on a corresponding space as the full Weyl 
group. 

In this connection we should also make the following remark. The 
Cremona group acts on Z(P2), preserving the scalar product. Let 
Zo (P2) be the kernel of the mapping Q; then Cr acts on the group 
Z0 CP2), which is a lattice in an "infinite-dimensional" euclidean space. 
A theorem of Noether states that the group Cr is generated by reflec
tions and by the projective group (which is finite-dimensional). Appa
rently this fact points to a possible role for infinite-dimensional groups 
of reflections in the study of groups of Cremona type. 

8. We shall now discuss some results concerning birational proper
ties of surfaces and the presence of ft-points on them. In order to sim
plify our statements, we shall confine our attention to the algebraic 
case; as usual, we consider only standard models. 

The situation is simplest with del Pezzo surfaces of degree> 5: 
the presence of a ft-point is equivalent to the birational triviality of 
such a surface. In particular, if the field ft is infinite, it follows that 
the presence of one ft-point implies the presence of infinitely many 
ft-points. Moreover, surfaces of degree б and 7 always have a ft-point. 
Also, over a number field it is sufficient to verify the presence of a 
point on the surfaces of degree 9; 8, and 6, everywhere locally; from the 
presence of such a point follows the existence of a point in the ground 
field, which means that all points are determined by two parameters. 
In particular, there follow the results of Selmer, Segre and Swinner-
ton-Dyer, to the effect that the Minkowski-Hasse principle is valid 
for cubic fields with a set of three conjugate pairwise nonintersecting 
straight lines: by retracting this set of three lines, we obtain a del Pez
zo surface of degree 6. (For such a surface the Minkowski-Hasse prin-
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ciple can be proved thus; by excising from it all exceptional curves, 
we obtain the principal homogeneous space over the two-dimensional 
torus, arid for such a space the result is known.) 

For del Pezzo surfaces F of degree < 4 the presence of a point does 
not yet imply birational triviality. The simplest example is я3 + 
+ f/3 + z3 = a. If a $ (ft*)3, the surface is minimal and therefore nontri
vial (by the theorem of Segre or as a result of calculating H1 (ft, N (F)) = 
= Zs ® Zs- But the existence of a rational mapping f: P2-+ F means 
the existence of an infinite set of points. In this case I shall say that 
the surface F is ft-unirational. 

T h e o r e m 6. Let F be a del Pezzo surface of degree 2, 3 or 4 and 
assume that it contains a k-point not lying on the exceptional curves. 
Then the surface F is k-unirational. 

Segre [6] showed that for a cubic surface the presence of a ft-point, 
even of one lying on the exceptional curves, implies the existence of 
a point outside of them. I do not know whether this result is true for 
degrees 2 and 4. Finally, it is sufficient to consider only minimal sur
faces, so that we may assume that the ft-point lies on the intersection 
of at least two exceptional curves. 

I do not know whether del Pezzo surfaces of degree 1 and surfaces 
with rational pencil are necessarily unirational if they have a ft-point. 

Let us return to the unirational surfaces F. 
The structure of the G-module N (F) sometimes allows us to obtain 

information on the possible degrees of the rational mappings P2->-
-> F. Namely, we have the following theorem. 

T h e o r e m 7. Let à be the least common multiple of the periods 
of the groups H1 (K, N (F)), where К runs through the finite extensions 
of field ft. Then thedegree of any rationalk-mapping P2 ->• F is divisible 
byd. 

An e x a m p 1 e. By the Todd construction, over suitable func
tional fields ft there exist cubic surfaces F which have ft-points and 
are such that the Galois group of ft/ft acts on N (F) (g> R as the full 
Weyl group of typejEe. Calculation shows that in this cased = 6. Con
sequently, an arbitrary general construction of a rational mapping 
P 2 ->• F which makes use only of the existence of ft-points must pro
duce a degree for the mapping which is divisible by 6. This fact more 
or less explains why the classical method gives a mapping of degree 6. 

9. I have already touched several times on the question of determi
ning the set of all ft-points of rational surfaces. 

If the surface is birationally equivalent to the plane, the problem 
is thereby solved. More interesting is the case when the surface JF is 
only unirational. Then every rational ft-mapping P2 ->• JF produces an 
infinite set of ft-points of the surface F depending on two rational para-
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meters. But it turns out that no finite number of such parametriza-
tions can produce all the rational ft-points if ft is a number field and F 
is a surface with a "sufficiently large" number of elliptic curves. In 
a report by the author [4] this result was proved for nonsingular cubic 
surfaces F, but the proof is also valid without essential changes for 
del Pezzo surfaces of degree 2 and 4, and also for cubic surfaces with 
singularities, provided they are birationally nontrivial. The proof 
is quite simple but makes use of deep-lying facts in the arithmetic of 
algebraic curves over number fields. Under these circumstances there 
is considerable interest in the examples constructed by Châtelet on 
cubic surfaces F for which a finite number of parametrizations with 
four parameters produces all the rational points (at least, on a set that 
is open in the sense of Zariski). By means of Theorem 5 we may verify 
that the Châtelet surfaces enumerated in Sections HI-V of the report 
[10] are birationally nontrivial (the group Я1 (ft, N (F)) is nontrivial 
of period 2), so that obviously the two-parameter representations are 
not sufficient. The standard models of Châtelet's surfaces have 
(QF • Q_p) = 4; they include not only the del Pezzo surfaces but also the 
surfaces with rational bundle. They are birationally trivial over a qua
dratic extension (or the compositum of two quadratic extensions) of 
the ground field. The invariant significance of the Châtelet construc
tions is not clear and the domain of their natural applicability is un
known. The question certainly deserves further study. 

My final remarks concern questions of basic theoretical importance 
that are still unsolved4 

First, we are still completely ignorant of the terms in which we 
ought to describe the ft-points on minimal standard models of F with 
rational bundle and with (QF • Qj?)<0. Even if the surface is unira
tional, it appears that the most we can count on is a result of the Châ
telet type. But I do not believe that all such surfaces with rational 
points are unirational; in particular, not all surfaces with rational 
bundle and with (QF • QF) < 0, although I have yet not been able to 
find any proof. But in a certain s'ense these surf aces are in a great majo
rity among rational surfaces and this question relates to a number of 
the simplest surfaces in the theory of numbers. Perhaps it is badly sta
ted? When rational surfaces are studied along with certain Kummer 
surfaces, the results seem to show that «the set of all ft-points of a sur
face» is a much more complicated entity than in the case of curves 
[where the restriction to number fields and acceptance of the Mordell 
:onjecture produces a reasonably clear picture from the qualitative 
point of view). 

Again, practically no study has been given to the problem of effec
tively calculating whether or not there exists a ft-point on a given ra
tional surface (again we restrict our attention to number fields ft). The. 
examples given by Swinnertion-Dyer and Mordell for the failure of the 
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Minkowski-Hasse principle for cubic surfaces do not seem to point the 
way toward any theory. For standard models with rational bundle even 
examples of this sort are unknown. Such examples are also unknown 
for del Pezzo surfaces of degree four, which in a certain definite 
sense are the simplest nontrivial arithmetical class of surfaces. Here 
again the Châtelet surfaces are of considerable interest. The technique 
"now being used to study them strongly recalls the "first descent" into 
the theory of elliptic curves; it will be very interesting to see whether 
this similarity is only a superficial one. 

10. In conclusion, let us state a conjecture about ft-points on ratio
nal surfaces. We recall that a field ft is said to be a Ci-field if an arbi
trary hypersurface in Pn over ft which is of degree<n, has a ft-point-

Conjec ture . An arbitrary rational (regular, proper) surface 
over a Ci-field ft has a ft-point. 

Obviously it would be enough to verify this conjecture for stan
dard models, and in fact by different reasons that it is true for all 
types of standard models except possibly del Pezzo surfaces of degree 
two and degenerate del Pezzo surfaces. If the field ft is finite then no 
such exceptions need be made. 

This conjecture is the only simple general statement we are at 
present able to make, in a system of facts which distinctly lack a har
mony. 

Математический институт им. В. А. Стеклова, 
Москва, СССР 
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ON TAMAGAWA NUMBERS 

T A K A S H I O N O 

1. Adele geometry 

Let X be an algebraic variety defined over the field of rational 
numbers Q. For each valuation v ( = oo or p) of Q, we get an analytic 
variety Xv consisting of points of X rational over the completion QD. 
If v —p, Xp contains a compact set Xz . Zp being the integers of Qp. 
An element x = (xv) 6 \\ Xv is called an adele if xp £ Xz for almost 

V p 

all p, i. e. for all but a finite number of p. The set XA of all adeles 
becomes a locally compact space and is called the adele space of X. 
We identify XQ as a subset of XA by the diagonal imbedding. If X 
is quasi-affine, XQ is discrete in XA. 

The adele geometry is the study of the pair (XA, XQ), together 
with the imbedding above. Therefore, one has to define all conceiv
able invariants of X in terms of the pair and study relations among 
them or connections with other invariants of X. The Tamagawa 
number x (X) is an example of such invariants which is, so far, defin
able only when X is a connected linear algebraic group. It is quite 
desirable to find the true definition of т (X) for arbitrary X just as 
the Euler number is defined not only for topological groups but for 
any topological manifold. • 

Having these in mind, we shall outline some known results on 
algebraic groups and an interpretation of the Siegel's mean value 
theorem as a statement about the Tamagawa number of a certain 
homogeneous space. 

2. Convergence property of a variety 

For a variety X defined overQ, denote by X*p> the reduction of X 
modulo p. For almost all p, X<p> is a variety defined over the finite 
field Fp = Zip and X[P Ф 0. We put \ip (X) = [X^]/pd i m X, where 
t*I denotes the number of elements in a finite set *. We shall say 
that X is of type (C) if the product [JVP W> taken over almost all p, 
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is absolutely convergent. When X = G, SL connected linear algebraic 
group, we see that the following three properties for G are equivalent 
each other: (i) G is of type (C), (ii) ô = 0, where ô is the character 
module of G, (iii) ni (G) is finite. (We denote by щ (X) the /-th homo
topy group of XQ.) 

We shall call G special if it satisfies any one of the above three 
conditions. By the decomposition of Levi-Chevalley, G is special if 
and only if it is a semi-direct product of a unipotent group and a semi-
simple group. The condition (ii) can be replaced by (ii)': H° (X, 0£) = 
= Gm, i.e. the non-existence of non-constant everywhere holomor
phic never zero rational functions on X. Thus, all three conditions 
(i), (ii)', (iii) make sense for any variety. It will be interesting to 
study.their mutual relations for X. For example, the hypersurface 

in affine (r + l)-space defined by F (X) = 2 tyX* — 6 = 0 , аг Ф 0, 
4=0 

b фО in Q, has all three properties, provided r > 3; actually Xc is 
simply connected. 

Suppose that X is non-singular. Let œ be a gauge form on X defined 
over Q, i.e. an everywhere holomorphic never zero differential form 
of highest degree defined over Q. Such a form exists if X = G or if X 
is a hypersurface in an affine space. For each v, со induces a measure 

CûD on Xv and we have, for almost all p, \ip (X) = \ CDP. If X is of 

type (C), the formal product JJ a>v well-defines a measure on XA. If, in 
V 

addition, X has the property (ii)', this measure on XA is the unique 
one as is seen by the product formula in Q, and is written dXA, 

3. Special groups 

Let G be a special group defined over Q. By the argument above, 
there is a unique measure dGA on GA. Since ô = 0, we have (G)Q = 0 
and hence, by Borel—Harish-Chandra, the number % (G) = \ dGA 

G A / G Q 
is well-defined. A. Weil has conjectured that 

(W) jt1(G) = 0^T(G) = l. 

This has been proved for a large part of classical groups (Weil, Tama
gawa), for some exceptional groups (Demazure, Mars) and for Che-
valley groups (Langlands), but is not yet completely solved. 

On the other hand, the author has determined т (G) modulo (W),. 
the so-called relative theory, as an application of his determination-
of the Tamagawa number of algebraic tori. Namely, since n± (G) is. 
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finite, there is a universal covering group 8 of G which is also alge
braic and defined over Q, unique up to isomorphisms over Q. Since 
jti (G) can be identified with the kernel of the „covering map 8-+G, 
we can put a g =: g (Q/Q)-module structure_on я4 (G), where g (Q/Q) 
is the Galois group of the full extension Q/Q. The relative theory 
tells that the ratio x (G)l% (G) depends only upon the g-module я4 (G). 
More precisely, we have 

(#) % (G)lx(G) = [MG)ö]/[III (MG))b 

where n/(G) = Hom (n^G), (Q)*), and III (*) = Ker (я 1 (Q, *)->-

->• J J ^ 1 (Q»» *))• Here, it should be noticed that the quantity on 

the right hand side of (ф) makes sense for any X, at least when щ (X) 
is finite. • 

4. Special homogeneous spaces 

Let (G, X) be a homogeneous space defined over Q. In particular, 
(G,G) can be identified with G in an obvious way, and all definitions 
for (G, X) will be consistent with respect to this identification. We 
shall say that (G, X) is special if (i) XQ ф 0 and (ii) G, G6 (g £ XQ) 
are special, where Gg is the isotropy group of £. When that is so, X 
is quasi-affine (hence XQ is discrete in XA) and satisfies the three pro
perties (i), (ii)', (iii) in § 2. Since G and Gg are unimodular, X has 
a G-invariant gauge form and, by the uniqueness, X has the canonical 
measure dXA which is independent of the choice of G and its action on 
X that make X into a homogeneous space. We see that G^XQ is open 
and closed in XA. For any / on GAXQ continuous with compact support, 
compare the following two integrals: 

J fdXA = (.)x(Qr* \ %f(gt)dGA. 
GAXq < V G Q ÊGXQ 

If the ratio (*) is a constant independent of /, we shall call it the 
Tamagawa number of (G, X) and write x (G, X). In case X = G, 
.we have x (G, G) = x (G), this being nothing else than the Fubini 
formula îOTGJGQ. By the mean value theorem we mean the statement 
x (G, X) = 1 . For simplicity, assume that the universal covering 
groups of G, G6 satisfy (W) and that G6 satisfies the Hasse principle. 
Then, we can prove, via relative theory, that the mean value 
theorem is the consequence of 

rti(X) = jt2(X) = 0. 
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This can be thought as a natural generalization of n t (G) = 0 because 
jt2 (G) = 0. Here are two examples: (1) X =Qn — {0}, G = SL (n), 
n > 2, (2) X = {x£ Qm>n; *xsx = f), s, tf non-singular symmetric 
matrices in Q, m > n > 1, m — n > 3, G = 0+ (s). For those, one 
checks all conditions above and obtains the mean value theorem, 
which is the adele version of the classical theorem due to Siegel. 

(The details of the paper will be published in J. of Math. Soc. 
Japan, 20, No. 1, dedicated to Prof. S. Iyanaga). 

The University of Pennsylvania, 
Philadelphia, USA 

DIFFERENTIABLE MANIFOLDS 
IN COMPLEX EUCLIDEAN SPACE 

H U G O E. R O S S I 

Let M be a real C°° manifold of dimension d, and suppose we are 
given a collection {&} of complex vector fields on M. The functions 
annihilated by this system; that is, the solutions of the first order 
differential equations 

b/ = 0 

form a ring. This ring of functions is not dense in all functions in any 
reasonable function-space topology and will give rise to various topo
logical complex function algebras. The function algebraist hopes to 
find in this situation some natural relationship with holomorphic func
tions of several complex variables. In particular, following the direc
tion of some natural examples, we would like to find, say, a complex 
space associated to the system on M in some canonical way so that 
these functions admit holomorphic extensions into this space. There 
is good reason to expect that some such relationship exists, but up to 
now the results are slight. 

Of course, for there to be many solutions, it is necessary to assume 
that the sheaf of C°° vector fields generated by the {%t} forms a Lie 
algebra sheaf (under brackets). We also impose a nondegeneracy condi
tion: we assume that this sheaf is locally free. What is the same, we 
assume that the linear span of the lt(x) has constant (complex) dimen
sion m along the manifold. These conditions are sufficient in thé real 
analytic case, to insure the existence of local solutions to the system 
of equations 
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In fact, we can find (locally) k = d — m solutions which embed M as 
a submanifold of Ch. However, in the C°° case nothing is known about 
the existence of these solutions. 

Conversely, if M is a real d-dimensional submanifold of Ch, with 
i>k, then at each point of M there is a nonempty maximal space of 
tangent vectors which is invariant under the involution defining the 
:omplex structure of Ck. This space inherits a complex structure and 
tias dimension at least d — k. The nondegeneracy assumption now re
quires this dimension to be d—k everywhere. (In this sense then, a com
plex submanifold is degenerate.) We refer to this distribution of sub-
spaces by S. If Èi, • . •» lm are complex vector fields spanning S, then 
the holomorphic functions of Ch satisfy (on M) the system 

and this is the system of equations with which we started. We are led 
to this definition. 

D e f i n i t i o n . A d-dimensional almost complex manifold is a real 
C°° manifold M together with a 2m-dimensional subbùndle S of the 
tangent bundle, and a C°° tensor field J: S-*- S such that P = — /. 

Let 2 be the complexification of S, and H the subbundle (in 2) of 
eigenvectors with eigenvalue ]/" — 1. We call a function on M holomor
phic if its differential annihilates H. We call the given structure inte-
vrable if the sections of H form a Lie algebra, and completely integrable 
if in addition the sections of S = H + H form a Lie algebra. We 
call the structure induced if locally it is derived from an embedding 
into Ch. The Frobenius theorem is enough to guarantee that a comple
tely integrable induced structure' is (locally) a (d — 2m)-parameter 
family of complex manifolds of dimension m. This is essentially a theo
rem of Sommer"[7]; proved first for k = 2 by Krzoska [3]. L. Nirenberg 
[6] has proved this in the abstract case (the case d = 2m is of course 
the Newlander-Nirenberg Integrability theorem for complex struc
ture). 

Both our initial constructions had integrable structures. We shall 
restrict attention to these, and refer to them as sub manifolds of Ch. 
Presumably they can be so described locally. Now, if g, r) are vector 
fields in H then [l, ц] need not lie in 2. It is the extent to which these 
brackets fill out the rest of the tangent bundle of M which will influ
ence the description of the class of holomorphic functions on M, and 
the inherent structure. For hypersurfaces (the case d = 2m + 1) the 
Levi form1) translates this material into complete information on the 

x) If M = {ф Ç Cn; ф (x) = 0}, then the form ddq> acts as a Hermitian 
form on H\ this is the Levi form. 

33—1220 
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structure, but in the case of higher codimension an analogous tool 
does not exist. However examples (the first of which are due to Hans 
Lewy [5]) indicate that more than the brackets [g, r)] need to be studied; 
the higher order derived systems will be needed to obtain full infor
mation. 

For hypersurfaces, there is the following theorem. 

T h e о r e m. Let M be a hypersurface in Ck, and suppose that the 
origin is in M. If the Levi form is identically zero, then M is a one-
parameter family of complex manifolds, and the ring of holomorphic 
functions are just those which are holomorphic on the sheets of the 
family. 

If the Levi form at the origin is not zero, there is a domain D in 
Ck lying to one side of M such that every holomorphic function on M 
is the boundary value of a complex analytic function defined in D. 

This theorem is due essentially to H. Lewy [42] (k = 2) and sub
sequently R. '0. Wells [9] (k > 2). It can be strengthened to the fol
lowing 

T h e o r e m . Suppose f is a square integrable (with respect to 
surface area) function defined on M (in a suitable neighborhood of 0). 
These statements are equivalent. 

(i) / is the La limit of functions complex analytic in a neighborhood 
of M. 

(ii) f is the radial limit a.e. of a function complex analytic in D. 
(iii) / da = 0 for every compactly supported (k, k — 2)-form a. 
These theorems are local; there is only this very special global the

orem. 

Theorem. LetMbeacompactd-dimensional real manifold with 
an integrable almost comp lex structure of rank -g- (d — 1) (i.e., a hyper
surface locally). Suppose the Levi form is positive definite everywhere. 
If the structure is real-analytic, or if there are local holomorphic func
tions, then the structure is globally induced. More precisely, M can 
be represented as the boundary of a strongly pseudoconvex domain on 
a normal complex space. The functions holomorphic on M are preci
sely the boundary values of functions holomorphic on that space. 

This theorem has application to the study of isolated singularities 
of normal complex spaces. The structure of the singularity is deter
mined by the almost complex structure of the boundary of a suitable 
neighborhood. We can study the deformations of the singularity by 
the deformations of the boundary structure to which we can apply 
the harmonic analysis due to Kohn [2]. 

The local theorems discussed above are proved by first picking 
a suitable coordinate for Ck so that a large family of circles on M 
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)ecomes visible; these circles bound analytic discs which fill out the 
lomain D. Along a certain submanifold of M the circles degenerate to 
)oints. The extension is given by theCauchy integral around the circles, 
ind the conditions guarantee the proper behaviour of the integral. 

For submanifolds of higher dimension, a similar construction does 
lot exist in general; however in the Lewy examples it does exist and 
in analogous theorem follows. One Lewy example [5] is of a 4 dimen-
iional manifold in C3. There the smallest Lie algebra containing the 
lections of 2 is all vector fields, although the brackets of vectors in H 
ind Я do not span everything. Connected to M is a domain D in C3 

vith M lying on its boundary, such that every function holomorphic 
m M is the boundary value of a function complex analytic in D. Here 
ve can take holomorphic to mean \ / da = 0 for all (k, k — 2)-
(3, l))-forms a of compact support. 

The general situation is still vague, primarily because of the diffi
culty in finding a suitable parametrization. However, there seems to 
)e more than enough of the desired circles to choose from, thanks to 
;his theorem of Bishop [1]. 

T h e o r e m . Let M be a submanifold of dimension d in Ch, with 
i > k. We may choose coordinates for Ch so that the projection into 
y-k i s open ( a s a mapping from M). Then any (small) family of ana
lytic discs in Cd"k may be lifted to Ck, so that the boundaries are on M. 
This can be done in a unique way if we specify the real parts of the 
/alues of the other coordinates at the centers of the discs. 

This theorem is used to show that functions, complex analytic 
in a neighborhood of M, have extensions to a larger set; one which 
includes the images of all such lifted families where at least one disc is 
i point. R. O. Wells [10] has shown that the extent to which this set 
is larger than M is dependent on the Levi form. B. Weinstock [8] has 
improved the theorem by showing that the-lifted families are (almost) 
is différentiable as the given families. We hope to find a tractable 
:oordinate system for M by an appropriate choice of family in Cd~k. 

Finally, there is the question, what is the uniform closure on M 
)f the space of complex analytic functions? For hypersurfaces (local
ly), that is answered above. Otherwise again little else is known. Even 
if the dimension of M is less than the dimension of Ch, and the distri
bution S is empty, the question is difficult; and involves recent tech-
liques of the theory of partial differential equations. The following the-
>rem has recently been obtained by R. Nirenberg and R. O. Wells. 

T h e o r e m . Suppose M is a compact d-dimensional C°° manifold 
md F is a family of complex-valued real-analytic functions on M 
which separates points on M and has this additional property: for 

33* 
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all x £ M there are fu . . ., fd in F such that dft . . . а}афО at x. 
Then the holomorphic functions in F approximate all continuous fun
ctions. 

Dept. of Mathematics, 
Braudies University, USA 
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RIGIDITY OF QUOTIENTS 
OF BOUNDED SYMMETRIC DOMAINS1) 

E D O A R D O V E S E N T I N I 

The aim of this lecture is to give a brief account of certain results 
Vnd problems which arise in the theory of deformations of quotients 
of bounded symmetric domains by properly discontinuous groups of 
automorphisms. 

The theory of uniformization of Riemann surfaces of genus > 1 
shows how to construct families of discontinuous groups acting on the 
unit disk, with compact quotients, which depend continuously, in 
a non-trivial way, on certain parameters. Any attempt to construct 
similar examples .of non-trivial continuous families of properly discon-

*) This work was partially supported by the European Office of Aerospace 
Research .under Grant AF-EOAR 65-42. 
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;inuous groups acting on higher dimensional irreducible bounded sym-
netric domains fails. "One is therefore led to suspect that, if one ex
cludes certain product spaces, it might be true that there are no families. 
)f discontinuous groups with fundamental domain which is compact) 
>r of finite volume, and depend non-trivially on a.continuous para-
neter" 2). 

Several attempts to solve this problem have been carried out in 
ecent years using different techniques, and some progress has been 
nade toward that goal. A first general result, concerning compact quo7 
Jents, was obtained in the framework of Kodaira-Spencer's theory of 
ieformations of compact complex structures. Using this result» 
V. Selberg was able to prove in full generality his conjecture for compact; 
[uotients' of bounded symmetric domains, and to answer some relat 
;ed questions. A refinement of Kodaira-Spencer's theory coupled with 
acts of the geometry of pseudoconcave spaces, led to some partial 
esults for certain properly discontinuous groups with non-compact 
(uotients. 

In this talk I shall concentrate essentially on those results stres-
ing some differential geometric aspects of their proofs (cf. appendix), 
ind leaving aside some quite recent (unpunblished) results obtained 
>y A. Borel, M. S. Raghunathan, A. Selberg and by I. I. Pjatëckii-' 
iapiro, by means of algebraic considerations, about the rigidity of 
certain arithmetic groups. 

i 
1. Families of uriiformizable structures 

Let P and M be différentiable3) manifolds and let & : W *-> M bç 
i différentiable surjective mapping of maximal rank. Assume that 
or every point x g P there exists: 

a neighborhood W of x in V-, 
a neighborhood U of Щх) in M, 
an open set S in some numerical space Cn, 
a diffeomorphism ф : U X S ->• W, such that 
a) рГи г ^ & о ф ; 
b) if ф$ : Ut X St ->• Wt (i = 1, 2) are any two such diffeomorphismŝ  

;hen ф"1 о ф4 is an isomorphism of ф"1 (Wt {] W2) onto ф"1 (Wx [\ W2)% 

itructure sheaves being the sheaves of germs of complex valued C°° 
unctions holomorphic on the fibers of the projections prUf (i= 1,2). 

If all these conditions are satisfied, the triple (U, 9", M) is called a 
lifferentiable family of complex manifolds. 

2) This conjecture of A. Selberg [17] belongs to the more general context 
>f higher dimensional symmetric spaces. It has been given a general answer 
)y A. Weil [24] for discontinuous groups with compact fundamental domain. 

8) Here différentiable means always C°°. ' \ 
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For any t 6 M, ST1 (0 =Xt has a natural structure of a complex 
manifold. We assume as a structural sheaf on P the sheaf of germs of 
complex valued C°° functions whose restrictions to the fibers of 9* are 
holomorphic. 

Let X0 be a complex manifold. A différentiable family (P, 9, M) 
for which there exists a point о £ M and an isomorphism i : XQ -* 
-> ST1 (o) is called a differentiable deformation of X0. 

In a similar way we define holomorphic families and holomorphic 
deformations of complex manifolds. 

The above statements generalize Kodaira-Spencer's definitions oi 
deformations of compact complex manifolds. One can introduce the 
notions of equivalent, locally equivalent deformations and classes oi 
local deformations in the usual manner of deformations theory [12], 

Any deformation (P, 9", M) of X0 which is equivalent to the defor
mation (X0 X M, ргм, M) is called a trivial deformation. 

D e f i n i t i o n . A deformation (P, 9", M) of XQ is called rigic 
at infinity if there exists a compact set Ko c= -̂ o and an isomorphisn 

g: (XQ-KQ)XM->P 

onto an open subset of P, such that 

»•«Г = ргм, 
and that ïïp-~img is a proper map. 

Let (P, 9, M) be a family of complex manifolds over a connected 
and simply connected manifold M. Let jt : P -+• P be the universal 
covering manifold of P. Then (P, 9 о я, M) is a new family of complex 
manifolds over M. 

Let D be a complex manifold. We say that (P, 9, M) is a family oi 
complex manifolds uniformizable on the manifold D, if there exists 
an isomorphism 

o: P-^DxM-

(structure sheaves being the sheaves of germs of complex valued C* 
functions holomorphic respectively on the fibers of 9 о n and of prM] 
satisfying the condition 

prM oa = 9ojt. 

We shall always assume P to be connected. Hence P will be con
nected and simply connected. By consequence D must be connected 
and simply connected and for each t £ M 

Dx{t)?^Xt = 9-*(t) 
is the universal covering of. Xt. 
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The fundamental group Г = щ (Р) can be considered as the group 
)f automorphisms of the universal covering я : $ ->• P. It follows 
тот our previous remark that Г = я4 (Xt) for all t £ M. 

In a similar way we can define holomorphic families of complex 
nanifolds uniformizable on D. 

Theorem 1 [2]. Let D be a bounded domain in Cn and let M be 
he unit ball of С ш , M = {t= (tu . . ., tm) | 2 tata < 1}. Any holo-
norphic family (P, 9, M) uniformizable on D is trivial. 

2, Manifolds uniformizable 
on bounded symmetric domains 

Theorem 1 shows that the condition that the "family of complex 
nanifolds uniformizable on a bounded domain be a holomorphic fami-
y is a very heavy requirement. Moreover Theorem 1 does not involve 
iny restriction on the dimension of D; hence, for example, if (P, 9, M) 
s the family of curves of genus p > 1 over the Teichmüller space M, 
hen the uniformizing parameter of Xt on the Poincarê unit disk cannot 
iepend holomorphically on t. 

We shall consider différentiable families uniformizable on a bounded 
lomain D с C n . We will first of all assume D to be homogeneous. Fur-
hermore we will be interested in having quotients of finite volume by 
»roperly discontinuous groups 4). Hence [ 11] we must assume D to be a 
>ounded symmetric domain of C n . 

Let G be the (Lie) group of all (holomorphic) automorphisms of D. 
,ei Г be a properly discontinuous group of automorphisms of D (i.e., 
i discrete subgroup of G), acting freely on D and such that T\G 
ms finite invariant volume. 

Let (P, <Sf, M) be a différentiable family of corriplex manifolds uni-
ormizable on D, which is a- deformation.of X0 = D/T=9'""1 (o). 

It has been conjectured by A. Selberg6) that, if D has no irreducible 
lomponent of complex dimension 1, then (P, 9, M) is locally trivial 
it the point о 6 M. 

a) The compact case. Under the stronger assumption thatD/Г be 
:ompact, this conjecture has been proved to be true as a consequence 
>f the following general rigidity theorem. 

T h e o r e m 2 [7]. Let X be a compact complex manifold, whose 
miversal covering space is a bounded symmetric domain D. If no compo-

4) Volume is meant here in the sense of measure connected with the metric 
letermined on the quotient by the Bergman metric of D. 

6) Cf. [17], p. 164. Actually Selberg's conjecture concerns the more general 
etting which has been dealt with by A. Weil in [23], [24]. 
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nent of X has complex dimension 1, then the complex structure of X к 
locally rigid. 

This theorem was used by A. Selberg in [17] to prove in full gene
rality that, if D contains no irreducible component of complex dimen
sion 1, then for any discrete subgroup Г of G such that T\G is compact, 
there exists a representation of the group G in which all the elements oi 
the group Г are represented by matrices with algebraic elements, 

R e m a r k . Selberg's conjecture has been established by A. Weil 
[24] for the quotient T\G, where G is any connected semisimple Lie 
group without compact component, whose Lie algebra has no simple 
factor of dimension 3, and where Г is a discrete subgroup of G such thai 
T\G is compact. 

b) The non-compact case. The case where T\G is not compacl 
seems much more diffficult to handle. 

In an attempt to shed light on Selberg's conjecture in a joint paper 
with Andreotti [2] we have considered â particular class of différen
tiable families (P, ft, M), rigid at infinity, of uniformizable structures 
on a bounded symmetric domain D. 

In order to state exactly the results of [2] we shall briefly review 
some background material [2]. 

Let X be a complex manifold of pure complex dimension n. Given 
a real valued C°° function Ф on X, we denote by L (Ф) its Levi form, 
locally expressed by 

L(0) = y\^—dz^dz^. 

The signature of L (Ф) at a point x0 œ X depends only on Ф and 
x0. We say that theC°° function Ф is strongly q-pseudoconvex at x0 if 
the Levi form L (Ф) has at least n—q positive eigenvalues at the point 
x0. That amounts to saying that there exists a biholomorphic imbed
ding T : Bn_q ->• X of the unit ball of Gn~q 

Bn~q={t=(tu . . . ,uec n - e iS<Ä< 1} 
into X, such that % (0) = x0 and that the C00 function Ф о t is strongly 
plurisubharmonic at t = 0, i.e., its Levi form is positive definite at 
* = 0. 

More in general we say that a continuous function Ф : X -^ R is 
strongly <7-pseudoconvex at x0 if the following two conditions are 
satisfied: 

there exists a neighborhood U of xQ in X and finitely many 
real valued С °° functions Ф ь . . ., ФА on X such that 

Ф (x) = Sup (Фл (*), . . . , ФА (X)) for all x£ U\ 
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there exists a biholomorphic mapping t : Bn _g -+• X such 
that т (0) =x0 and that all the C°° functions Ф^т, . . ., ФАот 
are strongly plurisubharmonic at t = 0. 
D e f i n i t i o n . The complex manifold X is strongly q-pseudo-

concave if there exists a compact set К c= X and a real valued conti
nuous function Ф on X such that: 

i) Ф is strongly <?-pseudoconvex at each point of X — КI 
ii) for any constant c> Inf Ф the set 

Ва = {х£Х\Ф (x)>c) 
is relatively compact in X. 

We are now in position to state the main result of [2]. 
T h e o r e m 3. Let(P, 9, M) be a différentiable family of deforma

tions of a complex manifold X = 9~* (0), over the unit ball ofRm 

M = {t = (tt, . . . , ^ ) £ R m | S ^ < l > -
We assume that 
a) P is a family of uniformizable structures on a bounded symmetric-

domain D, containing no irreducible components of complex dimension 1; 
ß) the deformation is rigid at infinity; 
y) X is strongly q-pseudoconcave with 0<^<dimcX—2; 
Ô) the fundamental group Г of X is finitely generated. 
Then thé whole family (P, ©, M) is trivial. 
Both conditions y) and ô) are satisfied when Г is an arithmetic 

f roup. Condition ô) has been established in general in [5], while 7) has-
een checked in particular cases by Andreotti and Grauert [1], by Spil-

ker [19], by K- G. Ramanathan (unpublished), and finally has been 
established in general by A. Borel (unpublished) (see also [16]). Fur
thermore, if Г is an arithmetic group, the Г\G has finite invariant vo
lume [5]. These facts relate theorem 3 to the conjecture of Selberg and 
to some other conjectures, for a brief account of which we refer to« 
[2, 249-250]. 

R e m a r k . The notion of rigidity at infinity has been carried 
over by H. Garland [9] to deformations of the quotient T\G of any con
nected semisimple Lie group without compact components, whose Lie-
algebra contains no simple factor of dimension 3, by a discrete subgroup. 
Г such that T\G has finite invariant volume. 

Appendix 

This appendix is devoted to some comments on the differential 
geometry involved in the proofs of theorems 2 and 3. 

a) PP-ellipticity. Let в be the holomorphic tangent bundle to» 
a complex manifold. We denote by Aw (X, 0) the complex vector 
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space of C°° (p, <7)-forms on X with values in 6, and by 3)w (X, 0) 
the subspace of compactly supported forms. We assume a positive 
definite hermitian metric of class C00 on X. Using this metric we 
introduce a positive definite inner product ( , ) on Si™ (x, 0). 

Let || || be the corresponding norm: || cp ||2 = (cp, <p) (cp 6 36щ (X,Q)). 
We denote by b the formal adjoint of thed-operator. 

We say that в is ^»«-elliptic with respect to the hermitian metric 
on X if there exists a positive constant с such that 

||ф|Р<С(||оф||2+||Ьф|И for all ф(ЕЗ>Р9(Х,0). 

P r o p o s i t i o n [3]. If & is Wp**-elliptic (q > 0) witfo respect 
to a complete hermitian metric on X, then for any ф £ Aw(X, @), with 
dip = 0 , | | ф | | < oo, there exists a form i|) 6 Л*5»*-1 (X, в), such that 
J|o|)||< oo, and 

ф = 01|). 

Letting QP (в) be the sheaf of germs of holomorphic ©-valued 
jo-forms on X, the above proposition implies that the canonical image 
of Hi (X, QP (&)) (cohomology with compact supports) into 
m (X, QP(0)) is zero. 

If X is compact that means that #* (X, QP (0)) = 0. 

b) The linear operator Q. We assume that the hermitian metric on 
X is a Kahler metric. Let jRaoYg be the components of the Riemann 
curvature tensor, and let R = —2#a

ßßa be the scalar curvature. Let, 
for x £ X, ô (x) be the smallest eigenvalue of the linear transformation 

Q« Eaß^-^^ff tEaß (laß—Eßa)-

Lemma [7, 487] [2, 267]. If X is an Einstein-Kahler manifold 
of complex dimension n, with R < 0, then 

8(x)<Rln(n+l). 
Jf 

then 0 is W°>v-elliptic. 
Let D be a bounded homogeneous domain and let X be the quoti

ent of D by a properly discontinuous group of automorphisms of D 
.acting freely on D. Then the Bergman invariant metric on D defines 
л Kähler-Einstein metric on X, whose scalar curvature is R = — 2/i 
.and for which R/nà is a constant. We denote this constant by y (D). 

In the case where D is an irreducible bounded symmetric domain 
the eigenvalues of the linear transformation Q, and hence y (D), have 
been evaluated in [4] and in [7]: in [7] leaving aside the two exceptio-
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nal domains), by means of the classification of bounded symmetric 
domains and by a direct inspection of the Bergman metric; in [4] by 
means of the structure theory of simple Lie algebras. As is was poin
ted out by A. Borel in [4], the operator Q has at most two different 
eigenvalues. It turns out that under the hypothesis a) of theorem 3, 
the tangent bundle 0 is IP^-elliptic. This fact, coupled with the 
rigidity criterion of Frölicher-Nijnhuis [12], yields theorem 2. 

Theorem 3 requires much more work. The main steps of the proof 
are the following. 

1. Let В be a relatively compact subset of X. One first shows that, 
if В is sufficiently large then the inverse image of В in D has D its 
envelope of holomorphy. 

2. As we said before, the tangent bundle of Xt = ft'1 (t) (t 6 M) 
is IP^-elliptic with respect to the hermitian metric induced on Xt 
by the Bergman metric of D. One shows that the same is also true if 
the metric is perturbed on a compact set of Xt, provided that 11 | is 
sufficiently small. 

3. Condition ß) of theorem3 implies that the deformation cocycles 
can be represented on Xt by ô-closed, compactly supported ©^valued 
(0, l)-forms. Using the proposition stated in a) one shows that for any 
compact set JB(ZX = 9"~1 (0) (0 £ M) there exists a trivial deforma
tion of В in U. This trivial deformation of В extends to a trivialization 
of P in view of 1. 

We point out that the rigidity at infinity enters steps 2 and 3 of 
our proof. 

c) The operator Q on some bounded homogeneous domains. We 
shall indicate the eigenvalues of Q for all bounded non-symmetric 
homogeneous domains D of complex dimension 4 and 5. 

These eigenvalues- have been evaluated with the help of an expli
cit representation of D as a Siegel domain of the first or of the second 
kind [14], by means of direct computations on the Bergman kernel 
function of D. The latter has been constructed by the methods of [10], 
while the computations have been partially performed by an 
IBM-7090 electronic computer using the formal language 
FORMAC. 

According to Pijateckiï-Sapiro [15] (cf. also [22]) there exists 
exactly one non-symmetric bounded homogeneous domain of complex 
dimension 4. In СБ there exist 6 irreducible bounded homogeneçus 
domains, 4 of which are non-symmetric. 

1) Let D be the (non-symmetric) homogeneous Siegel domain of 
the second kind in C4 defined by 

D = {z = (zi, z2, z3, и ) е С 4 | ( ^ - | м | 2 ) ^ 2 - ^ > 0 , #2>0} 

where yh = Im Zä for k = 1, 2, 3. 
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The Bergman kernel function of D is given by 

K(z7z)^cy2[(yi^\u\^)y^ylri 

where с is a numerical constant. The eigenvalues of Q are 
1 1 2 

-g-, 0, — Y (with multiplicity 6), —y (with multiplicity 2). 

Hence ô = —-g-. Since R = — 2 dimc^ = — 8 we get 
Y(D) = 3. 

Thus йб holomorphic tangent bundle to D is W°>9-elliptic for 
? = 0,1. 

2) Let D be the (non-symmetric) homogeneous Siegel domain of 
the second kind 

D={z=(Zi, z2, z3, uu u2)£C* \(У1 — \и1\*—\и2\
2)y2—yl>0, y2>0). 

The Bergman kernel function is 

K(zJ)==cyl[(yi^\ui\^\u2\")y2-yl\^, 
с being always a numerical constant. 

The eigenvalues of Q are 
1 2 

-о-, 0 (with multiplicity 2), — -^ (with multiplicity 10), 

Hence 

5 
2 

—--̂  (with multiplicity 2). 

i = - 4 > fl=~2dimcD=-10, y(D) = 3. 

The holomorphic tangent bundle to D is W°^-etliptic for q=0, 1. 
3) Consider now the (non-symmetric) homogeneous Siegel domain 

of the second kind 

D = {z^=(zi,z2,z3, щ, tt2)€Ce|(#i4"ila)(#2— Ы 2 ) — 
~te/3-ReaiW2)

2>0, г/i —| t t i | a >0>. 
The Bergman kernel function is 

K(z,~z) = c[(yi~\ui\*)(y2~\u2\*)-(y3-Reui^^^ 

The eigenvalues of Q are: 

j (with multiplicity 3), — ^ , — у (with multiplicity 11); 

8 = - 4 , /?=-10, v(D) = 4. 

The holomorphic tangent bundle to D is W°> q-elliptic for <7 = 0,1, 2. 
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4) Let D be the (non-symmetric) homogeneous Siegel domain of 
the second kind, defined by 
D = {z = (Zt,z2,Z3, z4, «)€Cß|(#i—M2)#2—y\—yl>0, y2>0}. 

The Bergman kernel function is given by 

/C(z, z)^=cy2[(yi--H
2)#2—y\—y\Y*. 

The eigenvalues of Q are 
i - , 0, —|- (with multiplicity 10), - ™ (with multiplicity 3); 

6 = — i , /?= —10, Y(D) = 4. 

Tfte holomorphic tangent bundle toD is W°>Q-elliptic for q = 0, 1,2. 
5) The simplest example [21] of a non-selfadjoint convex homoge

neous cone is the cone V of R6 defined by 
У = {У = (Уи Уъ Уз, Уь, ^6)GR 6 |^ i^3—#ï>0, У2уз—У1>0, Уз>0}. 

Let £> be the homogeneous tubular domain (i.e., Siegel domain of 
the first kind) over V; D is defined by 
D = {z-=(Zi, z2,za,ZA,z5)CO6\У1Уз— У1>0, у2Уз~У1>0, Уз>0} 
where yk = Im zk (k = 1, . . ., 6). Since V is non-selfadjoint, D is 
non-symmetric. 

The Bergman kernel function of D can be computed using [13] 
(or [10]). We get 

К(z, z) = cyl (yiy3-yl)-3 (y2y3-yl)-3' 
The eigenvalues of Q are 

y , v

 6~~ , 0 (with multiplicity 4), ~-н- (with multiplicity 4), 

— у (with multiplicity 4), ^ — . 
Hence 

fi = ~2-^Ую f ^ = - 1 0 , Y P ) = 2 ( ] / "TÔ-2) . 

Tftß holomorphic tangent bundle to D is W°^-elliptic for <7 = 0,1. 

Scuola Normale Superiore, 
Pisa, Italy 
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Теория вероятностей и математическая статистика 

Probability theory and statistics 

Calcul des probabilités et statistique 

Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik 

DER SATZ MIT DEM ITERIERTEN LOGARITHMUS 

V. S T R A S S E N 

Sei Xt die i-te Rademacherfunktion auf [0, 1] und Sn = 2 Xt* 

Borel's starkes Gesetz der großen Zahl (Sn = о (n) außerhalb einer 
Menge vom Lebesguemaß 0) eröffnete 1909 eine Folge von Arbeiten 
von Hausdorff, Hardy-Littlewood, Steinhaus und Khintschin, die 
1924 durch Khintschin's brillianten Satz mit dem iterierten Logarith
mus abgeschlossen wurde: 

(1) ïïm (n log log n)~1/2 Sn = У 2 

außerhalb einer Menge vom Lebesguemaß 0. 
Ich möchte hier über einen Teil der seitdem erzielten Fortschritte 

berichten. 
In den ersten beiden Abschnitten werden einige Verschärfungen 

behandelt, wobei der oben betrachtete diskrete stochastische Prozeß 
[Sn)n^i aus Gründen der leichteren Formulierung durch den konti
nuierlichen Prozeß der Brownschen Bewegung (£ (t))t^o ersetzt wird. 
Im letzten Abschnitt werden Verallgemeinerungen des zugrundelie
genden Prozesses diskutiert. 

1. Der Kolmogorov-Petrovskij-Erdös Test 
Khintschin's Satz lautet für die Brownsche Bewegung: 

ïïm (t log log t)~lh С V) = 1/2 fastsicher, 
üso 

Pr {£ (t) < (et log log tfh schließlich f ür t -> oo} « 0 oder 1, 

e nachdem с < 2oder c > 2. Sehr viel weiter geht der Kolmogorov-
^etrovskij-Erdös Test (Kolmogorov's Beweis ist nicht veröffentlicht, 
>etrovskij [18], Erdös [5], Feller [6], Motoo [17]): 
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Sei ф: R+->R* stetig und so, daß t-*hy(t) mit t wächst, 
Dann ist 

Pr{£ (t) < Ф (t) schließlich für t-+ 00} = 0 oder 1, 

je nachdem 
00 

<2) [ t-3h<pe-WW dt =00 oder < o o . 
1 

-Man hat heute eine Reihe von O-1-Knterien ähnlicher Bauart für die 
Brownsche Bewegung in einer oder in mehreren Dimensionen. Hierzu 
sei auf Itô-McKean [12] verwiesen (S. 33-38, 161-164, 255-261, 
266-269; siehe auch Chung [3], Barndorff-Nielsen [1], Shepp [19], 
V, 19)/ Konvergiert (2), so ist fastsicher schließlich £<ф, von welcher 
Stelle an, hängt natürlich vom Zufall ab. Sei 

Гф-suptf: £(0>Ф(0}-

P. Levy [16], S. 271-276 erhält eine Reihe von oberen Abschätzungen 
für Pr {Тф > s}, die sich als Spezialfälle der eleganten Ungleichung 

00 

Рг{Г ф >8} '<2 J (2я*8)-1/афе-фа/(2') dt 
8 

in Itô-McKean [12], S. 34 erweisen (gültig unter einer zusätzlichen 
Monotoniebedingung an ф). 

Ist nun ф sogar stetig differenzierbar mit 

ф'(я)~ф'(0 für s~t, t—>oo, 

und ist fastsicher Тф < 00, so hat Тф außerhalb 0 eine stetige Dichte 
Dq> und es gilt 

(3) о ф ( / ) - ф / ( 0 ( 2 ^ Г 1 / ^ " ф ( 0 2 / ( 2 ° für t~>oo 

([23], Theorem 3.6). Innerhalb der zugelassenen Funktionenklasse 
haben übrigens ф' und (p/t die gleiche Größenordnung, so daß man den 
Integranden in (2) auch durch die rechte Seite von (3) ersetzen kann. 
(3) liefert dann eine einfache wahrscheinlichkeitstheoretische Deu
tung (und einen neuen Beweis) für den Kolmogorov-Petrovskij-
Erdös Test. Ein Beispiel für (3): 

«> ^ l t . 1 0 , , l V ,~ ( î i^)"- / - . ( log ( r ' 2 , 
wenn c > 2. 
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2. Das Verhalten der ganzen Pfade 
Sei С der Banachraum der stetigen Funktionen x auf [0, 1] mit 

с (0) = 0 , und für *>0 sei £* die durch 
b(«) = t(ef) (s€[0f.l]) 

jef inier te Zufallsvariable mit Werten in С £>t spiegelt das Verhalten 
/on £ bis zum Zeitpunkt t wieder. Khintschin's Satz kann (unwesent-
ich verschärft) so formuliert werden: Fastsicher ist (t log log *)-v« £t (1) 
für t -*- oo beschränkt und die Menge seiner Limespunkte ist 
f-1/2, V% 

Eine analoge Aussage läßt sich für die £>t als ganze machen ([21], 
üorollary 1, siehe auch Chover [2]): Fastsicher ist das Netz 

((noglog0"v4^>e 

•elativ normkompakt, und die Menge seiner Normlimespunkte für 
' -> oo ist 

i 

ix: x£C, x ist absolutstetig, -^ \ *2<i|A<;l j 

wobei p, das Lebesguemaß in [0, 1] ist und x =dx/dt ist), besteht 
ilso aus genau den x £ С mit "mittlerer kinetischer Energie < 1". 

Dieses Ergebnis verhält sich zu Khintschin's Satz ähnlich wie 
Donsker's Invarianzprinzip [4] zum zentralen Grenzwertsatz (die für 
len Fall der Brownschen Bewegung allerdings trivial sind). Ebenso 
те dort ergeben sich auch hier zahlreiche Folgerungen durch Anwen-
ien von geeigneten Funktionalen, z.B. eine Art Gegenstück zu (4) 
ür c<2: 

Im-U{s: s£[0, t], £ (s) >(cs log log s)1/2} = 
-•oo ( 

= 1—exp | — 4 ( - | — l ) } fastsicher 

[[21], S. 223. Erdös [5], S. 434 hat schon bemerkt, daß die linke Seite 
kstsicher eine gewisse stetige, strikt monoton von 1 nach 0 fallende 
Funktion von с e [0, 2] ist, vgl. auch P. Levy [16], S. 268-271). Oder 
un Resultat, das kürzlich in etwas anderer Gestalt von Гапошкин 
:ür Summen unabhängiger Zufallsvariablen bewiesen wurde ([9], 
Theorem 3): 

oo 

ïïmV/2 ( log log -M~Va [ g (s) e~aB ds = 1 fastsicher 
o | 0 v 0 

34-1220 
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(die linke Seite ist fastsicher 
n/a • 

= limïïma8/a(loglogi)~V* \ l(s)e-aBds = 
П-»оо o | 0 * - « / jj 

1 

= lim я8/* ïïm \ (t log log t)~lh U (s) e-ns ds, 

so daß man [21], S. 218 (ii) anwenden kann). Für andere Beispiele 
siehe [21]. 

Es liegt nahe, nach einer Verallgemeinerung des Kolmogorov-
Petrovskij-Erdös Test's für das Verhalten der ganzen Pfade zu 
fragen. Vielleicht ist die folgende Problemstellung nützlich: 

Sei für jedes t> 0 Vt cz С offen und konvex.so, daß t-^Vt fC 
(monoton), und sei 

i 

vt = M Jf \ x%d\i\ a: *£C — Vt, x ist absolutstetigj . 
о 

Welche zusätzlichen Bedingungen sind an die Vt zu stellen, damit: 

Pr {Zt G Vt schließlich für t -> oo} = 1 <=> 

^t-*/*vte-v2*/{2i) dt <oo. 

3. Übertragung auf andere Prozesse 

Kolmogorov [15] verallgemeinert Khintschin's Satz auf eine große 
Klasse von Prozessen (Sn)n^i mit Sn = 2 Xi u nd unabhängigen Xu 

und P. Levy überträgt diese Ergebnisse auf Martingale (siehe [16], 
S. 258-268). 
, Im Falle unabhängiger, identisch verteilter Xt zeigen Hartman-
Wintner [11] etwas schärfer, daß EXi = 0, EX\ = 1 für (1) hin
reicht. Diese Bedingung ist auch notwendig, wenn man (1) durch 

lim (n log log n)~lh Sn = — ]/2 fastsicher 

ergänzt ([22], Corollary). Dagegen gibt es (D. Freedman, siehe [22]) 
unabhängige, identisch verteilte symmetrische Xt mit unendlicher 
Varianz und positive Konstante cn so, daß 

Hm c^Sn = 1 fastsicher. 
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Feller [6] und [7] dehnt den Kolmogorov-Petrovskij-Erdös Test 
auf sehr allgemeine Klassen von Prozessen (Sn)n^i mit unabhängigen 
Xi aus, wo die Sn nicht einmal mehr asymptotisch normal zu sein brau
sen (vgl. auch z.B. Гнеденко [10], Хинчин [14], Золотарев [24]). 

In [21] und [23] werden die Ergebnisse der vorangehenden beiden 
Abschnitte mit Hilfe von Fastüberall-Invarianzprinzipien verallgemei
nert. Diese sind fastsichere Gegenstücke zum Erdös-Kac-Dons-
kerschen Verteilungsinvarianzprinzip (unter einem anderen Aspekt 
betrachtet als in Abschnitt 2). Ihr Beweis beruht auf einem wichtigen 
Satz von Скороход ([20], Theorem auf S. 163). Als Beispiel zitieren 
wir Theorem 1.3 (4.4),in [23] (ein Spezialfall hiervon stammt von 
Dubins und Freedman). 

Sei Sn = 2 Xi e*n quadratisch integrierbares Martingal. Fastsi-

:her gelte 
Vn=%E(Xl\Xu ....JC-Ofoo 

Für nf oo und 

2 / (Уп)-1 l *2dPî {Xn< x\Xu ..., Xn-i) < oo, 

wobei /: #+ -> R+ monoton wächst, aber schwächer als die identische 
Abbildung. Ist dann der zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsraum 
-eichhaltig genug, so gibt es eine ßrownsche Bewegung £ mit 

Sn=-£(^)+o((VJ(l/n))V4logyn) fastsicher. 

Dies gestattet es leicht, den Kolmogorov-Petrovskij-Erdös Test 
und die Ergebnisse von Abschnitt 2 (auch z. B. des Resultat von Chung 
[3] und eine Version von Shepp's Dichotomie [19], V, 19) auf Martinga
le zu übertragen unter Bedingungen, die für Summen unabhängiger 
Zufallsvariablen kaum schärfer sind als Feller's Bedingung auf S. 399 
yon [6]. Es wäre-interessant, fastsichere Invarianzprinzipien für Pro
sesse zu finden, die nicht asymptotisch normal sind. 

Freedman [8] überträgt Abschnitt 2 auf Funktionale von Markoff-
schen Ketten. 

Auch (3) kann mit einigen Abstrichen durch ein geeignetes Invari-
mzprinzip verallgemeinert werden ([23] Theorem 4.8 und Corollary 
1.9), und zwar auf Irrfahrten mit endlicher erzeugender Funktion in 
îiner Umgebung von 0. 
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ОБ УСЛОВИЯХ СХОДИМОСТИ 
К ДИФФУЗИОННЫМ ПРОЦЕССАМ 

И АСИМПТОТИЧЕСКИХ МЕТОДАХ ТЕОРИИ 
МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 

А. А. Б О Р О В К Р В 

Доклад по существу своему относится к предельным теоремам 
цля случайных процессов и связан с двумя следующими вопросами: 

I. Условия сходимости к марковской диффузии. 
П. Асимптотические методы исследования систем обслуживания 

общего вида. 
Краткости ради отдельно на первом вопросе мы останавливаться 

де будем, а проиллюстрируем имеющиеся здесь результаты на 
эбъектах раздела II, относящихся к теории обслуживания. 

В названии раздела II сказано «систем обслуживания общего 
вида». Что при этом имеется в виду? Нам представляется, что суще
ствует необходимость иметь достаточно широкое определение основ
ного объекта изучения в теории обслуживания, не связанное с боль-
лим количеством очень частных представлений и понятий. Здесь 
ямеются очевидные препятствия, состоящие, например, в том, что 
кожно придумать сколь угодно сложные системы. Поэтому мы огра
ничимся рассмотрением только «одноактовых» систем, когда вызовы 
неразличимы и каждый вызов обслуживается один раз. 

О п р е д е л е н и е . Под «процессом обслуживания» на интер
зале времени [О, Т] мы будем понимать произвольный трехмерный 
ступенчатый вероятностный процесс 

<l(t) = {v(t),r(t), s(t); 0<t<T}, r(0) = s(0) = 0, -

зсе компоненты которого неотрицательны, не убывают и обладают 
свойством 

t(t) = v{t)-r(t)-8(t)>0. 

Компонента v (t) имеет смысл числа вызовов, поступивших 
з систему к моменту /; компонента r (t) — числа вызовов, получив-
пих отказ; s (t) — числа вызовов, обслуженных системой к моменту 
времени t. £ (t) есть «занятость» или «очередь» системы. 

Процесс q (t) можно рассматривать как заданный в пространстве 
}3 (О, Т) с а-алгеброй борелевских множеств 5Ш,г (D (О, Т) — про
странство функций на [О, Т] без разрывов второго рода с полной 
метрикой). Все характеристики системы, которые принято изучать, 
ложно рассматривать как измеримые функционалы от {q (t)}. Основ* 
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ные из них — это «процесс очереди» {£ (t)} и «процесс отказов» 

{««-ШЬ 
В реальных системах распределение компонент v, r, s задается 

обычно путем указания их локальных свойств (распределение 
времени обслуживания, времени между приходами вызовов и др.), 
а также описанием некоторых алгоритмов, которые и определяют 
природу системы, 

В сегодняшних условиях теория обслуживания, по-видимому, 
исчерпала почти все случаи «явной разрешимости» таких систем — 
скажем, случаи, когда удается найти (хотя бы предельные при 
t-+- оо) одномерные распределения £ (t) или я (/). Это весьма узкий 
класс систем, очерченный очень частными предположениями. Много
численные попытки расширения этого класса сталкиваются с прин
ципиальными трудностями. . 

В то же время оказалось, что, существуют асимптотические зако
ны (например, о распределениях {£ (t)}; {к (t)}), справедливые для 
весьма широких классов процессов обслуживания. Однако, чтобы 
.выделить эти классы, необходимо предварительно выяснить общие 
.свойства «входных» и «выходных» потоков v (f) HS (t). 

Мы будем рассматривать «схему серий», т. е. последовательность 
qT(t) = {vT(t), rT(t), sT(t), 0 < * < Т } 

процессов обслуживания при Т -+• оо. Обычно процесс q (t) являет
ся функцией некоторого другого процесса X (t), более полно описы
вающего работу системы и заданного, как правило, в фазовом про
странстве (X, 35), более богатЪм, чем трехмерное евклидово про
странство (ср. с так называемым приемом дополнения до марково
сти), Процесс {Хт (f), 0 < ^ < Г } мы будем называть «основным» 
и будем считать его заданным на некотором пространстве (Х<г>, 95<т)) 
функций х (и) на [О, Т] со значениями в X. 

Будем считать, что каждая выборочная траектория Хт(и) на 
[О, t] определяет реализацию qT (и) на [0, t]. Таким образом, чтобы 
задать qT (t), мы должны задать измеримое отображение 

(Х(т\ ® ( Т ) ) . ^ ф З ( 0 , Т), Ш1т), 

скажем, с помощью Я5(')-измеримых функционалов 

qT(t)=qTyt(XT(u), 0 < м < 0 , 

так, чтобы функции qT (t), 0 < ^ < Т , с вероятностью 1 были сту
пенчаты. 

Основное свойство входных потоков vT (t), которое в дальнейшем 
нами будет использоваться,— это сходимость его распределений 
при Т -> оо (после некоторой нормировки процесса) к некоторому 
предельному. Я сформулирую условия на vT (t) которые представля-
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ются естественными и достаточно удобными и при которых 
будет иметь место сходимость к винеровскому процессу. 

Предварительно введем некоторые обозначения. Пусть 3) £ 95 
— некоторое множество из X; 

inî(t>u:{XT(t)£3)}) на jj {XT(t)£3)} 

Т на f) {*r(0$ # ) 

— время первого после и попадания X (t) в 3); пя (п$ (й)+ 1) — 
«время второго попадания»; 

йя (и)--=п% (п% (и) + \) — п & ( и ) > 1 

п% (и) : 

— длина цикла между двумя «соседними» попаданиями XT(t) в 20. 
Пусть далее Ш (и) есть о-алгебра, порожденная событиями, связан
ными с траекториями Хт (t) до момента времени п% (и). 

О п р е д е л е н и е . Процесс {Хт (t)} назовем (3), ^возвратным, 
если при всех и п. в. 

%№) d% («О < с ; l i m Р (*я (°) > А71)=о 
Т-*оо 

для любого А > 0. 
Обозначим, наконец, 

VT(t) = vT(t)-mvT(t), 
Vu, t = VT (пя (и) + t) — VT (п$ (и)), 

\i {w (t)} — распределение процесса w (t) в D (0, 1). 

Т е о р е м а 1. Пусть существуют 3) £ 95 и у > 0, такие, 
что {ХТ (t)} (3D, 1 + у)-возвратен и при каждом и й А > 0 

IL Nlmu)V2

Utt = t(b + àt}T), 

III. Мдкю SUp \VU}t\2+y<C, 

HmP( sup |K r (0 |>A" | /T) = 0, 

гае eif r , ô*, T ->- 0 п. е. при * > T e , T ->- oo ц некотором 0 > 0. 
Тогда при T -> оо 

И- {Г~1/а (»г (иТ) - Мит (UT))} ^II{W (t)}, 
где w (i) — винеровский процесс bo сносом а и коэффициентом 
диффузии Ь. 
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З а м е ч а н и е . Это утверждение может быть усилено до схо 
димости всех (D (О, 1), Шо, О-измеримых и С (0, 1)-непрерывньш 
функционалов. Коэффициенты а я b могут зависеть от значений 
VT (п@ (и))- Можно ввести условия на границе, обеспечивающие 
сходимость к процессам с отражением, поглощением и др. (см, 
Ш, [2]). 

Условиям теоремы 1 удовлетворяет широкий класс входных 
потоков, включая многоканальные системы входа с разного рода 
зависимостью между временами поступления, между временами 
поступления и объемами приходящих партий вызовов и др. ([2]). 
Если положить 3) = X, то п% (и) = u,d% (w) = 1, а условия I—II 
превращаются в условия обычной слабой зависимости моментов, 
которые мы считаем, однако, слишком ограничительными. 

Сформулируем теперь некоторые результаты, относящиеся непо
средственно к теории обслуживания. При этом для наглядности 
мы будем останавливаться главным образом на «промежуточных» 
случаях, когда весьма общие условия на входной процесс v{t) ком
бинируются с конкретным заданием системы обслуживания, 

Здесь нам будет удобнее рассматривать интенсивные пото
ки vT (t), полученные, например, из исходных сжатием времени 
в Т раз. 

Т е о р е м а -2. Пусть 
I. Существуют t0 > 0, неубывающая функция m (t) на [О, tQ] 

и функция В (Т) -> оо при Т->- оо, такие, что 

i^0r%T(0H^(m*fl((Uo), 
когда Т->-оо. Процесс l (t) с вероятностью 1 непрерывен. 

П. Система обслуживания представляет собой п независимых 
линий обслуживания с функцией распределения времени обслужива
ния F (х). Функция G (х) = 1 — F (х) имеет на [0, *0] конечное 
число скачков. 

Тогда если ур-+- а>0, п= пТ> т\ G (t0 — u)dm (и) + TVa+v 
" о 

при некотором у > 0, £т (0) = 0, то в D (0, t0) 
t 

p{T-lh(zT(t)-T^ G(t-u)dm(u))} =Ф 

i 

=ïVi{T(t)+o\G(t-u)dt(u)}, 
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где {Г (t)} — центрированный гауссовский процесс, независящий от 
и т. 

t 

МГ (t) Г (t + и) = J G (t + u-z) F (t-z) dm (z). 
о 

oo, Т е о р е м а 3. Пусть в условиях I, ÏI теоремы 2 --^J 

'о* 

/i = / i T > 7 $ в(^-и)ат(и) + Вх+у(Т), £т(0) = 0. 
о 

Тогда 
t t 

[х {Д-ЧЛЫО - T J G(f - tt)dffi(tt))> =Ф ц{ J G (t - и) dl (и)}. 
о о 

Если например, m (/) = mt, процесс £ (t) однороден, a G (f4) =0,. 
U < /о» то уже при t> U система будет работать в «почти стацио
нарном режиме». 

Если траектория £т (t) будет часто задевать уровень п (напри
мер, когда п меньше указанных в теоремах 2, 3 пределов; в усло
виях теорем 2, 3 поведениевызовов, пришедших, когда £т (t) > п» 
несущественно), то возникают качественно иные задачи. В некото
рых из них само конструктивное задание предельных процессов,. 
которые получаются для £т (t), вызывает значительные трудности. 
Но эти трудности оказываются устранимыми, если G (t) = е"аК 
Предположим, что вызов, заставший систему занятой, теряется. 

Т е о р е м а 4. Пусть процесс vT (t/T) удовлетворяет условиям 
шоремы 1 и, кроме того, 

о Д - ^ г )-vT{-%r-)\=Tmt + o{YT), т—J-M—Г 

Тогда \i { т - 1 ' * (£ r (*)-%•)}=*> Ц MO} e D(0, 1), где w (t)— 
— диффузионный процесс, w (0) = d, с отражением на границе 
x = с и инфинитезимальным оператором 

З а м е ч а н и е . Здесь также слабую сходимость в D (0, 1) 
моЖно усилить до сходимости функционалов, непрерывных в рав
номерной метрике. 
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Рассмотрена задача «управления», когда коэффициенты a, b и а 
зависят от длины очереди £. 

Теорема 4 является следствием более общих результатов, когда 
на процессы vT (t) и sT (t) накладываются условия, аналогичные 
условиям I—III теоремы 1, с коэффициентами а, Ъ, зависящими 
ют значения £т (rig (u)). Кроме того, добавляются условия, характе
ризующие поведение процесса sT (t) вблизи границ £ = О, £ = п. 

Если п существенно меньше пределов, указанных в теоремах 
*2, 3, то основной интерес начинает представлять поведение процесса 
отказов {к (t)}. Относительно к (t) найдены эргодические теоремы 
также для весьма широких классов систем. 

Институт математики Сибирского отделения АН СССР, 
Новосибирск, СССР 
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THE EFFECT OF GEOMETRY ON ELASTIC BEHAVIOUR 

F R I T Z J O H N 

In this report I shall confine myself to some general observations 
that have motivated my work. 

The classical theory of elasticity dealt with infinitesimal trans
formations of materials characterised essentially by a single physical 
parameter, Poisson's ratio. It provided clear cut answers tö many 
concrete questions, usually by reduction to some kind of boundary 
value problem for the biharmonic equation. This contrasts with the 
more general materials considered nowadays, whose physical properti
es require a number of functions of several variables for their descrip
tion and whose motion is determined by non-linear laws. Using modern 
methods of analysis, existence and uniqueness theorems have been 
established for the standard boundary value problems for some of these 
more general materials and for finite deformations. One of the basic 
uses of these general theories is to demonstrate the validity of the clas
sical linear theory for sufficiently small deformations. What consti
tutes "sufficiently small" in "this context depends, however, strongly 
on the geometry of the solid; it is different for a bulky solid like 
a sphere or cube than for asolid that is thin like a rod or plate. It is this 
limitation on linear behavior imposed by the geometry of the region 
that I should like to comment on in more detail. 

The classical linear theory is based mainly on the assumption that 
we deal with infinitesimal transformations 

x = f(XV 
from unstrained state X to strained state x. Let p = --— be the matrix 
of the first derivatives of the mapping functions. The mapping is infi
nitesimal when it is close to a rigid motion in the sense that 

p—c€U 

where с is a constant orthogonal matrix. Generally the forces associa
ted with the deformation depend on the strain matrix e associated with 
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the mapping /. Denoting by / the unit matrix and by a superscript 
T transposition, the strain matrix can be defined by the non-linear 
relation 

e = ±-(p*p-l). 

For infinitesimal transformations this becomes the linear relation 

г=^.(ст(р-с) + (рТ-сТ)с), 

which leads to linear equations of motion or equilibrium if we add the 
physical assumption of a linear stress-strain law for small strains. 

An interesting semi-classical portion of the theory of elasticity 
deals with transformations for which the strains e are so small that the 
classical linear stress-strain law ("physical" linearity) 

T = к (trace г)1 + 2|xe 

can be assumed to hold approximately, without, however, postulating 
beforehand that the transformation is infinitesimal, or that the con
nection between the matrices e and p is linear ("geometric" non-line
arity). In addition to the classical theory of elastic solids this area 
includes the theory of rods, plates, and shells. 

The first question that arises is the extent to which a transforma
tion with small strain automatically is close to a rigid motion. This 
can be considered purely a question in differential geometry concer
ning "quasi-isometric" mappings. We can measure here the degree of 
rigidity of a mapping / in various ways. One could consider the rela
tive changes in distance between points produced by the mapping, or 
one could consider how close the Jacobian matrix p is to a constant 
orthogonal matrix. 

We consider transformations x = f (X) defined in an open set R of 
euclidean space which locally are homeomorphisms. The maximum 
relative change in distance between any two points of R under the 
transformation can be measured by the quantity 

т)(/)= sup 
XtY£R 

log l/(r)-/(X)l 
\Y-X\ 

which vanishes for rigid motions and is infinite for transformations 
that are not 1-1 in the large. The maximum relative change in distance 
between neighbouring points, that is the maximum strain, can be defined 
similarly by 

e(/) = supïïïïï log ' T y l x f ' 
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where e (f) = 0 for isometric mappings. We have 
0 ^ e ( / ) ^ T ) ( f ) ^ o o . 

We can measure flexibility of the region R by the flexibility function 

Ф в ( 0 - в и р ( Л { й — l ) for*>0. 

This function expresses how much a solid R can be deformed by trans
formations with maximum strain t. The corresponding function formed 
for an interval in 1-dimensional space is 0 for all t>0 by the mean 
value theorem of Calculus. Little precise information is available when 
R is a region in 3-space. We still have 

Фн(*) = 0 for t^O when R is the whole space. 

For bounded convex R it can be proved that 

Фл (0) = 0 ("isometric mappings are rigid") 

ф д ( 0 > ° for * > 0 

4>R(t) = oo for *>~-log2. 

For a solid sphere R we have actually 

ф д ( 0 < ° ° f o r t<\\og%-

Convex sets should be less flexible for small strains than nonconvex 
ones. For a convex R the stiffness function rapidly becomes infinite 
once the maximum strain t reaches a certain order of magnitude given 
by the square of the (width/diameter) ratio. This probably also is the 
Drder of magnitude for the strain required to bring about compressive 
buckling. 

These results imply that for sufficiently small strain the transfor
mation f is approximately linear. This would suggest that its first deri
vatives are approximately constant, and that the Jacobian matrix p is 
slose to a constant orthogonal matrix. Actually for uniformly small 
strain the matrix p does not have to lie close to one and the same 
constant matrix everywhere; however a lemma of Nirenberg and John on 
functions of bounded mean oscillation implies that p differs little from 
its average if the difference is measured in the Lp-norm for any p > 1. 

If we assume that our transformation f corresponds to a position 
Df elastic equilibrium then strains that are uniformly sufficiently small 
imply even pointwise that p is-approximately constant (except possi
ble near the boundary of R). This follows from a priori estimates for 
solutions of elliptic equations without reference to quasi-isometric 
mappings. Again, however, "sufficiently small" depends on the geomet-
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ry of R. For thin bodies and "medium-sized" strains the classical linear 
equations for 3-dimensional bodies are no longer applicable. Combin
ing the nonlinear equations of equilibrium for solids with the boun
dary conditions we obtain in the limit for vanishing thickness a diffe
rent type of non-linear equilibrium equations. These two-dimensional 
"interior equations" can be derived with precise error estimates from 
suitable a priori estimates for derivatives of solutions of elliptic equa
tions. They are similar to the plate or shell equations obtained ordi4 
narily by formal asymptotic expansions or on the basis of special 
"Kirchhoff" hypotheses about the nature of the transtormation. 

New York University, 
Courant Institute of Mathematical Sciences, USA 
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SCATTERING THEORY 

P. D. LAX A N D R. S. P H I L L I P S 

Scattering theory compares the asymptotic behaviour of an evol
ving system as t tends to — oo with its asymptotic behaviour as t 
tends to + oo. Scattering theory is especially fruitful for studying sys
tems constructed from a simpler one by the imposition of a distur
bance (also called perturbation or scatterer) provided that the influen
ce of the disturbance on motions at large | t | is negligible, i.e . if any 
motion of the perturbed system for large \t\ is indistinguishable from 
a motion of the unperturbed system. Thus if U (f) and UQ (t) denote 
the operators relating the states of the perturbed and unperturbed-
systems at time zero to their respective states at time t, then to each 
state / of the perturbed system there correspond two states f- and /+. 
of the unperturbed system such that U(f)f behaves like- UQ(t)f as 
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t-+ oo and like U0 (t) /+ as t-++oo. The scattering operator is. 
defined as the mapping: 

S : / - - • / + • 

•The aim of scattering theory is to prove the existence of such: 
a scattering operator and to link its properties to the* nature of the 
scatterer. In situations where the scattering operator constitutes the 
only physically observable data of motion the main task is the 
inverse problem of reconstructing the scatterer from the scattering: 
operator. 

This notion of scattering is meaningful for systems described by 
nonlinear operators. However most work on scattering theory, includ
ing the present lecture; deals with" linear time-invariant systems in-
which case {U (f)} form a one-parameter group of linear operators. 

In our approach we deal with systems described by a group of 
unitary operators {U(t)} acting on a Hilbert space H in which there 
are two distinguished subspaces D- and £>+, with the property that,. 
as t varies from —oo to oo, the subspaces U (f)D~ and U (f) D+ 
increase (decrease) monotonically from the zero subspace to the whole 
space #; we call D_ and D+ the incoming and outgoing subspaces». 
respectively. It is not difficult to show that with each subspace D~ 
and Л+ we can associate a special spectral representation of the group-
{U (t)}; in the one D_ is represented by functions analytic in the 
lower half-plane, in the second D+ is represented by functions analy
tic in the upper half-plane. The two representations are related by 
a unitary, operator-valued multiplicativefactor éP (a), — oo < <r< oo, 
which we call the scattering matrix. If D_ and D + are orthogonal then' 
iP.(e) is the restriction to the real axis of a bounded operator-valued 
analytic function holomorphic in the lower half-plane. 

We apply this theory to systems governed by hyperbolic diffe
rential equations. The unit form of the Hilbert space is defined as. 
energy; D_ consists of all initial states / such that U (t) f is zero in 
>ome backward cone | x | < — ct +p, £>+ of states / for which U (t) f 
s zero in some forward cone | x | < ct +p . Here p is so chosen that 
ill scatterers, i.e. obstacles, potentials and inhomogeneities, are 
:ontained in the ball { | x | < p }. We show that in an odd number 
)f space dimensions D+ and D_ are orthogonal. 

Denote by P+ and P- the operators which remove the D+ and D~ 
:omponents, i.e. project onto the orthogonal complements of D+. 
md D_. Since incoming motions are not influenced by the scatterer 
or t < 0, and outgoing motions are not influenced for t > 0, they 
:an be discarded without losing any information about the scatterer. 
This suggests looking at the operators 

Z(t) = P+U(t)P-, t>0. 
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We show that these operators form a semigroup closely connected 
with the scattering matrix: the set of points in the lower halfplane at 
which the scattering matrix is not invertible is i2, where 2 denotes 
the spectrum of the infinitesimal generator В of Z (t). 

Since & is unitary in the real axis, it can be continued into the 
upper half-plane by Schwarz reflection: 

f(z)^{^(z)}\ 
If éf is not invertible at z, z is a singularity of the analytic continua
tion of ( .̂ Using the theory of elliptic and hyperbolic equations we can 
show that for Re k > 0 the operator Z (2p) (B — kl)"1 is compact. It 
follows then from the foregoing that the analytic continuation of tf (z) 
into the upper half-plane is meromorphic. 

Further information on the location of the poles of of can be obtain
ed by using more refined properties of solutions of hyperbolic equa
tions. From the generalized Huygens principle, according to which 
sharp signals propagate along rays, we can deduce that for scattering 
by potentials and by inhomogeneities the operators Z (t) are compact 
for t large enough. This implies that any half-plane const < Re \i 
contains only a finite number of eigenvalues of B; this implies that 
Z (t) has an asymptotic expansion of the form 

Z(t)f = 2aje^t 

and that tf has only a finite number of poles in each horizontal strip. 
We conjecture that the generalized Huygens principle holds also for 
solutions of mixed problems if we include reflected rays as well. If 
so, the above results are valid also for scattering by obstacles, provid
ed that no ray is reflected for more than some fixed amount of time. 

Independently of this conjecture C. S. Morawetz and the authors 
have proved that for scattering by a starshaped obstacle, governed 
by the wave equation, Z (/) decays exponentially. This implies that <0P 
has no poles in some horizontal strip in the upper half-plane. 

The foregoing analysis shows the role played by the eigenvalues 
and eigenfunctions of B. These are. most naturally studied by per
forming the following passage to the limit: 

Let a be any positive number; define Da
± to be 

D« = U(a)D+, D« = U(-a)D~, 
and denote the corresponding projections by P* and JP*. The spaces 
JD± also are incoming and outgoing respectively and therefore we can 
form the corresponding semigroup {Za (f)} acting on the space Ka-
It is not hard to show that the scattering operator associated with 
the pair D± depends in an inessential fashion on a and that the spec
trum of Ba is independent of a. The eigenelements fa of Ba, satifsfying 
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depend in the following simple fashion on a; 
p*fb = f, for a < b. 

P} is an increasing family of projections, tending to the identity as 
z~>- oo. The relations above imply that the eigenfunctions f* have 
a projective.limit /. This limit f can be characterized in the following 
intrinsic fashion: 

a) / satisfies locally the eigenvalue equation 
Af = tf . 

vhere A is the infinitesimal generator of U (t); 
b) f grows exponentially as #-•• oo; 
c) denote by UQ (f) the group of operators associated with the 

inperturbed system, i. e. the one governing the system with all scat
ters removed; then f satisfies the following version of the radiation 
condition: UQ (t) f is eventually outgoing, i.e. is zero in some cone 
x | < t — const. 

Furthermore we can show: If \i is not a pole of the scattering mat-
•ix then for any g with compact support the equation 

.(A-vl)f = g 
has a uniquely determined solution which satisfies the radiation 
condition. 

In deriving these results we make essential use of the incoming 
outgoing translation representation of data with respect to the unper
turbed group UQ; this is intimately connected with the-Radon trans
form. Using the Birman-Kato principle of the invariance of thescatter-
ing operator we can relate the scattering matrix for the Schrödinger 
equation to that for the wave equation. 

An outline of our results is described in [21: a detailed treatment 
is contained in [3]. A Russian translation will be published by the 
Publishing House Mir. 

New York University, Courant Institute of Mathematical Sciences, 
New York, USA 
Stanford University, Stanford, USA 
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THÉORIE DES GROUPES 
ET PARTICULES ÉLÉMENTAIRES 

L O U I S M I C H E L 

1. Rappel historique et notations 

Moins de trois ans après la création de la mécanique quantiquef1) 
paraissait le livre de H. Weyl « Gruppentheorie und Quantenmechanik 
(Huzel Leipzig 1928) (2) suivi par celui de E. P . Wigner « Gruppen
theorie und ihre Anwendung auf die Quantenmechanik » der Atom
spektren» (Vieweg, Braunschweig 1931) (8) et celui de Van der Warden 
« Die gruppentheoretische Methode in der Quantenmechanik » (Sprin
ger, Berlin 1932) (4). 

Non seulement deux des auteurs étaient des mathématiciens, mais 
une partie importante des travaux du troisième sur ce sujet avait été 
faite en collaboration avec J . Von Neumann (б). Ces trois livres trai
taient surtout des spectres atomiques, mais ils ont fortement influencé 
les autres applications de la théorie des groupes aux particules élé
mentaires. 

Avant de rappeler un théorème essentiel utilisé dans ces livres, 
commençons par donner un exemple banal simplifiant à l'extrême : 

seule la partie paire f+(r) = (1/2) (f(r)+f (—r)) [respectivement 

U(n9r2) = (1/2) ( / fa , r2) + / ( r 2 , r±)) ] de l'intégrand contribue 

à l'intégrale sur tout l'espace \ f (r) d3r (resp. \ / (r±, r2) d8rtd*r2) ; 

ceci explique respectivement la règle de sélection de Laporte pour les 
spectres atomiques et la séparation du spectre de l'hélium en deux 
spectres distincts (6) (ortho et parahélium). Ces deux phénomènes 
étaient inexplicables avant l'avènement de la mécanique quantique. 

Dans les trois remarquables livres cités, il s'agissait entre autres. 
de généraliser au groupe des rotations de l'espace (S03) et au groupe 
symétrique Sn (permutations de n objets) les considérations établies 
dans l'exemple pour le groupe de deux éléments (Z2 ou S2). Comme 
nous le verrons, à cause du spin de l'électron, c?est le groupe 
SU2, recouvrement universel de S03, qui intervient. Les physiciens 
dénotent traditionnellement Dj la représentation unitaire irréductible 
de dimension 2/ + 1 de SU2 (à une équivalence près). On rappelle la 
réduction : 

J1+J2 
( 1 ) Dh <g>Dh ~ ® Dj, / + /t + /2 entier > 0. 

j=lii-jal 

Rappelons encore ce qui nous est nécessaire sur les représentations 
de S n et Un. Les représentations irréductibles du groupe symétrique 
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>л sont étiquetées par des partitions de n : [Я*1 . . . Я"* . . . Х*ь] 

vec ^i > Я2 . . . > %k > 0, S aA* = ft. P ° u r *о и* ^ > 1» deux 

eprésentatibns seulement sont de dimension un, les représentations 
omplètement symétrique ln], antisymétrique [ln]. On sait que 

2) [ я ] с [ . . . ^ . . . ] в [ . м Л*** . . . ] < = > Я, = A4, a, = ai, 

2') [ l n ] c: [ ] ® [ ] < * Ä4 = Ä,«*^j"*a^ 

a{ = a* = Я а - | + 1 — Я а - 1 + 2 » 

)ans ce dernier cas, les représentations seront dites complémentaires, 
Parfois, nous noterons simplement [ к une représentation irreduc
ible de Sn, en notant alors [ ]l la complémentaire. 

Nous appelons représentation primaire une somme directe de 
eprésentations unitaires irréductibles équivalentes. 

n 
Soit $в{1) un espace d'Hubert ; nous notons Sêm = ® Sß(1) = 

= Sê{V ® . • . ® Sê{1) le produit tensoriel de n copies de SB* Par 
ermutation des facteurs le groupe Sn agit sur fflW. Décomposons 
ette représentation, que nous noterons [ Тдего, en soriime directe de 
^présentations primaires, et notons Sß^jx le sous-espace de $6in> 

хт lequel agit la représentation primaire © [ k". Pour le sujet des 
vres cités, le théorème suivant est fondamental : 

T h é o r è m e : Si $ß{1) est de dimension finie k, l'action du 
roupe unitaire Uk sur $ß{1) est transportée sur $ß(n\ où il agit 

n 
ar ® Uk- La décomposition de cette représentation de Uh en somme 
irecte de représentations primaires fournit les mêmes espaces &B^\%* 
n peut donc noter par les mêmes symboles [ к les représentations 
réductibles de Uk ainsi obtenues (ce sont toutes les représentations 
mtinues). Plus précisément 
i) pourSn [ 1 Л (»)~©хИ*[ ] я , 

l') pour Уд ® ï 4 ~ © A , S U к 

ï и% et s*, sont les dimensions de la représentation :notée [ к respec-
vement pour le groupe Uk et le groupe Sn. 

R e m a r q u e 1: Si k<.n, seules interviennent les représen
tions de Un ou de Sn telles que 2а*<£. Par exemple les 
iprésentations de U2 sont [h4, %2] où les entiers %if h2 satisfont 
> Я 2 > 0 , 

36*' 
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[ R.e.m a r q u e 2 : Ьа restriction d'une représentation irréductible 
de Uk sur le sous-groupe SUh, est irréductible." Ainsi la restriction 
de lAi,. U de U% sur SJ72cest Dj avec 2/ = X±.— X2, et fcdim [Xlf Я2] = 
==h — h2+l = 2/+l. . 

Nous noterons encore A$${1) pour $?fil] (resp. VSßll) pour <$?$}). 
C'est l'espace des tenseurs de rang n complètement antisymétriques 
(resp. symétriques) sur J#(1> (ds dimejißion qijçlponque), 

П nous faut aussi expliquer en quelques phrases ce qu'est la méca
nique quaîntique (7). Dans cette mécanique, un état physique est repré
senté par un vecteur x ) , norme : ( x, x ) = 1, d'un espace d'Hil-
bert. Une grandeur physique ïï est représentée par Л, un opérateur 
self adjoint sur $6(B). Le résultat de la mesure de SI pour l'état x) 
appartient au spectre de A. La mécanique quantique ne permet de 
prédire" que l'espérance mathématique de ce résultat : ( x, Ax) ~ 
= Tr APX où Px est le projecteur sur le sous-espace à une dimension 
engendré par x). Notons que deux vecteurs propres normes de Px, 
qui ne diffèrent donc que par une phase, représentent le même état 
physique, puisqu'ils impliquent les mêmes prédictions. On appelle 
les A des observables, et il est'utile de considérer les différentes 
àlgèbres associatives qu'ils engendrent (9). Les Px eux-mêmes sont 
des observables. Ainsi 

(4) Tr PxPy = \(x, y) \* 

est la probabilité d'observer dans l'état x) (resp. y)) le système qu'on 
savait être dansi'état y) (resp. x)) (10). 

2. Invariance relativiste 

Dès 1928, Dirac (u) créa pour l'électron une mécanique quantique 
relativiste. Dans une telle théorie, la composante connexe eP0 du 
groupe de Lorentz inhomogène (ia) — que les physiciens appellent 
groupe de Poincarê, puisque le premier il en montra l'intérêt physique — 
est un groupe d'automorphismes de l'algèbre des observables qui 
agit donc sur les Px tout en laissant invariantes les probabilités de 
transitions Tr PxPy. Le groupe <9*0 agit donc par isométries sur Se, e1 
par conséquent (18) cette action est réalisée par une représentatior 
unitaire projective (que l'on admet continue). Par définition de la 
notion de particule (système qu'on peut isoler et dont on peut négli
ger la comppsition interne) sur l'espace $ß(1) des états d'une parti
cule, la représentation est irréductible. La caractérisation des repré
sentations unitaires projectives continues irréductibles de GP0 cor
respondant aux particules élémentaires a été accomplie par Wigner (14] 
çn 1937 ; elles sont données par des représentations de IF0 (

16)> 1( 
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•ecouvrement universel de S*0 et sont définies par les invariants 
m > 0 et s (s+l) avec 2s entier>0 

5) ou 
m = 0 et 2% entier. 

ls correspondent respectivement à la valeur de la masse m > 0 et du 
pin s ou | % | de la particule. 
' Les générateurs (= éléments de l'algèbre de Lie multipliés par 
= У — 1 ) de GJ*O sont des observables : l'impulsion pour les transla-

ions d'espace, l'énergie pour celle de temps. Ce dernier observable 
st l'Hamiltonien H. Pour un système physique, il détermine son 
volution ; les observables commutant avec H sur l'espace des états 
lu système sont des constantes du mouvement. Les états stationnai-
es sont des états propres de H, la valeur propre étant leur énergie. 

La cinématique des particules élémentaires (conservation de 
'énergie, de l'impulsion, du moment cinétique, règles de sélection et 
:orrélations angulaires de réactions successives, effets de polarisation, 
itc.) n'est autre qu'une étude détaillée, géométrique, du groupe éJV 
)'une dizaine il y a vingt ans, le nombre des différentes particules 
onnues dépasse aujourd'hui largement la centaine. La découverte de 
louvelles particules, la détermination de leur masse et spin (ainsi 
[ue d'autres caractéristiques), leur classification, sont parmi les 
principales activités de la physique actuelle des particules fonda-
nen taies. 

Le groupe complet de Poincarê est engendré par éP0l par une 
->• -> 

éflexion d'espace, telle que « P » : t, r -*• t, —r, et' par une réfle-
-»• -*• 

:ion de genre temps, telle que « T » : t, r -* 1, r, Depuis le XIXe 

iècle les physiciens ont conscience de l'invariance des lois physiques 
»ar'rapport aux réflexions spatiales. C'est vrai à l'échelle macroscopi-
[ue où n'interviennent que les interactions électromagnétiques et la 
cavitation (si l'on excepte la production d'énergie nucléaire, soit 
•ar l'homme, soit au sein des étoiles). C'est encore vrai pour les 
nteractions nucléaires, beaucoup plus intenses que les interactions 
lectromagnétiques, mais de faible portée (10~18 cm). Il existe dans 
a nature un quatrième type d'interactions, aussi de très courte' por-
ée, mais beaucoup plus faibles en intensité. On les appelle interac-
ions faibles (ou encore de Fermi). On n'a'pu provoquer des réactions 
ntrë particules par leur intermédiaire que depuis 10 ans. Toutes les 
articules connues, à l'exception du photon, semblent douées d'inter-
ctions faibles. Aussi ces interactions sont responsables de la désint
égration spontanée de la plupart des particules découvertes avant 
960. Plusieurs contradictions apparentes entre certains résultats 
xpérimentaux concernant ces désintégrations furent résolues en 
957 par la confirmation de l'hypothèse de Lee et Yang (16) que leà 
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interactions faibles violent la parité, c'est-à-dire ne sont pas inva
riantes pour les réflexions spatiales «Р»3*0. Disons encore que cej 
réflexions ne sont des automorphismes de l'algèbre des observables 
que dans l'approximation (souvent valide) où l'on peut ,négligei 
les interactions faibles. Les mêmes résultats expérimentaux impli
quaient aussi la violation de « С », l'involution qui échange particu
les et antiparticules et qui permit à Dirac en 1931 de prédire l'existence 
de l'électron positif découvert Tannée suivante. Jusqu'en 1957, « С ï 
avait paru être aussi une symétrie fondamentale des lois physiques. 
Cette dissymétrie pour « P » et « С » peut être attribuée en partie aux 
neutrinos, particules de masse nulle, de spin 1/2, les seules qui n'ont 
que des interactions faibles (et gravifiques) ; conformément à des 
prédictions théoriques, il fut établi en 1962 qu'il existe deux espèces 
de neutrinos. Chacune d'elles a des particules et des antiparticules, 
mais les états des unes et des autres ne se correspondent ni par « P », 
ni par « С » mais seulement par le produit « PC » (17). Cependant la 
violation de « P » et de « С » apparaît aussi dans des désintégrations 
dues aux interactions faibles, où n'interviennent pas les neutrinos. 
Le produit « PC » semblait être une invariance fondamentale de la 
physique, lorsqu'en 1964 fut découvert un mode rare (fréquence 2.10~3) 
de la désintégration des Kl qui est une manifestation de violation de 
« PC » et qui ne semble pas due à la non-symétrie de l'environnement 
(terre, et même galaxie) pour cette involution. 

Nous ne savons pas réaliser des réflexions temporelles, mais « T » 
peut être interprété comme renversement du mouvement et aucun 
résultat expérimental n'a encore infirmé l'hypothèse que « T » est 
un antiautomorphisme involutif de l'*-algèbre des observables. Mais 
il faut souligner que les différentes explications théoriques proposées 
pour la violation observée de « PC » violent toutes aussi « T » de 
façon à préserver le produit «PCT » comme symétrie de la physique. 
En effet, en théorie quantique des champs, le meilleur cadre de 
pensée que nous ayons actuellement pour étudier les particules fon
damentales, la covariance par rapport à la composante connexe cP0 
du groupe de Poincarê entraîne l'équivalence entre « PCT » , antiau
tomorphisme involutif de la théorie , et « bonne relation entre spin 
et statistique». 

Il nous faut expliquer cette dernière phrase. Si Шч et SB2 sont les 
espaces des états de deux systèmes physiques, le produit tensoriel 
Sßt ® SB est l'espace des états de leur réunion si ces systèmes, sont 
différents. Mais l'espace des états d'un système de n particules identi
ques, dont S6{t) est l'espace des états pour chacune d'elles est soit 
n n 
A$ßll) (statistique de Fermi-Dirac) soit VSB(1) (statistique de Bose-
Einstein) suivant que ces particules aient un spin s demi-entier ou 
entier (18). 
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Les effets de la «statistique» (utilisation de ASB ou V$g au lieu 
n 

de ® S6) sont remarquables (superfluidité de l'hélium, superconducti
vity électrons dans les solides, règles d'intensité des spectres molé
culaires, etc.) . Limitons-nous à les décrire rapidement dans les 
atomes (où ils furent découverts empiriquement par Pauli : principe 
d'exclusion (lö) et dans les noyaux. 

3. Physique atomique et nucléaire 
Pour étudier la structure des atomes et de leurs-noyaux, la limite 

non relativiste est une excellente approximation. L'espace SB{1) 

des états d'une particule est alors le produit tensoriel 

;6) se{i)=ser®E28^ 

où Sêr =<5?a(#8) et £3S+1 l'espace à 2s+1 dimensions sur lequel 
agit la représentation!)« de SU2, s étant lespin delà particule. Explici
tement, les éléments de SB sont les fonctions à valeur complexe 

-*• ->• 
Ф (r> a)> (>* 6 -R3» a 6 d'un ensemble de deux éléments) normées à 
1 = (4), i|>> 
(7) <*.*> = 2 ^$,e)^(r,o)d*?. 

102 

Tous les observables des états de n particules indiscernables sont 
invariants pour Sn ; ils laissent donc stables les sous-espaces <$?f*\ 
de $Bln). Considérons un atome (ou ion) de n électrons. A une excel
lente approximation, PHamiltonien H ainsi qu'entre autres les opé
rateurs d'absorption et d'émission de photons, sont indépendants du 
spin, c'est-à-dire sont de la forme : 

(8) A = Ar <g> I8 sur SB™ - SB^ ® MlVi 

(où Is est l'opérateur identité sur £2s+i). 
L'espace des états de l'atome de n électrons est 

(9) ASB(i) = ffixi+Xr-n (<^n)W, ад° ® (£(2n)bi. W 

puisque les électrons ont spin 1/2 et obéissent donc à la statistique 
de Fermi (voir aussi notre remarque 1 ; ici k = dim E2 =2) . Chacun 
des X = Entier (/i/2+l) sous-espaces dans (9) correspondant à un 
couple Xif %2 est stable pour les opérateurs de (8). Pour l'atome d'hé
lium, n = 2 et les deux sous-espaces sont ceux des états de l'ortho
hélium ([2]) et du parahélium [l2] dont nous avons déjà parlé. 
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Faute de temps je ne rappellerai pas ici comment ces considé
rations amènent à prévoir la structure «en couche» des électrons dans 
les atomes. Je me bornerai à affirmer que pour un niveau atomique la 
symétrie [%i, %2] est définie (à une bonne approximation) et %± — %2 
est la valence chimique de ce niveau. Les différentes valences d'un 
atome appartiennent à des niveaux d'énergie différente. A cause de la 
répulsion électrostatique des électrons, les états d'énergie les plus 
bas sont ceux qui ont le plus antisymétrique possible d'espace 
(pour SBT^)- Us ont donc un A,4 — %2 le plus grand possible en général. 

Grâce au théorème cité en introduction, nous aurions pu atteiftdre 
les mêmes conclusions dans le langage suivant, les opérateurs de type 

(6) commutent avec ceux de la représentation / ® (<g> U2) du groupe 
unitaire U2 de l'espace des spins E2. A cette approximation, en physique 
atomique, il y a conservation séparée du moment cinétique orbital 
et du moment cinétique de spin pour l'ensemble des n électrons. 
D'après la remarque 2, le spin total d'un état de symétrie [Xi9 X2] 
est ( 1 / 2 ) ^ - ^ ) . 

Bien que notre connaissance des forces nucléaires soit plus impré
cise, la statistique de Fermi nous permet une étude assez détaillée 
du noyau atomique qu'on étudie en plaçant ses particules constituan
tes, les nucléons, dans le potentiel sphérique attractif moyen qu'ils 
créent. Il y a deux sortes de nucléons, les protons, qui ont une charge 
électrique + , et les neutrons, électriquement neutres. Leur masse 
est égale au millième près. Ils ont tous deux spin 1/2. L'espace des 
états d'un noyau de p protons, n neutrons, donc a = p + n nucléons 
est donc 

(11) SB*a) = (ASB(i)) ® (ASB{i\ 
p n 

les espaces ASB(1) et ASB{1) pouvant chacun être décomposés selon (8)* 
Comme pour les atomes les noyaux présentent une structure en cou
che, séparément pour les protons ou les neutrons, successives étant 
pour 2, 8, 20, 50, 82, 126 protons ou neutrons. Les forces résiduelles 
entre nucléons étant, attractives, l'état fondamental d'un noyau sera 
le plus symétrique possible d'espace pour les protons et les neutrons 
séparément, la valeur correspondante de chaque %i — %2 (avec 
%i + K2 =soit p, soit n) étant alors minimum. C'est zéro lorsque p 
et n sont deux nombres pairs, ce qui semble bien vérifié, puisque 
pour tous les noyaux p pair, n pair dont on a mesuré le spin dans 
l'état fondamental, on a trouvé s = 0 . 

Les protons et neutrons ont les mêmes propriétés nucléaires. 
A l'approximation où l'on ne tient compte que des forces nucléaires 
(à l'échelle des noyaux les forces électromagnétiques sont bien moins 
intenses et peuvent être négligées) les observables de la physique 
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nucléaire sont symétriques par rapport à tous les nucléons et ils lais
sent stables les sous-espaces SB[a\ de l'espace &B{a) de a nucléons. 
Parce qu'il n'y a que deux sortes ae nucléons, les protons et les neu
trons qui satisfont indépendamment à la statistique deFermi, seuls les 
espaces de symétries [%i9 %2]

c, 1̂ + 2̂ = a représentent des noyaux. 
Les états d'une même représentation irréductible [%i9 X2]

c seront 
identiques (même énergie, même spin, etc..) à cette approximation, 
bien qu'ils appartiennent à des noyaux différents dits isobares (dif
férents n et p mais même a =n + p). 

Dès 1932 Heisenberg (ie) employa un raisonnement équivalent,. 
mais plus élégant, pour traiter de cette question: si on néglige leur 
légère différence de masse et les propriétés électromagnétiques qui 
les différencient, tous les nucléons deviennent indiscernables ; ils 
satisfont la statistique deFermi, à condition cependant de tenir compte 
de leur degré supplémentaire de liberté, la variable % qui peut prendre 
deux valeurs : « proton » et « neutron ». Les états d'un nucléon 
sont alors les fonctions de l'espace SBW (N = nucléon) 

.(12) SB& Э Ф (r, or, T) = SB(i) ® E2 (T) = SBT®E2 (a) ® E2 (T) 

où SB(1) a été défini en (6) et (7). L'analogie avec (6) et tout ce qui 
précède est complète et la variablet est appelée par analogie isospin (ao).. 
Les observables nucléaires sont indépendantes de т et le groupe Ut 
de E2 (C) est un groupe d'invariance de la théorie son action commu
tant avec celle de toutes lés observables. Pour a nucléons tous les; 
états d'une même représentation irréductible [X±, X2] sur E[a\x) 
sont nucléairement identiques. Nous disons encore qu'ils forment un 
«multiplet» de %± — h 2 + l états de même «isospin» t = 
= (1/2) (Xt — Я2) (cf. remarque 2). Le nucléon (a = 1) est un doublet 
d'isospin 1/2. Les physiciens choisissent une base usuelle pour l'al
gèbre de Lie de SU2 

(13) [Го, T+] = T+, [T0, TA = - 7 - , [T+, TJ\ = T0, 

T0 étant choisi tel que l'état proton et l'état neutron soient ses deux 
vecteurs propres. 

Ayant l'expérience du spin ordinaire, les physiciens préfèrent le 
langage de l'isospin à celui, équivalent, des permutations. 

Répétons alors le raisonnement fait à propos du spin. Les forces-
N 

nucléaires étant attractives, les états de ASBN les plus stables sont. 
les plus symétrique possible pour les variables ordinaires (r, a)> 
et donc les plus antisymétrique possibles pour %, c'est-à-dire l'isospin. 
pes états les plus stables t = (1/2) (%i — Я2)>0 est minimum. Em 
effet, les noyaux légers ont à peu près même nombre de protons et de-
neutrons. Pour les noyaux plus lourds, l'excès de neutrons (n — pla~-
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~ 20% pour a > 200 ) est dû à la répulsion électrostatique des pro
tons. De plus, à de rares exceptions près, l'état le plus stable d'un 
noyau a un isospin t minimum (le t pouvant encore être défini et 
mesuré pour des états de noyaux beaucoup plus lourds (a ~ 50)) qu'on 
ne le pensait il y a quelques années." 

Dès 1937, Wigner (2l) étudia une approximation, qui bien que 
beaucoup plus grossière, n'est pas sans intérêt pour les noyaux légers 
et la classification des désintégrations ß. Si on admet que les forces 
nucléaires sont non seulement indépendantes d'isospin, mais aussi de 
spin, alors le groupe d'invariance est le groupe Uk agissant sur 
E2 (a) ® E2 (t). Chaque représentation irréductible : [%и h2, %3, Я4], 
avec 2% = a, ^1>А,2>Я3>Я4 de dimension k, forme un «super
multiplet » de k états identiques dans cette approximation. Pour 
trouver le contenu en spin et isospin du supermultiplet, on réduit 
en somme directe de représentations irréductibles la restriction de 
la représentation de [74 au sous-groupe SU2 ® SU2 agissant sur 
E2 (<x) ® E2 (x). 

L'introduction de l'isospin est-elle purement formelle et équiva
lente à la permutation des nucléons? On peut répondre maintenant 
par la négative. Dès 1935, Yukawa avait prédit l'existence d'une 
particule, le méson я, qui jouerait pour les forces nucléaires le rôle 
que joue le photon pour les interactions électromagnétiques (22). Dès 
1938, son isospin tn fut prédit : tn= 1 ; cela signifie l'existence de 3 
particules nucléairement identiques, mais de charge électrique diffé
rente. Les états chargés я+ et at" furent découverts en 1947, l'état neu
tre я° (vie moyenne 10~ie sec) en 1949. Si on ne veut parler qu'en ter
mes de permutations, il faut alors considérer les я comme des états 
liés d'un nucléon et d'un antinucléon. Mais depuis 1950 de nombreuses 
particules ont été découvertes. A l'exception des neutrinos, toutes ces 
particules ont des interactions nucléaires (on dit encore fortes), et sont 
toutes instables (10~8 à 10-28 sec de vie moyenne). Leur mode de 
production et de désintégration révèle une loi de conservation aussi 
fondamentale que la conservation de la charge électrique, la conser
vation de la charge nucléaire (23), qu'on appelle encore charge baryo-
nique b. Les nucléons font partie de la famille des baryons (états 
fondamentaux /?+, n, Л0, S+, S0, Б", S0, S" et de nombreux états 
excités) qui ont b = 1 et le spin demi-entier ; les я font partie de la 
famille des mésons (я+, я0, я", К+, /С0, К0, /С", Ц°, etc..) qui ont 
b = 0 et spin entier (24). A toutes ces particules on peut attribuer un 
isospin ; t = 0 pour Л0, ri0 ; t = (1/2) (n, p) (2°, S"), (/C+, K°) ; 
/ = 1, S+S02", etc.. les membres des multiplets ayant différentes 
charges électriques q (indiquées en indice), même charge baryonique, 
même spin, des masses dont les rapports diffèrent au plus de quel
ques 10"2 de l'unité ; à l'approximation où l'on peut négliger les 
interactions faibles on peut encore définir une parité ± (caractérisant 
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ia variance pour les réflexions spatiales). L'involution «PCT » dont 
nous avons parlé implique l'existence (jamais infirmée) d'antiparti
cules de même masse, même spin, même isospin que les particules, 
mais de charges q et b opposées. Il y a même isomorphisme mathéma
tique entre le groupe engendré par SU2, recouvrement des rotations 
et «P » (réflexion d'espace) et le groupe engendré par SU2, groupe 
d'isospin et « С », la conjugaison de charge, d'où un nouvel invariant, 
« l'isoparité », en physique des interactions fortes (2Б). 

Une nouvelle étape fut franchie en 1958. En dénotant j»(x), la 
densité (dans l'espace temps) du courant électromagnétique, l'opé
rateur «charge électrique totale» est Q = \ /^ (x) da» (x), où о 

Ö 

est une surface de genre espace ; Q est indépendant de a, sa conser- ' 
vation étant assurée par — \» (x) = 0. Cette conservation peut encore 
se traduire par l'invariance par rapport à un groupe f/4 : {ela(3}. 
De même on peut concevoir une densité de courant b» (x) pour la char
ge baryonique. (Serait-ce j»(x) la partie du courant Щх) invariante 
par le groupe SU2 des transformations d'isospin?) Feynman et Gell-
Mann (2e) découvrirent l'existence de la densité du courant vectoriel 
v% (x) d'isospin 1, dont la composante neutre v# (x) = /•* (x) — /м- (x) 
et les composantes chargées i>± (x) sont source des interactions fai
bles, et T% = \ Vi (x) dup (x) sont les -générateurs infinitésimaux du 

a 
groupe SU2 d'invariance d'isospin. On se sent à la racine d'une pro
fonde découverte, les générateurs Tt d'un groupe abstrait introduit 
pour les interactions fortes, étant des observables des interactions 
électromagnétiques et faibles! Insistons cependant encore sur le fait 
que ce ne sont que des lois approchées ; par exemple —rLv^.(x) = 0 

seulement si on néglige les interactions faibles et électromagnétiques. 
Poursuivant sa ligne de pensée, Qell-Mann (27) fut amené à proposer 
que les 3 intégrales Aj = \ afj (x)d(S^(x), de la densité pseudo-vecto-

o 
rielle d'isospin 1, af (x), une autre source des interactions faibles 
engendraient avec les trois Tt l'algèbre de Lie de SO& = SU2 X SU2 
(base At + Tu At — Tt) ; cette hypothèse permit, l'an dernier, le 
calcul théorique d'une constante connue expérimentalement depuis 
plus de dix ans, ainsi que le calcul de plusieurs autres effets (2B). 
Nonobstant des difficultés conceptuelles, beaucoup de ̂ physiciens 
ont essayé depuis un an d'agrandir cette algèbre pour incorporer 
les autres sources connues des interactions faibles et calculer d'autres 
phénomènes. Il est trop tôt pour faire un bilan. 
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5. L'invariance SUz 

Terminons enfin par un succès récent des plus spectaculaires : 
la prédiction en 1962, basée sur le groupe SU3, de l'existence et des 
propriétés d'une nouvelle particule, qui fut trouvée deux ans après! 

Les générateurs T% de l'algèbre SU2 de l'isospin et la charge élec
trique Q engendrent l'algèbre de Lie de U2, un générateur du centre 
étant (28)(80) 

£ = Q-7V 

L'observable Y est appelé hypercharge, c'est donc une quantité con
servée, à l'approximation nucléaire, les particules de la nouvelle 
génération découverte depuis 1950 ont y = 1, 0, —1, Des symétries 
apparaissent. On sent qu'il faut agrandir le groupe U2. On peut croire 
un moment refaire avec p, n, A ce qui avait été fait avec p, n pour 
l'isospin et obtenir ainsi U3> Cela échoue. Cependant une famille de 8 
baryons de spin 1/2 apparaît clairement. Les physiciens interrogent 
les groupes de Lie compacts, contenant U2eï ayant une représentation 
irréductible de dimension 8. Indépendamment Gell-Mann et Ne'e-
man(81) nous convainquirent tous que le bon choix était SUB. On 
put comprendre alors, bien que le succès fut au prime abord étonnant, 
la relation entre les masses des 8 baryons 

(15) ' m = m0 + mi(t(t+l)—±y*}—m2y 

appartenant à la représentation adjointe [2, 1] de SU3 (
82). Gell-Mann 

montre qu'un groupe de sept baryons (résonances de vie moyenne 
10~22 sec) de spin 3/2, de parité + , parmi lesquels quatre ont 
t = 3/2, y = 1 et trois autres ont t = 1, y = 0 doit appartenir à la 
représentation [3] de dimension 10, la formule (16) se simplifiant 
alors en m=m'0 —m'y. Le doublet prédit t = 1/2, y = — 1 fut 
vite trouvé, avec la bonne masse et le spin 3/2. La particule t = 0, 
y = —2 se fit attendre deux interminables années (88). C'est encore 
la seule particule connue dont | y | > 1. Elle a la bonne masse, mais 
le spin n'a pu être mesuré puisque cinq exemplaires seulement de cette 
particule (Q~) ont pu être observés jusqu'à ce jour parmi plusieurs 
millions de clichés photographiques puis avec des chambres à bulles 
exposées aux faisceaux des accélérateurs géants. 

Plusieurs octets (représentations [2,1] de SU3) (ainsi que deux 
singlets [0, 0]) ont été identifiés parmi les mésons et d'autres pour les 
baryons. Seul le groupe adjoint SU8/Z3 intervient-il? 
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6. S'arrêtera-tron à UQ ? 

Une plus grande symétrie put encore être trouvée (84) en étendant 
3a théorie des supermultiplets de Wigner de l'isospin (SU2) au « spin 
unitaire» SUS. Les états des particules sont alors classés par lçs re
présentations de UQ, des relations apparaissant alors entre spin, m^sse, 
t, y. L'octet debaryon de spin 1/2 et le décuplet de spin 3/2 forment la 
représentation [31 de UQ de dimension 56 = 8 [(2 X 1/2)+1] + 
+10 [(2 X 3/2) + 1] tandis que tous les mésons de plus basses mas

ses connues, 8 de spin et parité 0", 8 + 1 de spin et parité 1"" forment 
la représentation adjointe [2, 1*1 de UQ,. de dimension 35 = 8 + 
+9(2+1) . 

L'utilité de cette ,symétrie UQ est certaine, mais son domaine de 
validité est encore mal circoncis. Il est plus facile d'étudier des symé
tries exactes que des symétries, approchées. L'art du physicien est de 
débrouiller nos observations de la nature en simplifiant, en idéalisant, 
en un mot, en faisant les approximations nécessaires. Loin de rebuter 
le mathématicien, ce passage d'une approximation à une autre devrait 
l'intéresser, puisqu'il s'agit d'une «déformation» de structure, entre 
.autres pour notre sujet, de déformation de groupes et d'algèbres 
<"), (3e), H -

* 7. Conclusion 

Nous connaissons bien les forces électromagnétiques : les équations 
de Maxwell quantifiées forment Г électrodynamique quantique (88). 
Elles sont invariantes par. le groupe de Poincarê. Nous connaissons 
•mal les forces nucléaires, ignorant encore les équations qui les régissent. 
•Cependant avec l'aide de différents groupes de Lie, les physiciens ont 
quand même pu faire, et avec une certaine efficacité, de la physique 
des noyaux atomiques et même, un peu de la zoologie pour cette faune 
inattendue de particules subnucléaires.. 

.Institut des Hautes Études Scientifiques, 
France 
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La prédiction théorique des quantités mesurées en physique atomique 
- ou nucléaire requiert le calcul multiple de produits de fonctions ayant une 

variance déterminée pour SU2. Les physiciens ont alors dû créer un algo-
• rithme efficace pour la1 réduction des produits tensoriels Djt Djt , . ; Djn, 

Pour les phénomènes à symétrie sphêrique (ex.: calcul de l'énergie d'un 
niveau, probabilité de transition, corrélations angulaires successives à 
partir d'un état polarisé, etc.) les valeurs prédites sont des polynômes 
d'expression appelées coefficients de Racah et dont le type le plus simple est 

{hhilï = J & < a > & ( ß ) ^ ^ 
où %i(a) = Tr Djt (a), caractère de la représentation Djt... On peut donc 
définir' les coefficients de Racah pour toute une famille de groupes. On 
ne sait s'ils caractérisent le groupe. Sur l'ensemble de ce sujet, et sur d'au
tres questions apparentées d'états polarisés, donne plus d'informations. 
Toutes les prédictions s'expriment en termes des coefficients de Wigner, 
définis en fonction des éléments de matrices (Dj (a))mn voir l'anthologie 
L. С. В i e d e n h a r n, H. V a n D a m (éd.), «Quantum Theory of Angular 
Momentum», Academic Press, New York, 1965." 

.38. L'électrodynamique quantique permet dé calculer à la précision relative 
de 10~e tous les effets atomiques actuellement mesurés (on ne peut calculer 
effectivement au delà, mais il faudrait de toute façon sortir alors du cadre 
de la théorie pour tenir compte des effets nucléaires). 
'Cette excellente théorie est un défi aux mathématiciens, car elle n'est 
pas bien définie à leur sens'. De nombreux traités exposent cette théorie. 
Citons simplement une anthologie d'articles originaux: S c h w i n g e r 
(éd.), Quantum Electrodynamics, Dover Press, New York, 1 у ь о . ; 

О НЕКОТОРЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ 
СПЛОШНЫХ СРЕД 

О. А. Л А Д Ы Ж Е Н С К А Я 

1. Об уравнениях параболического типа 

Установлено, что при хороших коэффициентах существуют пре
дельно точные оценки для решений весьма широкого класса линей
ных параболических систем и граничных условий. Первой оценкой 
такого типа было неравенство 

max \ и% (x, t) dx + \ (и\ + ихх) dx dt < 
°^т 8 4 

<ci J и%(х, 0)dx + c jj (Xufdxdt, (\\ 
û QT 

,ГДе 

$и = щ—аи(х, t)uXiXj + ai(x, t)uXf + a(x, t)u, QT = Q x [ 0 , T], 
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справедливое для любой функции и (x, t), удовлетворяющей одному 
из основных однородных краевых условий. Затем были доказаны 
предельно точные оценки для X в пространствах Wp1'1 (Q r), p > 1 

а 
(В. А. Солонников) и в пространствах Гёльдера С ' з (QT) (А. Фрид
ман). Далее такого типа оценки доказывались для все более и более 
широких классов параболических систем и граничных условий. 
Наиболее общие результаты в этом направлении получены 
В. А. Солонниковым. Одновременно с этими оценками на их основе 
устанавливалась однозначная разрешимость начально-краевых 
задач. 

В основе всех доказательств (кроме первоначального доказа
тельства неравенства (1), данного автором в начале 50-х годов) 
лежит идея склейки Шаудера, позволяющая сводить эти проблемы 
к изучению канонических задач для уравнений с постоянными коэф
фициентами. Но для ее проведения необходима непрерывность коэф
фициентов при старших производных. 

Исследования параболических уравнений и систем с разрывными 
коэффициентами базировались на энергетическом неравенстве. Оно 
имеет место для более узкого класса систем — для так называемых 
сильно параболических систем, в чибло которых входят параболиче
ские уравнения вида 

ut—Xl2mu=^f(x,t), 

где Х(2т) —эллиптический оператор порядка 2т, т>1, с дивер
гентной главной частью Х{*т)и = DT* (а(т) (x, t) D^u) + . . . . Это 
неравенство позволяет доказывать существование обобщенных реше
ний, имеющих производные D^u из L2(QT) и непрерывных по t 
в норме L2 (ß) (свободный член при этом может быть довольно 
плохим, а и0(х) = и (х, 0) 6 L% (й)). Другой информации о решении 
оно не дает, даже если / и и0 суть очень гладкие функции. 

Методы, которыми мы располагали до 1956—1957 гг., не позволя
ли сказать что-либо об улучшении дифференциальных свойТггв 
решений при улучшении свойств / и и0 (при недифференцируемых 
старших коэффициентах а{т) (x, t)) даже применительно к одному 
уравнению 2-го порядка. Начиная с известных работ Нэша и 
Де Джорджи стали вырабатываться новые методы, и это привело 
к открытию ряда новых закономерностей в линейных уравнениях 
2-го порядка, а также способствовало изучению квазилинейных 
уравнений. 

В совместных работах H. Н. Уральцевой и автора исследованы 
уравнения 

иь—щ-(аи(х> t)Uxj + aiU) + biUXi + au = f + ^ (2) 

36—1220 
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при условии, что старшие коэффициенты atj разрывны, но удовлетво
ряют условию 

vÊ2 < atJUJ < téa, v, \i = const > 0, (3) 

а коэффициенты при младших членах и свободные члены / и ft при
надлежат пространствам вида Lqhi00 (QT) с разными qk, т. е. имеют 

конечные нормы || и ||д, оо, QT = sup f \ | и \qdx\ Q. Выявленные при 

этом зависимости гладкости решений и уравнений (2) от значе
ний qk являются точными, что подтверждают специально построен
ные примеры. Возникшие при этом методы исследования уравне
ний (2), а также эллиптических уравнений 2-го порядка после 
некоторых модификаций позволили изучить и случаи более общей 
характеристики коэффициентов и свободных членов, а именно когда 
они суть элементы Lqht Гк (QT); норма в Lq, r (QT) определяется 

г 
равенством || и| |д, r> QT= Г \ ( \ |tt|9djM dt\ . Автором, совме-

о Q 
стно с H. Н. Уральцевой и двумя молодыми ленинградскими мате
матиками А. В. Ивановым и А. Л. Трескуновцм установлено, при 
каких qk и rk решения и уравнений (2) принадлежат Lq, г с теми или 

иными q и г, когда для них конечен интеграл \ ехр {Xu (x, t)} dx dt, 

К > О, когда max | и | < оо и когда конечна норма Гёльдера 
| и |(а, а/2)ш 

Все это сделано для обобщенных решений уравнений (2) из про
странства V*> ° (QT), получаемого пополнением множества гладких 
функций по норме 

| и \Q = max у и | | 2 | Q + \\ их ||2> 2, QT, (4) 

и подтверждено примерами, что доказанные закономерности явля
ются точными (т. е. понижение показателей qk, rk в общем случае 
недопустимо). Как часто бывает, переход от классов Lg,oo ко всей 
шкале пространств Lq, т позволил сделать доказательства и резуль
таты более обозримыми и законченными, В качестве одной из дока
занных теорем приведем следующий результат: 

Т е о р е м а 1. Пусть для уравнения (2) выполнено условие 
(3) и 

п ,п 

2«?. Sô?> a£Lq,r(QT), у + -^<1. (5) 
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n 

Тогда при 2 Я 6 Li (QT), / 6 Lgi> Г1, " Г + â k < 1 + T • w° = 

= и 1/̂=0 6 L2 (Q) и м |ß = 0 для уравнения (2) однозначно разре
шима первая начально-краевая задача в пространстве Vi ° (QT) 
(точнее в Vi 1 / 2

 (QT))-

Если fi и / обладают лучшими свойствами, т. е. 

где 6 £ (0, 1), то лучшими свойствами обладает и решение и, 
а именно: 

- г 1 . Il 11 p, 

[заметим, что из принадлежности и к Vi0 (QT) следует лишь при

надлежность его к Lqtr (QT) с — H-g^-j-) . Если q и г из (5) удов

летворяют неравенству 

т 
а 6 в (6) равно 0, то \ \ ехр [Xu (x, t)] dx dt < со с некоторым Я > 0 

8 й 

i любым е > 0. Если 2J я?, S &ï » я» S f t> / £ ^g, г (QT) и q, r удо-
i i i 

злетворяют (7), то решение и будет непрерывно по (x, t) в смысле 
Гёльдера. 

При формулировке теоремы 1 не были указаны допустимые диа
пазоны изменения q и г; они зависят от размерности п. 

Упомянем об одном из примеров, показывающих необходимость 
эграничеиий (5) на сингулярности коэффициентов. Функция 

u(x,t) = e-\x№ 

является решением задачи Коши, равным нулю при t = 0, для 
/равнений 

^ - А и + я 2 ^ а Я | = 0 | (8) 

П 
щ—Аи—^и = 0. (9) 

Зна заведомо принадлежит Vi ^ 2 . Более того, из и можно сглажи-
*анием по t и х построить почти классические решения (8) и (9). 

36* 
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Это говорит о недопустимости особенностей «силы» 1У| x | в коэффи
циентах bt и \lt в коэффициенте а. Условия (5) устраняют такие 
особенности. 

Эти примеры дают основание думать, что слабое решение Хопфа 
для системы Навье — Стокса в случае трехмерной задачи неедин
ственно. К этому мы вернемся в конце доклада. По уравнениям (2) 
с неограниченными коэффициентами имеются также работы Гугли-
ельмино и С. Н. Кружкова. Однако все упомянутые и сформулиро
ванные только что закономерности .установлены лишь для уравнений 
и некоторых классов параболических систем 2-го порядка. В основе 
их получения лежит принцип максимума (хотя и в очень завуалиро
ванном и непривычном виде). Было бы интересным понять, имеют 
ли место аналогичные закономерности для уравнений высоких 
порядков. Кроме того, все, о чем мы говорили, относится к уравне
ниям вида (2). Для недивергентных же уравнений 

п 

щ—Ми = щ—^ atJ(x, t)uXiX. + aiUx. + au = f (10) 

с разрывными недифференцируемыми коэффициентами ац при п > 2 
почти ничего неизвестно. В книге автора и H. Н. Уральцевой по 
эллиптическим уравнениям на примере оператора 

XiXj 

M0uz=aijUXiXj, fl^^ej + ftjjjr (11) 
выявлен ряд особенностей таких уравнений. Отметим еще одно их 
«неприятное» свойство: оператор М0 при п > 2 не допускает замы: 
кания з L2 (Q), Q = {x : | x | > 1}. Действительно, для последо
вательности функций 

отношение 

II ^0*8,4 112,0 ll>Ve,Till2,Q V ' 

При e -^ 0 и T] = г) (в) ->• 0, если b = —^ . Пример этот построен 
автором совместно-с А. Л. Трескуновым. В совместных работах 
H. Н. Уральцевой и автора рассмотрены также квазилинейные 
уравнения вида 

Ut—föriatfa tt, и, их)) + а(х, t, и, их) = 0, (12) 

ut—aij(x, t;u, ux)uXiXj + a(x, t, и, ux)=:0. (12') 

Для уравнений (12) рассмотрены обобщенные и классические реше
ния, для уравнений (12') — в основном классические решения; при 
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этом исследования проведены и в направлении изучения гладкости 
всей совокупности решений уравнений, и в направлении доказатель
ства однозначной разрешимости «в целом» основных краевых задач. 
По переменным и и р фуцкции at (x, t, и, р) и atj (x, t, и, р) пред
полагаются гладкими, по переменным же (x, t) они могут иметь 
особенности — быть элементами разных Lq> г. Мы не будем пере
числять полученные нами результаты. Они совместно с упомянутыми 
выше результатами по линейным уравнениям составили большую 
часть книги О. А. Ладыженской, В. А. Солонникова и H. Н. Ураль
цевой «Линейные и квазилинейные уравнения параболического 
типа», которая должна выйти в свет в начале 1967 г. Сформулируем 
лишь для примера один из результатов, относящихся ко всему 
классу квазилинейных уравнений (12'). 

Т е о р е м а 2. Пусть и — произвольное обобщенное решение 
класса <Л уравнений (12'), т. е. непрерывно, имеет обобщенные про
изводные щ и ихх из L2 (QT), его производные их ограничены по 
модулю и непрерывно зависят от t в норме L2 (Q), и оно почти всюду 
удовлетворяет уравнению (12'). Пусть функции atj (x, t, и, р) диф
ференцируемы по х, и и р в окрестности и = и (x, t), p = их (x, t), 
а на решении (т. е. при и = и (x, t), p = их (x, t)) удовлетворяют 
условиям 

Vê2 < аи (x, t, и, p) lilj < \il2, v,\i = const > О, 

max 
datJ 

àph <Hi» 
datj datj 

<ф(#, t), 
du ' dxk 

гД е II Ф IK 2r, QT<H<I, причем —+тц < 1. Тогда ux будут непре

рывными по (x, t) в смысле Гёльдера и постоянная Гёльдера 

(ux)§,a/2)<c(max\ux\, n, v, |i, (Xj, q, r, d), 

где d — расстояние Q' до боковой поверхности и нижнего основа
ния QT) а 

а = а ( т а х | ц я | , n, v, [i, \ii} q, r). 

Этот результат, как было сказано, относится ко всему классу 
уравнений вида (12'), причем ограничения, наложенные на реше
ние и и функции au и а, вызваны существом дела (например, как 
показано в нашей книге по эллиптическим уравнениям, нельзя 
отбросить требование ограниченности | их \) и совместно с известны
ми результатами по линейным уравнениям с гладкими коэффициен
тами сводит всю проблему получения априорных оценок для реше
ний уравнений (12 ) к получению оценок для max | и \ и max \ их\. 
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Мы изучили уравнения (12), (12') в предположениях: 1) их рав
номерной эллиптичности; для (12') оно имеет вид 

^(\и\)(1 + \р\Г12<аи(х^,и,рПгЬ<11(\и\)(1+\р\Г1\ (13) 

и 2) непрерывной (а большей частью и гладкой) зависимости функ
ций at (x, t, и, p), atj (x, t, и, р) и a (x, t, и, р) от и и р. Именно 
такие уравнения были основным предметом исследований в нелиней
ных задачах до последнего времени. Их удалось изучить довольно 
хорошо. Результаты и методы, возникшие при этом, позволили 
исследовать и ряд задач механики, в которых имеются некоторые 
нарушения свойств 1) и 2), например задачи типа нестационарной 
фильтрации и уравнение Прандтля для пограничного слоя ( в них 
есть вырождение формы a^lj, т. е. отклонение от (13)), задачи 
Стефана, в которых не выполнено свойство 2) (в них образующие 
уравнения функции разрывны по и) (см. в связи с этим работы 
А. Фридмана, О. А, Олейник, С. Л. Каменомостской, А. С. Калаш
никова, Е. С. Сабининой, Чжоу Юн-линь и др.). Некоторые другие 
задачи гидродинамики с неизвестными границами раздела разных 
сред (или течений) тоже могут быть, подобно задаче Стефана, пере
формулированы как задачи для уравнений вида (12) с разрывными 
по и функциями at (x, t, и, р) и a (x, t, и, р). Нам кажутся интерес
ными исследования в направлении ослабления условий 1) и 2). Это 
может привести к открытию новых эффектов для параболических 
уравнений и потребовать новых приемов и методов. Интересно 
получить и обобщения указанных результатов по уравнениям 
2-го порядка на уравнения высоких порядков и на системы. 
На результатах такого типа H. Н. Уральцевой и автора по линей
ным и квазилинейным системам 2-го порядка мы останавливаться 
не будем. 

Вместо этого обратимся к уравнениям Навье — Стокса, точнее 
к общей трехмерной нестационарной начально-краевой задаче для 
них. 

2. Об уравнениях Навье — Стокса 

Трехмерная начально-краевая задача для уравнений Навье — 
Стокса состоит в нахождении вектора скорости v и давления р из 
системы 

vt - vAv -f vkvXk = — grad p + f, 

divü = 0, ( ' 
и условий 

ö | « ) = ö 0 ( * ) , v\s = 0, (14') 

где x = (xit x2, x3), v = (Vi (x, t), v2 (x, t), v3 (x, t)), p = p (x, t). 
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Несмотря на усилия многих математиков, начиная с исследова
ний Ж- Лере в 30-х годах, вопрос о ее однозначной разрешимости 
«в целом» без каких-либо упрощающих предположений или пред
положений малости остается открытым. Десять лет тому назад 
мною и А. А. Киселевым была доказана однозначная разрешимость 
задачи (14), (14') в двух случаях: во все моменты времени, если 
числа Рейнольдса малы в начальный момент времени и силы потен
циальны (или мало отклоняются от потенциальных), и на малом 
интервале времени, если хР и / обладают некоторой гладкостью. 
Из первого результата легко выводится, что" если при каком-либо 
хР и / решение существует на интервале [0, Т], то оно существует 
на этом интервале и при всех достаточно близких к tfi и / начальных 
векторах и силах. Ввиду этого для решения задачи (14), (14') надо 
установить разрешимость (всегда имеется в виду разрешимость 
в таком пространстве, в котором есть единственность) лишь для 
какого-либо плотного множества начальных векторов и сил. 

Возможно, для доказательства такой разрешимости окажутся 
полезными рассмотрения всей совокупности траекторий — решений 
задачи (14), (14') в духе теории динамических систем. 

На задаче (14), (14') математиками разных стран в последние 
годы были испытаны все методы решения начально-краевых задач, 
созданные при исследовании линейных уравнений. С каждым из них 
наиболее естественно связываются свои функциональные простран
ства, в терминах которых характеризуются решение и данные зада
чи. Делалось это, как мне кажется, в основном не для того, чтобы 
дать еще один вариант упомянутых выше теорем об однозначной 
разрешимости задач (14), (14'), а в надежде найти то функциональ
ное пространство, в котором удастся доказать однозначную разре
шимость «в целом» в общем случае. Надежды эти пока не оправда
лись. В каждом из вариантов доказана разрешимость задачи (14), 
(14') в лучшем случае так же, как и в первом варианте, т. е. или для 
всех t, но при малых числах Рейнольдса R в начальный момент, или 
при произвольных R, но вблизи гладких начальных условий хР 
(форма этих условий в разных методах разная). 

В связи с этим мне хочется высказать свою точку ярения отно
сительно этих разнообразных попыток. В них стремятся «забить» 
нелинейные члены vkvx£e помощью главных линейных членов, т. е. 
vt — VAü, имея^лйшь единственную априорную оценку 

SUp \\V(X, Oik Q + 1Ы12, 2, QT, (15) 

которая^'следует из энергетического неравенства. Нам кажется, 
что это обречено на неудачу. В случае двух пространственных пере
менных такая попытка мне в свое время удалась, но это специфи-
ческийдву мерный эффект. При трех пространственных переменных 
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сопоставление «силы» линейных и нелинейных членов приводит 
к заключению, что нелинейные члены не подчиняются линейным. 
В. А, Солонниковым были доказаны предельно точные оценки 
в пространствах W*1 %l (QT) и Гёльдера для оператора линейной части 
задачи (14), (14'). Их же можно доказать и в других пространствах 
с так называемыми дробными нормами. Во всех этих пространствах 
невозможно оценить нелинейные члены vhvXk через щ — vAv, имея 
(15) как единственную оценку «в целом». Более того, даже если взять 
упрощенную систему 

v—vav + (vkü)Xh = 09 (16) 

отбросив давление и уравнение несжимаемости, и считать известной 
оценку (15), то и результаты последнего времени по параболическим 
уравнениям и системам, о которых говорилось выше и которые 
в определенных отношениях точны, не позволяют погасить влияние 
нелинейных членов и сделать вывод о разрешимости задачи Коши 
для (16) «в целом». 

Во всех же работах по разрешимости задачи (14), (14') был рас
чет на такое погашение, а оно, я думаю, невозможно в обычно упот
ребляемых пространствах; и выбор метода, и выбор соответствую
щих ему функциональных пространств тут не спасет. Мне кажется, 
что усилия надо направить не в сторону анализа разных методов, 
а в сторону поисков новой априорной оценки «в целом», дополняю
щей оценку (15). Возможно, это будет «смесь» из принципа максиму
ма для какой-то функции v и р и интегральных соотношений, в кото
рых исчезают все нелинейные члены. Это удается сделать в ряде 
случаев, в которых вводится какое-либо дополнительное предпо
ложение о решении системы (14). Поясним это. 

1) Предположим, что все компоненты скорости v=(xf, Vй, vz), 
р и / не зависят от координаты z. Тогда система (14) эквивалентна 
системе 

A * - V A 4 + T ^ = * d?) 

vt + vxvl + vvvzy - vAvz = fz, (18) 

где1|) = 1|) (x, y, z) связана с и * и ^ равенствами vx = -jp , vtJ = —-Ц- > 

a y*v'z=uKvy — uyvx. Уравнение (18) можно рассмотреть как 

линейное параболическое уравнение для vz с коэффициентами Vх 

и vy, в силу чего для vz справедлив принцип максимума, причем 
существенно то, что величина max | vz | зависит лишь от max | fz \ 
и max | vz (х, у, 0) | и не зависит от коэффициентов vx и vy. Только 
через известные величины оценивается также и || vz ||р, ß. Из урав-
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нения (17) и граничных и начальных условий оцениваются, как 
показано в моих прежних работах, различные нормы \|з. Этих оценок 
достаточно, чтобы доказать однозначную разрешимость в целом 
задачи (14), (14'). 

2) Пусть vr, хР, vz — цилиндрические компоненты вектора ско
рости v. Предположим, что все величины не зависят от угла ср. 
Система (14) эквивалентна системе 

0*,-vD4-r-!^J-A(f)W„ (19> 

где Ft — известные функции, a -D^ = fe + ^ ä - ( — ^ J • Компонен
ты v выражаются через -фиш так: 

^ - I l l , о ' = ! • ? * - . w = rv*. г дг 7 г dz ' 

Величина />ф = гш ,̂ а ю = (со7*, шч>, со2) — ротор вектора и. Для' 
решений системы (19), (20), удовлетворяющих условиям 

w\s = W\s = 0, iHa = Of £)1|>|в = ©ф|в = 0 | (21> 

на границе S ограниченной области Q, являющейся телом вращения 
вокруг оси z, можно, помимо известного энергетического неравен
ства, дать оценки более сильных норм, которых уже достаточно-
для доказательства однозначной разрешимости в целом задачи 
(19)—(21). Так из (20) и (21) оцениваются разные интегральные 
нормы w и max | w |, а из (19) и (21) оценивается величина 

ß . QT 

Второй случай в отличие от первого нельзя считать двумерным,. 
если ось z входит в область, заполненную жидкостью. Но упрощаю
щее предположение о независимости от ф было существенно исполь
зовано. Я не буду приводить здесь другие случаи, ибо уже на этих: 
двух я пояснила свою мысль, какого рода априорные оценки сле
дует искать. При этом оля доказательства однозначной разрешимо
сти задачи (14), (14') в целом при п = 3 нужно сравнительно неболь
шое усиление оценки (15), например достаточно иметь априорную 
оценку 

max \\v\qdx с q>3, или \\v\\q, VtQT с ± + А < 1 q g (3, оо], 
0<*<т g * T r zq z 

r e [2, oo). 
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Для обобщенных решений Хопфа, имеющих конечной одну из толь
ко что указанных норм, имеет место теорема единственности. Она 
•справедлива также и в классе обобщенных решений v из простран
ства 

t g , r(Qr), T + '2q<Ti 4<9<°°, 4 < г < о о . 

Существование производных vx для таких решений не предпола
гается. 

Вернемся к высказанному выше предположению о неединствен
ности слабого решения Хопфа в задаче (14), (14'). Относительно 
этих решений известна лишь конечность нормы v из (15). Разность 
и двух возможных таких решений v' и v" удовлетворяет однородной 
линейной системе, в которой имеются члены вида ukwXk, где 

w = Y (v' + v"). В этих членах компоненты w играют роль коэф
фициентов. О них известно лишь, что они суть элементы V2 (т. е. 
имеют конечную норму из (15)). Но, как показано на примерах по 
параболическим уравнениям (см. § 2, гл. I упомянутой выше книги 
по параболическим уравнениям), таких свойств коэффициентов 
недостаточно для теорем единственности решений из VJ» ° (и даже 
почти классических) в случае трехмерного пространства. Это и есть 
довод в пользу моего предположения о неединственности решений 
Хопфа при п = 3. 

Укажем на совместную работу А. Кржевицкого и автора, в кото
рой построены две конечно-разностные схемы для определения 
решений задачи (14), (14') и доказана их сходимость к слабому 
решению Хопфа. За неимением времени я не буду приводить их 
-здесь, поскольку эта работа появится в Трудах Математического 
института АН СССР им. В. А. Стеклова, обращаю только внимание 
на то, что в соответствующей заметке в ДАН СССР имеются опечат
ки в схеме. 

3. О новых уравнениях для описания движений 
вязких несжимаемых жидкостей 

Мне кажется, что движения вязких несжимаемых жидкостей 
разумно описывать одной из следующих систем: 

Vt~^[(vo + ViV%)vXh] + vhvXh=--graàp + f, | ^ 

divt; = 0, J 

Vf + rot [(v0 + Vi rot2 o) rot v] + vkvXft = — grad p + f, 1 
divo = Of J (2d) 
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ИЛИ 

Mv^vt — v(vx)Av + vkvXh=—gvaàp + f, 

divü = 0, j ( 2 4 ) 

где Vo и Vi — положительные постоянные, а 

•v (vx) = v0 + Vx \ v% (x, t) dx или v (vx) = v0 + Vi \ rot2 v (x, t) dx. 
Q Q 

Для этих систем имеет место однозначная разрешимость в целом 
начально-краевых задач. Так, например, для системы (24) справед
ливо следующее предложение: 

Т е о р е м а . Задача 
Mv = — grad p + /, div v = 0, 

v\B = Q, v\i=Q = a(x) 
(25) 

имеет единственное обобщенное решение v с конечной нормой 
max || v | |2 j о + || vx ||2,4, QT, непрерывное по t в норме L2 (Й) 

Гтакое, что /г11| ü (X, t + Л) — v (x, t) ||2> 2, QT_H -*• 0 при /*->• 0, если 

только а (х) 6 J (Q), a / 6 L2, t (QT). Если a (*) 6 W\ (Q), div а = 0, 
г \s = 0 и f £L2î ! (QT)» A 6 ̂ 2,1 (QT)} то это решение а имеет конеч-
iyio норму max | |tit | |2 >o + ||Of«||2la,QT' Если к тому же / непре-

о<*<т 
эывно по (x, t) в QT в смысле Гёльдера, а граница S дважды 
)граниченно дифференцируема, то это решение v будет классиче
ским, т. е. непрерывным в QT и имеющим наравне с р непрерывные 
ï QT производные, входящие в систему (25). 

Для стационарных систем, соответствующих системам (22)—(24), 
зазрешимы в целом краевые задачи в ограниченных областях при 
1роизвольном граничном режиме a |ß = v | s , удовлетворяющем 

N N 

шшь необходимому условию 2 \ (а> п) ds=0, где U St = S. Если Q 

^ограничена и содержит полную окрестность бесконечно удаленной 
ючки, то в Q разрешима в целом такая же краевая задача при усло
вии, что на бесконечности скорость стремится к заданному значе-
ШЮ üoo. 

Решения v начально-краевых задач для систем (1)—(3) устойчивы 
га любом конечном промежутке времени по отношению к возмущени-
ш внешних воздействий /, а также начальных и граничных значений. 
1з предложений о поведении решений аэтих задач при t->- 00 приве-

*ем для примера два: 1)если \ ||/(д:, t) ||2>д dt < о о и V |S = 0, то для 
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решений v норма || v (x, t) | | 2 , Q - ^ 0 при f-^0; 2) пусть v' и v" реше
ния системы (24), равные нулю на S и соответствующие / = f и / = /". 
Если, начиная с некоторого U 

оо 

где ß = min fe^' и \ U ~ f l k ß dt< оо, то 

|| ü' ( а : , 0 — и" (*, t) ||2,Q -+- 0 при *->• oo; 

В пользу систем (22)—(24) говорит несколько фактов: 
1) они ненамного сложнее системы Навье — Стокса и при 

Vi = 0 совпадают с ней; 
2) в противоположность системе Навье — Стокса для них удается 

доказать однозначную разрешимость в целом начально-краевых 
задач, т. е. то их свойство, которым должно обладать любое мате
матическое описание детерминированного физического процесса; 

3) они инвариантны по отношению к галилеевым преобразова
ниям x, t; 

4) при выводе уравнений Навье — Стокса из уравнений Максвел
ла — Больцмана постулируют постоянство температуры Т в потоке. 
Если этого не делать, то в случае несжимаемой жидкости и отсут
ствия внешних воздействий получается система пяти уравнений 

°* - é (с VTv*ù+v*v*k =f - S r a d />• <26> 

divu = 0, (27) 

3 

Tt-^iciVTT^ + VbT^-^VT 2 (vkXl + vlXh)* = 0, (28) 
k, 1=1 

для пяти неизвестных величин v, р и Т. В ней с и ct — положитель
ные постоянные, характеризующие-среду. Система (26)—(28) доволь
но сложная. Для нее я не умею доказывать однозначную разре
шимость в целом начально-краевых задач. Естественно возникло 
желание упростить ее (кстати заметим, что уравнению (28) функция 
Т = const, вообще говоря, не удовлетворяет). 

Используя принцип максимума, нетрудно доказать, что если 
уравнение (28) удовлетворяется во всем пространстве, если 
Т (х, 0) > 0 и Т, Тх и v ограничены в' полосе П^ {(x, t) : х £ Е3, 
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t 6 ГО, til}, то Т положительно в П^ и для любой точки (я, t) из П*х 

s 

m i n / Г ( ^ + /min £ 2 ( ^ + ^ 2 < ] / " П ^ 1 ) < 

з 
<тах1/"Т(5ГО) + *тах-у 2 (»*«, +0/*Ä)B. (29) 

Эта оценка говорит в пользу того, что вместо с У^Т в уравнении (26) 
естественно взять или v0 + Vit&, v0, Vi > 0, или усредненную по 
всем х величину 

з 
Vo + Vi [v% dx = vo + -y- jj 2 (ü'**j + *H)2 d*-

Q Q л, z=i 

Система (23) написана по аналогии с системой (22): она обладает 
свойствами 1) — 3), и нелинейная добавка vA rot2ü имеет тот же 
характер, что и х?х. 

Отметим следующее: мы доказали предложения, аналогичные 
перечисленным в этом параграфе, для систем, несколько более 
общих, чем системы (22) — (23), а именно для систем вида 

о* - щ [(vo + Vi\vx |
2 д) vXk] + vkvXk = - grad p + f, 1 

div и = 0, j 

^ + rot[(v0 + v1|rotü|2»A)rott;] + üÄüÄÄ= —gradp-f/i, | 

div^O, i ( 3 I ) 

которые при \i — 1 совпадают с системами (22) и (23) соответствен
но. Для них однозначная разрешимость начально-краевых задач 
доказана при р,>1/4, а разрешимость стационарных краевых 
задач при любом |х > 0." 

Ленинградский университет, 
Ленинград, СССР 



Математические проблемы управляющих систем 

Mathematical problems of control systems 

Problèmes mathématiques des systèmes de contrôle 

Mathematische Probleme der Regelungssysteme 

NETWORKS OF GAUSSIAN CHANNELS 
WITH APPLICATIONS TO FEEDBACK SYSTEMS1) 

P E T E R E L I A S 

S u m m a r y . This paper discusses networks (directed graphs) 
having one input node, one output node, and an arbitrary number of 
intermediate nodes, whose branches are noisy communications chan
nels, in which the input to each channel appears at its output corrupted 
by additive Gaussian noise. Each branch is labeled by a non-negative 
real parameter which specifies how noisy it is. A branch originating 
at a node has as input a linear combination of the outputs of the bran
ches terminating at that node. 

The channel capacity of such a network is defined. Its value is 
bounded in terms of branch parameter values and procedures for 
computing values for general networks are described. Explicit solu
tions are given for the class DQ which includes series-parallel and 
simple bridge networks and all pther networks having r paths, b 
branches and v nodes with r =b — v + 2, and for the class Di of 
networks which is inductively defined to include D0 and all networks 
obtained by replacing a branch of a network in D4 by a network in D t. 

The general results are applied to the particular networks which 
arise from the decomposition of a simple feedback system into succes
sive forward and reverse (feedback) channels. When the feedback 
channels are noiseless, the capacities of the forward channels are 
shown to add. Some explicit expressions and some bounds are given 
for the case of noisy feedback channels. 

Introduction 
The min-cut max-flow theorem [1, 2, 31 gives the capacity 

of a network made up of branches of given capacity. It applies to 
networks of noisy communications channels if the assumption is made 

*) The work was supported by the Joint Services Electronics Program 
(Contract DA36-039-AMC-03200 (E)), and the National Aeronautics and Space 
Administration (Grant NsG-334). 
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that arbitrarily large delays and arbitrarily complex encoding and 
decoding operations may take place at each interior node. 

This paper presents the theory of networks of another kind of 
channel — a channel with additive gaussian noise, for which the only 
Dperation which takes place at a node is linear combination of the 
arriving signal and noise voltages, with no significant delay and no» 
decoding or recoding. 

The problem 

Consider the class D of two-terminal networks like that shown in 
Fig. 1, in which there are no cycles, each of the b branches Bi is direc
ted, and each branch lies on one of. the г paths Rt which go from the 

PATHS 

\\ои\\= 

Fig. 1. 

Ri = BiBt 

R2 = BiB3B5 

l Яз = вгВ6 

(\+Ni)(\+N,) 

0 + * i ) 
' 1 

A network in class D. 

PATH 
TRANSMISSIONS 

(l+*i) 
(\+Ni)(l+Ns)(l+N5) 

Ti = hh 
T2=tit3t& 

T3=t2t5 

1 

(1+Л/5) 
(l+N2)(l + N5) 

input terminal on the left to the output terminal on the right. A signa? 
/ol'tage eQ of mean square value P0 (the signal power) is applied to the 
input terminal, node Vi at the left. At each interior node, the output 
signal plus noise) of each branch B% arriving at the node is given 
i (positive or negative) weight, the branch transmission tu and the 
•esulting linear combination of signal and noise voltages is supplied 
as input to all the branches leaving that node. 

Each branch Bt adds to its input voltage e% a gaussian noise vol
tage 1Ц whose mean square value (the noise power) is a constant N1 
'the noise to signal power ratio, also called the parameter of the 
Dranch) 4imes the mean square value Pi (the input power) of its 
input voltage. The noise voltage in each branch is statistically indepen-
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dent of the noise voltages in other branches and of the signal voltage: 

e\ = Pu 0^i^b;n\ = NtPu l ^ * ; g 6 , 
ninj = 0, 1ф\\ /2^0 = 0. 

Since the branch input voltage and its noise are uncorrelated, 
"the mean square value of the branch output voltage (the output power) 
as just 
<2) (eî+niY = ?i + lÂ = Pi + NiPi^Pî(l+Nl). 

The power output of each branch generator depends on the power 
level at its input, and thus on the power level of the signal and of all 
other noise generators which affect its input power, as well as on the 
values of the branch transmissions. However once the power levels 
of the signal and of all noises and the values of the branch transmissions 
.are fixed, the network is linear. The final output at the right hand 
output terminal Vv is a linear combination of the b branch noise 
generator voltages and the signal voltage eQ. We constrain the values 
of the branch transmissions t% by requiring that the coefficient of eQ 
in this sum be unity. 

The network is equivalent to a single branch (noisy channel) 
of the same kind as the component branches, since the linear combina
tion of the b branch noise voltages which appears in the output is 
.a gaussian noise voltage, and the overall action of the two-terminal 
network is to receive an input signal and to produce at its output the 
input signal plus an independent gaussian noise. The ratio of output noise 
power to signal power, Nb+i> is a function of the branch transmissions 
as well as the parameters Nt of the network branches: the optimum 
noise to signal power of the network, N0pt, is defined as the minimum 
value of Nb+i which can be obtained by varying the branch transmis
sions. The problem is to find Novt as a function of the given Nt. 

Series and parallel networks 
To express the results most simply in important special cases it is 

convenient to associate with each branch, not only the parameter Nit 
but the signal to noise ratio, 
<3) Si^lINu 
and the capacity per use of the channel 

(4) Ct = 4 log (1+ St). 
Equivalent quantities are defined for the network: Sopt is the maxi

mum signal to noise ratio attainable by varying the branch transmis
sions, and Copt is the largest channel capacity so attainable. 
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We can then state three results. 
Series Networks. A network in D in which all b branches are in 

series has N0J>t given by 

;5) 1 + М ^ = Д ( 1 + ЛГ,). 

Parallel Networks. A network in D in which all b branches are in 
parallel has Sopt given by 

ь 
(6) S o p t= S St. 

Duality. Given two channels of capacities Ci and C2. Let the opti
mum capacity of the network consisting of the two channels in series 
be Cs. Let the optimum capacity of the two channels connected in pa
rallel be Cp. Then 
(7) Ci + C2 = C8 + Cp. 

The result on series networks expressed by Eq. (5) does not seem 
to have been published. The result for parallel branches expressed by 
Eq. (6) is known as optimum diversity combining, or the ratio 
squarer [4,5] and was discovered independent of the general theory. 
Both follow directly from the general results below. The duality re
lationship of Eq. (7) follows directly from Eqs. (4), (5) and (6), and also 
seems not to have been published. We have 

1 1 п Л ( 1 + ^ ) ( 1 + л ^ - ' 1n rf('+Sl)(l+S2)\ 

= l log( l + S 1 ) ( l + S 2 ) - l l o g ( l + 5 1 + S2) = 

= Ci~\-C2 — С p. 

Eq. (7), incidentally, also holds for other pairs of channels, such as two 
binary symmetric channels with different crossover probabilités p± 
and p2, or a binary symmetric channel in series with a binary erasure 
channel and in parallel with it. The interpretation of parallel chan
nels is different in those cases however: it involves having the receiver 
observe the outputs of both channels when a common input symbol is 
applied to both. Since the output symbols of the two channels cannot 
be combined into an input symbol for the same kind of channel with
out loss of information, there is.no tidy network theory for such chan
nels and we discuss them no further. -
37—1220 

http://is.no
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Feedback networks 

The next results apply to a subset F of networks in D which repre
sent a dissection in space of the time sequence of forward and return 
signal flows encountered in a feedback system, as shown in Figs. 2 
and 3. The transmitter applies a signal voltage to the input node Vi. 

гз % A v4 

F i g . 2. A network in class F for k = 2. 

It proceeds over a noisy branch 5i to node V2 at the receiver. The recei
ver sends it back over B2 to V3 at the transmitter. The transmitter 
forms a linear combination of the original signal and the noisy version 

\N=0 

F i g . 3. A network in class F for k = 4. 

of it received at V3 and transmits it over B3 to V4. In Fig. 2 the recei
ver then takes a linear combination of the outputs at V% and V4 as 
the output voltage: in Fig. 3 the process continues. In both Figures, and 
for all nets in F, the branches on the left connecting odd-numbered 
nodes and the branches on the right connecting even-numbered nodes 
are noiseless, and serve only to provide linear combinations of previ
ously received values for the next transmission and to provide the 
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requisite delay. Odd-numbered branches, from odd to even nodes, 
are called forward channels; even-numbered branches, from even to 
odd nodes, are feedback channels. 

The Uniform Delay Property. In practice delays will be introdu
ced by the forward and feedback channels. In order to avoid having 
signal voltage samples applied at different times getting mixed up at 
intermediated nodes, we assume that the noiseless branches on the left 
and on the right have delays so selected as to give the network the 
uniform delay property that all paths connecting any two nodes have 
the same delay, so that at any node only one signal sample and one 
sample of the output of each earlier noise generator will arrive at 
a given time over different paths. This can be accomplished for any net
work in F, or indeed in D, if an initial set of delay values dt are given 
for the branches Bb by increasing some of them in the following fash
ion. Assign a delay value to each node Vj equal to the maximum delay 
obtained by adding the delay values of the branches along each path 
from Vi to Vj. Then assign to Bi the new delay value d\ which is the 
difference between the delay values of its terminal and initial nodes; 
d\ ^ di. 

We will henceforth assume that this process has been carried out 
for. all networks in F or D, and that all have the uniform delay proper
ty. It is then not necessary to keep track of the delay values of networks 
or branches. We now state results for feedback networks. 

Noiseless Feedback. For a network in F, if all feedback branches 
are noiseless, and the k forward branches have capacities C2i/-i, 1 ĝ 
5g / ̂  k, then the optimum capacity of the network is given by 

k 

(8) • ^opt = ^J C2j-i 

and the optimum signal-to-noise ratio Sopt by 

(9) 

In particular, if 

(9) - 1 + 5 « * = Д ( 1 + 5 | м ) -

k 

S = 2J S2j-i 

is fixed, but an arbitrarily large k is available, we have 
h 

(10) 1 + S0pt=lim Ц ( 1 + - | - ) = ^ o r 

So p t = ßS—1. 
37* 
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Noisy Feedback, к = 2. For a network in F with two noisy for
ward channels Bt and JB3 and one noisy feedback channel B2, the 
optimum signal to noise ratio is 

(11) Sop^Si + Ss-^ ^ ^ 
( 1 + S l ) ( l + S 3 ) + S 2 

Unfortunately a general formula like Eq. (11) for a net in F 
with k>2 is not available, although the computation of Sopt for 
any particular case is a straightforward numerical analysis problem. 
However we do have some inequalities which hold for all nets in F 
and which provide some insight. 

Noisy Feedback, general case. For a network in F with k noisy for
ward branches B2j-it 1 <g / ^k, and A—1 noisy feedback branches 
B2j, 1 <; /<£ A—1, the optimum signal to noise ratio Sopt is bounded by 

k 

(12) S 0 p t ^ 2 J «S2i7-i 
i = i 

(13) 1 + S o p t ^ П(1+5 2/-1) 

2fc-l 

(14) Sopt:fg S S,. 
j=i 

If signal to noise ratio costs c4 per unit for forward channels and 
c2 per unit for feedback channels, so that the total cost for a network 
in F is 

с = Ci S 52i/-i + c2 S S2l/ 

then forjsufficïently large Sopt, the cost per unit of Sop t may be 
made arbitrarily close to c2 : 

The results for Inoiseless feedback and for noisy feedback with 
k = 2 were published by the author some time ago [6,7]. Schalkwijk 
and Kailath have recently investigated the noiseless case from the 
point of view of error probability for the transmission of discrete mes
sages [8, 9, 10]. Turin [14] has also dealt with a closely related ques
tion. The noiseless feedback results of Eqs. (8) and (9) are remarkable, 
since they permit the transmission of a continuous signal of fixed band
width over a noisy channel at a rate equal to channel capacity no mat
ter how large the bandwidth of the forward channel, with no coding 
or decoding needed, provided that a noiseless feedback channel is avail-
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able. Furthermore they do so without introducing any of the discon
tinuities which must occur when a continuous signal is mapped onto 
a space of higher dimensionality — discontinuities which were pointed . 
out by Shannon [11] and Kotelnikov [12] and have recently been 
discussed by Wozencraft and Jacobs [13]. Eq. (10) implies that a signal 
to noise ratio of 10 in bandwidth W is equivalent to a signal to noise 
ratio of ß10:l, or about 22,000 if the available forward channel is 
wideband and has white noise and a noiseless feedback channel is 
available: see [6,7] for further discussion. 

The inequality (12) follows from the parallel network result of Eq. 
(6). The result of setting all feedback channel transmissions at zero 
and using the forward channels in parallel gives the right side of Eq. 
(12), and the optimum choice of branch transmissiqns must do at least. 
as well. The second inequality, Eq. (13), says that noise in the feed
back channels does not help: the right side is just the noiseless feedback 
result of Eq. (9). It is a consequence of a more general result which 
is given below, and which shows that increasing Nt in any branch 
cannot decrease A/opt- The third result, Eq. (14), says that given a choice, 
it is better to use signal to. noise ratio in the forward rather than 
the feedback channels: the total S0Pt attainable by feedback is less than 
would be attained by taking all of the feedback channels, turning them 
around, and using them in parallel with the forward channels, which 
gives the right side of Eq. (14) by Eq. (6). It will also be derived later. 
The final result, Eq. (15), shows why feedback is interesting even if it 
does not do as well as the same amount of signal to noise ratio in the 
forward direction would do, by Eq. (14). Signal to noise ratio in the 
feedback direction may be cheaper, as when a satellite is communicating 
to Earth, and if it is, it is possible by means of feedback to buy for
ward signal to noise ratio at the same cost, if one wants enough of it. 
Eq. (15) is a direct consequence of Eq. (11): it is necessary only to choose 
Si equal to S3, and S2 so large that it is possible to have S± < S2 
and SI > S2 at the same time. For k > 2 the result will be of the same 
character but better — i.e. a smaller S will do, or a smaller amount of 
S0pt can be bought at the same unit cost but the absence of a formula 
makes the demonstration harder. 

General results 
To state and prove the theorem from which the above results fol

low we need some further definitions. For each pair of paths Ru Rj 
from Vi to Vv in a network in D, we define Gtj as a product which con
tains one factor (1 + Nu) for each branch Bu which lies in both paths; 
if Rt and Rj share no branches, G^ = 1. Formally, if we treat the sym
bol Ri as denoting the set of branches which are contained in the t'-th 
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path, then Rf {] Rj is the set of branches which the two paths have 
in common, and 
(16) Qu= П (1 + Ah). Gu= l ïor RiÇ)Rj empty. 

k: BjfiR^Rj 

We also define the path transmission Tt of path Ri as the product 
of the branch transmissions th for those branches which lie on Rt: 

(17) T,= Д th. 

The network transmission T0 | ь+i is the sum of all path transmissions: 
by the assumption made in the discussion following Eq. (2), the branch 
transmissions tk are constrained so that the network transmission, 
which is the coefficient of the signal voltage eQ in the output, is unity: 

(18) Го,ь+1=Д! Г,= 1. 

T h e o r e m . For any network in D, we have 

(19) l+M,pt = min{S S GijTiTj}^ 1/(2 2 <$} 

and 

(20) Sopt = 1/min { S S (G„- 1) TtTj) ^ 2 j] [Ou- l]-\ 
tk i = i j = i i = i j = i 

where the J1* are given in terms of the tk by Eq. (17) and are subject 
to the constraint (18), and Gjr/and [G^— l]"1 arëelementsof the inverses 
of the matrices || GtJ \\ and || Gti—11|. The inverses of || Gtj \\ and || dj— 11| 
always exist unless there is at least one noiseless path from input to out
put, so that some Git = 1. In this case NoPt = 0 and SoPt = °°' these 
values are attained by setting. Tt = 1 and all other Tj = 0, / ф1. 

Equality holds on the right in Eqs. (19) and (20) for networks in 
the set D0, which includes any network in D .with r paths, b branches 
and v nodes for which 
(21) r = b-v + 2, 
and for networks in the set D4 which includes the networks in D0 and, 
inductively, any network which is constructed from a network in £>i 
by replacing any branch by another network in D4. 

Note that D0 contains simple series networks, for which r = 1 
and b =v— 1, and simple parallel networks, for which /* = & and 
v = 2. Di therefore contains all series-parallel networks, but it con
tains others as well — for example the (topologically equivalent) net
works of Figs. 1 and 2, for which b — 5, v = 4 and r — 3, but not 
the network of Fig. 3, for which b =11,0 = 6 and r = 8, or any net
work in F with k > 2. 
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P r o o f . For the proof we need one more definition. Ttj, the trans
mission from branch i to branch j , is just the network transmission as 
defined in Eq. (18) for the subnetwork consisting of branch i and 
all other branches which lie on some directed path which goes 
through branch i to the initial node of branch /. (Thus Bt is included in 
the subnetwork but Bj is not, and t% is a common factor of all of the 
terms in the sum Ttj.) If there are no paths through Bt and Bj, or if Bj 
r̂ecedes Bt on such a path, then Ttj = 0. Т0, j is the transmission of a 

subnetwork with input node Vi and output node the initial node of 
Bj, and Tit b+i is the transmission of the subnetwork of paths through 
branch i to the output node Vv-

We now derive an expression for P b f l , the output power of the net
work. By the statistical independence of the noise voltage generators 
тот one another and from the signal source, the output power at the 
ight hand node is the sum of the powers transmitted to that node by 
;hese b + 1 separate sources. The source in branch i contributes an 
imount of power equal to its generated power PtNi times the square 
)f the transmission from Bt to the output. Thus 

;22) P b + 1 = 2 PtNiTl b+i - P0 ( 1 + #MI), 
i=0 

where the rightmost equality follows from the fact that by the con
traint of Eq. (18), Eq. (2) holds for i = b + 1, and where the signal 
)ower contributed to the output is represented in the sum by the term 
ror i = 0, with N0 = 1 and T0, b+i = 1. 

Similarly the input power to any branch Bt may be expressed as 
the sum of the contributions of the generators which lie to its left: 

;23) л = 2 а д л н . 
ft=0 

Here we have assumed that the branches are numbered in an order 
such that if B% precedes Bj on some directed path, i < /. 

By successive substitution of Eq. (23) in Eq. (22) and in the result
ing expressions, the subscripts on the P's appearing on the right can 
all be reduced to zero. The result is a sum of terms, all of which have 
P0 as a factor. There is one term for each of the 2b subsets Wm of the 
b branches which has the property that all of the branches in Wm are 
included in a path from input to output—i.e. that there is an integer 
f with Rf=>Wm. If Wm is such a subset, say Wm = (Bu Bj, Bh) with 
i < / < fe, then the corresponding term is 

24) PoTliNiTÏiNjtfbNbTl b+1 = P0 (T0iTijTjkTh, b+i)2 NiNjNh. 

The product of the transmission terms which appears on the right 
is just the sum of the transmissions of all paths from input to output 
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which include all three of the branches Bu Bj, Вн- If there are no such 
paths then one or more of the Ttj in Eq. (24) will vanish. Thus the out
put power is expressed in terms of the path transmissions T% and the 
branch parameters Nt: dividing through by PQ gives an expression for 
1 + Nb-u 

(25) l + W - ' l M 2 Tt}* П Nj, 
k=Q i: R£DWh j: BfiWk 

where W0 is the null set, for which the product is taken to be 1. The 
sum is also 1 for k = 0, since it is just the square of the network trans
mission of Eq. (18), so excluding the term for k = 0 gives an expres
sion for Nb+i as a sum of products of positive terms, which is monotone 
nondecreasing in each Nj. We thus have proved 

L e m m a 1. For any given set of path transmissions Tt, the net
work noise to signal ratio Nb+i is a monotone nondecreasing function of 
each branch noise to signal ratio Nj. 

This lemma provides the proof of Eq. (13), which was referred to 
above. 

We have also proved that Nb+i can vanish for a nonvanishing set 
of path transmissions only if there is some path Ri along which every 
branch is noiseless, so that setting that Tt = 1 and Tj = 0, / ф1, 
gives a right-hand side in Eq, (25) in which only the term for W0 

remains. The matrix \\Gij— 11| will be singular if and only if there is 
such a noiseless path, since it will then map the transmission vector 

• T with Tt = 1 and Tj =0, ) ф1, into the null vector. The matrix 
||G^-|| can be singular only under the same circumstances, but may 
not be even when noiseless paths exist. 

We next show the equivalence of the right side of Eq. (25) to the 
quadratic form 

(26) 2 2 GijTtTj, 
i = i j = i 

where the Tt are still subject to the constraint (18). Substituting in 
(26) the definition (16) of Gu gives 

(27) 2 2 W { II (l+Nm)}. 
i = l j = l m: B^RiDRj 

Expanding the product gives 

(28) S S TtTj S { 11 Nm) 

file:////Gij�
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Inverting the order of summation to sum over all W^ 

(29) Я 5М.. 2 TtTj}{ П Nm). 
ft=0 i, r.W^R^Rj imBm£Wk 

We then recognize that the parentheses enclose a term which is just the 
square of the sum of Tt over the i for which Wh is included in 7?*: 

(30) 2 { S 7\}a П Nm 
fc=0 i: WkCRt m: B?rfiWk 

which is just the right side of (25). 
We have thus proved that for Tt constrained by Eq. (18), 

(31) 1 + # ж = 2 JjQuTiTt. 

Squaring Eq. (18) gives 

(32) 1 = 1*= 2 7 7 = 2 2 TiTj, 

and subtracting (32) from (31) gives 

(33) MH-I=2 2 [Qij-l]TtTj, 

or 

(34) Sb + 1=l/2 2 (Gij-l)TiTj. 

Now iVopt, by definition, is the minimum value of Nb+i as the 
branch transmissions are varied, and Sopt is its reciprocal. We have 
therefore proved the first part of the Theorem: namely the |equali-
ties on the left in Eqs. (19) and (20). 

To obtain the inequalities on the right in Eqs. (19) and (20), we 
minimize Eqs. (31) and (33) by varying the path transmissions Tt 
independently, subject only to the constraint imposed by Eq. (18). 
The additional constraints imposed by the topology of the network 
and by Eq. (17), which expresses the T% in terms of the real inde
pendent variables tk, are ignored. The results are lower bounds to 
the minima which Eqs. (31) and (33) can actually attain in the 
network. 

Using a Lagrange multiplier 2M, we set the derivative of 

(35) 2 2 0,,Г|Г,-2Л«2 Tt 
i = i i = i i = i 
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with respect to T± equal to zero. This gives 

(36) 2 GuTj = M, l g / g r . 

Using the minimizing Tj which satisfy Eq. (36), we multiply by Tt 

and sum, using the constraint of Eq. (18) and attaining a lower 
bound to l+Nopt: 

(37) 2 ' 2 GtjTiTj^M 2 Ti = M^ l+iVoPt. 

Solving the equations of Eq. (36) for the minimizing Tt gives 

(38) Tj = M 2 GT}. 
4 = 1 

Summing on / and using Eq. (18), 

(39) 1 = З Г , = М S S Otf, 
j = i 4=1 j = l . 

or from Eq. (37), 

(40) l + ^ 0 p t ^ M = l/{2 2 G^}. 
4=1 j = l 

This completes the proof of Eq. (19) in the Theorem. The deriva
tion of Eq. (20) is strictly parallel and will be ommitted. It remains 
only to prove the assertions made for networks in D0 and in D±. To 
prove that equality holds on the right in Eqs. (19) and (20) for 
networks in D0, it is necessary to show that for such networks it is 
possible to vary path transmissions independently by varying branch 
transmissions. In fact we prove a stronger result. 

L e m m a 2. A network in D which has r = b — и + 2 has a 
cutset of r branches each of which is included in just one path. Remo
val of this cutset divides the network into two parts: a tree connected 
to Vi (which may reduce to Vi alone) and a tree connected to Vv (which 
may reduce to Vv alone) 

Given the lemma, we can set the r transmissions of the branches 
in the cutset as the r desired path transmissions and set the transmis
sions of all other branches equal to unity. 

To prove the lemma, assign weights to nodes and branches from 
the left, assigning weight 1 to node Vi and then assigning to each branch 
the weight of its initial node and to each node the sum of the weights 
of its incoming branches. With this assignment the weight of a node 
or a branch is clearly the number of routes from the input node Vi 
to that node or branch. 
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Choose from each of the r paths the rightmost branch of weight 1. 
This set of branches, с in number, is a cutset, since it interrupts each 
patch. We havec^gr : с = r if and only if no branch is selected more 
than once. 

Deleting the cutset of с branches divides the network into two parts, 
Mi connected to Vi and M2 connected to VV Mu which contains bx 

branches and Vi nodes, is a tree, since it is connected and since all of 
its nodes are of weight 1, so that there is only one path from Vi to each 
node. Thus bt —v± — 1, as for any tree. 

M2 is connected to Vv and thus includes at least one tree. Let one 
of the trees included in M2 have b2 branches and v2 nodes, with b2 = 
= v2 — 1. Then there are two possible situations, (i) M% is a tree. 
In that case r = 6 — v + 2. Or (ii) M2 is larger than a tree, and inclu
des b3 branches beyond the b2 branches in a tree which it includes. 
In that case r > b — v + 2. We will prove the labelled statements. 

(i) If M2 is a tree, then b = с + b± + b2 = с + fa — 1) + (v2 — 
— 1) = c + v — 2, or c = b — 0 + 2. Since each branch in the cutset 
connects two trees, it completes just one path, so the number of paths 
r = c, and r == b — v + 2, QEDf. 

(ii) If M2 contains b3 branches beyond those contained in a 
tree, then b = с + bt + b2 + b3 = с + (v± — 1) + (v2 — 1) + b3 = 
= с + v — 2 + b3, or 

(41) % c = 6-D + 2-&8. 

Now each branch among the b3 has weight ^ 2 by construction, so 
it lies on at least two paths. Without these b3 branches, Vv has weight 
at least c, since the с branches in the cutset have weight 1 each and 
ire connected to Vv- Adding each of the b3 additional branches adds 
i weight ^ 2 to Vv, since eacli of them is conneted to Vv through the 
tree included in M2. Thus the total weight r of Vv is г ^ с + 2b3. 
[Combining this with Eq, (41) gives 

42) r^c + 2b3 = b — v + 2+b3>b — v+2, QEDU. 

For a network M which is in D but not in D0, r > b — v + 2 and 
it is impossible to independently vary the path transmissions. For 
b — v + 2 is the cyclomatic number of the graph M' obtained from 
M by adding a branch ßö+i directed from V9 to Vi, and is thus the maxi-
num number of linearly independent cycles in a graph-theoretic sense. 
Thus the set of r cycles in M', each of which consists of a path Rt from 
Vi to Vv followed by the branch Bb+i from Vv to Vi are linearly depen
dent in the graph-theory sense, and so therefore is the set of the paths 
themselves in M. 

The linear dependence of the Ri implies, by taking logarithms in 
Eq. (17), one or more linear relations between the logarithms of the 
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path transmissions log Tu leading to constraints of the form 

(43) logTi + logT^logT^ + logTn, or TiTj = TmTn 

and no selection of values for the branch transmissions fo can provide 
independent control of all path transmissions. 

It may still be possible to achieve equality in Eqs. (19) and (20) 
for a network inD which is not in D0, however, if the optimizing 
values of the path transmissions happen to satisfy the additional con
straints of the form (43) imposed by the network topology. This hap
pens in particular for the networks which are in D4 but not in DQ* 

L e m m a 3. Given a network M in D, and a network M' in D0. 
Let M" be constructed by replacing branch Bj in M by the network 
M'. Then the value of the parameter N'opt of M" will be the same as 
the value of the parameter N^p\, of M if the latter is evaluated using the 
parameter value N0pt of M' for Bj. And the path transmissions obtained 
in computing JVopi will lead to the same set of transmissions for the 
subnetwork M' as are obtained directly in the computation of JVopt. 

For the network M" is equivalent to the network M with some 
value of the parameter Nj for branch Bj by the argument following Eq. 
(2) — i.e. the subnetwork M' is equivalent to some noisy branch Bj, 
and the only question is what its parameter value is. The optimum set 
of path transmissions for M" must lead to the same transmissions in
side ЛГ as does the direct optimization of M', for any other choice 
would give a larger value to the parameter of M" by lemma 1 

Lemma 3 completes the proof of the theorem. Lemma 2 covers net
works in D0 and Lemma 3 justifies the extension of the results to net
works in Du More practically, it permits the solution of network prob
lems of large order by local reductions— the combining of series or 
parallel branches, etc.—which greatly reduces the computation. 
Unfortunately the other tool used for the local reduction of resistive 
networks— the star-mesh transformation—cannot be used for gaussian 
channels, since it leads to transformed branches which have correlat
ed generators. This takes us outside of our present model. Networks 
with correlated noise present problems which are discussed briefly 
in a later section. 

Proof of earlier results. The result of Eq. (5) follows from the Theo
rem by noting that for a series network r = 1, and \\G\j\\ = | |Gn||. 
Thus 

(44) G H = II (1 + tfiHl/Gn1 

4 = 1 
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Eq. (6) follows by noting that for a parallel network, r = b and 
\\Gtj — 1|| is diagonal with elements GH =Nt, so that 

(45) [o„-ir*=s„ 2 2 [G/i-ir1=2si. 
4 = 1 i = l 4 = 1 

Eq. (11) follows from the evaluation of Eq. (20) for the network of 
Fig. 1. Eq. (9) follows by letting S2 approach infinity in Eq. (11), for 
k = 2. For larger k, the first three branches are combined into an equi
valent forward branch of capacity d + C2 and it is combined with 
the next noisy forward branch and the next noiseless feedback branch 
in the same way, etc. 

Eqs. (12) and (13) have already been justified above. Eq. (14) fol
lows by throwing away all but the linear terms—i.e. terms having 
a single Nt as a factor—in Eq. (33). By Eq. (25) this reduces the right 
side and provides a lower bound to Nopt or an upper bound to Sopt. The 
resulting equations are those for a set of resistors—the noisy bran
ches—with resistance = Nt, all in parallel—both the forward and the 
feedback branches—with the noiseless branches acting as short circuits 
at the two ends and the conductances St = l/Ni adding. 

Reduction of another problem to the above. A more general prob
lem concerning networks of Gaussian channels can be reduced to the 

F i g . 4. A network not in class Dit 

aboveresults. Consider the class of two-terminal networks as inD above, 
hut in which each node may supply a different linear combination 
of the voltages on its incoming branches to each outgoing branch. This 
model'still leaves the operation at the node simple and linear, and 
provides an increased number of independently controllable path 
transmissions, so that it enlarges the class of networks for which 
explicit solution is possible and for which equality holds in Eqs. (19) 
and (20). 

As an example, the network shown in Fig. 4 consisting of five ver
tices connected by four branches forming a directed path from Vi to 
V2 to Уз to Vi to V5, with three additional branches from Vi to V3, 
V3 to V6, and V2 to У4, has b =7, v = 5 and r = 5, and is thus not 
in D0: it has no two-terminal subnetworks, and is thus not in D4. 



590 ПОЛУЧАСОВЫЕ ДОКЛАДЫ HALF-HOUR REPORTS 

The reduction to the former case replaces each node Vj which has 
Ij > 1 incoming branches and Oj > 1 outgoing branches by Ij nodes 
at each of which one of the incoming branches arrives and Oj nodes from 
each of which one of the outgoing branches leaves, together with IjOj 
noiseless branches connecting each of the Ij arrival nodes to each of 

F i g . 5. A reduction of the network of Fig. 4 to a network 
in class D^ 

the Oj departure nodes. The added noiseless branches permit the for
mation of the desired different linear combinations of input branch 
voltages for each output branch. In the case of the five-node network 
described above, replacing V3 by 4 nodes and 4 branches, as shown in 

F i g . 6. A network not in class D 4 which cannot be reduced. 

Fig. 5, adds 3 nodes, 4 branches and no paths, so that b — v + 2 = 
= 7 + 4 — ( 5 + 3 ) + 2 = 5 = r, and the resulting net is in D 0. 

The simplest network which cannot be expanded by the above sub
stitution, has no two-terminal subnetworks, and is not inD0, is shown 
in Fig. 6. It consists of six nodes Vi to VQ connected in order by five 
branches, with three additional branches from Vi to V3, V4 to J/6 and 
У г to У5. 

Unfortunately the additional control provided by the change in 
rules provides no help for networks in F) which remain outside D0 for 
A>2. 

Networks with correlated noise. One can consider networks in which 
ntnj Ф 0, although the noise and the signal remain uncorrected. For 
parallel branches, if w etake щщ = Gtj and Tt as the branch transmi-
sion subject to the constraint of Eq. (18), then minimizing the mean 
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square value of the sum 

(46) Щтг(е0+т)]2 

feads to precisely the result of the Theorem, with equality in Eqs. 
(19) and (20), by precisely Eqs. (35) to (40). In fact the proof of the 
Theorem may be taken as a proof that the voltages transmitted to the 
output node Vv by the different paths Rt have the average product 
matrix ||Gi7-||. 

For series branches the situation is different, however. Correlated 
series branches do not commute unless their parameter values are equal. 
Even the validity of the branch model breaks down. The definition 
in Eq. (1) of the added branch noise power n\ = PiNi is valid as a model 
of a physical channel so long as the channel is always used at the 
maximum possible input power. This is always advantageous when 
branch noises are uncorrelated, so the restriction is not felt in the opti
mization problem of the theorem. However a more realistic model of 
a physical channel has an input power limit Pu and adds a noise of 
power NiPi to any input signal whose power is 5g Pt. With correlat
ed noise in series branches it will sometimes be advantageous to use 
less than the maximum input power to a branch: no analog to Lemma 
1 holds. 

As an example consider two identical channels in series. Each 
accepts inputs of power <̂  2 and adds to them the same noise voltage 
n, of power /?= 1. If we apply only 1 unit of signal power to the first 
channel, invert its output using a branch transmission of —1 and apply 
the result to the second channel, the output of the second channel has 
no noise voltage, and therefore an infinite signal-noise ratio. If, how
ever, we apply 2 units of signal power to the first channel, and scale its 

output voltage by — ] / -0- to provide 2 units of input power to the 
second channel, we cannot get a signal-noise power ratio_at the output 
Df the second channel which is better than 4/(5—2 |/6) =^ 40. 

Further bounds on networks in F 
The open questions of greatest interest for applications concerns 

networks in F with k > 2 and with noisy feedback. In a feedback sys
tem it is reasonable to assume that the transmitter has a limited 
amount of signal to noise ratio S0dd available, and that the receiver 
has a limited amount Sevem given by 

(47) S 0dd= 2J S2j-u «Seven = 2j S2j, 
j=i /=1 
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and that they are free to allocate their limited resources between the 
different forward and feedback channels in the way which maximizes 
the resulting S o p t of F. This freedom may even extend to deciding how 
large A should be, if the available.forward and feedback channels have 
infinite bandwidth. 

In the case of noiseless feedback, k = oo is best, and gives the result 
of Eq. (10) above. When the feedback is noisy, evaluating what S0Pt 
the best division of limited power gives, and how So pt depends on k, 
involves a great deal of numerical solution of linear equations subject 

\ | ^y^ \ 
I 1 ^s^ 
\ \ ^^ I J 

Fig. 7. An iteration of networks in 
class F for which k=2. 

to constraints of the form of Eq. (43). Even evaluating the upper bound 
to S0pt of Eq. (20) is not easy. Lower bounds to Sopt. which are more 
meaningful than that of Eq. (12) can be computed, however, by making 
use of iteration of networks for which k = 2, as illustrated in Fig. 7«. 

For the first level network, we assume that the two forward bran
ches have equal signal to noise ratio, since this maximizes So pt in 
Eq. (11), for fixed Sodd- Denoting their common signal to noise ratio 
as Si, the feedback branch as S2, and the resulting SoPt as S3, we 
have from Eq. (11) 

(48) S3 = 2Si^- ^ 
( i + S l ) 2 + s 2 

We now consider the second-level network to consist of two for
ward branches of ratio S3 and a feedback branch of ratio S 4: the 
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resulting S0pt is denoted by S6, and we have for the kih level 

(49) S2k+i=:2S2k^ 
S2k-iS2h 

(l + S2Ä-l)2+S2 Ä ' 

S0dd = 2 Si , 
,fe-i< Seven = S2k + 2S2(ft-l) + . . . + 2 S2 . 

For this network the optimum allocation of S0dd among the 2h 

forward branches has already been made: each receives an equal 
amount. Seven is divided unequally, however, with more for higher-
numbered branches, in the optimum case. The optimum allocation 
can be determined by solving Eq. (49) for S2k: 

( 5 0 ) . S a » ~ l + W ' 

Now differentiating S2Ä + 2S2ft-2 with respect to S2Ä„i for fixed 
S2Ä+1 and S2ä_3 and setting the result equal to zero gives an equation: 

/gjv S2fe-3( l + S2fc_3)2 -
[ ( l + 5 2 A _ 3 ) a - ( l + S 2 ^ i ) P 9 

/1 , c ч (1 + S 2 f t , i ) 8 ~ ( l + S2h+i) ( 2 - 3 S 2 f e . i ) + (l + S2k+i)* 
- Ц -f-^h-i) [(1 + 5 2 Ä _ i ) 2 - ( l +S2f t+i)]2 

For given S2ä-3 and S2h-u this equation is quadratic in S2ft+i: 
solving it enables us to start with a desired Si and S3 and generate 
S2ä+I for any k. Alternatively, we may fix S2h+i and S2U-I and solve 
for S2A-3: taking the pos. square root of each side of Eq. (51) gives 
a quadratic in S2k-3 and we can proceed from given values of S2k+i and 
S2A-1 down,to Si. In either case the resulting set of values is optimum 
in the sense that by keeping the end points fixed, and fixing k, any 
other division of S0dd will take more of it: choosing all combinations 
of values for, e.g., Si and S3 > 2S b generates the full set of optimum 
curves. 

The result, unfortunately, must be displayed as a set of curves 
rather than an equation. A much weaker lower bound to Sopt can be gi
ven as an equation. Although it is not the best strategy, we may pick 
a division of SeVen which gives us a fixed с such that 

(52) i+Sj = c(l+Sj-2)*, odd/. , 

Then from Eq. (50), 

(53) S 2 f t =
 S2/m-2S2ft-i 

38-1220 



694 ПОЛУЧАСОВЫЕ ДОКЛАДЫ HALF-HOUR REPORTS 

and from Eqs. (49) and (52), 

/сдч с _S2k+i-2kSj^. So P t-Sodd 

since S2ft+i =з S o p t . We also have from repeated application of Eq. (52) 

(55) c ( l + S o p t ) ^ c ( l + S 2 Ä + i ) = ^( i+2- Ä S 0 dd)2 f e . 

Together, Eqs. (54) and (55) provide a useful analytic lower bound to 
S0pf 
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АВТОМАТНО-АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ 
ОПТИМИЗАЦИИ МИКРОПРОГРАММНЫХ 

УПРАВЛЯЮЩИХ УСТРОЙСТВ 

В. М. Г Л У ш к о в 

Теория конечных автоматов является достаточно эффективным 
средством решения многих практических задач, возникающих при 
проектировании электронных вычислительных машин. Однако для 
так называемых последовательностных схем (схем с памятью) 
область применения этой теории ограничивается устройствами 
с относительно небольшим числом состояний (порядка нескольких 
тысяч). В то же время хорошо известно, что число состояний многих 

Рис. 1. 

устройств современных электронных вычислительных машин выра
жается единицей с сотней и даже с несколькими сотнями нулей. 

Развившаяся за последние годы теория бесконечных и растущих 
. автоматов также не решает вопроса, поскольку эта теория имеет 
дело прежде всего с абстрактными проблемами представимости 
языков, а не с практическими задачами оптимизации схем электрон
ных вычислительных машин. 

Целью настоящего доклада является новая постановка задачи 
в теории автоматов (см. [1]), возникшая из практических приме
нений и обобщающая ряд известных ранее постановок. Рассмотрим 
схему взаимодействия двух автоматов А и В (см. рис. 1), где А — 
конечный автомат Мили, а В — автомат Мура (вообще говоря, 
бесконечный) с некоторой структурой на множестве его состояний. 

Будем называть автомат А управляющим, а автомат В операци
онным. Сигналы х и у, которыми обмениваются между собой 
автоматы А и В, составляют конечные алфавиты S и У. При этом 
выходные сигналы х автомата В обычно представляются в виде 
конечных кортежей булевых (двоичных) сигналов: х = (а4, а 2 , . . . 
. . ., аА). В целом изображенную на рис. 1 схему будем называть 
микропрограммным управляющим устройством. 

При различных дополнительных предположениях об автоматах 
А и В мы получаем ряд известных ранее постановок задач: 

38* 
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1) Если переходы в автомате В не зависят от входных сигналов 
(у-ов), то автомат В можно рассматривать просто как генератор 
входных сигналов для автомата А. В этом случае схема рис. 1 пре
вращается в обычную схему отдельно рассматриваемого конечного 
автомата Мили. 

2) Если в качестве автомата А выбрать головку машины Тьюрин
га, а в качестве автомата В — ленту этой машины, то в схему рис. 1 
укладывается описание функционирования машины Тьюринга. 

3) Еще одна интерпретация схемы рис. 1 получается, если 
в качестве автомата А рассматривать произвольный алгоритм, 
а в качестве автомата В — перерабатываемую этим алгоритмом 
информацию. 

4) Важное значение при проектировании электронных вычисли
тельных машин имеет интерпретация схемы рис. 1, при которой 
в качестве автомата А фигурирует устройство управления вычисли
тельной машины, а в качестве автомата В — ее арифметическое 
устройство. 

5) Возможна, наконец, и такая интерпретация, при которой 
гв автомат А объединяются все логические цепи электронной вычис
лительной машины (как устройство управления, так и арифметиче
ское устройство). В этом случае под автоматом В понимается запо
минающее устройство машины. 

Из приведенного (неполного) перечня примеров видно, что класс 
микропрограммных управляющих устройств достаточно широк и 
важен в прикладном отношении. 

В автомате А в общем случае схемы рис. 1 оказывается целесо
образным выделять начальное и заключительное состояния, кото
рые мы будем обозначать а0 и а* соответственно. Если теперь фикси
ровать автомат В, то с каждым автоматом А естественным образом 
связывается некоторое частичное отображение срА множества M 
состояний автомата В в себя. Мы полагаем, что автомат А начинает 
работу в состоянии а0 и останавливается, когда первый раз попадает 
в состояние а*. Если.при этом автомат В переходит из состояния 
Ь0 в состояние bi9 мы принимаем, что q>A (b0) = Ь±. 

При фиксированной паре А, В и фиксированном начальном 
состоянии а0 автомата А выходное слово / этого автомата до момента 
первого его перехода в заключительное состояние а* будет опре
деляться лишь начальным состоянием b автомата В. Тем самым для 
тех состояний 6, для которых такой переход возможен, определено 
отображение 6 - ^ 4 в множество слов в алфавите У. Обозначим 
это отображение через RA и условимся называть его представлением 

.ранее рассмотренного отображения фд. 
При практических приложениях рассматриваемой схемы взаимо

действия двух автоматов важное значение приобретают два вида 
эквивалентности автоматов Л по отношению к заданному автомату В: 
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1. автоматы Л и Л' называются слабо В-экви^алентными, если 
Фа = Ф а ' 5 

2. автоматы Л и Л' называются сильно В-эквивалентными, если 
RA — RA'> 

Сильная эквивалентность автоматов — понятие, близкое к рав
носильности схем программ в смысле Ю. И. Янова [2]. От обычной 
эквивалентности автоматов она отличается тем, что в рассматривае
мой схеме на входе автомата Л могут появляться, вообще говоря, 
не любые слова. Благодаря этому некоторые переходы в автомате А 
не используются и могут рассматриваться как неопределенные. 
Минимизационные проблемы сводятся, таким образом, в большей 
своей части к минимизации частично определенных автоматов. За
дача состоит лишь в том, чтобы по автомату В находить переходы 
в автомате Л, которые могут быть сделаны неопределенными. 

Один из удобных подходов к решению этой задачи (см. [3]) 
состоит в том, что вместо автомата В, вообще говоря бесконечного, 
рассматривается конечный недетерминированный автомат Хв, мно
жество состояний которого совпадает с множеством выходных сигна
лов автомата В. Каждый выходной сигнал х автомата В можно 
отождествить с множеством отмечаемых им состояний этого автома
та. Тогда для любого входного сигнала у естественно принять, что 
состояние х автомата Хв переводится этим сигналом во все те состоя
ния Хи х2, . . ., xk, которые, рассматриваемые как множества 
состояний автомата В, имеют непустые пересечения с множеством 
х-у. 

Рассматривая схему взаимодействия автомата Л и автомата Хв, 
мы можем последовательно, отправляясь от начального состояния' 
а0 автомата Л, определять множества Ма состояний автомата Хв, 
в которые он может попасть, когда автомат Л попадает в соответ
ствующее состояние а (множество М0 предполагается при этом 
заданным). При повторных прохождениях состояния а множество 
Ма может возрастать, однако в силу конечности автоматов Л и Хв 

процесс возрастания множеств Ма заканчивается через конечное 
число шагов. Легко понять, что переход в автомате Л, соответству
ющий паре (а, х), не может встретиться при взаимодействии авто
матов Л и В, если x (J Ма- Делая неопределенными все такие 
переходы, мы увеличиваем возможности минимизации авто
мата Л. 

Нетрудно видеть, что указанный прием представляет собою 
автоматную интерпретацию результатов Ю.И. Янова [2]. Подобная 
интерпретация позволяет намного проще, чем раньше, доказать 
многие результаты о равносильности схем программ. С практической" 
же точки зрения особенно валено то, что предлагаемая интерпрета
ция дает не только методику формальных- преобразований схем 
программ, но и методику1 их оптимизации. Оптимизация здесь 
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понимается лишь в смысле уменьшения числа состояний управляю
щего автомата Л, или, что то же самое, уменьшения объема памяти, 
необходимой для хранения программы. 

Сказанным, разумеется, не исчерпывается проблема сильной 
эквивалентности автоматов, однако для таких практических целей, 
как минимизация управляющих устройств электронных вычисли
тельных машин (в смысле уменьшения числа их состояний), при
веденных результатов оказывается часто достаточно. 

Понятие слабой эквивалентности с математической точки зрения 
является более тонким. С одной стороны, оно обобщает понятие 
сильной эквивалентности, а с другой — такое чисто алгебраическое 
понятие, как понятие эквивалентности слов в полугруппе. Чтобы 
убедиться в последнем, достаточно рассмотреть случай, когда 
в схеме рис. 1 переходы в автомате Л не зависят от входных сигна
лов х. В отличие от сильной эквивалентности проблема слабой 
эквивалентности автоматов в общем случае алгоритмически нераз
решима. Вместе с тем использование слабо эквивалентных преобра
зований позволяет осуществлять наиболее глубокие преобразования 
автоматов. Оказывается, что алгоритмическая неразрешимость 
проблемы не является помехой для построения содержательной 
теории, находящей важные практические приложения. 

Работы в области слабой эквивалентности автоматов развертыва
ются в настоящее время в трех основных направлениях. 

Первое направление связано с нахождением необходимых и 
достаточных условий слабой эквивалентности. Такие условия, 
разумеется, не могут быть конструктивными. Однако представляют 
интерес и различные теоретико-множественные условия, если их 
формулировать в круге понятий, достаточно далеких от исходных. 
Исследования в этом направлении ведутся учеником автора 
А. А. Летичевским [4]. Им же получено достаточное условие суще
ствования в классе слабо 5-эквивалентных автоматов быстрейшего 
автомата Л (у которого образ любого состояния b из В при отобра
жении RA имеет наименьшую длину по сравнению'с образами при 
отображениях RA>, когда Л' пробегает совокупность автоматов, слабо 
ß-эквивалентных автомату Л). 

Второе направление исследований (см. [1]) связано с построе
нием исчислений, позволяющих фактически выполнять слабо 
ß-эквивалентные преобразования. Имея в виду указанную выше 
возможность интерпретации пары автоматов А и В как алгоритма 
и перерабатываемой им информации, молено применять получаемые 
здесь результаты для эквивалентных преобразований алгоритмов 
(в частности, программ и микропрограмм электронных вычислитель
ных машин). 

Исчисление, о котором идет речь, строится на основе пары спе
циальных алгебр (Я, 85), определяемых автоматом В и называемых 
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соответственно операционной алгеброй и алгеброй условий. Элемен
тами операционной алгебры Я являются частичные отображения 
множества M состояний автомата В в себя, называемые нами опе
раторами. Элементами алгебры 85 служат частично определенные 
булевы функции на множестве, называемые нюке условиями или 
логическими условиями. 

Кроме обычной операции умнолеения отображений, для калсдого 
условия ß из 85 в алгебре Я определяются еще две операции, назы
ваемые ^-дизъюнкцией и ^-итерацией операторов. Результатом 
ß-дизъюнкции (Р V Q)ß двух операторов/5 и Q является оператор R, 
такой, что bR = ЬР для любого состояния b Ç M, если условие ß 
истинно на состоянии b, bR = bQ, если ß (b) лолшо и, наконец, 
оператор R считается неопределенным на состоянии Ь, если ß (b) не 
определено. Результатом ß-итерации { Р } р оператора Р является 
оператор S, такой, что bS для любого b£M принимается равным 
первому из состояний ряда Ь, ЬР, (ЬР) Р = ЬР*, ЬР3, . . ., для 
которого истинно условие ß. Если же такого состояния в указан
ном ряду не окажется, то результат применения оператора S к со
стоянию b считается неопределенным. 

Операциями в алгебре условий 85 служат дизъюнкция, конъюнк
ция, отрицание и (левое) умножение на операторы из Я. Для пер
вых трех операций пояснения требуют только те ситуации, когда 
наряду с обычными значениями условий и, л встречается неопре
деленное значение н. Правила выполнения операций даются в этом 
случае следующими соотношениями: и Д н * = н Д и = н, л Д н = 
= н Д л = л, н Д н = н ; и \ / н = н \ / и = и, л \ / н = н \ / л = н, 
H V H = H ; H H = H . 

Если Р — произвольный оператор алгебры Я, ß — произволь
ное условие из 85, a b — любое состояние автомата В, то результат 
умножения P.ß есть условие у, истинное или ложное на состоянии 
b в зависимости от того, истинно или лолшо условие ß на состоя
нии с = ЬР. Если же последнее состояние не определено или не 
определенным на нем является условие ß, то результат применения 
условия у к состоянию b (т. е. у (Ь)) таюке считается неопреде
ленным. 

В схеме рис. 1 имеем дело с некоторым исходным (конечным) 
множеством элементарных операторов (микроопераций) yi9y2,. . . 
. . ., уп и некоторым (таюке конечным) множеством элементарных 
условий а ь а 2, . . ., ak. Построим минимальную пару алгебр 
{Я, 85), пороледенную указанными элементами как образующими. 
Алгебры Я и 85 полностью определяются заданием автомата В, 
в связи с чем мы будем употреблять нижний индекс В в обозначени
ях этих алгебр. 

С другой стороны, при фиксированном автомате В выбор авто
мата Л (с выделенными в нем начальным и заключительным состоя-
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ниями) определяет некоторый оператор Л на мнолеестве состояний 
автомата В. Имеет место следующая основная 

Т е о р е м а . Для любого конечного автомата А в схеме рис. 1 
соответствующий ему оператор Л* является элементом алгебры Я. 

Любое представление данного оператора алгебры Я через обра
зующие элементы пары алгебр (Я, 85) называется регулярной про
граммой (или микропрограммой) этого оператора. Значение только 
что сформулированной основной теоремы состоит в том, что она 
утверждает возможность регуляризации (т. е. представления 
в регулярной форме) любого алгоритма, в частности любой микро
программы или программы электронной вычислительной машины. 

После же такого представления мы получаем возможность 
использовать обычную технику эквивалентных преобразований слов 
в алгебрах с конечным числом образующих для'эквивалентных пре
образований алгоритмов. Разумеется, для этой цели необходимо 
иметь не только систему образующих, но и систему определяющих 
соотношений в паре алгебр (Яв, 85в). 

Для одного из наиболее важных (с точки зрения теории проекти-
рорания электронных вычислительных машин) операционного авто
мата В автором [1] была выписана некоторая (неполная) система 
соотношений, позволившая осуществить ряд практически валшых 
преобразований алгоритмов. Как сообщил мне проф. Мак-Карти, 
после выхода в свет работы [1] им совместно с проф. Д. Скотт (Стэн-
форд, США) были предприняты исследования в области поиска 
полных систем определяющих соотношений в алгебрах Я и Й5. 
Однако до последнего времени далее для упоминавшегося выше 
частного случая автомата В не был решен вопрос о существовании 
в алгебре Я в конечной системы определяющих соотношений. Про
фессором Мак-Карти было предлолеено также новое доказательство 
основной теоремы о возможности регуляризации произвольного 
алгоритма. 

Третьим направлением исследований в связи с рассматриваемой 
в докладе постановкой задачи является решение различного рода 
конкретных задач, возникающих при проектировании электронных 
вычислительных машин. Одной из таких задач является проекти
рование устройства управления ЭВМ. Как известно, значительная • 
часть искусства проектировщика уходит на составление микропро
грамм выполнения различных операций машины, особенно если 
эти операции не сводятся лишь к традиционному набору, а включа
ют в себя, например, вычисление элементарных функций или куски 
программы-диспетчера. 

Предлагаемая методика позволяет при составлении микропро
грамм писать их в простейшей (с точки зрения удобства записи) 
форме, не заботясь о достюкении наилучших характеристик. Опти
мизация лее написанных микропрограмм может проводиться фор-
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мальными методами и далее быть автоматизирована на основе опи
санной выше техники. 

В качестве примера укажем одну из первых простейших задач, 
решенных таким образом. 

В этой задаче состояниями операционного автомата В служат 
тройки (а, Ь, с) целых неотрицательных чисел. В качестве элемен
тарных операторов выбираются следующие операторы: 

Qù (я, b, с)->(0, Ъ, с)\ Q2: (а, Ь, с)->(а, 0, с); 

(а, Ь, 0); Si2: (а, Ь, с)->(а, а + Ь, с); 

>(2а, Ь, с)\ г3: (а, Ъ, с)->[а, Ь, ^с}\ 

• (о, Ь, с—1). 

Предпоследний оператор г3 определен только тогда, когда число 
с — четное, а оператор ра1 — когда число с, отличнс* от нуля. 
Толедественный оператор будем обозначать через е. Наконец, через 
а 3 обозначим условие, истинное на состояниях вида (а, Ъ, 0) и лоленое 
на всех остальных состояниях, а через ß3 — условие, истинное 
на состояниях вида (а, Ь, 2с) и ложное на всех прочих условиях. 

Обозначим через Q оператор (а, Ь, с) ->• (0, ас, 0), вычисляющий 
произведение двух чисел. Непосредственно из определения умноже
ния как последовательного сложения легко получается следующая 
регулярная микропрограмма оператора Q: 

Q = Q2{Si2p;1}QiQ3. (1> 
а 8 

С.помощью некоторой (заведомо неполной) системы определяющих 
соотношений алгебры Я в (включающей в себя соотношения 
S\TJ\ = hSiz, pg2r3 = ГзРз1 и ряд других, несколько более слоленых 
соотношений) выписанная микропрограмма легко преобразуется 
в следующую микропрограмму: 

Q=Q 2 { ( / i V ^ P ^ W Q i Q s . (2> 
asßs 

Эта микропрограмма представляет собой, как легко понять, хороша 
известный алгоритм позиционного умножения в двоичной системе 
счисления. Хотя он записывается слоленее, чем алгоритм [1], однако 
он несравненно эффективнее с точки зрения скорости работы. Чис
ло шагов (микротактов), затрачиваемое первым алгоритмом на 
вычисление произведения двух чисел а и с, имеет порядок с, а вто
рым алгоритмом — порядок [log2 с]. 

Когда автомат В представляет собою арифметическое (операцион-
юе) устройство электронной вычислительной машины, имеется 
юзмоленость дальнейшей формализации указанных построений. 
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Дело в том, что как элементарные операции, так и элементарные 
условия в арифметических устройствах обычно задаются функциями, 
имеющими достаточно простую периодическую природу, что связано 
с простотой реализации соответствующих схем (см. [5, 6]). Зада
ваясь такими функциями, можно получать некоторые из соотноше
ний алгебр Яд и 85в (аналогичные приведенным выше примерам) 
строго формально и в конечном счете автоматически. 

Институт кибернетики АН СССР, 
Киев, СССР 
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ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ, ИСПОЛЬЗУЮЩИЕ ВАРИАЦИЮ 
В ПРОСТРАНСТВЕ СОСТОЯНИЙ 

H. Н. М О И С Е Е В 

1. Сведение задачи отыскания оптимального управления 
к задаче нелинейного программирования 

1. Основное место в докладе занимают методы решения задачи 
оптимального управления. Она формулируется следующим образом: 

Определить минимум (максимум) функционала / (х, и), если 
х £ Gx и u£Gu, при условии, что 

х=Х(х, и), 
*(0)Geo; х(Т)£гТ. (1) 

Здесь 80, е г , Gx, Gu — заданные множества, х называется фазовым 
вектором, и — управляющий вектор, или управление. 

Задачи этого типа в последнее время стали играть большую 
роль в различных областях естествознания и техники, и для их 
решения разработан целый ряд эффективных приемов. 



H. H. МОИСЕЕВ 603 

Для этой цели можно, например, использовать необходимые 
условия экстремума (уравнения Эйлера). С их помощью широкий 
класс вариационных задач молеет быть сведен к краевым задачам 
для обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Другая группа методов основана на идее «уточнения управле
ния». Типичным представителем этой группы является известный 
метод Шатровского — Брайсона — Келли. Существуют и другие 
идеи построения решения задач оптимального управления. Например, 
Р. Беллман и В. Ф. Кротов предлагают сводить проблему отыска
ния оптимального управления к некоторой задаче Коши для урав
нения в частных производных. Известное количество задач удалось 
решить прямыми методами (метод Ритца), которые сводят вариацион
ную задачу к алгебраической. Методы, о которых шла речь, исполь
зуют понятие вариации управления; но поскольку допустимость 
вариации определяется не только условием и £GU, но и условием 
x £GX (принадлелености траектории системы (1) допустимой области 
фазового пространства), то применение этих методов обычно требует 
преодоления ряда трудностей. Поэтому эффективная реализация 
большинства из них существенно услоленяется при необходимости 
учитывать ограничения на фазовые координаты. 

2. Настоящий доклад посвящен изложению методов, относящих
ся к другому кругу идей, основанных на исследовании вариации 
в пространстве (x, t) — пространстве состояний. Эти методы воз
никли в связи с необходимостью построения эффективных вычисли
тельных схем для решения задач оптимального управления с фазо
выми ограничениями. 

Заметим, что определение вариации управления öu по заданной 
вариации фазовой траектории ох является процедурой не более 
сложной, чем определение функции àx (t) по заданной вариации 
öu (t). Построение вариации Ьх проводится в согласии с условием 
х + ô* é Gx. Вопрос лее о допустимости этой вариации 8х решается 
проверкой условия и + ou 6 Gu. Некоторые трудности появляются 
при переходе от непрерывной задачи к дискретной, так как при этом 
возникает неоднозначность в определении 8и по Ьх. Эта трудность 
преодолевается введением элементарной операции. 

3. В пространстве состояний построим гиперплоскости 2 г , опре
деляемые условиями 

t = Ct. (2) 

Пусть Pt и Pi+i — две точки пространства состояний, лежащие 
на гиперплоскостях 2 j и S i + 1 соответственно, и пусть Р* € G*, 
Pi+t € Gx. Будем говорить, что задана элементарная операция 
В (Pu Pi+i), если точкам Pt и Р ж поставлены в соответствие управ
ление и, переводящее систему из состояния (Ри Ct) в состояние 
(Рни Сж), и траектория системы (1), соединяющая эти две точки. 
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Если не существует такого и Ç Gu, которое переводит систему 
из состояния (Pit Ci) в состояние (P*+i, C i+1), то мы говорим, что 
точка Pt+i не достилеима из точки Pt; в противном случае говорим, 
что точка Pi достижима из точки PHi. 

Траектория, проведенная при помощи данной элементарной 
операции В (Pt, Pî+i) через совокупность последовательно допусти
мых точек Р0, Pu . . ., PN, и управление, реализующее эту траекто
рию, определяются теперь только этими точками. 

Таким образом, элементарная операция определяет некоторый 
класс траекторий и управлений {(х, и) £ GB}, зависящих от конеч
ного числа параметров — точек пересечения траектории x (t) 
с поверхностями (2). Обозначая x (С*) = **, мы найдем, что функцио
нал, определенный на множестве GB, является функцией конечного 
числа переменных 

/ = /(*o, Хи . . \ , xN). (3) 

Основная идея, которая лежит в основе данной работы, состоит 
в замене исходной задачи задачей отыскания 

min 1(х, и), (4) 
(ас, u)£GB 

т. е. сведении исходной задачи к задаче отыскания минимума функ
ции конечного числа переменных I (х0, . . ., xN). 

Такая замена при известных условиях, наложенных на структу
ру элементарной операции, для некоторых классов функционалов 
приводит к построению приближенного решения, которое при 
N -> со стремится к точному. 

Заметим, что задача (4) в общем случае представляет собой неко
торую задачу нелинейного программирования и для ее решения 
могут быть использованы известные методы этой теории. Эта задача 
значительно проще исходной, если эффективно построена элементар
ная операция. 

4. Остановимся теперь несколько подробнее на структуре эле
ментарной операции, от которой в первую очередь зависит эффек
тивность численной реализации изложенной схемы решения вариа
ционных задач. В настоящее время разработаны различные способы 
построения элементарной операции, учитывающие специфику кон
кретной задачи, что приводит к экономным численным процедурам 
(с точки зрения количества машинных операций). 

В рамках доклада трудно дать подробное изложение этих 
приемов. Поэтому мы ограничимся только некоторыми общими 
замечаниями. 

Обозначим т = С ж — С* и на отрезке [С*, Сг + 1] заменим урав
нение (1) некоторой конечно-разностной схемой. Ее особенность 
состоит в том, что неизвестные заранее значения управлений долж-
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ны быть определены по значениям фазового вектора на концах 
интервала. Поэтому структура разностной аппроксимации будет 
существенным образом зависеть от соотношения размерностей 
векторов и и х. Поясним это на примере. Пусть размерности векто
ров и и х совпадают. Тогда простейшая разностная аппроксимация 
уравнения (1) может быть записана, например, в следующем виде: 

*M~Xi =Х(хь щ). (5) 

Векторное равенство (5) — это система п уравнений относительно 
л компонент вектора и. 

Если размерности векторов и и х различны, то мы вынуледены 
использовать схемы дробных шагов. Например, если размерность -
вектора и в два раза меньше размерности вектора х, то простейшая 
разностная аппроксимация, аналогичная (5), будет иметь следующий 
вид: 

т/2 ̂
 = Х(хи Uii) + x[xi + ^X(xu ин), щ2) . (5') 

Мы снова пришли к системе нелинейных уравнений относительно п 
неизвестных: ^ — компонент вектора иц и —- — компонент век
тора ui2. 

В построение элементарной операции молеет быть внесен целый 
ряд упрощений, если имеется дополнительная информация относи
тельно природы управления. Например, источником разнообразных 
упрощений является возможность применения принципа максимума 
при переходе системы с 2* на гиперплоскость 2 т . 

Примечание. Редукция задачи оптимального управления к неко
торой задаче нелинейного программирования молеет быть осущест
влена и другими способами, отличными от излолеенного. Например, 
заменив уравнение (1) конечно-разностным уравнением 

x(k+l) = x(k) + tX(x(k), u(k)), 

мы молеем рассматривать исследуемый функционал как функцию 
переменных и (k) — значений у п р а в л е н и я на £-м интервале. 
Однако при этом мы снова столкнемся со всеми трудностями, свой
ственными методам, использующим вариации в пространстве управ
лений. 

2. Методы динамического программирования 

1. Будем рассматривать теперь возможные способы отыскания 
экстремума функции (3). Выбор того или другого метода численного 
решения доллеен производиться с учетом особенностей этой функ
ции. Широкий класс задач приводит к функциям /, которые обла-
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дают следующим свойством: 

N 

1(Х0, Xu -».j XN) = £jIi(Xi-U Xi). (6) 

Эти задачи мы условимся называть аддитивными. Для них справед
лив принцип оптимальности. 

Класс аддитивных задач оптимального управления значительно 
доступнее для построения численных методов. Для него элементар
ную операцию молено ввести одним специальным способом. Будем 
говорить, что элементарная операция построена, если двум точкам 
Xi-i и Хи лелеащим на смеленых гиперплоскостях, поставлено в соот
ветствие приближенное решение следующей вариационной задачи: 
определить управление и, переводящее систему из состояния xt-i 
в состояние xt за время т таким образом, чтобы функционал It 
достигал наименьшего значения. 

2. До сих пор мы фиксировали шаг только по независимому 
переменному t. Фиксируем теперь шаг по фазовым переменным. 
Тогда в пространстве (x, t) мы получим некоторую сетку. Соединив 
отрезками узлы этой сетки, распололеенные на соседних гипер
плоскостях t = Ci, мы получим граф некоторого специального вида. 
Так как каледой паре узлов, лежащих на соседних поверхностях, 
элементарная операция ставит в соответствие управление и и отре
зок траектории, соединяющей их, и так как функционал имеет 
форму (6), то в качестве длины отрезка, соединяющего два узла, 
мы молеем принять значение функционала 1г вдоль траектории, 
соединяющей эти узлы. 

Теперь мы можем нашу задачу сформулировать в терминах 
теории графов: разыскать ломаную кратчайшей длины, соединяю
щую узлы, принадлелеащие множествам е0 и е т . 

3. Для решения этой задачи можно использовать существующие 
методы отыскания кратчайшего пути на графе. В настоящее время 
известен целый ряд способов решения такой задачи. С точки зрения 
количества необходимых операций эти методы равноценны: необ
ходимое число операций пропорционально числу звеньев графа. 
Поэтому вопрос о выборе метода, который следует рекомендовать 
для массовых расчетов, носит в известном смысле субъективный 
характер. «•*' 

В практической деятельности Вычислительного центра АН СССР 
использовалась модификация схемы динамического программирова
ния, которая известна под названием «киевский веник». Она пред
ложена В. С. М и х а л е в и ч е м и Н. 3. Ш о р о м и ее схема 
описывается рекуррентным соотношением 

5 (*}) = mln{S(4. 1 ) + / | ( ^ l f **)}. (7) 
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В равенстве (7) принйты следующие обозначения: 
х) — узлы номера s на гиперплоскости 2^, 

S(jcj) —длина кратчайшего пути, ведущего из мнолеества е 0 

к узлу х). 
4, Излолеенный выше метод является методом глобального пере

бора. Он дает возмоленость определить абсолютный минимум иссле
дуемого функционала на мнолеестве Gß. Однако его реализация 
в случае задач высокой размерности требует большой затраты 
машинного времени и большой памяти машины. 

Последнее обстоятельство особенно затрудняет использование 
метода динамического программирования. В Вычислительном 
центре АН СССР был разработан метод последовательных прибли-
леений. На графе вводилась топология и назначалось некоторое 
первое приближение. Каждый шаг итерационного процесса состоял 
в реализации алгоритма «киевского веника» (7) на подграфе, кото
рый является окрестностью предыдущего приближения. 

И. А. К р ы л о в показал, что метод последовательных прибли
жений требует тем меньше машинных операций, чем меньшее число 
узлов входит в окрестность данного приближения. Следовательно, 
на каждом шаге итерационного процесса должен использоваться 
минимальный подграф. Таким будет тот, в котором варьируется 
положение одного узла. Такую схему метода последовательных 
приближений разработал Ф. Л . Ч е р н о у с ь к о , и она получила 
название метода локальных вариаций. Эта схема описывается сле
дующим рекуррентным соотношением: 

S ( ^ ) = S ( 4 e l ) + S ( ^ + 1 , xN) + m\x[{Ii(x\_i, х\) + 1ш(х1, *°+1)}. 

(8) 
Здесь х\ Ç 2 i — узлы, находящиеся в тем или иным образом опре
деленной окрестности узла Рг g 2 г , через который проходила траек
тория предыдущего приближения. Через S (xN) обозначено уточнен
ное значение функционала, через S ( x * j , x N ) — д л и н а ломаной пре
дыдущего приблилеения, соединяющей точку х] с точкой % £ 8Г. 

Все варианты метода последовательных приближений в отличие 
от метода глобального перебора дают возможность отыскивать 
только локальные экстремумы в смысле топологии, вводимой на 
множестве GB. 

Применение изложенных методов позволило эффективно решить 
целый ряд практически важных и трудных задач оптимального 
управления с фазовыми ограничениями. Приведем некоторые 
из них: 

а) задача выбора оптимального (по быстродействию или по 
затратам топлива) пути корабля, пересекающего океан по заданным 
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прогнозам ветра, волнения и течений. Фазовые ограничения в этой 
задаче определяются наличием запретных зон: острова, области 
штормов, области, в которых встречаются плавающие льды, и т. д. 
Эта задача решена Н. К. Б у р о в о й . 

б) Задача определения оптимального по энергетике управления, 
которое обеспечивает за заданное время достижение космическим 
аппаратом, снаблеенным двигателем малой тяги, второй космической 
скорости при условии, что его траектория не пересекает поясов 
радиации ван Аллена. Эта задача была решена Н. Я. Б а г а е в о й. 

в) Задача о стабилизации спутника, первоначальное движение 
которого является хаотическим, которую решил И. А. К р ы л о в. 

5. Реализация метода динамического программирования, как 
это уже говорилось, требует большой машинной памяти, Поэтому 
стратегия построения решения состоит в следующем. Сначала строит
ся «грубый граф» с малым числом узлов, т. е. с большим шагом 
по пространственным и временным переменным. Глобальный пере
бор на этом графе позволяет определить область, где может нахо
диться решение. Следующий граф имеет меньшие шаги и охватывает 
улее только эту область фазового пространства и т. д. Итак, воз
можности машины и необходимость обеспечения высокой точности 
решения приводят к необходимости изучения влияния дробления 
сетки на результат численного решения. Таким образом, мы есте
ственным образом приходим к проблеме устойчивости. Этого сле
довало ожидать, поскольку проблема устойчивости типична для 
любых разностных методов. 

Уравнение (7) можно трактовать как конечно-разностный аналог 
уравнения Беллмана, с функцией S в качестве функции Беллмана. 
Тогда развиваемая теория может рассматриваться как теория 
конечно-разностных методов решения уравнения Беллмана. Вывод 
этого уравнения из рекуррентного соотношения (7) не представляет 
труда. 

6, Значения функционала It (л^-i, xt) определяются структурой 
элементарной операции. Поэтому значение функционала вдоль 
траектории, соединяющей точки Xi-± и хи полученной применением 
операции В (Xi-u xt), будем обозначать через /f. Тогда 

h >S (л:-«-!, Xi), 

где S (Xi-u xt) — минимальное значение функционала на всем мно
жестве допустимых траекторий, соединяющих точки xt-i и xt. 
Обозначим через %п и Ь^ шаги некоторого разбиения пространства 
состояний, через 2^ и Un — ломаные, отобранные методом динами
ческого программирования из множества ломаных, проведенных 
в некоторой допустимой области Q фазового пространства; пусть 
/ (п) — значение функционала, соответствующее (Z^, Un). 
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Далее, предпололеим, что 
а) функция S(x*,x**) удовлетворяет условию Гёльдера по 

обоим аргументам с показателем q; 
б) погрешности элементарной операции ограничены для любого 

разбиения: 
• Ih (Xi-u Xi) — S (xt-u Xi)\*CC (xn,%); 

в) в Q существует единственная фазовая траектория Z, которая 
является решением исходной задачи, и она реализуется при управ
лении U, которое является измеримой функцией; S* — значение 
функционала, соответствующее решению. 

В этих условиях имеет место следующая 

Т е о р е м а . Для того чтобы при %п ->• 0 и h„, ->• 0 последова
тельность Zn сходилась равномерно к Z и / (п) ->- S*, необходимо 
и достаточно выполнение следующих условий: 

hn<*iin, O j + ßi» (ß) 

C(tn , А»)<а2т£+Э27 (9) 

где a l f ßi, <x2 и ß2 — некоторые положительные числа. Последова
тельность Un при этом сходится слабо к U. 

Необходимость здесь понимается в том смысле, что при невыпол
нении одного из условий (8) или (9) можно построить пример, 
в котором 

l i m / ( n ) ^ S * . 

Теорема легко обобщается на случай, когда шаг по каждой из 
компонент молеет выбираться произвольно, а функция S по каледому 
из переменных удовлетворяет условию Гёльдера со своим показа
телем. 

7. Сформулированная теорема дает условия, гарантирующие 
устойчивость предложенной разностной схемы решения задачи 
оптимального управления. Следовательно, достаточно правильно 
распорядиться отношением шагов по фазовым и временным пере
менным и уметь с требуемой точностью строить элементарную опе
рацию. В этом случае мы можем быть уверенными в том, что описан
ная процедура решения задачи приведет нас к цели. Однако харак
тер сформулированного результата вряд ли молеет полностью удов
летворить математика, так как условия теоремы требуют некоторой 
априорной информации о свойствах функции Беллмана и природе 
решения. 

Поэтому мне казалось интересным поставить следующий вопрос: 
каким образом молено получить информацию о дифференциальных 
39—1220 
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свойствах функции Беллмана, располагая сведениями только 
о свойствах функционала и правых частей системы (1)? 

В настоящее время этот вопрос еще очень мало продвинут и суще
ствующие результаты носят элементарный характер. Например, 
можно показать, что если правые части системы (1) аналитические 
функции, функционал имеет вид 

т 
1(х, и) = \ F (х, и) dt, 

о 
где F— нелинейная функция своих аргументов, множества Gx и Gu 

совпадают со всем пространством и существует единственное реше
ние задачи, то функция Беллмана имеет ограниченные производные. 

В теории, которая излагается в этом параграфе, имеется еще 
целый ряд нерешенных вопросов. Например, до сих пор речь шла 
только о классических решениях. В то лее время большой интерес 
представляет изучение скользящих и особых релеимов. Решения 
подобного рода (в особенности скользящие релеимы) часто возника
ют в прикладных задачах. Они не являются исключительно редки
ми, как это может показаться сначала. Практика вычислений пока
зывает, что изложенные методы служат достаточно надежным 
средством построения решений, которые являются хорошей аппро
ксимацией скользящих релеимов (в смысле близости функциона
лов). В связи с этим возникает потребность создания новой мате
матической теории — теории аппроксимации скользящих режимов, 
т. е. аппроксимации функций, которые не являются измеримыми. 

8. До сих пор мы рассматривали только аддитивные задачи. 
Однако схемы динамического программирования могут быть исполь
зованы и для решения некоторых неаддитивных задач. К их числу 
относится, например, задача Майера. 

Пусть нам надо определить вектор (и, х) 6 GB так, чтобы задан
ная функция FN(xN) достигала своего минимального значения. 
Здесь каледому узлу х% поставлено в соответствие значение FN(x%). 

Рассмотрим теперь точку XN-I- Обозначим через HN множество 
узлов, которые лежат на 2 N и достижимы из точки #V-i. Тогда этой 
точке мы поставим в соответствие число 

FN-i(x*N_i)= min FN(x^). 
XN£H% 

Это равенство определяет на множестве узлов, лежащих на 2 N _ l f 

функцию FN-i (xN-i). 
Общая схема алгоритма тогда будет такой: 

Fr(x*r)= ftmin F r + 1 ( ^ + 1 ) 
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и решением задачи будет число 
F0(x0) = min Fi (х^). 

Если в качестве функционала выступает функция от начальных 
значений, то алгоритм нужно строить слева направо. 

Примечания. 1. Заметим, что подобные рассуждения приводят 
нас к синтезу, поскольку мы сразу получаем целый пучок траекто
рий. 

2. Рассматривая в качестве функционала квадрат невязки 
краевых условий, молено использовать излолеенную процедуру для-
численного решения краевых задач. 

3. Градиентный метод в пространстве состояний 

1. Предпололеим, что при помощи элементарной операции мы 
построили фазовую траекторию, целиком лежащую внутри допусти
мой области (см. рис. 1). Тогда значение функционала 

1 = 1 (х0, XU . . . J XN) 

будет определяться точками пересечения фазовой кривой с гипер
плоскостями 2 г . Для определения экстремума функции (3) на мно-

х\ 

2 Н 2j %i+i 

Рис. 1. 

*-t 

жестве GB можно использовать многие методы нелинейного програм
мирования. В Вычислительном центре АН СССР изучалась воз
можность использования различных вариантов градиентного метода. 
Этот метод формально может быть применен к функционалам весьма 
общего-вида, однако следует иметь в виду, что в прикладных зада
чах число N бывает весьма велико. Если, кроме того, и размерность 
вектора х также достаточно велика, то мы приходим к задаче опре
деления экстремума функции многих сотен и тысяч переменных. 

39* 
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Поэтому на первый взгляд применение подобных методов не имеет 
особенной перспективы. В действительности оказывается, что при
рода многих прикладных задач такова, что градиентные методы 
в пространстве состояний позволяют весьма эффективно провести 
вычисления. Многие трудные задачи были решены в Вычислитель
ном центре применением именно градиентного метода или его моди
фикаций, 

Примечание. Предположим, что мы тем или иным способом 
построили траекторию. Вопрос о том, молено ли ее принять в каче
стве приближенного решения, зависит от величин производных j -

и требований точности. Наличие блока проверки (g— = о) делает 

естественным включение в схему расчета алгоритма наискорейшего 
спуска. 

2. Градиентный метод отыскания экстремума в отличие от метода 
динамического программирования никак не связан с условием 
аддитивности задачи. Однако аддитивность задачи значительно 
облегчает его применение. 

Предположим, что задача аддитивная, т. е. функционал / пред
ставим в форме (6). Тогда выражение производной д11дхг содержит 
два слагаемых: 

а/ = dIM (Xj, ХШ) . dlj (*;_!, Xj) 
dxi dxi """ dxi 

Это значит, что для вычисления производной нам достаточно вычис
лить изменение функционала за счет вкладов участка фазовой 
траектории, заключенной меледу гиперплоскостями 2*-i и 2*. 

Наряду с аддитивными задачами естественно рассматривать 
квазиаддитивные задачи (или задачи с-наследственностью). Этим 
термином мы будем называть такие задачи, в которых в представле
нии (6) функционалы It являются функциями вида 

h = h (Xi-h, Xi-B.+U . . м Xt, ..., Xi+i.). (10) 

Примером такой задачи является классическая задача динамики 
тела переменной массы: определить управление и траекторию раке
ты, достигающей заданного пололеения с минимальным расходом 
массы. В задаче типа (10) мы должны вычислять изменение функцио
нала за счет изменения траектории на участке, заключенном между 
плоскостями 2i- s . и Sf+jj. 

3. Предположим, что мы определили некоторую траекторию. 
Тогда новая фазовая траектория определяется по формуле 

* - * - * ( - E T L * - " ( 1 1 ) 

Число k здесь произвольно. Для его определения молено исполь-
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зовать разнообразные способа. После вычисления новых значений 
xt по формуле (И) функционал / становится функцией одного пере
менного k. Тогда число k можно определить из условия 

I* = minl(k). (12) 
k 

При такой схеме реализации градиентного метода мы не поль
зуемся сеткой в пространстве состояний. Фиксация сетки делает 
мнолеество возможных значений параметра k дискретным. Следует 
иметь в виду, что выбор k (величины шага в направлении, противо
положном градиенту) связан также с ограничениями по управлению: . 
варьированная траектория должна состоять только из последова
тельно достижимых точек. 

4. Метод градиента обеспечивает максимальную скорость схо
димости в смысле числа итераций. Однако при выборе метода необ
ходимо преледе всего учитывать возмолености машины: необходимый 
объем памяти и время реализации алгоритма. Поэтому при решении 
конкретных задач часто более выгодно применять «градиентный 
метод с закрепленными узлами», при котором часть переменных 
не варьируется. Так, например, если производные по некоторым 
из переменных Xi малы, то естественно ту часть траектории, которая 
им соответствует, считать фиксированной. Если зафиксировать все 
точки xt, кроме одной, то мы получим тот частный случай градиент
ного метода с закрепленными узлами, который называется методом 
координатного спуска. Для случая аддитивных задач он уже был 
описан в предыдущем параграфе. Координатный спуск в простран
стве состояний оказался очень эффективным средством решения 
целого класса задач и получил название метода локальных вариа
ций. Он был предлолеен Ф. Л. Ч e р н о у с ь к о и И. А. К р ы л о-
з ы м, которые применяли некоторую специальную организацию 
координатного спуска с фиксированным шагом по фазовым пере
менным, 

Заметим, что метод локальных вариаций может рассматриваться 
одновременно и как вариант метода последовательных приближений 
в динамическом программировании и как специальный случай 
градиентного метода. Это обстоятельство позволяет строить гибкие 
вычислительные схемы, сочетающие варианты метода глобального 
перебора с градиентными методами. 

<5. До сих пор мы говорили о градиентных методах, которые 
определяются формулой (11). Но реализация такой процедуры 
возмолена лишь тогда, когда отсутствуют ограничения на фазовые 
координаты. 

В том случае, когда имеются фазовые ограничения, градиентный 
метод переходит в метод возможных направлений: 

Xi = Xi — kpi, (13) 
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где pi — вектор возможных направлений. Поясним особенности 
этого метода на простом примере. 

Предположим, что двилеение происходит на поверхности 

F(x, t) = const, (14) 

Тогда пересечение поверхностей (14) и 2$ есть многообразие 

Fi (xu U) = Ft (*j*), . . . , *f», U) = const. (15) 

Здесь через х{3* обозначены компоненты вектора xt. Метод проекции 
градиента в этом случае описывается формулой (13), где вектор 

Pi определяется следующим образом 
(см. рис. 2, где даны обозначения): 

(VI-VFi)VFi 
-w P* = V/-

(4FÙ2 

Рис. 2. 

Часто встречаются задачи с ограниче
ниями вида x® (t) = const. В этом слу
чае метод возможных направлений дает 

т. е. соответствующие координаты про
сто не варьируются. 

Примечания. 1. При использовании 
формулы (13) предполагается, что угол между направлением век
торов V/ и VFi острый. В противном случае следует использовать 
формулу (11). 

2. Если в пространстве состояний фиксирован шаг по фазовым 
переменным, то процедура расчета должна опираться на возмож
ность предварительного отбора узлов, лежащих в допустимой 
области. 

6. В связи с развитием градиентных методов в пространстве 
состояний возникает целый ряд вопросов как прикладного, так 
и теоретического характера, которые могут составить предмет 
дальнейших исследований. Укажем лишь на один из таких вопросов. 

Градиентные методы отыскания экстремума функций многих 
переменных уже давно являются предметом тщательных исследо
ваний. В частности, подробно изучены различные условия сходимо
сти процесса. Эти результаты могут быть без особого труда перене
сены на изучаемые задачи и переформулированы в терминах теории 
оптимальных управлений. Такая работа представляет сама по себе 
безусловный интерес. Однако в этом случае речь молеет идти только 
об условиях, накладываемых на функции / (х0, xi7 . . ., xN), 
и о существовании экстремума функционала на множестве GB. 
Таким образом, известные факты из теории градиентных методов 
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легко переносятся лишь на тот случай, когда фиксирована система 
поверхностей 2 г и элементарная операция. Наибольший интерес 
представляет изучение процессов градиентного спуска при N ->• сю. 
При этом должны появиться определенные требования к элементар
ной операции, необходимые для сходимости процесса к точному 
решению. Как оценить скорость сходимости? Эти вопросы имеют 
важное прикладное значение. 

7. Мы рассмотрели общий подход к численному решению вариа
ционны? задач, основанный на применении понятий варьирования 
в пространстве состояний и элементарной операции. Сведение задач 
к отысканию экстремума функций многих переменных позволило 
применить общие идеи, которые используются в анализе при оты
скании экстремума функций. В течение последних лет в Вычисли-
гельном центре АН СССР подробно изучались возможности, которые 
открывает этот подход для численного решения задач теории опти
мального управления. Схемы численного расчета, разработанные 
здесь, использовали соображения динамического программирования 
и градиентных методов. Этим путем удалось решить целый ряд 
грудных вариацисйшых задач с фазовыми ограничениями, для кото
рых использование вариаций в пространстве состояний доставляет 
наиболее простой способ эффективного решения. При этом оказа
лось, что наличие фазовых ограничений может иногда служить 
средством упрощения задачи, поскольку сулеение допустимой обла
сти фазового пространства может сократить перебор возмоленых 
вариантов. 

4. Приложения к задачам теории управления 
и планирования 

1. В предыдущих параграфах были излолеены методы решения 
вариационных задач, развитые в связи с задачами теории опти
мального управления. Однако идеи, которые лежат в основе, этих 
методов, могут быть использованы для решения целого ряда других 
задач, допускающих вариационную постановку. Среди таких задач, 
например, оказываются многие задачи теории больших систем. 

В настоящее время в термин «большие системы» вкладывают 
в разных случаях самое различное содерлеание. В настоящей работе 
за этим термином не скрывается никакого особого смысла. У нас 
установилась привычка называть большими системами задачи управ
ления столь большого объема, что применение для их решения 
регулярных (неэвристических) методов требует очень большой 
затраты машинного времени. 

Формулируя задачу большого объема, часто молено указать 
«цену» решения. Например, время для решения задачи распределе
ния судов, прибывающих в данный порт, по его причалам для раз-
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грузки должно занимать не более одного часа, так как 1 час — 
это по техническим условиям время между окончанием процесса 
сбора информации и выдачей команды капитану судна. К числу 
больших систем мы относим, например, задачи линейного програм
мирования для десятков и сотен тысяч переменных. Точное решение 
такой задачи можно получить симплекс-методом, но оно потребует 
при современном уровне вычислительной техники затраты времени, 
стоимость которого намного превосходит сумму, которую фирма, 
заинтересованная в решении задачи, может выделить для этой цели. 

Разумеется, понятие большой системы не является четким. 
Точно так же я не знаю, как в математических терминах описать 
понятие «эвристическое программирование»— понятие, которое сей
час широко используется. Я вкладываю в него приблизительно 
следующий смысл. Пусть среди лиц, имеющих отношение к данной 
задаче, имеется некто — условимся называть его диспетчером. Это 
лицо неизвестным (ему и нам) способом формулирует решение, 
которое условимся называть диспетчерским решением. Процесс 
формирования этого решения — некоторый иррациональный процесс 
адаптации диспетчера к данной задаче — я * и называю эвристи
ческим программированием. Разумеется, диспетчерское решение 
с математической точки зрения не имеет ничего общего со строгим 
решением исходной математической задачи. Тем не менее мы обязаны 
считаться с существованием и огромной ролью диспетчерских реше
ний. 

Диспетчер Балтийского пароходства в течение часа принимает 
решение о распределении по портам кораблей, приходящих в Бал
тийское море. Эта задача целочисленного программирования 
с большим количеством слоленых ограничений и очень сложным 
видом функционала. Ее строгое решение требует произвести полный 
перебор вариантов и многих часов работы электронной машины 
среднего класса. 

Офицер штаба, который в течение вечера составляет план пере
дислокации большого армейского соединения, таклее является 
«специалистом по эвристическому программированию». Строгое 
решение его задачи возможно. Но оно требует многих недель рабо
ты машины, а в его распорялеении — вечер и он принимает решение 
без электронной машины. 

Подобных примеров можно привести очень много. Включение 
«биологического звена»— диспетчера — в процесс принятия реше
ния на много порядков сокращает время, необходимое для решения 
задачи, и математик должен с этим считаться. 

Методы, которые мы рассматриваем в докладе, как раз и являют
ся удобным средством улучшения диспетчерских решений. При 
относительно малой затрате машинного времени они могут дать 
заметное уменьшение значения функционала. Применение развивае-
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мых методов также требует введения понятий «состояние системы» 
и «элементарной операции». Поясним эти возмолености на примере 
двухиндексной задачи нелинейного программирования. 

2. Рассмотрим задачу отыскания минимума функционала: 
I(u*)mI(u[V,u[*)9 ...,u<$))(i=\,2 N)(j = l, 2, ...,М)(16> 

при следующих ограничениях: 

^*nuf = ai (* = 1,2, ...,N), (17> 
з 

Е М | " < * . (»=1, 2 R). (18> 
i 

uf)>0. (19> 
Введем сначала новые обозначения: uW = tij (tt), ajt = a/ (ti) и т. д. 
В этих обозначениях условия (17) и (18) будут иметь следую
щий вид: 

$aj(tt)u,(ti) = a(tt) '(t = l,2,\..,A0, (17') 

E ß . ( ' i ) M ' i ) < b ( s= l , 2, . . . , # ) . (18') 
i 

Условимся еще считать задачу аддитивной, т. е. будем считать, что« 

/ = Jj/f[Mi№). •••, «M'Ol- (20) 

Ниже мы* увидим, что это определение аддитивности совпадает 
с тем, которое мы дали в начале доклада. 

Введем новые переменные, которые назовем фазовыми: 

Xs (tt) = S ße (tk) u8 (th) (s = 1, 2, . . . , R). (21) 
fc=l 

Для того чтобы эти переменные удовлетворяли условию (18'), не
обходимо, чтобы 

xs(tN)<b8. (22) 

Легко видеть, что задачу (16—19), сформулированную в терминах 
фазовых переменных, можно рассматривать как конечно-разност
ный аналог некоторой специальной задачи оптимального управ
ления. 

Для того чтобы определить множество GB и применить методы, 
развитые в этом докладе, нам осталось ввести понятие элементарной 
операции. 
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3. Уравнение (21) можно записать в следующем виде: 

Ах8 (U) = Х8 (ti)--Xs (ti-i) = ße (tt) Us (tt), 

и, следовательно, «управление» Us (tt) определяется однозначно, 
если заданы значения х8 (tt) и х8 fo-i): 

Из этого выражения видно, что структура элементарной операции 
существенно зависит от соотношения размерностей вектора х (чис
ло R) и вектора и (число М). 

Рассмотрим сначала случай R = M — 1. Так как компоненты 
вектора и связаны ограничением (17'), то независимых компонент 
у этого вектора будет M — 1. Следовательно, уравнения (17) и (23) 
однозначно определят все компоненты управляющего вектора 
и значения функционала Jt — вклад, который вносит отрезок «фазо
вой траектории» при переходе из состояния {х8 (^-i)} в состояние 

Если R <.М — 1, то в качестве элементарной операции мы 
можем рассматривать следующую задачу нелинейного про
граммирования: определить min 1% (ии . . ., им), где функ
ции щ = Uj (tt) удовлетворяют ограничениям (19), причем и8 

(s = 1, 2 . . . R) определяются равенствами (23) цри ограничениях 
(17') и (19). 

В рассматриваемом случае могут быть использованы и другие 
способы построения элементарной операции. Например, функции 
uk (t) (k = R + 1, . . ., M — 1) могут быть отнесены к фазовым 
переменным. Такой подход приведет к более простому выражению 
для элементарной операции. Однако размерность задачи при этом 
возрастет. Каледый из этих способов имеет свои достоинства и недо
статки, и выбор метода должен производиться всякий раз с учетом 
свойств данной конкретной задачи. 

Случай R> M — 1 соответствует той ситуации, когда размер
ность фазового вектора больше размерности управляющего вектора. 
Когда с подобной ситуацией мы сталкиваемся в- непрерывных зада
чах, то при построении элементарной операции используется раз
ностная схема с дробным шагом. Так как в данной задаче шаг фик
сирован, то для построения элементарной операции используется 
несколько последовательных шагов, т. е. при построении элемен
тарной операции фиксируются не все значения xs (tt). Некоторые 
из этих величин считаются неизвестными. Структура элементарной 
операции будет зависеть от величины разности R — M. 

После того как определена элементарная операция, дальнейший 
ход расчета проводится по схеме, излолеенной выше. В зависимости 
от характера задачи и параметров вычислительной машины, которая 



H. H. МОИСЕЕВ 619 

находится в нашем распоряжении, мы можем воспользоваться 
стандартной программой киевского веника или другими вариантами 
метода динамического программирования, а также градиентным 
методом и его модификациями. В последнем случае мы получаем 
весьма экономные алгоритмы. Однако в общем случае мы ничего 
не можем сказать о соответствии найденного решения точному: 
мы можем отыскать этим способом только локальный экстремум 
на мнолеестве GB. 

В предыдущих параграфах, когда мы рассматривали непрерыв
ные задачи, мы улее сталкивались с подобным обстоятельством. 
Если возможности машины таковы, что мы не можем провести гло
бального перебора, то нам приходится ограничиваться отысканием 
локального экстремума. 

Заметим, что понятие локального экстремума связано с введе
нием топологии на множестве GB. В случае задач оптимального 
управления топология вводится естественным образом: мы говорим, 
что две траектории близки, если они во все моменты времени (кото
рое принимает дискретные значения при переходе к мнолееству GB) 
близки в смысле евклидовой метрики. В задачах, которые рассмат
риваются в данном параграфе, у нас возникает дополнительная 
трудность, так как время введено формально и зависит от принятой 
нумерации величин и) = щ (tt). Поэтому понятие локального 
экстремума в рассматриваемых ' задачах весьма условно. Изменив 
нумерацию неизвестных, мы получим совершенно иную систему 
окрестностей и, следовательно, отправляясь от данного решения, 
придем к другому «локальному решению». 

Я уже обратил -внимание на валеность диспетчерских решений. 
Изложенный подход, несмотря на все его дефекты, позволяет очень 
легко улучшить такое решение. Таким образом, при исследовании 
больших систем мы имеем прием, позволяющий сочетать эвристиче
ское программирование с методами вычислительной математики 
и уточнять эвристическое (диспетчерское) решение. 

Выбор топологии на множестве GB также может относиться 
к сфере эвристики. С другой стороны, определив упорядоченную 
систему топологий, мы можем при помощи изложенного аппарата 
провести дальнейшее улучшение найденного «локального решения». 
При организации такого поиска, по-видимому, окажутся полезными 
идеи отыскания экстремумов функции, определенных на подмноже
ствах, которые легли в основу метода В. П. Ч е р е н и н а . 

Вопросы, которые возникают в связи с решением подобных 
задач, еще не носят вполне отчетливого математического характера, 
а использование метода очень часто напоминает поиски эксперимен
татора. Появление вычислительных машин делает неизбежным 
появление экспериментального направления в вычислительной мате
матике. Экспериментальная практика, с которой мне пришлось 
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иметь дело, показывает, что изложенные подходы к решению 
дискретных задач имеют не только право на существование, но 
и определенную перспективу. 

5. Применение к задачам математической физики 

1. Методы, развиваемые в этой работе, могут быть использованы 
для решения краевых задач математической физики. К числу 
подобных задач относятся все те, для которых существует вариа
ционный принцип. Пусть речь идет о решении уравнения 

Л# = 0, 
x£G. (24) 

Если А — потенциальный оператор, то функционал /, градиентом 
которого он является, записывается так: 

i 

/ = \ [A(xQ-\-&(x—XQ)), x—x0]de,, (25) 
о 

и мы можем перейти к рассмотрению задачи отыскания экстремума 
функционала (25). Потенциальные операторы играют большую 
роль в приложениях. К ним сводятся, например, все задачи о рав
новесии механических систем. 

Формально любую краевую задачу можно свести к вариационной, 
причем эта редукция связана со способом введения обобщенного 
решения. 

Условимся говорить, что х есть обобщенное решение задачи (24), 
если он обращает в нуль функционал 

1=\\Ах\\. (26) 

Тогда задачу отыскания обобщенного решения мы молеем заменить 
задачей отыскания минимума функционала (26). Множество реше
ний последней задачи содерлеит множество обобщенных решений, 
поэтому среди найденных решений вариационной задачи мы доллены 
отобрать те, которые обращают в нуль функционал (26). 

В Вычислительном центре АН СССР такой подход к решению 
краевых задач неоднократно применялся с использованием мет
рики L2. 

2. Сведение краевой задачи к вариационной часто служит сред
ством для применения численных методов и, в частности, позволяет 
применить метод Ритца. Однако этот метод требуег предварительно
го построения полной системы координатных функций. Методы, 
излагаемые в данной работе, лишены этого недостатка. 

Если вектор х является функцией одной переменной, т. е. урав
нение (24) есть система обыкновенных дифференциальных уравне-
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ний, то использование методов, изложенных в первых параграфах 
этой работы, проводится по стандартной схеме и не требует никаких 
комментариев. 

Если вектор х — функция двух и более переменных, то методы 
типа динамического программирования перестают быть примени
мыми, а градиентные методы сохраняют свою силу. В то лее время 
методы динамического программирования позволяют разыскивать 
экстремумы функционалов на миолеествах «большого объема». 
Поэтому, располагая вычислительной машиной с большой памятью 
и быстродействием, целесообразно иметь в своем распоряжении 
алгоритмы, подобные алгоритмам киевского веника, приспособлен
ные для решения краевых задач в случае функций многих пере
менных. 

Для этого достаточно свести исходную задачу к системе обыкно
венных дифференциальных уравнений. В вычислительной практике 
последнего десятилетия подверглись апробации разнообразные спо
собы такой редукции. Среди методов этого рода я хотел бы отметить 
преледе всего метод прямых и метод интегральных соотношений 
А. А. Д о р о д н и ц ы н а . 

Рассмотрим два примера, поясняющих технику решения задачи. 
3. Пусть нам требуется найти решение уравнения 

x+F(x, /) = 0, (27) 

удовлетворяющее следующим краевым условиям: 

*(0) = *(1) = 0. (28) 

Запишем функционал (26) в виде 
i 

I=\(x + F(x, t)fdt (29) 
о 

и заменим его интегральной суммой. Например, мы можем взять 
следующее аппроксимирующее выралеение: 

/ = Т 2 [Xi«+y-2Xi-F(xu tt)]2 . (30) 
i 

Если мы решили разыскивать минимум выражения (30) методом 
динамического программирования, то к числу фазовых переменных 
удобно добавить yt = **""**-* . Тогда вместо выражения (30) мы будем 
иметь 

/ = t 2 { [ - ^ ^ - ^ 0 2 + [ J ( i ± ^ - j P ^ ^ ) ] 2 } . (3D 
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В зависимости от характера функции F функционал (30) может 
иметь то или другое количество локальных экстремумов. Поэтому, 
прежде чем применять методы наискорейшего спуска, целесообразно 
применить сначала (с большим шагом т) алгоритм киевского веника. 
Найденную фазовую траекторию мы примем затем в качестве пер
вого приблилеения и, уменьшив шаг т, используем один из вариан
тов градиентного метода, например метод локальных вариаций. 

Заметим, что весь процесс решения производится по стандартным 
программам и не требует квалифицированного персонала. 

В рассматриваемой задаче нет фазовых ограничений. Поэтому 
для проверки точности решения нам достаточно контролировать 

dl значения величин -д— . 
OXi 

Краевые условия (28) приводят к тому, что значения х0 и xN 

не варьируются — они фиксированы. 
Примечание. При решении нелинейных краевых задач общепри

нятыми методами (метод нелинейной прогонки, метод подбора 
недостающих условий) возникает целый ряд трудностей, связанных 
с неустойчивостью решения задачи Коши. Особые трудности реали
зации вычислительной процедуры встречаются в том случае, когда 
решение имеет характер пограничного слоя. Для изложенного мето
да эти обстоятельства не вызывают трудностей. Однако процесс 
итераций идет значительно быстрее, если мы используем априорную 
информацию об асимптотическом поведении решения для выбора 
первого приближения или той области фазового пространства, где 
мы предполагаем отыскать решение. 

4. Выше мы улее отмечали, что методы типа наискорейшего 
спуска в пространстве состояний могут быть использованы в задачах 
произвольной размерности. Увеличение размерности задачи приво
дит только к увеличению ее объема. В настоящее время в Вычисли
тельном центре АН СССР проводятся исследования возмоленостей 
подобных методов при решении краевых задач для уравнений 
в частных производных. Приведем один из примеров подобного 
рода. Рассмотрим плоскую задачу для уравнений Навье — Стокса: 

d2(ö , д 2 ю __ p ( д'ф ш дур a d(ù d(ù d2® . д 2 ю p ( di|> ш dip u d(ù m d(ù \ ,nn\ 

где 
P D («ф, (ù) 

0(6,4) 

Для того чтобы ^применить метод наискорейшего спуска, мы 
должны составить выражение функционала и выписать его конечно-
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разностную аппроксимацию. Если ограничиться простейшими схе
мами, то мы получим 

r=Mr,2j{L ц + Ц °*ij + / = 

+[; 
Ag ^ Й-

Здесь hi и Ат, —шаги по обоим пространственным переменным g и TJ. 
Для того чтобы обеспечить достаточную точность аппроксимации, 
эти величины должны быть достаточно малыми. Это значит, что 
число переменных в выралеении 

Hbh nil) 
до'ллено быть очень велико (порядка 104 и более). Однако значения 
производных 

dl д! 
д<фи ' d(ùU 

выписываются в явном виде и их вычисление не занимает много 
времени. В результате каледый шаг итерационного процесса зани
мает всего лишь несколько секунд машинного времени. Если пред
варительные качественные исследования позволяют написать удов
летворительное первое приближение, то замена краевой задачи для 
системы (32) задачей отыскания минимума функционала (33) .позво
ляет развивать эффективные способы численного решения. 

5. Примеры, которые мы привели, относились к краевым задачам 
и не содержали ограничений на фазовые координаты. Однако суще
ствует много важных задач, содержащих фазовые ограничения 
и допускающих вариационную постановку. К их числу относятся, 
например, задачи с освоболедающими связями, контактные задачи 
теории упругости и многие другие. 

В этих случаях вместо градиентного способа употребляются 
методы проекции градиента (либо другие модификации метода воз
можных направлений). В задачах этого типа удобно использование 
фиксированной сетки не только по независимым, но и по фазовым 
переменным. Ограничения могут быть учтены заданием узлов толь
ко в допустимой области. Фиксация шага по фазовым переменным 
снилеает, разумеется, эффективность метода наискорейшего спуска. 
Спуск с фиксированными узлами в этой ситуации может оказаться 
более удобным для машинной реализации, нежели одновременное 
варьирование всей траектории, как в случае градиентного спуска. 
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Ф, Л. Ч е р н о у с ь к о вместе со студентами дал решение ряда 
подобных задач, используя координатный спуск с фиксированным 
шагом по фазовым переменным (метод локальных вариаций). 

Рассмотрим мембрану под действием распределенных сил, дей
ствующих перпендикулярно к ее поверхности (рис. 3). В невозму
щенном состоянии мембрана находится в плоскости ^ = 0. Точки 

Рис. з. 

M и N — это точки пересечения ее контура с плоскостью г) = 0. 
Задача о прогибе мембраны под действием распределенных сил 
допускает вариационную формулировку. 

Предпололеим теперь, что существует абсолютно жесткая стен
ка AB, ограничивающая прогиб мембраны. Это обстоятельство 
делает задачу существенно нелинейной. 

При сравнительно небольшом числе итераций, потребовавшем 
15—20 минут машинного времени на машине класса БЭСМ-2, авто
ры получили решение этой задачи, причем с большой точностью 
указали положение точек контакта А1 и В1. 

Заключение 

В докладе мы дали описание цикла работ, целью которых было 
отыскание рациональных вычислительных методов решения вариа
ционных задач. В этих работах принимали участие многие сотруд
ники и аспиранты Вычислительного центра АН СССР, которые вне
сли в них большой вклад1). Изложенные методы решения задач 

*) В 1966 г. Гриншпан (Greenspan) опубликовал метод решения простей
ших вариационных задач, использующий примерно те же идеи. Автор, по-
видимому, не знал о наших работах. Во всяком случае, в его статье отсут
ствуют ссылки на наши более ранние публикации. 
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возникали в связи с необходимостью решать задачи оптимального 
управления с фазовыми ограничениями. Варьирование в простран
стве состояний позволяет избежать трудностей, которые появляются 
в тех случаях, когда для численного решения используют необхо
димые условия экстремума. Та численная процедура, которая была 
в результате разработана, по существу является дальнейшим раз
витием метода ломаных Эйлера. 

В процессе совершенствования техники решения вариационных 
задач выяснилось, что метод может быть применен к более широкому 
кругу задач, нежели те, для которых он был разработан, и наши 
усилия были направлены прежде всего на изучение новых возмоле-
ностей его применения. В докладе было показано, что идея варьиро
вания в пространстве состояний может применяться и в задачах 
планирования, и в математической физике. По-видимому, она молеет 
быть использована и в целом ряде других задач, например в задачах 
управления системами с распределенными параметрами и теории 
многошаговых игр. Что касается последней, то ей следует посвятить 
самое пристальное внимание. Вычислительные методы теории опе
раций (анализ конфликтных ситуаций) разработаны очень плохо, 
в то же время ее значение непрерывно растет. 

Несмотря на значительное количество задач разной природы, 
которые были решены с использованием вариаций в пространстве 
состояний, изложенные методы не претендуют на универсальность. 
Идея создания универсальных численных методов решения задач 
оптимизации в настоящее время совершенно утопична. Успешное 
решение каледой трудной задачи этого рода всегда свляется след
ствием предварительного тонкого аналитического (или качествен
ного) исследования ее природы. Такое исследование позволяет 
сделать правильный выбор численного метода. 

Теория, которая была развита в докладе, дает один из возможных 
подходов к численному решению вариационных задач. Ее полез
ность подтверждается нашим опытом, и доклад имеет своей целью 
привлечь внимание к рассматриваемым проблемам. В ней есть много 
нерешенных вопросов не только прикладного, но и теоретического 
характера. 

Вычислительный центр АН СССР, 
Москва, СССР 
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COMPUTER EXPERIMENTS 
WITH THE BIEBERBACH CONJECTURE 

P A U L R. G A R A B E D I A N 

It is a classical problem to look for necessary and sufficient condi
tions on the coefficients a2, a3, . . . of an analytic function 

f(z) = z + a2z
2 + asz

s +... 
defined in the unit circle in order that it be schlicht there. In 1916 
Bieberbach made the famous conjecture that 

\on\<n 
for any such function, with the equality sign holding only for the 
Koebe mapping 

:z + 2za + 3z3+.. . 
0-2)2 

and its rotations. Recently inequalities for expressions involving the 
coefficients a% and certain parameters kh have been found which imply 
that 

K|<2, |fl3|<3, " K l<4 
without restriction, and which moreover give 

Kl<5, |a2m|<2m 
for schlicht functions / (z) close enough to the Koebe function. It is 
our intention to describe here the role that numerical computation 
plays in this analysis. 

We introduce matrices аЦ) and cjk by means of the generating fun
ctions 

/(*)'= 2 <'>**. 

j , fc=0 

40* 
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It can be shown by Schiffer's variational method that 

2m 

Re{V0log-^-+ 2 cjhXj%k + 

2m 

+ 2 r^ i+fe 2 ъ«Ф2 *^?}} <2 2 ^r • IM 

where a is any root of the polynomial equation 

m m 

SiVSW^o, 
k=0 l=k 

where the parameters %0, . . . , %2m are confined to a specified range, 
and where ГА and Tjh are known numerical factors. This inequality 
gives | a 2 | < 2 with m = 1 and X0 =X2 = 0, it gives | a 3 | < 3 with 
m = 1 and hi = 0, and it gives |a 41<4 with m = 2 and X0 = к2 = 
= A,4 = 0 . Moreover, in appropriate neighborhoods of the Koebe func
tion it yields |a 5 |<5 with m = 2 and it yields |a27n|<2mfor gene
ral m and %0 =%2 = . . . = %2m = 0. 

The local theorem we have just stated is relatively easy to obtain 
by expanding our fundamental coefficient inequality in a Taylor seri
es about the conjectured extremal point â  = /i. To establish that the 
inequality ought to imply Bieberbach's conjecture in the large, too, 
we have had to resort to computer experiments because of the nonli-
nearity of the problem. The purpose of the computations has been to 
ascertain which inequalities may be expected to contain the conjec
ture and should therefore be subjected to a more penetrating analysis. 

By tabulating at 40Б points a simplified version of our inequality 
depending on only five variables and corresponding to m = 3 and 
%Q P= Я2 = h4 = XQ = 0, George Ross has compiled convincing eviden
ce that |Oe|<6- The question of a5 is harder because it involves no 
less than eleven independent variables. Using a Monte-Carlo tech
nique, Neal Friedman has just finished calculations that indicate the 
success of our method in this caseas well. We hope that such data will 
stimulate interest in developing a complete proof of the Bieberbach 
conjecture along the lines we have suggested. 

New York University, 
Courant Institute of Mathematical Sciences, USA 
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A PRIORI ERROR ANALYSIS 
OF ALGEBRAIC PROCESSES 

J. H. W I L K I N S O N 

Introduction 

Modern error analysis of matrix'processes may be said to have star
ted with the work of Goldstine and von Neumann in their analysis of 
the fixed-point elimination of a positive definite matrix [4, 6]. Since 
then a considerable number of analyses of algorithms for the inversion 
of matrices and the calculation of eigensystems have been made, cover
ing both fixed-point and floating-point computation. The stage has 
now been reached at which this work may be reyiewed as a whole and 
the significance of a priori analyses reassessed. 

1. Mathematical properties of Cholesky factorization 

As an example of the general type of analysis we have in mind we 
reconsider the Cholesky factorization of a positive definite matrix 
using floating-point arithmetic without accumulation of inner-prod
ucts. The result proved here has been well known to the author for 
several years and I have quoted it from time to time but there does not 
appear to be an explicit proof in the literature. 
. We consider first the simple mathematical properties of the factor

ization. Let A<*> be a positive definite matrix of order n and L<x> its 
Cholesky factor. Writing 

Л ( 1 = и Aw\' L(1> = U £(2)J (M) 

we have 
4i = aä\ lJi = au kq+L™{L«y = A™. (1.2) 

and we may define BW by the relation 

ß«> = L(a> {L*y = Л(а) - kll. (1.3) 

T h e o r e m 1. 5<a> is positive definite and 

||5««1|2<|И<«||2<|И<»||2, 

II VT III=Il h I I ? = ^ < II A™ l b < II л а ) ||2. 

The final inequality in each group is an immediate consequence 
of the classical separation theorem for symmetric matrices. 
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If we assume that ß(a> is not positive definite then there exists 
an xФ0 such that 

xTB™x<0, (1.4) 
giving 

xTAwx _ xTtiiTx = xTAt*>x _ lz£ff_ < o. (1.5) 

Taking ут = (а\хт) we have 
yTAa)y = < a 2 -f 2a (a**) + * гЛ ( а )*. (1.6) 

With a*=—(dfx)la!g this gives 

yTAa)y== —fäx)*/a!g + xTAwx<.0 (1.7) 

by (1.Б), contradicting the positive definiteness of Aa\ and hence 
the hypothesis that J3(a> is not positive definite is false. 

Now for any z we have 

zTBmz = zTA™z - (qzf < zT A ™z. (1.8) 

Hence | |о ( а ) | | 2<||Л ( 2 > | | 2. Finally if x is defined by, 

then ^ДС1,лг = * М ( » * - | | / 1 | | ; < | И « | | 2 - | | / 1 | | ; giving 

|1^1||1<1И(а)||2-^5(2^<1И(2)||2 (1.10) 
since ZJ(a) is positive definite. 

We observe that the Cholesky decomposition of Л*1) of order n con
sists of 

(i) the determination of the first column of LM, 
(ii) the Cholesky decomposition of the matrix ß<2> of order (ft—-1). 
In the same way after finding the first column of L(2> we required 

the Cholesky decomposition of a matrix 5<3) of order (n—2) etc. 

2. Errors in floating-point arithmetic 

We shall make certain assumptions about the rounding errors 
made in the basic operations. These differ a little from one computer 
to another [12] but not in such a way as to alter materially any of 
our results. Specifically we assume 

fl(a-±6) = a ( l + e 1 ) ± 6 ( l + e a ) l ^ 
П(ахЬ) = аЬ(1+г3), } |e* |<2-' (2.1) 

fl(a/6) = a(l+e4)/& J 



J. H. WILKINSON 631 

where a mantissa of t binary digits is used. The notation, f 1 (a + b) 
etc. denotes the result of adding two floating-point number a and b 
using standard floating-point arithmetic. 

An analysis of repeated additions, multiplications etc. leads to 
bounds involving terms of the type (1 ± 2~l)r which are somewhat 
inconvenient. If r2H < 0.1 it is easy to show that 

(1 + 2 - < ) r < 1 +(1.06)r2-' = 1 + r 2 - ' S (2.2) 
(1 _ 2-')'' > 1 - (1.06) r2~%~ 1 - r2-«i (2.3) 

where t± = t— log2(1.06). 
Notice that U is only marginally different from t. In practice sto

rage considerations and time limitations always ensure that the res
triction on r is met in any case. 

The only other error bound we shall require is that for the square 
root. This bound depends to some extent on the procedure which is 
used; we shall assume that if 

* = fl(sqrta) (2.4) 
then 

* 2 = a ( l + e ) with |e |<2.2-<i. (2.5) 

This result is not critical in our analysis. 

3. The practical Cholesky process 

We now turn to the computational process itself. For simplicity 
hj> b\f will be used to denote the actual computed quantities. No 
confusion need arise because we do not compare these quantities with 
those arising in the exact Cholesky factorization of A^K The elements 
of L*1) may be determined column by column the relevant equations 
being 

/ w = fl [sqrt (ajf — / л/ J t — t i 2 / j 2 — . . . —Ijij-tlj^-i)], (3.1) 

hj = f 1 [(a[f - lHlji - li2lj2 - . . . - / , , j-ilj, j-iVljj] (3.2) 

where, of course, the previously computed lpq are used when evalu
ating the right-hand sides. 

We may express the computation of the right-hand side of (3.2) 
say in the form 

Ь\Г = П(а%~1н1л), i,j^2,...,n, ' ч 

*if = f 1 (bif - Wja), f • / = 3 n, (3.3) 

Mi + 1 ) = fl (bff-likhk), *, i = k+l, . ..,n. J 

where the b[f are the computed elements of the 5<Ä> discussed at the 
end of section 1. 
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The full practical factorization of Aa) is therefore computa
tionally equivalent (including equivalence of rounding errors) with the 
computation of the first colum of L(1) and the computation of Bm 

followed by the practical factorization of the computed B(2\ a mat
rix of order (л—1). 

, Theorem 2. If A is a positive definite digital matrix of order 
n then provided 

Xmi> = T l ^ F > 2 0«8 / a 2-< 1 IIA | |. (3.4) 

the Cholesky factor L can be computed without breakdown and the 
computed L satisfies the relation 

LLT = A + E, 

| | ^ | 2 < 2 . 2 - 4 l 4 V / 2 + 2 . 2 ^ ^ 

Iri other words L is the exact Cholesky factor of some matrix A + E 
where E satisfies the given bound. 

The condition (3.4) ensures that A -\-E is positive definite. 
It may be written in the form 

2п 3 / 22-'1| |Л| | 2 | |Л^| | 2<0.1, (3.6) 
i.e. 

2д3/22-<1и(Л)<0.1. (3.7) 
Since и(Л)<£1 for any matrix relation (3.7) gives a fortiori 

2n3/22-'i<0.1. (3.8) 

The condition л2~*<0.1 is therefore certainly satisfied. 
The proof is by induction. Assume that the result is true for 

'matrices of order n~ 1. 
Consider now the computation of the first column of L(1) and of 

the matrix Bm for the matrix Aa) of order n. We have 
*ii = fl[sqrt(0 givtag£ = flg>(l+eii) ( |eti |<2.2-'i) (3.9) 

from (2.5). The remaining elements of the first column of L(1) are 
defined by 

la = f 1 (off//«) - alV (1 + ей)//« ( | вц | < 2-Я), (3.10) 
'iAi = flö>(l+Bfl) (i = 2, ...,n). - (3.11) 

Equations (3.9) and (3.11) state that liU . . . , / n i are exact for the 
matrix Aa) + F{1) where Fa) is defined by 

/ff-effeii, /ff = /»«flffefif /1^ = 0 otherwise. (3.12) 
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We therefore have certainly 

II^ ш l |2<III^ ( 1 ) I ||i<2.2-«i || | A™ | | |2<2nV22-'i | | A™ ||2. (3.13) 

It follows from (3.4) that Aa) + Fa) is positive definite and hence 
from theorem 1 

II ^i^ lb = || /i III < || ^<^>+/̂ ^> ||2 <: ( 1 + 2nva2-'i) || Л ̂ > ||2. (3.14) 

The elements of B{2) are defined by 

fte) = f l ( a y - / i i W = fl8,(l+ei/)-/ii^(l+4«) = 

= W + àW*tj-hthii\ij)--liilt2 (Ы<2-<1, | 4 u |<2.2-«i)-
(3.15) 

Hence we сап say that the computed first column of L(1> and the 
computed JS<2) would be obtained exactly with the matrix Л ш + £(1> 

where E{V is defined by 

C = On> е$ = е® = а№ц, (3.16) 
e\f = alfsij - 1ц1нг\и (i,] = 2,...,n). (3.17) 

From the bound on the spq and the r\pq 

|^ |<2.2-* |ой>| , |ei¥| = | e f f | < 2 - ' i | a a , | f (3.18) 

| elf | < 2-й | a\f | + 2.2-^| lH \\1Я\, (3.19) 

and hence 

Н^и | | |<11|Яш111|<2-2-*||Иа , | | |1 + 2.2-*Ч| |/ 1 | |С | | | 1 -

= 2.2-'1 | |И«>|| |2+2.2-'1 | | |/1 | | |^< 

• < 2.2 - ' 1 («Vi + 1 + 2n1/*2~h) || Аш ||a (3.20> 

since IJI^IH, = 11̂ 11, 
Again applying Theorem 1 we have 

\\Bw\\t<\\A<» + œ>\\2 (3.21) 

where G{1) is the matrix Ea) without its first row and column. 
Clearly 

l |ß W ) | | 2 <IH < 8 > l l 2 +IIIG a ) | l b< 

< | | Л«> ||, + 2-'i f|| I Л«> 11|, + 2 (1 +2n'/»2-'1) || Л«> ||J < 

< || A(1) ||2 {1 + [ni/2 + 2 (1 + 2п^22~н)] 2-% (3.22) 
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We may use the overall bound given in (3,8) to simplify these results, 
The relations (3.20), (3.22) become certainly 

| |£<1) | |2<2.2-<1(^+1.1)| | Л(1) ||2 (3.23) 
and 

II Bm | | i< II A™ Hi 11 + ("1 / 2 + 2.2) 2-% (3.24) 

From our inductive hypothesis we know that L(2> which is the com
puted Cholesky factor derived from the computed Bm satisfies the 
relation 

L (2 ) (L(2>yr = Bw + £<2> ( 3 2 5 ) 

where 
|| Ei2) \\2<2.2~н {1 + \(n — l)V2.+ 2.2] 2-il)n~1 x 

X[^nW + (l.l)(n-l)]\\B™\\2. ( 3 e 2 6 ) 

Combining* the first column of L(1) with L(2) we obtain the comput
ed L(1) and this satisfies 

La)(L{1))T = Aa) + Ea) + Em • (3.27) 

where Em is £(2) augmented by a null first row and column and 

\\E™ + E™ | |2<||£ ( 1 ) 11, + H £(2) H,. (3.28) 

A little manipulation gives certainly 

\\Еа) + Е™\\2<2.2-11 [ | ( / г + l ) 3 / 2 + i . i r t ] x 

X [ i + (Д1/2 + 2.2) 2~h]n || A™ \\2 (3.29) 

which is the required result., 
For values of n greater than 10 satisfying condition (3.8) the 

result (3.29) can be expressed in the simpler form 

LLT = A + E, || E ||8 < г.б/г3/^-*11| A \\2. (3.30) 

The constant 2.5 has not been computed with any great care but 
could not be reduced to less than (say) 2.3. 

4. Accuracy oî a computed inverse 

To invert A the most convenient procedure is to compute L"1 

and then (L"1)21!"1, the full computation including that of L requir
ing Yn8 multiplications. Error analyses of the two remaining steps 
have been given elsewhere [12, 14]. They show that when A is not 
well-conditioned the error made in the Cholesky decomposition is 
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easily the most damaging. If the other two parts were performed 
exactly the computed inverse would be Х==(Л + Л)"1 and we have 

.Н*-Л-*11| < 1|£Ц2||Л-Ч12 u n 

ЦЛ-Ч12 ^ l-\\E\\2\\A-i\\2 ' ( Л) 

provided | |2: | |2 | | Л""1 | |2< 1. Since we have 

||£||2[||Л-1 | |2<2.5п8/22-'1 |И||2 | |Л^||2<0.125 (4.2) 
by condition (3,6) the existence of (A-\-E)~x is assured. Provided 
(3.6) is satisfied (4.1) can be written in the form 

%1-fjj1,112 <2.86п8/22"<1х(Л). ' (4.3) 

To put the result in perspective the result obtained by Goldstine and 
von Neumann [6] for the fixed-point inversion of a positive definite 
matrix was effectively 

l l ^7,^ |

1

2 " 2 < 14.24/ЛГ41х (A) (4.4) 

so that (4.3) is significantly sharper. 
As far as I know it is thesharpest bound so far attained though grea

ter attention to trivial details would obviously reduce the factor 2.86 
to some extent. This seems scarcely worth considering. 

A similar analysis based on the use of floating-point arithmetic but 
with accumulation of inner-products gives the bound 

1 | = | ^ < з Л 4 я 1 Л 2 - | 1 н И ) . (4.5) 

5. Comments on the error bound 

The first comment one might make is that in one sense they can 
scarcely be regarded as a priori bounds since one cannot make practi
cal use of them without a knowledge of x (A). This is certainly true 
but I feel that this objection reduces to a mere argument about words. 
My claim is that the bound does relate the accuracy of the computed 
result with the inherent sensitivity of the original problem and we 
cannot expect a general result to do more than that. 

The analysis has been carried out in the now classical tradition. 
The result is completely rigorous and covers all errors arising from 
second and higher order effects. In this respect it has followed the mo
del established by Goldstine and von Neumann in their pioneering 
paper. In my opinion the time has now arrived when this policy might 
well be reconsidered. 

At the time when the Goldstine-von Neumann paper was written 
very pessimistic views were widely held on the cumulative effect of 
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rounding errors in matrix processes. In order to dispel this pessimism 
it was essential that the analysis should be completely above suspi
cion. Moreover it was desirable that the final result should give a clear 
concise and unequivocal statement concerning the overall limitations 
of the algorithm since few would have time to read the details of the 
analysis. 

In the light of experiences over the last twenty years I doubt whe
ther present-day error analysts ever carry out such a meticulous analy
sis for their own benefit. For example, the bare essentials of the result 
given above were established on a single sheet of paper and left no 
doubt that a bound of the form' 

\\Е\\2<кп*'*2-*\\А\\2 (5.1) 

(where k was some suitable constant) could be rigorously established. 
The rigour was added afterwards and was a tedious but, by now, rou
tine process. 

Again, in my opinion, it is quite common for too much weight to 
be attached to the precise bounds that have been obtained. Before ela
borating on this point it is illuminating to make the following com
ments on the bounds given in (4.3) and (4.5) respectively. 

Consider the upper bounds of the errors caused by replacing A by 
A + F where F satisfies 

(i) | f „ |<2 .86* |aü |2 - ' \ (5.2) 

(ii) | / w | < 3 . 1 4 | ^ | 2 " f l - (5-3> 
It is immediately obvious that in the first case we have 

| | ( Л+*)-1-Л-1|Ь < 2.86д8/*х(Л) / 5 4ч 

||Л-1||2 ^ l-2.Un9b*(A) { ' 

and in the second 
MA + Frl-A-*\\2< 3.14лУ'н(Л). „jgv 

||Л-Ч|2 <• l-3.UnV*H(A) ' K } 

These are essentially the same bounds as in (4.3) and (4.5) respective
ly. Notice that in (5.2) and (5.3) the bound on each element of F is 
proportional to the corresponding element of A. 

If the matrix A is not exactly representable by t digit binary num
bers then ab initio we must work with A + G where 

Ш<\*и\**- (5-6) 
Comparing (5.6) with (5.3) we see that the effect of rounding errors 
made during the solution are unlikely to be significantly more impor
tant than the effect of the initial digital representation. In (5.2) we 
have the additional factor n which is not surprising since the a^ ele-
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ment at least is involved in n independent operations involving round-
ings. These considerations suggest that it is rather unlikely that ei
ther of our overall bounds can be improved upon in any significant way. 

6. Inadequacy of the overall bounds 

Experiments in which the computed errors are compared with the 
upper bounds given above seem to be becoming increasingly common. 
Inevitably they lead to theconclusion that even the bounds given above 
are much too pessimistic. This should occasion no surprise. Indeed 
a study of the error analysis itself as distinct from a concentration 
on the final result leads one to expect this. 

For example, in the analysis no account is taken of the statistical 
distribution of the rounding errors. Unless n is small one might ex
pect that for this reason alone the factors /г3/4 and/г1/4 in (4.3) and (4.5) 
could safely be replaced by /г3/4 and /i1/* respectively. Again in order 
to obtain a succinct result the quantities \\ВЩ\2 have been replaced 
by \\AЩ2 for all relevant r though this will obviously be a severe over
estimate in general. 

When we turn to special classes of matrices further reductions can 
often be made. For example if A is positive |Л| = Л and therefore 
|| \A\ | |2 = ||Л||2. In the analysis of thefirststep || |Л 11|2 has beenreplac-
ea by n1/2 IH||2so that there is an unnecessary factor of n1/2. Altho
ugh this argument cannot be extended directly to the remaining steps 
it is likely that this factor persists. When Л is a band matrix with band
width s, L is also a band matrix and the error matrix E is of the same 
width as Л. A simple modification of the analysis shows that the fac
tor n3/2 in (4.3) can certainly be replaced by /г1/2 s and if s is small com
pared with n this is a substantial reduction. 

These remarks areof course trivial andyet theerrors madewhen work
ing with matrices belonging to these special classes are often compar
ed with those given in (4.3) and (4.5), or rather with the somewhat 
poorer overall bounds currently available in the literature! Compa
risons of this kind are extremely misleading and may give the impres
sion that the analysis leading up to the quoted bounds is suspect. 

The finite segments of the Hilbert matrix are often used for 
test purposes. For such matrices the errors in the computed inverses 
compare particularly well with the bounds we have given especially 
when accumulation of inner-products is used. A study of the error ana
lysis shows immediately why this should be. In the first instance such 
matrices are positive and hence there is probably a superfluous, factor 
of л1/2 in the bounds. Secondly, ignoring higher order effects, the ana
lysis shows that when inner-products are accumulated the computed 
L satisfies the relation 

LLT = A + E (6.1) 
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where 

M < 2 - ' | M I ^ I («>/)• (6.2) 

Hence if many of the elements of L are very small the corresponding 
elements of E are also particularly small. Now in the factorization of 
a Hilbert segment the ltj do indeed get progressively smaller as i and 
/ increase. This compensates to some extent the ill-conditioned nature 
of Л. Indeed the ltj become progressively smaller precisely because 
A is so ill-conditioned. Careful study of the details of the error ana
lysis enables us to forecast .the behaviour quite accurately and the 
overall bound in terms of ||Л||2 and ЦЛ"1!̂  is clearly seen to be irre
levant. Finally it is easy to see that it is the minimum value of 
к (DAD), where D is any positive diagonal matrix, rather than к(Л) 
itself which should appear in the error bound. This minimum condi
tion number has been discussed by Bauer [1] and Forsythe and Straus 
[2], For Hilbert segments the minimum condition number is usually 
appreciably smaller than the condition number itself. 

7. General conclusions 

The following tentative conclusions may be drawn from the above 
discussion. The main purpose of an a priori analysis is to reveal the 
strengths and weaknesses of an algorithm. It is not worthwhile expend
ing too much effort on the production of concise overall bounds since 
there are certain to be severe overestimates in general. 

The essential points revealed by the analysis of sections 1—4 is that 
the Cholesky factorization will give satisfactory inverses for a useful -
range of condition numbers and values of n and that this is achieved 
without any form of pivoting. Although the accuracy attainable may 
be expected to vary from one choice of pivot to another this is in gene
ral a secondary effect, though with special types of matrices a certain 
choice of pivots might give an inverse of unexpectedly high accuracy 
having regard to the condition of the matrix. This contrasts with the 
situation for general matrices for which elimination methods without 
pivoting may fail to give any accuracy even for perfectly conditioned 
matrices (i.e. matrices for which к (A) = 1) of low order! Finally it 
shows that for all positive definite matrices the effect of rounding er
rors is unlikely to be more important than the initial rounding of the 
coefficients when inner-products are accumulated. For matrices of 
Hilbert type the error when inner-products are accumulated will gene
rally be far less than that resulting from the initial roundings. 

The overall upper bound itself should not be taken too seriously 
and it is important to study details of the error analysis in order to 
determine whether matrices of special classes can be expected to give 
exceptionally accurate results. 
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Only in rare cases will an a priori bound be of practical use. The 
best examples of such algorithms are those based on the unitary reduc
tion of hermitian matrices. For several öf these it may shown that 
the effect of rounding errors is equivalent to an initial hermitian per
turbation E of A where the bound for ||2?||2 is of the form 2~* f (n) \\A||2. 
Here / (n) represents a simple function of л which depends on the algo
rithm and the type of arithmetic being used. The bound for E implies 
that if %i and V are the computed and true eigenvalues of Л then 

| Я, - *i | < 2~V (*) II A Hi = 2"V (*) max | Я, |. (7.1 ) 

For several algorithms of this type f(n) is sufficiently small for the 
bound given in (6.1) to be quite usable as it stands for many practical 
purposes [3, 5, 11, 13, 14, 15]. 

However, it is my opinion that in practice one should use a post
eriori bounds for error estimates and not the overall a priori bounds, 
since the former take full advantage of the special nature of the mat
rix involved and of the distribution of rounding errors that have occur
red. Discussion of such bounds has been given in [12, 14] for the li
near equation problem and in [10, 14] for the algebraic eigenproblem. 
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ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ В ТЕОРИИ ПЕРЕНОСА 

Г. И. M А Р Ч У К 

Теория переноса излучения — одна из ведущих проблем совре
менной науки, бурно развивающаяся на основе достижений теоре
тической физики и быстро проникающая в самые различные области 
естествознания и техники. В настоящее время трудно назвать 
область, которая могла бы обходиться без представлений и методов, 
выработанных в теории переноса и в которой эта теория не играла 
бы прогрессивной роли. 

Теория переноса уже с начала XX столетия прочно вошла 
в теоретическую астрофизику (Шварцшильд, 1906 г.). Позднее она 
начала проникать в физику атмосферы, атмосферную оптику, 
оптику моря и даже физику земли — нейтронный и гамма-каротаж. 
Параллельно с этим процессом шло проникновение теории излуче
ния в технику. Раньше других областей методы теории переноса 
излучения начали разрабатывать в светотехнике (20-е годы), позд
нее в теплотехнике. 

Нам особо хотелось бы подчеркнуть, что начиная с 40-х годов 
ведущая роль в разработке математических методов теории пере
носа излучения перешла к атомной технике, где теория переноса 
столкнулась не только с принципиально новыми задачами, но 
и с новыми физическими и математическими проблемами. 

Необходимо отметить также, что именно в связи с проблемами 
атомной физики были разработаны и мощные математические методы 
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решения задач теории переноса, в частности машинные ме
тоды. 

Мы не имеем возможности перечислить в докладе различные 
применения теории переноса излучения — настолько они разно
образны и специальны. В дальнейшем мы остановимся только на 
вычислительных методах в теории переноса. 

Использование в расчетах мощных цифровых вычислительных 
машин позволило поставить и решить новые задачи науки и техники, 
решение которых казалось раньше практически неосуществимым. 
В значительной степени это относится именно к задачам теории 
переноса излучения. 

1. Весьма общая математическая формулировка нестационар
ных задач теории переноса излучения дается с помощью линейного 
интегро-дио^ференциального уравнения Больцмана с соответствую
щими краевыми условиями и начальными данными: 

I J î + Ogradcp + Sq)— \dv' J dQ'q>-w(Q9 Ö'; v, o ' )= / , (1) 

ф = £ при r ^ S и (ß, n ) < 0 , (2) 

Ф(г, Ü, v, 0) = q>°, (3) 

где ф (r, Q, v, t) — поток частиц в точке с радиусом-вектором г, 
имеющих скорость v = vQ, Q — единичный вектор направления 
подета частицы, 2 — сечение взаимодействия частицы с веществом. 
Функция w является дифференциальным сечением процесса взаимо
действия частицы с веществом, / — функция, описывающая мощ
ность источников излучения, n — внешняя нормаль к поверхности S, 
g — заданная функция, характеризующая поток частиц, про
никающих в область D через поверхность S, ф° — заданное началь
ное распределение частиц. 

Обычно решение сформулированной задачи ищется в веществен
ном гильбертовом пространстве. Классы функций и области опре
деления решений в различных задачах формулируются в соответ
ствии с физическим и математическим содержанием (Дэвисон, 
Владимиров, Биркгоф и Варга, Марек, Кейс и др.). Теория пере
носа, вообще говоря, имеет дело с решением интегро-дифферен-
циального уравнения, которое является функцией шести независи
мых переменных. N 

Важное значение в теории переноса имеют сопряженные в смыс
ле Лагранжа задачи 

~ 4 " ^ f — ß g r a d Ф * + Sф* — J<fo' J dQ'y*-w(Q', Q; v', v) = p, (V) 
y* = g при r £ S и (Q, n ) > 0 , (2') 

Ф*(г, Ö, v, 0) = Фо*, (3') 
41 — 1220 
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где ф* (r, Q, v, f) — сопряженная функция, а р, ф*, g — некоторые 
заданные функции. 

Сопряженные уравнения первоначально рассматривались для 
однородных задач теории ядерных реакторов и были успешно 
применены к теории возмущений (Вигнер, Фукс, Усачев и др,). 
В дальнейшем теория сопряженных уравнений была разработана 
для неоднородных уравнений. В этом случае объектом исследования 
явились линейные функционалы от решений задач, которые интер
претировались как результаты измерения приборов, регистрирую
щих излучение. Введение сопряженных уравнений позволило 
сформулировать теорию возмущений применительно к исследова
нию функционалов задач (Кадомцев, Орлов, Марчук и др.). Следует 
подчеркнуть, что развитая в связи с решением задач ядерной физики 
теория возмущений в настоящее время используется в общей теории 
линейных измерений физики и техники. 

Аппарат сопряженных функций во многих случаях позволяет 
провести эффективную замену задачи с непрерывным аргументом 
v — скоростью частиц — многогрупповой системой, каждое из 
уравнений которой в пределах фиксированного интервала скоро
стей не зависит от этой переменной. Таким образом, переход к 
многогрупповым задачам в конечном итоге является математической 
идеализацией, с помощью которой осуществляется переход к бо
лее простым односкоростным задачам. Указанная редукция имеет 
большое значение для численного решения задач теории переноса. 
Теоретическое обоснование метода замены задач с непрерывным 
аргументом многогрупповыми системами по-прежнему остается 
важной и в значительной мере нерешенной проблемой теории 
интерполяции в пространстве операторов. 

Учитывая это обстоятельство, в дальнейшем мы более подробно 
остановимся именно на вычислительных методах решения одно-
скоростных задач теории переноса. Мы будем рассматривать 
только стационарные проблемы, поскольку именно они представ
ляют наибольший интерес в приложениях. 

2. Активный прогресс атомной науки и техники стимулировал 
развитие простых приближенных методов решения уравнений пере
носа. К настоящему времени наиболее продвинутой в алгоритми
ческом и теоретическом аспектах является диффузионная теория, 
основы которой были заложены еще в 40-х годах. Как известно, 
сущность диффузионного приближения состоит в том, что решение 
уравнений переноса ищется в форме линейной функции относитель
но угловой переменной Q: 

Ф(г, Q, и) = ^ [ ф 0 ( г , гО + Зйф^г, v)], 
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где ф0 — полный поток частиц через единичную сферу с центром 
в точке г, а ф! —векторный ток частиц в точке г. 

В этом случае односкоростная задача теории переноса приво
дится к следующей: 

(Иуф1 + 2 сфо = /о, 

^ г а а ф 0 + 2ф1 = !1, 

2 (ф4, п) — ф0 = go при r Ç 5, 

где /о> h — первые два члена разложения функции f в ряд по сфе

рическим функциям, a go = \ QgdQ, причем интегрирование про

водится по ß , удовлетворяющим условию (ß, n) < 0. 

Если f ! равно -нулю, система приводится к уравнению 

— d iv D grad ф0 + 2 с ф 0 = /0, 

где D и 2 с выражаются через элементарные константы и функцио
налы от w. 

Таким образом, в этом простейшем случае задача свелась к хоро
шо изученному классу проблем математической физики. Численные 
методы решения этого уравнения к настоящему времени развиты 
достаточно хорошо. 

В общем случае, когда изучается многоскоростная дио^фузион-
ная проблема, приходим к задаче следующего вида: 

Лфо^Яфо + ^о, 

где оператор А описывает диффузию и поглощение, a ß — рас
сеяние частиц в процессе переноса. 

Аналогичная задача на собственные числа, связанная с расчетом 
критического режима ядерных реакторов, имеет вид 

Лф0 = Вфо + т с Ф о , 

где À — формальный параметр задачи и оператор С описывает 
размножение частиц. Существенные результаты по теоретическому 
обоснованию методов решения задач теории переноса в диффузион
ном приближении были получены Варга и Биркгофом на основе 
теории неотрицательных матриц Перрона — Фробениуса. 

Однако диффузионное приближение далеко не во всех случаях 
приводило к удовлетворительному решению задачи, поэтому раз
работка более точных методов решения уравнений переноса уже 
давно являлась важной задачей вычислительной математики. 

41* 
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С самого начала казалось естественным искать решение в виде 
ряда Фурье по сферическим функциям, учитывая более высокие 
их порядки, чем в диффузионном приближении. На этом пути были 
получены существенные результаты по крайней мере для задач 
теории переноса в одномерных геометриях — плоской, сферической 
и цилиндрической. 

Для иллюстрации ограничимся рассмотрением этого метода, 
называемого методом сферических гармоник, для случая плоской 
геометрии, когда поток частиц зависит только от одной геометриче
ской координаты х и угловой переменной ß = Qxi, где I — орт 
вдоль оси x, a Qx = \i. В этом случае односкоростное урарнение 
переноса имеет вид 

i 

( ^ + 2ф = ~ J <р(х, \i')w(\x, \i')d\i'+f(x, \i). 

В соответствии с идеей метода сферических гармоник решение 
уравнения ищется в форме ряда Фурье 

ф ( * . rt=2 Ч ^ ф* (*) р*М 2 
z=o 

где Pi (ii) — полиномы Лежандра. В результате приходим к системе 
обыкновенных дифференциальных уравнений для коэффициентов 
Фурье 

/ ^ + ( / + 1 ) ^ + ( 2 / + 1 ) 2 ^ = (2/+1)А (/ = 0, 1, 2 , . . . ) , 

a 2* ufi находятся через коэффициенты Фурье функций w (p,p/) 
и / (x, |1). 

Предположим, что на внешней границе поток излучения извне 
отсутствует. В этом случае граничные условия формулируются 
в виде 

о 
\ ( х 2 1 + 1 ф Ф = 0 п р и rGS (1 = 0, 1, 2, . . . ) • 

- i 

Эти условия, введенные в рассмотрение Маршаком, в дальнейшем 
получили обоснование в работах Владимирова на основе специаль
ного вариационного принципа. Если ряд Фурье для ф подставить 
в условие Маршака, то приходим к граничным условиям 

оо 

S адр*=о при rÇS (*' = 0, 1, 2, . , . ) , 
1=0 

где au — заданные числа. 
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Фо 
Ф2 . } = 

Ф1 

фз , f = 
/о 

ft . g = 
h 
h 

Решение уравнений методом сферических гармоник проводится 
численным путем, который изложен ниже (Ляшенко, Кочергин, 
Марчук и др.). Теория метода сферических гармоник достаточно 
полно изучена в работах Дэвисона, Маршака, Вика, Марка, 
Владимирова, Николайшвили и др. 

Введем векторы 

Ф = 

и рассмотрим отдельно уравнения для четных и нечетных индексов. 
Тогда приходим к следующей системе векторно-матричных урав
нений: 

I £ + • » = ' • 

где g, т), а и b — известные матрицы, определяемые коэффициентами 
•исходной системы уравнений. Граничное условие может быть 
записано в виде 

Аф + В]' = 0 при r £ S . 

Дальнейшая задача состоит в решении полученных векторно-мат
ричных уравнений с соответствующими граничными условиями. 
Разумеется, для этой цели удобнее всего воспользоваться конечно-
разностным методом. Соответствующие разностные уравнения 
ищутся в классе кусочно непрерывных коэффициентов а и b и функ
ций f и g. При достаточной гладкости функций ф и j методом, анало
гичным методу Тихонова и Самарского, можно' прийти к формаль
ной трехточечной векторно-матричной системе уравнений 

ААфА+1 — ВАфА + СаФд-! = — FÄ, 

где фй — значение вектор-функции ф в точке х = Хь, коэффициенты 
Ад, BÄ и Ck — специальным образом определенные матрицы, 
a Fk — известный вектор. 

Для решения полученных уравнений вместе с граничными 
условиями применяется метод матричной факторизации, развитый 
Гельфандом и Локуциевским, а также Бабенко, Ченцовым и Руса
новым. 

Метод матричной факторизации в применении к решению урав
нений сферических гармоник в плоской, сферической и цилиндри
ческих геометриях оказался весьма эффективным численным мето
дом решения широкого класса задач теории переноса излучения. 
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Однако попытки обобщения метода сферических гармоник на 
решение неодномерных проблем до последнего времени не приво
дили к успеху. 

Можно отметить, что принципы построения численных алгорит
мов решения уравнений сферических гармоник оказались весьма 
общими и позволили в дальнейшем сформулировать ряд новых 
численных алгоритмов решения задач методом дискретных орди
нат, развитым Виком и Чандрасекаром, и другими методами 
(Мертенс, Курганов, Гермогенова, Романова и др.). 

Интерес представляет другой численный метод решения урав
нений сферических гармоник, основанный на ортогонализации 
собственных векторов задачи и разработанный Годуновым. Указан
ный метод состоит в решении краевой задачи для системы уравне
ний сферических гармоник с помощью задач с начальными данными. 
Устойчивый алгоритм счета достигается применением специального 
метода ортогонализации ошибок, возникающих в процессе счета. 

3. Одновременно с развитием численных методов решения 
уравнений сферических гармоник имел место интенсивный поиск 
новых путей решения уравнений переноса. В этом аспекте внима
ние исследователей было привлечено к различным итерационным 
методам. Такие методы были предложены уже в 50-х годах. Это 
метод характеристик, разработанный Владимировым и Нейманом, 
а также S^-метод, разработанный Карлсоном. Эти методы развива
лись в связи с потребностью решения задач теории переноса в ней
тронной физике для областей сферической и цилиндрической 
геометрий. Общим в этих методах является то, что в обоих методах 
решения задачи представляются в виде ряда Неймана на основе 
реализации следующего итерационного процесса: 

ßgradф<'г) + 2ф.<'г)= J Ф(«-1)(г, Q')w(Q, Çl')dQ'+f(r, ß) 

или в формальном виде 

Ьф(«) = 5ф('г)+/, 

где п — номер последовательного приближения. Различие методов 
состоит в способах реализации обратного оператора L"1. В методе 
характеристик при реализации обратного оператора уравнение 
приводится к характеристическому виду, а в S^-методе исполь
зуется для этой цели специальным образом определенный метод 
дискретных ординат. Оба указанных метода, в особенности 
Sn-метод, были обобщены на решение широкого класса одномерных 
задач. В последние годы Ад-метод был применен к решению много
мерных задач теории переноса (Карлсон, Белл, Вендроф, Гель-
бард и др.). Различные аспекты применения А71-метода и его обосно
вания изложены в ряде докладов на второй и третьей Женевских 
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конференциях по использованию атомной энергии и в настоящее 
время хорошо известны. 

Несмотря на известные успехи в построении вычислительных 
алгоритмов для задач теории переноса, проблема новых численных 
алгоритмов для решения многомерных задач по-прежнему требо
вала большого внимания со стороны исследователей. Научный 
поиск, продолжавшийся около десяти лет, в настоящее время 
завершился созданием ряда новых численных методов, к изложению 
которых мы и переходим. 

4. Первый из таких методов основан на идее расщепления слож
ных интегро-дифференциальных операторов переноса на диффе
ренциальный и интегральный. После известных работ Писмана, 
Рэкфорда и Дугласа, сформулировавших метод переменных направ
лений, появилась возможность формулировки универсальных 
и общих алгоритмов (принципы построения которых были описаны 
Фаддеевыми), охватывающих различные схемы реализации. В Совет
ском Союзе был предпринят широкий научный поиск в этом направ
лении, начиная с работы Яненко, в которой был предложен метод 
расщепления некоторых классов нестационарных задач. Методы 
расщепления в дальнейшем были развиты в работах Яненко, 
Самарского, Дьяконова и др. В результате были сформулированы 
итерационные методы решения стационарных задач и схемы рас
щепления нестационарных задач математической физики. Сущность 
этих методов состоит в следующем. 

Требуется найти решение уравнения 

Л ф = /, 

где Л — линейный оператор, а / — заданная функция. Сформули
руем итерационный процесс 

П(*+^)о + л Ф <= ? . 

Здесь Е — единичный оператор. 
Операторы Аа, вообще говоря, произвольные, так же как 

и /1+1 параметров т а и т. Операторы Аа и параметры т а , т 
выбираются из условия простоты реализации алгоритма и быстро
ты сходимости итерационного процесса. В частности, если 

л= s ла, 
а=1 

где Ла—элементарные операторы, из которых состоит Л, то мы 
приходим к простейшей формулировке метода. Схема реализации 
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рассматриваемого алгоритма имеет простой вид: 

[ Е + Ц Л 2 ) ^ / « ^ Ж / п , 

Ф>+1 = Ф3'+тф'+1, 
где 

^• = Лф5"—/ 

—невязка релаксационного процесса. Предполагается, что опера
торы Аа допускают простую реализацию полученной системы 
уравнений. Таким образом, основная задача приводится к реали
зации ряда задач более простой структуры. 

Для задач нестационарных 

§? + Аф = / • 

предполагается следующая схема второго порядка аппроксимации 
относительно At = т, по форме аналогичная рассмотренной выше 
итерационной схеме: 

а=1 

где операторы Аа удовлетворяют условию 

А = 2 Аа+0{х). 
<х=1 

В этом случае на гладких решениях схема имеет второй порядок 
точности по т. Операторы Аа выбираются из условия простоты 
реализации алгоритма и требования счетной устойчивости числен
ного алгоритма. Таким образом, принципиальная схема реализации 
для решения разностного аналога нестационарного уравнения будет 
та же, что и для решения стационарных задач. 

Эти соображения были положены в основу решения задач теории 
переноса излучения. В работе Яненко и автора, а также Пененко, 
Султангазина и др. дано дальнейшее развитие и теоретическое 
обоснование метода расщепления для решения задач теории пере
носа. Идея метода молеет быть проиллюстрирована на простейшем 
примере односкоростной задачи в плоско-параллельной геометрии, 
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Оператор интегро-дифференциального уравнения 

представляется в виде суммы двух операторов — дифферен
циального 

и интегрального 

A2 = 2 S — \ w{\\,, p/)dp/. 

Можно показать, что оператор А4 положителен, а А 2 положительно 
полуопределен. Для решения задачи формулируется итерационный 
процесс 

( £ + | Л , ) ( £ + й л , ) ^ + Л ф < = ? . 

Указанный итерационный процесс имеет три произвольных пара
метра т ь т 2 ит, которые выбираются так, чтобы процесс сходился 
быстро. Доказательство сходимости итерационного процесса про
водится с использованием известной техники доказательства (Кел-
лог, Дуглас и Пирс, Самарский). 

Проблема выбора оптимальных параметров является весьма 
сложной.* Частное решение этой проблемы было дано Пененко, 
который разработал алгоритм выбора параметров на основе анализа 
диффузионного приближения задачи. Оценка сходимости процесса 
в асимптотических случаях показывает, что спектральная норма 
итерируемого оператора оказывается величиной, малой по срав
нению с 1. 

Главное применение метод расщепления имеет в связи с реше
нием многомерных задач теории переноса. В работах Султангазина, 
Пененко и других теоретически установлена возможность расщеп
ления оператора на дифференциальную и интегральную состав
ляющие в общем случае конечных связных областей в трехмерном 
евклидовом пространстве и доказана сходимость итерационного 
процесса в метрике пространства L2. Расщепление оператора на 
еще более простые одномерные дифференциальный и интегральный 
операторы является очередной проблемой этого направления. 

Вторым направлением работ, связанных с методом расщепления 
в теории переноса, является проблема решения уравнений методом 
сферических гармоник для многомерных областей. Даже в про
стейшем случае двумерных цилиндрических областей с круговой 
симметрией метод сферических гармоник приводит к сложной систе-
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ме дифференциальных уравнений в частных производных, порядок 
которой определяется номером приближения. Решение этой системы 
связано с большими математическими трудностями. Лишь в послед
нее время Бояринцеву и Узнадзе, развивая метод расщепления, 
удалось представить матричный оператор системы уравнений мето
дом сферических гармоник в виде суммы двух операторов специаль
ного вида и для решения системы применить итерационный процесс 
в форме универсального алгоритма. Эта работа, по-видимому, 
открывает ряд новых возможностей в использовании метода сфери
ческих гармоник для решения многомерных задач теории переноса. 

5. Оригинальный подход к решению уравнений переноса 
с помощью итерационных методов предложен в работе Морозова. 
Сущность метода состоит в том, что метод простых итераций 

ßgradф<n> + 2ф<w)= [ d ß y - O z ^ ß , Q')+f(r; ß), 

схема реализации которого возможна как по методу характеристик, 
так и по Sn -методу, дополняется вторым этапом: уточнением реше
ния с помощью решения приближенного уравнения для погреш
ности 

ßgradeCl) + Sce(' l)= [ du' (ф£ — ф«-1)ш(В, ß'), 

eW(r, ß) = 0 при r £ S , (ß, n ) < 0 . 

Такие алгоритмы в дальнейшем будем условно называть двух-
шаговыми. 

В работах Лебедева сформулирован более общий метод реше
ния уравнения переноса на этом пути (KP-метод). Основываясь 
на простой итерации, как на первом этапе решения, Лебедев 
построил специальные уравнения для погрешности на основе 
теории аппроксимации оператора. Им была восстановлена общая 
структура оператора уравнения для погрешности 

Qe<«> = Р [ е(">— J dß ' (ф<»> - фО-1)) w (ß , ß') ] , 

где Q и P — некоторые операторы полиномиальной структуры. 
В случае изотропного рассеяния эти операторы действуют на 
функции только от г. Показано, что полученная итерационная 
схема является в известном смысле оптимальной и во многих слу
чаях просто реализуется на ЭВМ. Этот метод молеет быть применен 
для решения многомерных задач. 

Интересный метод решения уравнений переноса в рамках двух-
шаговой схемы сформулировал Гольдин. Он также использует на 
нервом шаге простую итерацию, а на втором шаге осуществляет 
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уточнение решения на основе решения системы уравнений 

div ф1 + 2ф0— \ dQq>w(Q, Çi') = f0, 

\7£><">фо + 2ф1— [ dQQ<pw(Q, Q') = fi, 

где £КП) — симметричный тензор с компонентами 

Uih ~ J9cn)rf0 

при соответствующих граничных условиях. 
Теоретическое обоснование этого метода пока отсутствует, однако 

метод Гольдина представляет большой интерес, поскольку он 
связан с реализацией нелинейного итерационного процесса. 

6. К вычислительным методам теории переноса тесно примы
кают аналитические методы решения уравнений Больцмана, осно
ванные на разложении решения в ряд по собственным функциям 
оператора переноса. Уже давно было замечено, что оператор пере
носа, кроме дискретного спектра, имеет спектр непрерывный 
{Вигнер, Лефар и Милот и др.). Далее Кейсу удалось построить 
полную систему собственных функций оператора переноса и сфор
мулировать теорему о разложимости для некоторого класса функ
ций. С помощью этого метода Кейс решил проблему Милна и задачу 
об альбедо для полупространства и построил в явном виде функции 
Грина для бесконечной и полубесконечной среды в случае одно-
скоростной модели переноса при изотропном рассеянии частиц. 
Эта работа явилась началом большого цикла исследований, которые 
привели к серии интересных в теоретическом и практическом аспек
тах результатов. Была исследована полнота системы собственных 
функций и получены соотношения ортогональности для различных 
моделей, дано распространение результатов на случай ограничен
ных плоско-параллельных сред, анизотропного рассеяния частиц, 
энергетической зависимости и т. д. (Мика, Желязны, Кужель, 
Митсис, Фердзигер, Леонард, Мак Кормик, Кучер и Зоммерфельд, 
Инерней и др.). Вычислительные основы метода рассмотрены в рабо
тах Митсиса и Ковальской. В последнее время Лалетин дал обоб
щение метода Кейса на случай задач в сферической и цилиндриче
ской геометриях. Для л-мерного пространства и самосопряженной 
формулировки задачи теории переноса метод Кейса развит 
Лебедевым. 

7. Оригинальный подход к решению уравнения переноса излу
чения, основанный на принципах инвариантности, был предложен 
Амбарцумяном и развит во многих направлениях (Чандрасекар, 
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Беллман и Кал аба, Соболев, Седельников и др.). Этот метод позво
ляет свести уравнение переноса излучения к решению нелинейных 
и линейных уравнений"" простой конструкции. Этот метод нашел 
применение в задачах астрофизики и нейтронной физики. 

8. Существенный интерес для теории переноса" имеют вариа
ционные методы решения задач. Впервые примененные к решению 
уравнения Пайерлса — интегральному аналогу уравнения пере
носа, они позволили получить ряд важных результатов как в ней
тронной физике, так и в других научных направлениях (Дэвисон, 
Лё-Кен, Брудно и др.). Важный этап достигнут при формулирова
нии вариационного принципа непосредственно для кинетического 
уравнения (Владимиров). 

9. Большое развитие в последние годы получили статистические 
методы решения уравнений переноса — методы Монте-Карло. Бла
годаря использованию все более совершенной вычислительной 
техники методы Монте-Карло приобретают все большее значение 
в решении сложных задач теории переноса. К настоящему времени 
уже накоплен ценный опыт в применении методов Монте-Карло для 
решения задач математической физики вообще и теории переноса 
в особенности. Работы Улама и Неймана нашли дальнейшее разви
тие во многих направлениях науки, и к настоящему времени мы 
располагаем системой алгоритмов, эффективно реализуемых на 
машинах для широкого класса задач (Бергер, Фано, Спенсер* 
Гельфанд, Ченцов, Фролов, Михайлов, Золотухин, Гольдштейн, 
Ермаков и др.). Можно предположить, что уже в близком будущем 
методы Монте-Карло окажутся мощным математическим аппаратом 
для решения наиболее сложных задач теории переноса. Успехи, 
достигнутые в способе уменьшения дисперсии, а также новые 
подходы к моделированию случайных величин позволяют прибли
зиться к формированию универсальных и экономичных методов 
решения задач теории переноса. 

10. Прогресс в развитии вычислительных методов теории пере
носа ставит перед математиками комплекс теоретических проблем, 
развитие которых стимулирует развитие новых вычислительных 
методов. К настоящему времени уже достигнуты существенные 
успехи в области математической теории переноса как для одно-
скоростных задач (Дэвисон. Владимиров, Гермогенова, Кучер, 
Масленников, Ленер, Цинг, Йоргенс и др.), так и для задач с энер
гетической зависимостью (Марек, Хабетлер и Мартно, Биркгоф 
и Варга, Масленников, Шихов и др.). Особое значение имеет прин
цип максимума, сформулированный для уравнений переноса Гермо-
геиовой. 
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11. Развитие вычислительных методов теории переноса и прак
тическое их осуществление на цифровых вычислительных машинах 
всегда были тесно связаны с уровнем вычислительной математики. 
Это определялось тем, что решение практических задач, как правило, 
было связано с проблемами развития новой техники. Вместе с тем 
нельзя не отметить, что сама вычислительная математика зачастую 
обогащалась методами и идеями, возникавшими при разработке 
проблем теории переноса излучения. К числу таких методов молено 
отнести численные методы решения уравнений диффузии, различ
ные методы факторизации, теорию решения больших алгебраиче
ских систем, ускорение сходимости итерационных процессов и др. 
На основе разработанных вычислительных алгоритмов решение 
задач теории переноса в настоящее время составлен большой комп
лекс программ для цифровых вычислительных машин, которые 
используются в практических расчетах во многих областях науки 
и техники. 

12. В заключение остановимся на некоторых актуальных'про
блемах, решение которых крайне валено для дальнейшего развития 
теории переноса и ее приложений. 

Наиболее важной задачей, по нашему мнению, является разра
ботка численных методов решения многомерных кинетических 
уравнений переноса для областей слолшой геометрии. Существующие 
методы решения таких задач указывают лишь направление научного 
поиска. Можно предположить, что развитие новых алгоритмов 
решения многомерных задач и теоретическое их обоснование явится 
основным направлением в развитии вычислительных методов в тео
рии переноса на блюкайшие годы. 

Большое значение в задачах теории переноса уже сейчас имеет 
метод Монте-Карло. В связи с совершенствованием цифровых 
вычислительных машин роль этого метода, по-видимому, будет 
непрерывно возрастать. Молено ожидать, что на первом этапе метод 
Монте-Карло будет комбинироваться с разностными методами в тех 
частях алгоритмов, где их применение окажется наиболее целе
сообразным. Это позволит уменьшить дисперсию, а таюке количе
ство информации, перерабатываемой машиной в процессе решения 
задач. Разумеется, пути широкого использования метода Монте-
Карло для решения задач теории переноса могут быть самыми 
различными. Однако несомненно, что вычислительная техника 
и вычислительная математика в настоящее время созрели для 
широкого применения этих методов для решения задач науки 
и техники в рассматриваемой области. 

В последние годы сформулировалось новое научное направле
ние в теории переноса излучения, связанное с решением обратных 
задач. Решение обратных задач нейтронной физики, атмосферной 



654 ПОЛУЧАСОВЫЕ ДОКЛАДЫ HALF-HOUR REPORTS 

оптики и т. д. давно привлекает внимание исследователей. Такие 
задачи ставились и решались в основном в связи с эксперименталь
ным изучением сечений взаимодействия частиц с веществом, когда 
по эффекту ослабления потока частиц необходимо определить 
элементарные константы физического процесса. Решение таких 
задач, как правило, опиралось на теорию возмущений для одно
родных и неоднородных задач теории переноса. В настоящее время 
появился новый объект исследования, где обратные задачи теории 
переноса имеют большое значение. Речь идет об интерпретации 
данных с метеорологических спутников. Поле радиации земной 
атмосферы, регистрируемое приборами на метеорологических спут
никах, существенно зависит от метеорологических условий в атмо
сфере (температуры, влалшости, давления и т. д.), и задача состоит 
в восстановлении этих величин по измеряемым на спутниках харак
теристикам поля излучения. В связи с постановкой и решением 
таких задач возникает необходимость в изучении сопрялеенных 
уравнений по отношению к функционалам задач, которыми являют
ся показания приборов, регистрирующих поле уходящей из атмо
сферы радиации/а таюке в развитии теории возмущения по отноше
нию к указанным функционалам задач. 

Большое внимание исследователей в настоящее время привле
кают экстремальные задачи теории переноса, связанные с опреде
лением конструкций систем, для которых реализуется минимум 
существенных функционалов задачи. Такие проблемы, за редким 
исключением, изучены еще очень слабо, хотя отдельные интересные 
результаты в этом направлении уже получены в ряде областей 
и в особенности в атомной физике. 

Методы решения линейных уравнений переноса к настоящему 
времени развиты достаточно хорошо. Это обстоятельство позволяет 
надеяться, что эти методы могут проникать в более слолшые области 
нелинейных кинетических уравнений, интенсивно развиваемые 
в теории разреженных газов, теории плазмы и других. По-види
мому, переход к решению нелинейных задач явится естественным 
этапом в развитии теории переноса. 

В кратком докладе не представляется возмоленым остановиться 
на всех аспектах вычислительных методов в теории переноса. 
Мы отметили лишь некоторые тенденции, которые оказались в сфере 
внимания автора доклада, и потому естественно, что в настоящем 
докладе несколько большее внимание было уделено исследованиям, 
проводимым в Советском Союзе. 

Вычислительный центр Сибирского отделения АН СССР, 
Новосибирск, СССР 
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ТЕОРИЯ ПРИБЛИЖЕНИЯ ИНТЕГРАЛОВ ФУНКЦИЙ 
МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

С. Л. С О Б О Л Е В 

Интеграл от функции п переменных ср (х) по области Q 

\ ^Q (х) ф (x) dx 

приближенно выражается в виде 

2 с*ф (*<*>) - 1 2 с*0 (* - x i k ) ) Ф W d*-

Ошибка приближения 

(/, Ф) = J (SQ W - 2 Cfcô (х- л«) Ф (*)) dx 

является линейным функционалом над соответствующим линей
ным пространством функций ф. 

При т > п/2 автор рассматривает функционалы (/, ф) из Lf") *, 
определенные над пространством Цш> с нормой 

Цф|крт={$ 2 Ф-Ф)1**}1*. 
| а | = т 

инвариантной относительно ортогональных координатных преобра
зований. Условие, что / Ç L ^ * , означает, в частности, 

(I, д;а) = 0 при | а | < / п . 

В докладе рассматриваются функционалы с узлами в точках 
решетки Г: 

Y = E(x:x = xM + hHy), 

где Я—матрица с определителем, равным единице, я—произ
вольный вектор, у — произвольный целочисленный вектор, ft — 
малый параметр. Исследуются оптимальные формулы, т. е. формулы 
с наименьшей нормой функционала погрешности. Основные резуль
таты следующие. 

42* 
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1. Оценка погрешности 

а) При интегрировании функций ф(я), периодических с матри
цей периодов о, кратной матрице hH, где 

/ht 0 . . . 
/ 0 ko . . . 

a>=hHK, К = : " 

\ 0 О 
оптимальными будут постоянные коэффициенты C = hn. 

Норма функционала погрешности в этом случае имеет вид 

|| I Н ф » = Vü {±f КИЯ"112т). (1) 

Здесь 

где rv—расстояния от начала координат до переменной точки 
решетки Ну. Функция 

E(ff*|2m) 

называется функцией Римана для решетки Я"1, взаимной с решет
кой Н. 

б) Для всех финитных функций ф(я) с фиксированным носи
телем Q имеет место неулучшаемая оценка 

|(/, Ф) | < У О ( ^ ) т Vi (Я-i 12m) И Ф | | L r + О (А««). (2) 

в) Для произвольной области Q с достаточно гладкой границей 
справедлива формула 

inf || /j| ьрт* = УШ ( А ) т / С ( Я ^ | 2 т ) + О (ä«H*)J) (3) 

2. Нахождение оптимальных коэффициентов 

а) Найден класс формул, называемых формулами с регулярным 
пограничным слоем, для которых 

|| I | | ч т * = Vâ ( è ) " КС(Я-*|2т) + О (А-«). 

Они аналогичны формулам Грегори, являющимся асимптотически 
оптимальными в случае одной независимой переменной. 
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В этих формулах все коэффициенты Ck, относящиеся к точ
кам, удаленным от границы больше чем на hh, где L—некоторая 
постоянная, называемая толщиной слоя, равны hn, а в остальных 
точках, принадлежащих к «пограничному слою», вычисляются 
с помощью определенного алгорифма. Их вычисление требует 
KA*~n+1 действий, что на порядок меньше числа действий, 
необходимых для подсчета самого интеграла по внутренности 
области. 

б) Указан алгорифм с конечным числом действий, не зависящим 
от h, для нахождения коэффициентов регулярного пограничного 
слоя в случае, когда Q есть многогранник с гранями, рациональ
ными относительно решетки. 

Исследование наилучших решеток приведено, таким образом, 
к задаче теории чисел: исследованию минимумов ^-функции при 
различных тип. 

Асимптотически для больших m 

С(Я-Ч2т) = - * - , 
'min 

где К—постоянная и, следовательно, наилучшими будут решетки, 
где Я"1—решетка наиплотнейшей упаковки. Иными словами, 
решетка Я будет взаимной с решеткой наиплотнейшей упаковки. 

Вопрос о возможности получения лучших формул при хк, 
не образующих решетку, остается открытым. 

3. Сходимость на классах Жеврея бесконечно 
дифференцируемых функций при переменной 

толщине пограничного слоя 

Для периодических функций из классов Жеврея S (А, ß) (ß> 1 ; 
Л > 0 ) , удовлетворяющих соотношению 

al 
< / W | a l | a | ( ß ~ 1 ) , a 

|(/,.,|<M-exp[-l(^-)-"»]. 

при любом a, дана оценка погрешности формул с регулярным 
пограничным слоем 

ß ( Ah \ - i / ß " 
rmiD 

Толщина слоя порядка L ^ f ^ — — \ . Мы видим, что на этих 

классах сходимость значительно лучше степенной. 
Метод автора представляет собой дифференциальное исследо

вание функционалов из L(

2

m\ Он.состоит в представлении функ
ционалов суммами слагаемых, имеющих малые носители. 
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Пусть ty(y) такой функционал, что 

supp /т (у)сЕ(у:\у\< L), \\ ty (у) |ЦШ ) < А. 

После изменения масштаба и переноса начала в точку hHy 
получим функционал 

с малым носителем. Для него справедливы оценки 

supp/v ( -£ - # Y ) er Е(х: \х—hHy \<Lh); 

HT-*) Ф><м**"-
Оценка показывает быстрое убывание скалярных произведений 
двух функционалов по мере удаления их носителей друг от друга. 
Отсюда для каждого функционала вида 

hHy£Q 

получается оценка нормы 

\\h(x)\\L(m)*<Kh™]fQ, 

где К зависит только от L и Л, Q—носитель функционала /. 
Невозможность улучшения этой оценки показана Н. С. Бахвало-
вым. 

Такое же представление в виде суммы функционалов с малыми 
носителями допускает периодический функционал 

l(x)=l-%hn6{x-hHy), (5) 
Y 

неограниченный в Цт>, но определенный над всеми финитными эле
ментами Z4m). Доказывается оптимальность этого функционала 
для всех финитных функций. Вычисление его минимума с помощью 
преобразования Фурье дает формулу (1). 

Отыскание оптимальных кубатурных формул равносильно оты
сканию проекции функционала % Й (х) на многообразие всех линей
ных комбинаций 

2<У(*-АЯу), 
образующих линейное подпространство ig cz ЦтК Доказывается 
эквивалентность ig и /<т>, пространства коэффициентов CY, 

Элементы ig с малым носителем аналогичны дифференциальным 
операторам в частных производных порядка т. Для них спра
ведливы правила суммирования по частям, позволяющие преобра-
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зовывать кубатурные формулы с различными дифференциальными 
элементами. 

Формулы с регулярным пограничным слоем строятся как фор
мулы, у которых все внутренние дифференциальные функционалы, 
входящие в выражение (4), совпадают с точностью до сдвига. 

Из формулы (5), переписанной в виде 

М*)= S '*(тг-яу)+ S <.(£-"*)• (6) 

получим представление для формул с регулярным пограничным 
слоем 

/(*) =/в ( * ) - * ! < * ) . 

где li (х) — некоторый функционал с регулярным пограничным 
слоем для внешности области Q, 

Подсчет квадрата нормы I (х) в виде 

{/(*), /o(*b/i<*)>. (7) 

где { } — реализация скалярного произведения в Цр, методом 
дифференциальных функционалов с малым носителем приводит 
к формуле (2). 

Асимптотическая оптимальность формул с регулярным погра
ничным слоем устанавливается сравнением погрешности «формул 
с регулярным пограничным слоем» с погрешностью оптимальных 
формул. Для этого используется теорема Бабушки. 

Если формула (4) оптимальна при заданных узлах, то экстре
мальная функция, на которой функционал I (х) достигает своего 
максимального значения, имеет нули во всех узлах решетки. 

Скалярное произведение функционалов вида (6) порождает 
в пространстве Ск некоторую квадратичную форму. Взаимная 
с ней разностная форма позволяет построить разностный оператор 
перехода от значений экстремальной функции a|)(#(Ä>) кубатурной 
формулы в узлах решетки к коэффициентам Си-

Вместе с теоремой Бабушки, представленной (7), это позволяет 
провести оценки, доказывающие формулу (3). 

При эффективном нахождении коэффициентов пограничного 
слоя для многогранников доказывается сначала, что эти коэффи
циенты определяются только локальными свойствами границы 
и, следовательно, совпадают в точках, одинаково отстоящих от 
граней. Отыскание их величин удобно производить при помощи 
преобразования Фурье. 

Институт математики Сибирского отделения АН СССР, 
Новосибирск, СССР 
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ИССЛЕДОВАНИЯ ПО ИСТОРИИ МАТЕМАТИКИ 
В СТРАНАХ ВОСТОКА В СРЕДНИЕ ВЕКА: 

ИТОГИ И ПЕРСПЕКТИВЫ 

А. П. Ю Ш К Е В И Ч 

В последние десятилетия значительно вырос интерес к средне
вековой науке, и в частности к науке средневекового Востока. Это 
связано не только с значительностью соответствующих научных 
проблем, выявившейся в ходе исследований, но и с тем огромным 
политическим, хозяйственным и культурным подъемом, который 
ныне переживает большинство государств Азии и Африки, еще 
недавно находившихся в колониальной или полуколониальной 
зависимости. Конечно, и ранее историки науки обращались к науке 
древних Китая и Индии и тем более к науке арабского мира. Однако 
никогда работы в этой области не были столь интенсивными, как 
в наше время, и никогда еще не был произведен столь радикальный 
пересмотр традиционных концепций и оценок, как теперь. Короче 
говоря, этот пересмотр состоит в отказе от господствовавшего ранее 
европоцентризма, согласно которому современная мировая наука 
явилась созданием одних только европейских народов начиная 
с древних греков. Другие народы объявлялись лишенными творче
ской изобретательности, по крайней мере в сфере науки. В лучшем 
случае им отводилось место неоригинальных эпигонов, способных 
лишь к пассивному усвоению наследия эллинов и передаче его 
новым европейским нациям,— так трактовали арабоязычную 
индийскую науку. В худшем случае им вовсе не отводилось места 
в созидании современной международной науки, а их отдельные 
достижения считали лежавшими в стороне от основного потока 
человеческой мысли и потому лишенными исторического значения. 
Так оценивали науку Средней Азии XIV — XV вв. и древнего 
Китая. Приверженцы европоцентризма и сейчас имеются среди 
историков науки. 

Сказанное в полной мере относится к математике, которая 
наряду с астрономией и в значительной мере на службе у нее была 
на протяжении средних веков одной из двух ведущих наук. 



А. П. ЮШКЕВИЧ 665 

Изучение истории средневековой математики сопряжено с осо
бенными трудностями. Здесь, в отличие от математики древней 
Греции или нового времени, все еще не рассмотрено огромное 
число сочинений, более всего рукописей, хранящихся в библиоте
ках многих стран. К тому же далеко не все рукописи выявлены 
и целый ряд собраний ожидает своего описания. Понятно, что 
усилия многих исследователей направляются прежде всего на 
разыскание и прочтение первоисточников, на их публикацию, 
переводы на современные языки и на комментирование. 

В этом направлении за последнее время были достигнуты весьма 
существенные успехи. Если ограничиться даже только тем, что 
было издано после второй мировой войны, то число таких публика
ций достигает нескольких десятков. Так появились русские пере
воды древнекитайской «Математики в девяти книгах» и «Математи
ческого трактата» Сунь цзы, «Патиганиты» Шридхары, арифмети
ческого и алгебраического трактатов ал-Хорезми, «Достаточного 
об индийской арифметике» ан-Насави, «Книги измерения фигур» 
Бану Муса, сочинения о составных отношениях Сабита ибн.Корры, 
книги о геометрических построениях Абу-л-Вафы, работ по теории 
параллельных Сабита ибн Корры, ибн ал-Хайсама, Насир ад-Дина 
ат-Туси, ас-Самарканди, а также Льва Герсонида, трактата об 
изопериметрических фигурах ибн ал-Хайсама, всех научных трудов 
Омара Хайяма, сочинений о тройных правилах и об определении 
хорд в круге ал-Бируни, тригонометрического труда и отрывков 
из арифметики Насир ад-Дина ат-Туси, «Ключа арифметики» 
и «Трактата об окружности» Джемшида ал-Каши, «Трактата об 
определении синуса одного градуса» Кази-заде ар-Руми. К этому 
следует добавить, что подготовлены русские переводы «Канона 
Масуда» ал-Бируни, всех математических трудов Сабита ибн Корры, 
многочисленных комментариев к десятой книге «Начал» Евклида, 
«Трактата об измерении шара» ибн ал-Хайсама, анонимного триго
нометрического трактата, написанного, вероятно, в XI веке, и еще 
некоторых других арабских сочинений, а также древнекитайских 
«Математического трактата пяти ведомств» и «Математического 
трактата» Чжан Цю-цзяня. На английском языке вышли переводы 
сочинений Бхаскары I, «Патиганиты» Шридхары, фрагмента алгеб
ры ибн Турка, алгебраического трактата Абу Камила, «Начал 
индийской арифметики» Кушияра ибн Лаббана, «Книги измерения 
фигур» Бану Муса, фрагментов по теории отношений от ал-Джау-
хари до Хайяма, комментариев Хайяма к первой и пятой книгам 
«Начал» Евклида. На немецком был опубликован перевод «Трактата 
об окружности» ал-Каши [1]. Наконец содержание многих еще 
не опубликованных в современном переводе рукописей было 
изложено и проанализировано в ряде книг и журнальных 
статей [2]. 
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Наряду с переводами чисто математических сочинений появ
лялись также переводы астрономических трудов, содержащих 
специальные математические отделы или, во всяком случае, широко 
применяющих тот или иной математический аппарат. Некоторые 
из таких сочинений уже были названы, к ним можно добавить ан
глийские переводы астрономических таблиц ал-Хорезми, отдельных 
трудов ал-Бируни, ал-Каши и других ученых [31. 

Изучение развития математики в странах средневекового Восто
ка тесно переплетается, как известно, с изучением истории этой 
науки в Европе. Поэтому здесь нельзя не упомянуть и выполненные 
в последнее время переводы латинских рукописей, часть которых 
сама представляла собой переводы или обработки арабских сочи
нений, а иногда арабских переводов и обработок греческих ориги
налов. Так, в английском переводе вышли латинские сочинения, 
примыкающие к архимедовой традиции в арабской литературе, 
обширные собрания фрагментов по теории калькуляций Суайнсхеда 
и других представителей Оксфордской школы XIV в. и по теории 
широт форм Н. Орема, «Трактат о пропорциях» Брадвардина, 
«Вопросы к геометрии Евклида» Орема; в русском переводе появи
лись алгебраический трактат «О данных числах» Иордана Немо-
рария, сочинения Орема «О конфигурациях качеств» и «О соизме
римости или несоизмеримости движений неба», а также фрагменты 
из «О континууме» Брадвардина и т. д. [4]. 

Приведенное перечисление, отнюдь не полное, дает все же 
представление о размахе публикаций двадцати последних лет. 
Значение всех этих изданий чрезвычайно велико. Каждое содей
ствовало более полной и точной характеристике развития мате
матики в средние века, и именно в ходе работы над новыми перво
источниками были получены наиболее существенные новые резуль
таты,' порой совершенно неожиданные и раскрывавшие весьма 
важные стороны исторического процесса, о которых ранее мы 
и не подозревали. Современные переводы средневековых трудов 
тем более необходимы, что только благодаря им становятся доступ
ными широкому кругу исследователей сочинения, написанные 
на языках, известных самому малому числу специалистов. Это, 
разумеется, нисколько не лишает значения публикаций на языке 
только оригинала, как были изданы некоторое время назад одна 
из рукописей Сурья-Сиддханты, «Канон Масуда» ал-Бируни, ряд 
трудов Насир ад-Дина ат-Туси и т. д. 

В докладе на IV съезде математиков Советского Союза (июль 
1961 г.), представленном покойным В. П. Зубовым, Б. А. Розен-
фельдом и мною [5], в качестве важнейшей задачи в изучении 
средневековой математики была поставлена публикация переводов 
сочинений этого времени и названы некоторые издания, по нашему 
мнению, первоочередные. Несколько высказанных тогда пожеланий 
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за истекшие пять лет были выполнены. В печати появились упоми
навшиеся книги по арифметике Кушияра и ан-Насави, новое изда
ние латинского перевода арифметики ал-Хорезми [61, алгебра 
Абу Камила (по версии М. Финци на древнееврейском языке), 
геометрия Бану Муса, отдельные работы ал-Бируни, изопериметри-
ческий трактат ибн ал-Хайсама. Однако гораздо большая часть 
работы, в том числе намеченной нами в 1961 г., впереди. 

Конечно, издать все неопубликованные средневековые сочине
ния по математике практически немыслимо и даже нецелесообразно. 
Ограничиваясь кругом восточных стран, я предложил бы на бли
жайшие годы следующую программу изданий, реализация которой, 
конечно, предполагает дальнейшую подготовку историков мате
матики, владеющих соответствующими языками. 

Математика народов Индии: 1) математические главы (14 
и 15) «Мага-Ариабхатия» Ариабхаты II; 2) математическая (13) 
глава «Сиддханта шекхара» и арифметический трактат Шрипати; 
3) «Ганита Каумуди» и «Биджа-ганита» Нарайяны; 4) «Тантрасан-
граха» Нилаканты и комментарий к ней «Юкти-Бхаша», а также 
«Каранападдхати»,— все эти сочинения представляют исключитель
ный интерес для истории инфинитезимальных методов и специально 
бесконечных степенных рядов. 

Математика Китая: 1) комментарии Лю Хуэя к «Математике 
в девяти книгах» и другие еще не изданные тексты из Собрания 
«Десяти математических классиков»; 2) математические отделы 
«Рассуждений» Мэн-си Шэнь Ко; 3) серия алгебраических трактатов 
Цинь Цзю-шао, Ли Е, Ян Хуэя, Чжу Ши-цзе. 

Математика стран ислама: 1) новое издание алгебраического 
трактата ал-Хорезми (с учетом не использованной Ф. Розеном 
арабской рукописи и латинских версий, изданных и исследованных 
Ч. Карпинским); 2) полное собрание математических трактатов 
Сабита ибн Корры; 3) полное собрание математических сочинений 
ал-Бируни, а также его «Канона Масуда», содержащего большие 
математические отделы; 4) полное собрание математических сочине
ний Насир ад-Дина ат-Туси, • включая обе его редакции «Начал» 
Евклида; 5) полное собрание математических трудов ибн ал-Хай-, 
сама, а также его книги по оптике, в которой широко использова
лась теория конических сечений; 6) сочинения представителей 
Самаркандской школы — Кази-заде ар-Руми, ал-Кушчи и др. 

К сожалению, я не могу дать каких-либо рекомендаций, относя
щихся к литературе на древнееврейском языке, тесно связанной 
с арабской литературой и служившей одним из существенных 
звеньев, соединявших ее с наукой средневековой Европы. Здесь 
открывается поле весьма перспективных исследований, о чем сви
детельствуют хотя бы труды Льва Герсонида, работавшего в Про
вансе в первой половине XIV в. 
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Точно так же я не беру на себя составление программы изданий 
астрономических трудов (кроме названного уже «Канона Масу-
да») — это дело историков астрономии. 

Намеченная программа, в которую, разумеется, жизнь внесет 
немалые изменения, мне представляется осуществимой в течение 
десятилетия, особенно если удастся достичь большего согласования 
в деятельности ученых различных стран. 

Было бы целесообразно создать при одной из наших междуна
родных организаций, например Международной Академии истории 
наук или Международном союзе истории и философии наук, комис
сию, которая уточнила бы программу действий и содействовала бы 
наиболее рациональному распределению усилий между специали
стами различных стран. Эта комиссия могла бы также вынести 
рекомендации относительно желательной форцы публикаций. Мне 
лично представляется наиболее правильным одновременное издание 
перевода на один из распространенных языков — русский, англий
ский, французский или немецкий — и оригинального текста с ука
занием основных разночтений в различных рукописях и с доста
точно солидным историко-научным комментарием. Такой тип изда
ний становится все более распространенным, однако наряду с ним 
продолжают выходить издания либо оригиналов без перевода, 
доступные немногим, либо одних переводов, которые не могут 
быть критически проверены учеными, владеющими языком ори
гинала, а также издания без необходимого комментаторского 
аппарата. 

В различных справочных трудах имеются обширные библиогра
фические сведения о рукописях, хранящихся во многих библиотеках 
и музеях мира. Сведения эти все же далеки от полноты и богатства 
многих собраний, или вовсе не описаны, или же зарегистрированы 
только в их собственных каталогах. При современном размахе 
исследований остро необходимо подготовить сводные библиографи
ческие каталоги всех средневековых математических рукописей, 
какие можно выявить в настоящее время. То же относится к руко
писям по астрономии и механике, а отчасти по другим частям 
физики и философии, поскольку соответствующие сочинения иногда 
содержат математические отделы. Между прочим, такой каталог, 
составленный по данным многих хранилищ Советского Союза, 
в скором времени выйдет в свет [7]. Подготовка всеобъемлющего 
единого каталога может мыслиться лишь как международное 
мероприятие, и организацию его следовало бы поручить той же 
комиссии, о которой я говорил несколько ранее. 

Разумеется, помимо первоисточников, в послевоенное время 
вышло большое число оригинальных исследований, перечислять 
которые здесь нет возможности. Я могу лишь упомянуть, что 
обширные циклы исследований проведены были главным образом 
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английскими, голландскими, индийскими, китайскими, немецкими, 
североамериканскими и советскими учеными, причем в Советском 
Союзе и Соединенных Штатах возникли целые научные школы, 
которые и внесли основной вклад в разработку истории средне
вековой математики вообще и в восточных странах в частности. 
В результате было установлено множество новых отдельных фак
тов, существенно уточнена хронологическая последовательность 
в развитии тех или иных направлений и проблем и установлены 
новые связи между различными странами Азии, Африки и Европы. 
Все это позволило, а вернее сказать, заставило приступить к упо
мянутому в начале доклада пересмотру господствовавших ранее 
концепций [8]. Здесь возникает немало вопросов, и далее я оста
новлюсь лишь на некоторых. Это проблемы, во-первых, единства 
и своеобразия средневековой математики, взятой как в целом, 
так и в основных региональных течениях, во-вторых, ее научного 
уровня и оригинальности и, в-третьих, значения математики средне
векового Востока в общем развитии нашей науки, 

До недавнего времени большинство историков математики — 
Г. Вилейтнер, Дж. Лориа, Э. Белл и многие другие — рассматри
вали математику средних веков как совокупность нескольких 
совпадавших во времени, но по существу разнородных и преимуще
ственно независимых друг от друга циклов развития. Совершенно 
особняком стояла замкнутая математика в Китае, казавшаяся 
полностью отделенной от прочего мира и не достигшей еще уровня 
подлинной науки. Весьма примитивной представлялась и мате
матика в Индии; ее отдельные яркие достижения выступали на 
общем сером фоне как необъяснимое чудо. За математикой стран 
ислама признавалась только заслуга перевода, изложения и ком
ментирования древних греков и отчасти индийцев и дальнейшей 
передачи заимствованных знаний европейцам. Столбовая дорога 
идейного развития, согласно этой концепции, пролегала только 
по европейским странам и еще их внеевропейским форпостам; она 
вела от тех же греков к средневековому «роду латинян», как выра
зился некогда Леонардо Пизанский. Все это, однако, весьма далеко 
от исторической действительности. 

Прежде всего средневековая математика, взятая в целом — 
я имею в виду время примерно(с III по XVI в. н. э.,— была в глав
ном единой по преобладающему в ней предмету исследований, и по 
своим внутренним связям, причем в ее развитии на протяжении 
всего этого долгого времени происходили хотя и медленные, но 
глубокие реальные взаимодействия между различными странами 
Востока, а также между Востоком и Европой. 

В советской литературе распространено деление истории мате
матики на четыре периода: период образования простейших понятий 
и господства практической математики, следующий период эле-
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ментарной математики или учения о постоянных величинах с VII 
до XVII в., затем период математики переменных величин примерно 
до последней трети XIX в. и, наконец, современный период мате
матики переменных отношений. Однако если в основу периодиза
ции положить, как сделано здесь, преобладающие объекты исследо
вания, то средние века более естественно выделить в самостоятель
ный период. 

Характеристика греческой и эллинистической математики, как 
элементарной или как науки о постоянных величинах, является 
недостаточной, хотя понятия переменной величины и функции 
в то время в общем виде выделены не были. Уже начиная с V в. 
до н. э. инфинитезимальные проблемы и методы стали существен
ным элементом, роль которого, наряду со своеобразными ана-
литико-геометрическими* приемами, еще несколько столетий заметно 
возрастала и после того осталась значительной. 

Архимед не менее типичен для греческой математики, чем 
Евклид; к тому же античная форма теории пределов является 
неотъемлемой составной частью «Начал», автор которых вместе 
с тем написал и один из первых трудов по геометрико-алгебраиче-
ской теории конических сечений. Древнегреческая математика 
в этом смысле не была ни элементарной, ни даже преимущественно 
элементарной. Такое наименование гораздо более адекватно харак
теризует средневековую математику, задачи и методы которой при
нято относить к так называемой «высшей» части нашей науки 
и которые находились на втором или еще более далеком плане. 
Наоборот, первый план математики средних веков повсеместно 
образуют элементарно-математические дисциплины, и ведущую 
роль в развитии здесь приобретают вопросы, которые вовсе не 
доминировали в классической математике греков, по крайней 
мере в пору расцвета. 

Я постараюсь теперь в нескольких словах указать основные 
общие черты, присущие математике в средние века. Крайние 
границы этого периода для разных стран несколько отклоняются 
в ту или иную сторону от принимаемых обычно для Европы 
V и XVII вв. 

Для математика средних веков характерна на протяжении всего 
этого времени преимущественная разработка вычислительных мето
дов, связанных с решением сначала сравнительно простых практи
ческих задач, а затем и более сложных выросших на этой основе 
теоретических вопросов. Математика выступает прежде и более 
всего как собрание разнообразных расчетных алгоритмов, которые, 
объединяясь, образуют более обширные ее отделы, вступающие 
в плодотворное взаимодействие. Ряд особенно тонких и сложных 
алгоритмов создается в непосредственной или косвенной зависимо
сти от астрономии, и, например, задачи учения о календаре порола 
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дают первые проблемы того отдела теории чисел, который позднее 
назвали диофантовым анализом. 

В фундаменте средневековой математики лежит арифметика 
целых и дробей, а в ней господствуют приемы алгоритмического 
решения нескольких типов задач на пропорции и иных линейных 
задач. Это известные тройные правила, правила одного и двух 
ложных положений. 

Выше располагается совокупность алгебраических приемов 
выражения и решения задач. Прогресс числовой алгебры завер
шается выделением ее в самостоятельную науку, иногда вместе 
с диофантовым анализом. В разных местах, хотя и не повсюду, 
изобретаются приемы решения систем линейных уравнений, вычис
ления корней уравнений высших степеней с любой степенью точ
ности, создается символика, алгебра применяется в геометрии, 
а геометрия — в алгебре. 

Развитие вычислительной математики и алгебры влечет за собой 
расширение понятия о числе и усовершенствование нумерации. 

В геометрии преобладают, как правило, элементарные приемы 
точного или приближенного измерения наиболее употребительных 
плоских и пространственных фигур — элементарные в том смысле, 
что не применяются какие-либо формы предельного перехода. 
Особенно успешно развивается учение о решении треугольников 
на плоскости и на шаре, и в конце концов подобно алгебре выде
ляется как особая наука плоская и сферическая тригонометрия, 
становящаяся основным аппаратом астрономии. 

Это существенное единство проблематики и методов во многих 
странах Азии, Северной Африки и Европы объяснялось в конечном 
счете тем, что общей социальной основой развития всей идеологии 
в них был феодальный строй. Весьма важное значение в формиро
вании науки играли также международные торговые, политические 
и вместе с ними культурные связи. Конечно, духовные контакты 
не могли быть столь регулярными, какими они стали в новое время. 
И все же за длительные промежутки времени, соответственно 
невысоким темпам всего общественного развития, задачи и методы, 
представлявшие общий интерес, переносились на огромные расстоя
ния, повсеместно усиливая сродство математических исследований. 
Более известен процесс распространения арабского наследия 
в Европе и затем арабско-индийские научные связи. Но целый ряд 
фактов свидетельствует о весьма интенсивном, хотя и неравномер
ном идейном обмене также между Китаем и Индией, с одной стороны, 
и Китаем и странами ислама — с другой. И если в одних случаях 
одни и те же открытия производились в разных местах независимо 
(так, быть может, обстояло дело с теоремой Пифагора), то во многих 
других имело место прямое взаимодействие. Так, способы извле
чения корней и правило двух ложных положений распространились 
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из Китая в арабские страны, а тригонометрические приемы — 
из арабских стран в Китай. 

Должен подчеркнуть, что научное взаимодействие до сих пор 
весьма неполно исследовано даже в лучше всего изученной области 
связей между арабскими и европейскими странами. Его дальнейшее 
исследование, которое затрудняется тем, что в сочинениях тех 
времен почти не встречаются ссылки на источники, является одной 
из важных задач. 

Единству средневековой математики в главных направлениях, 
проблематике и методах не противоречат специфические особенности 
ее в различных странах и группах стран, определявшиеся различием 
в общих условиях их развития, точно так же как единству мате
матики в Европе нового времени не противоречит относительное 
своеобразие ее, скажем, в Англии или России XIX в. Конечно, 
в средние века такого рода различия были значительнее и устой
чивее, ибо возможности взаимодействия были гораздо слабее. 

Математика Китая, который менее других восточных стран 
был подвержен влияниям греко-римской культуры, по структуре 
и стилю, особенно стилю изложения, напоминает математику 
древнего Вавилона, хотя и далеко превзошла его в алгебре, теории 
чисел и интерполяционных методах, применявшихся в астрономии. 
Геометрия в греческом ее построении оставалась Китаю чуждой, 
по крайней мере до XIII в. Впрочем, Китай не остался, видимо, 
полностью в стороне от некоторых идей Архимеда, проникших 
сюда, вероятно, через посредство Индии. Я имею в виду серию 
китайских работ II—V веков по уточненному вычислению отноше
ния длины окружности к диаметру. Однако этот пример пока 
остается единственным. 

В тесной связи и родстве с китайской была математика Индии. 
Здесь все же гораздо сильнее отразилось влияние греческой и затем 
эллинистической науки, стимулировавшей развитие астрономии 
и тригонометрии в собственном смысле слова, а быть может, и теории 
чисел. Но столь характерные для Индии арифметические, алгебраи
ческие и теоретико-числовые проблемы и методы идейно ближе 
к китайским, чем к греческим. 

Наиболее высокого уровня на Востоке математика достигла 
в странах ислама на протяжении IX—XV веков. В этом сыграла 
свою роль большая поддержка, которую оказывали астрономии 
многие правители; но в значительной мере блестящие успехи науки 
определялись здесь, по-видимому, благоприятными «начальными 
условиями». На территориях арабского халифата имелась возмож
ность быстрого усвоения как греческой и эллинистической куль
туры частично в ее сплаве с местными вавилонскими и персидскими 
традициями, так и достижений индийцев и китайцев. Это позволило 
математикам стран ислама быстро приобрести обширные фактиче-
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ские познания и затем применить к решению поставленных задач 
более мощные методы исследования, чем те, какими располагали 
ученые других восточных стран, а потому достичь во многих слу
чаях более общих и глубоких результатов. На Востоке только 
в странах ислама была воспринята и обогащена новыми откры
тиями античная дедуктивная система геометрии. Здесь же неко
торое время успешно применялись и совершенствовались античные 
методы квадратур и кубатур и получила обширные прилод^ения 
в алгебре и оптике теория конических сечений. Впрочем, разработ
ка метода исчерпывания продолжалась сравнительно недолго, 
а теория конических сечений не получила нового развития: 
весь соответствующий круг проблем лежал вне основной области 
интересов ученых стран ислама. 

Наконец, математика в Европе после первоначального резкого 
упадка вновь становится на путь ускоряющегося прогресса в XII в., 
прежде всего отправляясь от изучения арабской литературы. 
Довольно продолжительное время в Европе процветает латинский 
по языку вариант науки стран ислама. В XIII в. начинается и непо
средственное изучение греческих источников, первое знакомство 
с которыми происходило по их арабским переводам и изложениям, 
И в том же XIII в. в математике европейских стран впервые появ
ляются новые идеи, которым суждено было впоследствии произвести 
подлинную революцию во всем математическом и научном мышле
нии. Я имею в виду первые опыты построения буквенной алгебры, 
ставшей прообразом всех последующих исчислений, и первые же 
попытки разработки механики неравномерных движений, ставшей 
главным источником математики переменных величин. 

Что касается вопроса, была ли средневековая математика, 
и особенно восточная математика, наукой, то ответ на него зависит 
от смысла, который придается этому слову. Если называть наукой 
только дедуктивные системы, построенные на явно сформулиро
ванных аксиомах и определениях, подобно геометрии в «Началах» 
Евклида, то ни в Китае, ни в Индии математика еще не стала нау
кой. Но в указанном смысле наукой не были ни арифметика, ни 
алгебра вплоть до XIX в., хотя к этому времени они уже более 
двух тысяч лет представляли собой развитые математические 
теории, т. е. системы, в которых из тех или иных данных предло
жений получаются с помощью определенных правил вывода другие 
ранее неизвестные предложения. Если же принять, что математиче
ское познание, развивающееся как теория, есть научное познание, 
то математика Китая и Индии в средние века безусловно являлась 
наукой, а не собранием разрозненных эмпирических рецептов 
решения задач. Конструкция правил или алгоритмов этой науки 
опиралась на разветвленную систему понятий и операций арифме
тики, алгебры, геометрии. Дискурсивное математическое мышление 
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играло активную творческую роль; справедливость многих приемов 
обнаружилась в самом ходе конструкции алгоритма и они как бы 
содержали в самих себе проверку — доказательство своей истинно
сти. Потребность в теоретическом обосновании общих предложений, 
впервые обнаруженных, вероятно, эмпирически и на частных 
примерах, очень давнего происхождения. Так, в Китае еще в древ
ности доказывали теорему, за которой закрепилось имя Пифагора, 
В общем математика средневековой Индии и Китая была не в мень
шей мере научной, чем, скажем, алгебра и теория чисел в «Арифме
тиках» знаменитого Диофанта. 

* Я уже касался по ходу дела другого поставленного вопроса 
об оригинальности математики средневекового Востока. Для более 
полного ответа я просто перечислю, не претендуя на исчерпываю
щую полноту, наиболее важные принадлежащие ей открытия. Это: 
десятичная позиционная нумерация без знака нуля (Китай, до 
начала н. э.); десятичная позиционная система с нулем (Индия, не 
позднее VII в.); десятичные дроби (Китай, начиная с IV в.; страны 
ислама, начало XV в.); полная шестидесятеричная позиционная 
система целых и дробей, ранее известная в древнем Вавилоне 
(страны'ислама, около 1000 г.); отрицательные числа с применениями 
в алгебре (Китай, около начала н. э.; Индия, не позднее начала 
VII в.); общая «антифайретическая» теория отношений, опираю
щаяся на разложение отношения в непрерывную дробь и ранее 
известная, вероятно, грекам до Эвдокса; трактовка иррациональ
ных величин как чисел (страны ислама с IX в.); тройное правило 
и его обобщения (Китай, около начала н. э.; Индия, не позднее V в.); 
правило двух ложных положений (Китай, около начала н. э.) и его 
доказательство (страны ислама, IX в.);- алгоритм извлечения квад
ратного и кубичного корней, основанный на разложениях квадрата 
и куба двучлена (Китай, около начала н. э.); алгоритм извлечения 
корня с любым натуральным показателем (Китай, I тысячелетие; 
страны ислама, XI в.); применение разложения произвольной 
натуральной степени двучлена к приближенному извлечению кор
ней (страны ислама, не позднее середины XIII в.); алгоритм решения 
определенной линейной системы п уравнений с п неизвестными 
(Китай, около начала н. э.); введение произвольных натуральных 
степеней неизвестной величины (Индия, VII в.; Китай, не позднее 
XIII в.); так называемый метод Руффини — Горнера нахождения 
(положительных) корней численных алгебраических уравнений 
любой степени с применением линейных преобразований корней 
(Китай, VII — XIII вв.); символическая запись алгебраических 
выражений и уравнений (Индия, не позднее VII в.; Китай, не позднее 
XIII в.); преобразование алгебры в самостоятельную науку; гео
метрическая теория кубических уравнений, отделение корней; раз
личные численные методы решения уравнений 3-й степени, в частно-
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сти трисекции угла (страны ислама, IX — XV вв.); применение 
алгебры к геометрии (Китай, около начала н. э.; Индия, не позднее 
III в. до н. э.; страны ислама с IX в.); решение так называемого 
трансцендентного уравнения Кеплера по методу итерации (страны 
ислама, IX в.); начала тригонометрии (Индия, не позднее V — 
VI вв.); создание плоской и сферической тригонометрии как само
стоятельной науки; усовершенствованные методы вычисления три
гонометрических таблиц; вычисление синуса одного градуса и чис
ла л с 17 верными десятичными цифрами (страны ислама, IX — 
XV вв.); разработка теории параллельных (страны ислама, IX — 
XIV вв.); суммирование арифметических рядов (Китай, XI — 
XIII вв.; Индия VI и следующих веков); квадратичные и кубичные 
интерполяционные формулы (Китай, VII — XIII вв.); квадратич
ное интерполирование (страны ислама, XI в.); интегрирование ]/я 
путем деления промежутка интегрирования на неравные части 
в арифметической прогрессии (страны ислама, IX в.); интегрирова
ние Xе с помощью суммирования ряда четвертых степеней нату
ральных чисел (страны ислама, XI в.); исследование ускоренного 
движения и поведения величины в окрестности экстремума (страны 
ислама, XI в.); разложения в степенные ряды арктангенса, синуса 
и косинуса и вычисление я с 10 десятичными цифрами (Индия 
около 1500 г.). 

Список этот говорит сам за себя. Оригинальность упоминаемых 
в нем открытий не умаляется тем, что первый толчок в некоторых 
случаях исходил от древних греков (как в случае тригонометрии, 
выросшей на почве эллинистического исчисления круговых хорд) 
и что отдельные вещи были открыты заново (как давно забытая 
антифайретическая теория отношений). 

Значительная часть только что перечисленных открытий и дости
жений, хотя и не все, вошла в состав математики стран Европы. 
Насколько же велико было их значение для последующего про
гресса математики? 

На одной из дискуссий по истории науки, состоявшихся в Окс
форде в 1961 г., мне довелось услышать из уст Б. ван дер Вардена 
характеристику роли древнегреческой науки в становлении науки 
XVII и следующих веков, которая не оставляла никакого суще
ственного места для средневекового Востока. Аргументация выдаю
щегося алгебраиста, ставшего не менее выдающимся историком 
античной математики и астрономии, очень типична для европо
центрической концепции, и я ее воспроизведу. Основой большей 
части современной науки является, говорил Б. ван дер Варден, 
механика Ньютона, а в ней сошлись три нити, каждая из которых 
ведет из Греции. Это планетарная система астрономии, развитая 
Коперником и Кеплером, а без законов Кеплера Ньютон не мог 
бы построить свою механику. Далее это аксиоматическая структура 

43* 
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греческой геометрии — модель аксиоматики механики Ньютона 
и конические сечения Аполлония, широко примененные в «Мате
матических началах натуральной философии». Наконец, это гре
ческая механика, оказавшая, вероятно, влияние на Галилея и его 
открытие закона инерции, а значит, на Ньютона. Впрочем, возможно, 
что Галилей пришел к закону инерции независимо от греческих 
влияний. Во всяком случае, остаются две первые нити, а на долю 
восточной науки приходится, очевидно, только передача европей
цам греческих-знаний [9]. 

В колоссальном значении греческой науки для творчества 
Ньютона сомневаться не приходится, как и в колоссальном влия
нии, оказанном великим английским ученым на последующее 
развитие научной мысли. Однако наука нового времени развивала 
не только те идеи, которые входили в состав греческого наследия, 
в творчестве Ньютона сходились не только указанные три нити, 
да и не одна лишь механика Ньютона послужила основой большей 
части современной науки. 

Ведущей математической дисциплиной в Европе средних веков, 
прогресс которой был предпосылкой и аналитической геометрии 
Декарта — Ферма, и исчисления бесконечно малых Ньютона — 
Лейбница, а позднее теории групп, математической логики и т. д,, 
была алгебра. А отправным пунктом ее в Европе средних веков 
была алгебра ал-Хорезми и его преемников в странах ислама, 
т. е. прежде всего алгебра численных уравнений, содержавшая 
элементы алгебраического исчисления и развивавшая подобно 
алгебре Диофанта, но независимо (насколько известно) от нее 
древневосточную традицию, выраженную уже в вавилонских 
клинописях. 

Другой ведущей математической наукой средневековой Европы, 
тесно связанной с алгеброй, была тригонометрия, с которой евро
пейцы познакомились также по арабской литературе. Тригономет
рия была основным и незаменимым аппаратом астрономии, который 
постоянно применяли те же Коперник и Кеплер, да и сам Ньютон. 
Лишь первые начала тригонометрии были положены в греческой 
геометрии хорд, все остальное сделали индийцы и особенно ученые 
стран ислама. 

Напомню, что вся наша десятичная позиционная арифметика 
имеет индийско-арабское происхождение. 

Я не думаю, что следует пытаться взвесить, что было важнее 
для создания современной науки: аксиоматическая геометрия 
или же числовая буквенная алгебра, конические сечения или 
тригонометрия, античная теория пропорций или принцип помест
ного значения. Я не думаю также, что стоит размышлять, как это 
иногда делают, над тем, что было бы, если бы ученые Европы 
к началу нового времени не располагали той или иной из греческих 
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или восточных теорий. Такие мысленные эксперименты, которые 
призваны доказать, что не будь тригонометрии, то Ньютон ее тут 
же бы и придумал, а вот не будь теории конических сечений, то • 
ее изобретение далось бы ему с трудом, лишены ценности, ибо 
ненаблюдаемы и непроверяемы. История учит не тому, что могло 
бы быть в прошлом, при условиях, которых на деле вовсе не было, 
а тому, что было, есть и может случиться в действительных усло
виях. В действительности математика, подобно всей науке нового 
времени, включила в себя как существенные элементы открытия 
и древних греков, и народов Востока; она была и остается резуль
татом международного творчества ученых многих стран. Разу
меется, нарисованная мною картина — неполная и нуждается 
в различных добавлениях и уточнениях. Я уже отметил, например, 
что мы слишком мало знаем еще о взаимных связях между Китаем, 
Индией и странами ислама. Еще менее изучены связи науки этих 
стран с традициями, восходящими к древнему Вавилону, с одной • 
стороны, и к Византии — с другой. Практически ничего неизве
стно о состоянии научных знаний на территории Средней Азии, 
в частности Хорезма, перед арабским завоеванием. Перечень таких 
«белых мест» можно было бы продолжить. Здесь более всего следует 
ожидать от привлечения новых источников, притом не только 
самих математических или астрономических рукописей, но и данных 
общей истории. культуры, торговых и политических отношений. 

Мне представляется, что высказанные соображения о характере 
и особенностях средневековой математики имеют существенное 
значение для решения другой категории проблем, которые я почти 
не затрагивал и здесь могу лишь упомянуть. Это проблемы анализа 
того воздействия общественного базиса на научную надстройку, 
которое в конечном счете определяло прогресс — а временами 
регресс — математических наук. Здесь требуется более глубокое, 
чем было дано до сих пор, исследование коренных причин, обу
словивших как общие черты математики эпохи господства феода
лизма, так и отличия ее истории в Азии и Северной Африке, с одной 
стороны, и в Европе — с другой, или в различных азиатских странах. 
Почему, скажем, научные достижения в мавританских госу
дарствах оказались гораздо менее значительными, чем в восточ
ных странах ислама? Почему в Китае после выдающихся успехов 
науки и техники вплоть до XIII в. наступает затем многовеко
вой научный застой [10]? Чем вообще объясняется упадок 
науки, наблюдаемый почти в одно время в странах Востока — 
з Китае с XIV в., в странах ислама с середины XV в., в Индии, 
по-видимому, еще ранее, если не считать недолгого подъема в отдель
ных ее районах на рубеже XVI — XVII вв.? И почему именно 
з Европе, которая еще в ХЦ в. была всего лишь ученицей арабов 
и древних греков, темп культурного и научного развития оказы-
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вается гораздо более быстрым, чем на Востоке, и, взятый для всего 
круга европейских стран, бесперебойным, так что к концу феодаль
ного периода здесь закладываются прочные основы науки нового 
времени? 

Решение всех этих больших вопросов не может быть дано в рам
ках одной только истории науки, оно требует глубокого марксистско
го исследования исторического процесса в целом. Надо признать, 
что в этом направлении сделано пока немногое. Однако ул*е при 
нынешнем состоянии исторических знаний молено ожидать больших 
успехов в решении поставленных вопросов, если к ним будет при
влечено достаточное внимание. Школы, работающие над историей 
средневековой науки, многочисленны и активны; рядом с учены
ми старших поколений мы видим среди их участников и молодых 
исследователей. В этой преемственности творческих, усилий верный 
залог дальнейших достижений в решении стоящих перед нами 

• задач. 

Институт истории естествознания и техники АН СССР, 
Москва, СССР 
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Секция 5 Section 5 

NON-LINEAR RELATIVISTIC PARTIAL 
DIFFERENTIAL EQUATIONS 

I R V I N G E. S E G A L 

Introduction 

As is well known, evolutionary partial differential equtions involv
ing non-linear local interactions are of importance in many diverse 
connections. The theory of the Navier-Stokes (and related) equations 
has had great impact both in pure and applied mathematics; these equa
tions are typical of non-linear parabolic equations with a local inter
action. In relativity and quantum field theory one has primarily to* 
deal with hyperbolic equations, with similarly local interactions. We 
present here an account of recent developments concerning fairly typi
cal such equations, with emphasis on global aspects relevant to the 
cited applications; these are, more specifically, the temporal asympto-
tics and the phase space structure on the solution manifold. 

The Cauchy problem 

The basic partial differential equations of quantum mechanics are 
conveniently taken, for purposes of global analysis as well as for gene
rality, in the evolutionary form 

(1) u' = Au + K(u,t), 

where и =u(t) has values in a Banach space L, A is a given unbound
ed operator in L, and К («, t) is a given non-linear function of и ancf 
t, quite commonly not everywhere defined on L. For many theoretical 
purposes, the corresponding integral equation 

t 

(Y) u(t) = W(t-t0)u(t0)+lW(t-s)K(u(s),s)ds, 
to 

where W (s) denotes the one-parameter semi-group generated by Ar 

is more fundamental. From this abstract standpoint the basic distinc
tion between the parabolic and hyperbolic cases is that in the former 
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—— — • 

A has typically a real semibounded spectrum, while in the latter A 
has a pure imaginary spectrum; in the hyperbolic case, W (s) is a full 
group, not merely a semi-group. 

An important and relatively typical hyperbolic equation is the 
time-independent (i.e. autonomous) second-order equation 

<2) <&"(t) + B*0(t)=--J(Q)), 

where В is a given non-negative self-adjoint operator in a Hilbert 
•space H, and J is a given non-linear operator in H. This equation is 
readily subsumed under equation (Г) by taking L as the set of all 
pairs [/, g] with f 6 Ha and g g H0"1, where a is an adjustable para
meter, and Ha denotes the Hilbert space completion of the domain of Ba 

relative to the norm \\f \\a = \\Baf\\, \\-\\ denoting the norm in H; 
W (t) as the unitary operator on L whose matrix decomposition in the 
representation L = Ha + H0-1 is 

/ cos(*B) ™Ш 

\ — В sin (tB) cos (tB) 

(these operators being extended from H to the Hb for arbitrary b in 
theobvimis manner); and K(u, t) as the mapping [f, g] ->- [0,— J(f)\-
The choice of a is influenced by physical considerations, and strongly 
affects the existence of energy-inequalities and the continuity of К 
as an operator in L. The "scalar relativistic equation with local inter
action", П ф = m\ + F (ф), where F is a given function of a complex 
variable such that F(0) = F' (0) = 0 , is readily subsumed, for exam
ple, the value a = 1 corresponding to the conventional energy norm, 
but in more than two space dimensions, the mapping К will not in 
general be'continuous when F is a polynomial, unless a larger value 
of a is taken. 

Developing classical differential equation methods in functional 
analytic form, the basic theory of such equations may be developed, 
a representative result being (with a taken as 1). 

T h e o r e m I. If J is locally lipschitzian from H1 to H, then the 
Cauchy problem for equation (2), in its integrated form (Г), has a 
unique beat solution. 

If in addition there exists a non-positive function E on H whose Fre
chet differential exists at every point Ф 6 H1 and has the form: 
•̂-••Re ( Ф, XP), then the solution exists and is unique globally 

in time. 
If J is Frechet différentiable, then the differential equation is 

satisfied in the strict form ( 1) // ana only if the initial data [f, g] are in 
the domain of the generator of the one-parameter group W, i.e. if f £ H2 

*and g £ H1. 
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For example, the equation 
(3) p ф = т 2 ф + gy* (g>0, p odd and > 0) 

has unique global solutions in one and two space dimensions, and also 
in three dimensions in case /7 = 3, to the Cauchy problem, as first 
shown by K. Jörgens [4] by a classical treatment, inasmuch as E (Ф) 
may be taken as —const« \ ФН-1. The partial conflict between the 
non-negativity and regularity requirements on the functional J (Ф) is, 
illustrated by the circumstnace that the mapping Ф -^ Фр is not con
tinuous if the number of space dimensions n exceeds 3 and p > 3, 
or even \in = 3 and p > 3, from H1 to H; with a change in the value 
of a, these mappings may be made coiitinuous, and a local existence 
theorem obtained, but the non-negativity feature is lost, and thereby 
the global existence. Nevertheless, in this case, Theorem 1 may be ap
plied to ucut-off" equations, involving modified functionals /, which 
are spatially non-local, and combined with compactness arguments to 
show 

T h e o r e m 2. The Cauchy problem for equation (3) with arbitrary 
finite-energy initial data has a global weak solution, for arbitrary n and 
(odd) p. 

It is difficult to determine whether these solutions are unique, or 
whether they are globally regular if initially so. This is however the 
case as regards the solutions primarily relevant to dispersion theory, 
In the case n = 3, as indicated below. 

Dispersion of solutions 

Dispersion theory concerns the temporal asymptotics of two diffe
rent evolutionary equations, having the same Cauchy data spaces, in 
relation to one another. To illustrate the concepts in a representative 
and fairly general case, the forward wave operator for equation (Г) 
is the transformation u0 -+• ù from a solution u0 (t) of the "free equa
tion" u0 (t) =W(t — t0)u (t0) to a solution и (t) of the given equa
tion (Г), which is asymptotic as t-* oo to u0 in the sense that 

(4) u(t) = uQ(t)+ J W(t-~s)K(u(s),s)ds. 
—oo 

In general, especially for the time-independent case in which K(v, f) 
is independent of t, the infinite integral in equation (4) will fail to exist; 
although the wave operator is widely used in theoretical applied work, 
it is only with material restrictions on К that it has mathematical 
existence. Closely related to the wave operator, and still more impor-
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tant in theoretical applied work, is the "dispersion" (also called "scat
tering" or "collision") operator; this is the transformation uQ -*• uiy 
where щ is the solution of the free equation which is asymptotic as 
t ->- + oo to the same solution of equation (Г) to which u0 (t) is asymp
totic as t - > — oo. 

Fairly representative of results on the wave operator is the 

T h e o r e m 3. The forward wave operator exists for the equation 

• Ф = т2ф + /;,(ф) (m>0, F of class C<*>) 

and is unique within a specified regularity class, provided: 
(a) the free solution ф0 is sufficiently regular (e.g. has Cauchy data 

which are infinitely différentiable and of compact support) ; 
(b) FM(%) = 0 (\X\r) for somer>2 + ^ — j and j = 0, 1, . . ., jn, 

near % = 0. 
C o r o l l a r y 3.1. The wave operator exists in the indicated sense 

for equation (3) provided: (a) n > 3, p > 3, and m > 0; (b) n = 1 
or 2, p > 5, and m > 0. 

A considerably more general result may be given, but the state
ment is quite long. In the case m = 0 there are similar results 
provided n > 3, but the requirements on F are more stringent. The proof 
depends on the use of auxiliary norms in the Cauchy data space, and of 
suitable estimates of the temporal decay of the solutions of the free 
equation relative to these norms, as indicated below. 

The question of the existence of an asymptotic free solution ф4 
to the solution ф of the non-linear equation is of a different nature; 
unlike Theorem 3, which is essentially a local existence theorem (in 
a neighborhood of the time t = — oo) and does not depend on energy 
boundedness, such bounds are essential in deriving results such as 

T h e o r e m 4. Any finite-energy weak solution of the integrated 
form of equation (3) is asymptotic weakly, as tf-> + oo, to a uniquefinite-
energy solution of the free equation, provided n > 3 and m > 0. 

This shows the existence of dispersion when n > 3 and m > 0, 
for a suitable given solution of the non-linear equation, but the uni-
valence, regularity, etc. properties of the dispersion operator are diffi
cult to treat in the case of weak asymptotics. Strong asymptotics de
pend on estimates of temporal decay of auxiliary norms of solutions 
of the non-linear equation. In the case of the important equation Пф = 
= £Ч)3 (g>0, n —3), a good estimate was obtained oy W. Strauss 
[9] by refined energy integral methods, which however are not readily 
generalized. Results for more general equtions, of a somewhat diffe
rent nature, may be obtained relatively systematically by combining 
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sharp estimates of- the decay of auxiliary norms of solutions of the 
associated linear relativistic equations (these are obtained by a meth
od due essentially to A. R. Brodsky [1]) with a series of applications 
•of conventional inequalities. In general, larger values of n, p and m 
lead to more rapid decay and stronger dispersion results, although the 
situation is somewhat complex; a representative result, for the case of 
greatest quantum-mechanical interest is 

T h e o r e m 5. If n =3 and m > 0, the dispersion operator exists 
strongly for equation (3), for any given free solution щ (f) whose Cauchy 
data have a sufficient number of integrable derivatives, if g is sufficient
ly small. 

More specifically, there exists a solution и (t) of the equation 
t 

u(t) = u0(t) + J W(t-s)K(u(s))ds, 
— oo 

and a free solution ut(f) such that 
DO 

u(t) = Ui(t)- J W(t-s)K(u(s))ds, 
t 

both integrals being absolutely convergent in the energy norm. 
The general method may be sketched briefly as follows. Setting 

ф (t) = ф (x, t) as a function of x, and defining Ф0 (t) similarly, equa
tion (4), with К (и, s) as in equation (3), is equivalent to the equation 

t 

Ф ( t ) = ф0 (t)+ J sin ((t-s)В)В'1 (gO(s)p) ds, B=(m2I-A)1/a. 
— o o 

Taking Lr norms, writing sin (tB) B'iy¥ as (sin (tB) B'b) (Bb~l T), and 
noting that if b is sufficiently large, sin (tB) B~h is convolution with 
a function Gtib(x), it follows, using the Hausdorff-Young inequality, 
that 

||Ф(0||,.<:|1Фо(*)|1г+£ \ \\Gt.s>b\\q\\B^o(sr\WdS 
—oo 

for certain q and q'. Now || Ф (t) \\T and \\Gt ^8^\\q are norms of free solu
tions, and may be relatively sharply majorized (explicit boqnds are gi
ven in [7]; another variant of Brodsky's approach is indicated in [8d, 
Remark 1]); inequalities of Sobolev type will bound || ВЬ~]Ф (s)p \\q» 
in terms of || В°Ф (s)p \\q* for an integer с; \\ ВСФ (s)v \\q» may now be 
bounded in terms of the norms of derivatives of Ф (s)p, e.g. || ВФ (s)p ||g« 
<const (|| Ф (s)p | | g. + || Ф! (S) Ф (s)*'1 Hg.); Holder's inequality now 
bounds the last expression by E (s)d \\ Ф (s) \\{, where E (s) is the energy 
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at times, and d, e, f are certain constants. The free parameters may be 
adjusted in a number of ways to arrive at an inequality of the form 

t 

||Ф(011г<ЛГ(ф0)(1НЧ*|ГЧ££(ф</С \ (1 + |*-Я|)-,||Ф(в)||{, 
— oo 

where N is a certain norm on the free solution at time —со, Я(ф0) is 
the energy of the free solution, and С is a constant. 

An estimate adequate for the proof of the indicated theorem may be 
obtained by taking r == oo, b = 2 , and q > 4; with these values, e" < 
< 1 and / > 1, corresponding to a bound which is in itself insuffici
ent, but for sufficiently small g, and in combination with related esti
mates used in the proof of Theorem 3, it follows that ф (x, t) = 
= 0( \t\~1+e) uniformly in x, for every e > 0, implying the convergence of 
the integrals in question. It is likely that further application of the 

Q 

same method will show that ф(*, t) = 0(\t\—-^ + 8)> which is vir
tually best possible. 

Phase space structure of the solution manifold 

The solution manifold of a hyperbolic equation may be regarded 
physically as a phase space which differs from conventional phase 
spaces: fundamentally only in being infinite-dimensional. This analogy 
may be made mathematically explicit through the introduction in the 
solution manifolds of suitable equations of the structures which are 
well known in the finite-dimensional case. Fundamental among these is 
the symplectic structure in the solution manifold of a second-order 
hyperbolic equation; this is relatively simply described in the case of 
equation (2). 

T h e o r e m 6. The manifold of all finite-energy solutions of equa
tion (2) is of class C°° (as a Frechet-Banach manifold) provided J is of 
class C°°, and its tangent vectors correspond naturally to solutions of the 
first-order variational equation, V (t) + B24? (t) = (d0(t)J) Y (t). 

On defining, for the tangent vectors represented by the solutions Ч^-} 
and 4r2 (•) of the foregoing equation, the form Q<D<.) by the equation 

О ф ( . ) = 0 М 0 , *;(*)>-<*;('). T»W>. 

Q is a closed, non-degenerate, differential form of class C°° which is inva
riant under the one-parameter group of transformations on the solution 
manifold defined by the differential equation. 

In the case of a relativistic equation (e.g. that of Theorem 3), Q is 
invariant under the Poincarê group. 
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In general the form of Q is more complicated, although similar 
results are valid. This is illustrated in the treatment by A. Lichnero-
wicz of the quantization of. linear relativistic local equations in curved 
space-time manifolds; the field commutator distribution D (x, x') 
is closely related to the form Q, and is the'difference of the advanced 
and retarded elementary solutions provided by the general theory of 
Leray. The relation to the given expression for Q is visible from the 
alternative, non-relativistic, definition of D (x, x') as the solution of 
the differential equation in question such that relative to a parti
cular Lorentz frame, it has Cauchy data: 

D (x, x') \t==i> = 0, dtD (x, x') = ô (*—*') (x = (x, t)). 

The theory may in part be extended to non-linear equations, as may 
be illustrated by the case of the scalar equation Пф = F (ф) on a 
Lorentzian space-time manifold M, where F is a given C°° function. 
A tangent vector to the solution manifold at the solution ф may be 
identified with a solution X of the first-order variational equation, 
•A, = F* (ф) Я. According to a result of Y. Fourës-Bruhat [2], every 
suitably regular such function % is of the form X (x) = jDq, (x, x')x 
X f(x,)dx'' for some infinitely différentiable function f of compact 
support on M, where о ф (x, x') is the commutator distribution for the 
indicated tangential equation. The form 

£2ф (X, V) = J J Dq, (*, x') f (x) f (x') dx dx' 

depends only on %, %*, and ф, and not at all on the choices of / and f. 
In part extending and rigorizing developments indicated in [8gl, it 
follows from a study of the Frechet differential ôcpDv (x, x'), which 
may be expressed in terms of D^ (x, x'), that 

T h e o r e m 7. Q is a closed, non-degenerate, C°°, second-order dif
ferential form on the manifold of all local solutions of the equation Пф = 
= F (ф), in the vicinity of any fixed point on the given Lorentzian mani
fold. 

The vector field X/ on the solution manifold which assigns at the 
solution ф the tangent vector % given above represents an integral, 
over the times involved in the support of /, of the vector fields corres
ponding to infinitésimal vector displacements of the Cauchy date at 
each time. Relatively explicit expressions involving the Xf, such as 
the commutator [Xf, Xg] for any two functions / and g of the indicated 
type, may be given in terms of theD (x, x') functions above; these pro
vide an algebraic interpretation for domains of influence, etc.; e.g. two 
points P and Q are outside each others' domains of influence if and 
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only if [Xf, Xg\ = 0 whenever the supports of f and g are contained in 
sufficiently small neighborhoods of P and Q respectively. 

Another important structure in a phase space is an invariant inte
gral. In a phase space of finite dimension 2n, Qn provides such an inte
gral; when n =oo, Qn has no meaning; however, for an important 
-class of linear hyperbolic equations (e.g. relativistic wave equations 
in Minkowski space) there is a natural canonical measure, of a gene
ralized nature (a "weak distribution" as defined in [8j]); this measure 
is temporally invariant, and the corresponding flow is ergodic and in 
fact mixing. In the case of a non-linear equation, no temporally invari
ant measure in the solution manifold can be given explicity, but if the 
wave operator exists and is regular in a sufficiently strong sense, it 
will induce according to results of L. Gross [3] a transformation of an 
invariant weak (probability) distribution on the free solution mani
fold into an invariant weak distribution in the solution manifold of 
the non-linear equation. This amounts to the construction of a (gene
ralized) stationary stochastic solution to the non-linear equation which 
is asymptotic at time — oo to a given stationary stochastic solution 
of the associated linear equation. 

Stochastic and quantized equations 

Stochastic equations are those for which the unknown function 
«Ф (x, t) is for each time t a (possibly generalized) random-variable-
valued function on space; quantized equations are those in which 
•ф (л:, t) is similarly (possibly generalized) operator-valued, and indeed 
it is commonly postulated that the commutator between the Cauchy 
data at two points x and x' oh a space-like surface is iD (x, x'), and 
so can not vanish. Such equations are in general, when non-linear, not 
a priori mathematically meaningful, since they involve non-linear 
functions of generalized (i.e. weak) functions; indeed this is always 
the case for quantized equations satisfying commutation relations of 
the indicated nature. 

Weak solutions of stochastic non-linear equations may be obtained 
by the method just indicated, when the non-linear term is sufficiently 
regular, but the question remains open (even in the case of linear equa
tions, in part) of whether these solutions are strong, in the sense that 
with probability one suitably différentiable versions of the generalized 
solutions obtained exist satisfying the given differential equation in 
the classical sense. When the non-linear term is irregular relative to 
the initial probability distribution in function space,—e.g. if ф (л:, 0) 
is not well-defined at almost all points x, but a local non-linear func
tion such as ф (x)p is involved, one is in the indicated mathematically 
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ambiguous situation; however, there exist natural definitions, connec
ted with the Wick products arising in the case of quantized fields. 

Two basically different interpretations of such quantized equations 
have been treated mathematically (exclusive of conventional perturba
tion theory as practiced in theoretical physics, which there is reason 
to doubt can be given comprehensive mathematical meaning). The 
first of these interprets polynomials in ф (x, t) at a fixed time t in 
terms of so-called Wick products, either in their conventional form 
•applicable to the "free field", or in a generalized form based on an intrin
sic characterization ([8e, 8k]). The Cauchy problem, for the quantized 
equation can then be made mathematically well-defined. There are, 
analytically speaking, two major questions in addition to the solution 
of this problem: (a) the existence (and uniqueness) of a regular posi
tive linear functional E on the operator algebra A generated by the 
(bounded functions of) the field operators, such that for any element A 6 
6 A, £ (A*A*) has a non-negative frequency spectrum, as a function 
of the time t, where A1 denotes the temporal displacement of the ope
rator A through the time t (such a functional E is called a physical 
vacuum); (b) the existence, and nature (especially, relation to sym
metric or skew-symmetric tensor algebras over the Hilbert space of 
free (classical) solutions, i.e. solutions of the first-order variational 
equation at the solution ф =0), of asymptotic linear fields as <-*• 
-+ ± oo. While a substantial variety of results in these directions now 
exist, especially in the case of two space-time dimensions, in which 
case the free-field Wick products at a sharp time are strictly operator-
valued, crucial aspects of these problems remain unresolved. 

The second interpretation is concerned primarily with the propaga.-
tion of the quantized field from time — oo to + oo, rather from one 
finite time to another, i.e. with the dispersion of the field. The (linear) 
quantum-theoretic dispersion operator is taken as the induced action 
of the (non-linear) dispersion operator Sc previously considered, acting 
on the classical solution manifold of the given equation, on a certain 
implicitly-defined Sc-invariant class of functionals over the solution 
manifold. In the simplest case, this class consists of the holomorphic 
functionals relative to a complex structure on the solution manifold 
which is determined by the condition that it be invariant under Sc and 
extend the symplectic structure described earlier to a Kählerian one. 
For a quantized field interacting with an external source or 
potential, this formalism gives results equivalent to the more con
ventional, first-indicated formalism; unlike this conventional formalism, 
it is adaptable to the association of a quantum field with a suitably 
structured infinite manifold which is not necessarily defined by 
a partial differential equation.' 
Massachusetts Institute of Technology, USA 
44-1220 
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Секция 13 S e c t i o n 13 

ЭКСТРАПОЛЯЦИОННЫЕ ЗАДАЧИ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

И МЕТОД ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 

М. А. А Й З Е Р М А Н , Э. М. Б Р А В Е Р М А Н , Л. И. РОЗОНОЭР 

1. Введение 

При проектировании и исследовании так называемых само
настраивающихся и обучающихся систем (в частности, обучающихся 
распознаванию образов) возникают проблемы, которые можно 
понимать как проблемы экстраполяции и интерполяции функций. 
В задачах такого рода часто оказывается возможным ввести про
странство X (определяемое условиями конкретной задачи) и неко
торую функцию f (х), заданную на Х.так, что процесс обучения 
можно интерпретировать как появление точек х1, хг хп ,... 
"из X с одновременным сообщением некоторой информации о значе
ниях / (х) в этих точках. Результатом обучения при этом является 
построение функции, в том или ином смысле близкой к f (х). 

Обычные методы экстраполяции часто оказываются практически 
неприменимыми для решения таких задач главным образом потому, 
что точки х1, . . ., хп, . . . не могут быть выбраны по нашему жела
нию, а появляются независимо от нас некоторым нерегулярным 
образом (например, в соответствии с неизвестным заранее вероятно* 
стным законом). Кроме того, пространство X часто имеет высокую 
размерность, и это также затрудняет применение обычных методов 
экстраполяции. Наконец, сообщаемая при обучении информация 
о значениях функции / (х) в точках х1 может быть неполной (напри
мер, может сообщаться лишь знак / (х1) или значение / (х1) вместе 
с помехой) — в этом случае близость приближающей функции 
к / (х) понимается в соответствующем смысле (например, в смысле 
совпадения знаков или в'смысле сходимости по вероятности). Далее 
в этом докладе приводятся примеры точных постановок задач тако
го рода. 

Общая схема постановки и решения таких задач имеет следую
щий вид. Пусть <р* (x) (i = 1 , 2 , . , . ) — некоторая полная (не обя
зательно ортонормированная) система функций, заданных на X. 

44* 
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Тогда восстанавливаемая функция / (х) представима разложением г) 

/(Д0 = Д*Я>|(*) . (1) 

Разумеется, коэффициенты ct заранее неизвестны. Предполагает
ся, что функция / (х) —«достаточно гладкая», т. е. что коэффициен
ты ct убывают достаточно быстро. Это предположение будет далее 
уточнено. 

В рассматриваемых задачах точки х1, . . ., хп, . . , появляются 
последовательно, шаг за шагом, и независимо в соответствии 
с неизвестной плотностью вероятности Р (х). Каждый такой шаг 
называется «показом». Цель состоит в построении рекуррентного 
процесса, последовательно приближающего в нужном смысле функ
цию / (х) с ростом числа показов на подмножестве из X, где 

' Р (х) > 0. 
Для решения формулируемых далее задач используется один 

и тот лее метод, названный авторами методом потенциальных функ
ций 2 ). Вводится в рассмотрение функция двух переменных («потен
циальная функция») 

оо 

* ( * . * ) = 2 **Р|(*)Ф!(0). (2) 

где действительные числа Xt выбраны так, что функция К (х, у) 
ограничена. При n-м показе строится п-е приближение функции 
/ (х) с помощью рекуррентного соотношения 3) 

h (x) = fn-i (x) + rnK (х, хп); U (*) = 0. (3) 

Здесь гп определяется информацией об / (хп), полученной при 
я-м показе, и значением fn^ (хп). Применение рекуррентной проце-

х) При небольших и очевидных видоизменениях предлагаемые ниже 
построения пригодны и в случае, когда / (х) представима интегралом 

f (х) = \ сюфю (x) d(ù. 

Для простоты изложения в докладе везде предполагается, что имеет место 
представление (I). 

2) Как показал Я- 3, Цыпкин [7], задачи, решаемые этим методом, 
близки по своему характеру к задачам теории стохастической аппроксима
ции и, в частности, некоторые из приводимых ниже процедур сводятся к про
цессу Роббинса—Монро. Взаимоотношение метода потенциальных функций 
и теории стохастической аппроксимации в настоящем докладе не обсуждается. 

3) Для решения некоторых задач методом потенциальных функций 
(см. § 5) используется более общее, нежели (3), рекуррентное соотношение 

fn (*) = Infn-t W +rnK (x, *»). 
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дуры (3) в различных задачах отличается лишь конкретным спосо
бом выбора гп. В любом случае выбор гп таков, чтобы fn (хп) при
ближало / (хп) лучше, чем /n_i (хп), т. е. чтобы добавление члена 
гп К (х, хп) улучшало приближение в точке, выбранной при очеред
ном показе. Разумеется, при этом приближение функции в других 
точках (в том числе и в показанных ранее) может ухудшаться, но, 
несмотря на это, для всех рассматриваемых задач приводятся теоре
мы, устанавливающие сходимость процесса и указывающие каждый 
раз, в каком смысле этот процесс сходится. Более того, в ряде слу
чаев удается оценить быстроту сходимости. Доказательство сходи
мости процедуры опирается на предположение о «достаточной гладко
сти» восстанавливаемой функции, о котором выше шла речь. Мы 
можем теперь уточнить это предположение следующим образом: 

S (£)*<-. <«> 
i = l 

Особый интерес представляет случай, когда можно предполо
жить, что в разложении (1) содержится лишь конечное число 
N членов *): 

/W = , S w ( 4 (5) 

' В этом случае условие (4) заведомо выполнено, если %t Ф О 
(i = 1, 2, . . ., N). Кроме того, если выполнено условие (5), то 
потенциальную функцию можно выбирать в виде 

*(*,у)=Е*Ы*)ф|(0)- (6) 
i—1 

Для получения оценок сходимости делаются дополнительные пред
положения, которые будут сформулированы далее. 

При практическом использовании метода потенциальных функ
ций нет необходимости задавать систему функций ср̂  (x), а можно 
непосредственно фиксировать вид К (х, у), причем этот вид в зна
чительной степени произволен. Подробнее об этом будет идти речь 
в § 6. Все теоремы в настоящем докладе приводятся без доказа
тельств. 

Доказательства теорем о сходимости предлагаемых процедур 
опубликованы в [1—4]. В работах [2, 3] предполагалось, что система 

1) Если пространство X таково, что полная система содержит конечное 
число M функций ф| (х), то предположение (5) нетривиально лишь тогда, 
когда N < М. Описываемые далее процедуры практически эффективны, 
если можно предположить, что N < М. 
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функций фг (х) ортонормирована, а ряд (1) не содержит всех функций 
полной системы. Это ограничение снимается в [Б]. Доказательства 
теорем, касающихся оценок скорости сходимости алгоритмов, даны 
в работе [6]. 

2. Идентификация статического объекта 

При восстановлении статических характеристик объекта возника
ет задача об экстраполяции функции у = / (х) по ее значениям 
в случайно наблюдаемых точках. Ниже рассматриваются две поста
новки этой задачи, отличающиеся учетом помех. 

Восстановление функции при отсутствии помех. В целочислен
ные моменты времени 1, . . ., п, . . . наблюдаются значения векто
ров «входа» х1, . . ., хи, . . ., появляющиеся случайно и независи
мо с плотностью вероятности Р (х), и скалярные значения «выхо
да» у1, . . ., уп, . . ., где уп = f (хп). Процедуры восстановления 
у = f (х) основаны на предположениях (1), (4) и определяются фор
мулами (2) и (3), где в данном случае полагается 

/7» = YnSign[jr-/n-i(*n)] (7) 
или 

rn = ±[yn-fn-i(xn)h (8) 

Здесь Уи . . ., уп, , . . — произвольная последовательность поло-
оо оо 

жительных чисел, такая, что ряд ^уп расходится, а ряд 2v« с х о " 
п=1 п=1 

дится: 

S Уп=оо, S Yn<oo; (9) 
n = l n = l 

Л — произвольная .положительная константа, удовлетворяющая 
лишь условию 

А > 4-max Я (*•*)• (1 0) 

При таком выборе уп и Л имеет место следующая 

Т е о р е м а 1. Пусть выполнено условие (4). Тогда последова
тельность функций f (х), определяемая рекуррентной процедурой 
(2), (3), такова г ) , что при п-^ оо 

\f(x)-fn(x)\P(x)dx—^0, ( 1 1 ) $ь 
х) Символ . ', > в тексте теоремы 1 и далее означает сходимость «почти 

наверное» (с вероятностью единица). 
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если числа rn выбираются в соответствии с формулой (7), и 

\ [f(x)-h(x)?P(x)dx —^ 0, ( 1 2 ) 

X 

если числа гп выбираются в соответствии с формулой (8), 

Восстановление функции при учете помех. В постановке задачи, 
рассматриваемой выше, предполагалось, что при каждом показе 
в случайно выбранной точке хп известно точное значение 
уп = / (хп). Теперь предположим, что результат измерений содер
жит меньшую информацию о значениях функции; именно при каж
дом показе известно не уп, а уп = / (хп) + £п, где gn — случайная 
величина (помеха), удовлетворяющая следующим условиям: зна
чения Ên при разных п независимы, условная плотность вероятности 
W (£та | хп) не зависит от я и условное математическое ожидание 
величины £п при условии хп равно 0, а ее дисперсия ограничена 
при всех хп одной и той же константой. Задача состоит в прибли
жении функции у = f (х), по-прежнему удовлетворяющей предполо
жению (1). В этом случае коэффициенты гп в (3) предлагается выби
рать по формуле 

rn-ynlyn-fn-t(xn)h (13) 

где последовательность уп удовлетворяет условию (9). Тогда имеет 
место 

Т е о р е м а 2. Пусть выполнено условие (4). Тогда последова
тельность функций fn (х), определяемых рекуррентной процедурой 
(2), (3), где гп вь1бираетея в соответствии с формулой (13), такова, 
что г) 

\lfn(x)~f{x)?P(x)dx^Q. ' (14) 
х 

Теоремы 1 и 2 показывают, что последовательность fn (х) приближа
ет / (х) при достаточно больших я в тех точках х 6 X, где Р (х) > 0. 

Скорость сходимости. Переходя к оценкам скорости сходимости 
процедур этого параграфа, будем предполагать, что для восстанавли
ваемой функции / (х) выполняется условие (5), а потенциальная 
функция задается в форме (6). Кроме того, будем предполагать, 
что для любой функции F (х), представимой конечным рядом по 
системе функций cpt (х), 

F ( * ) = 2 ЛФ|(*), 05) 

1) Символ —> в тексте теоремы 2 означает сходимость по вероятности. 
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где (xt, . . ., fijy- не равны одновременно нулю, выполняется нера
венство г) 

\F*(x)P(x)dx>0. ( 1 6 ) 

X 

Из (15) и (16) следует, что матрица с элементами 

S|* = M* \ <Pi(x)4k(x)P(x)dx, h>0, i,k=-h . . . . N, (17) 

положительно определена. 
Прежде чем перейти к оценкам скорости сходимости процедур 

настоящего параграфа, сделаем замечание, касающееся самого фак
та сходимости. Если помимо условий теоремы 2 дополнительно 
предполагается, что выполнены условия (15) и (16), то утверждение 
теоремы 2 может быть усилено. Именно, в этом случае имеет место 
не только сходимость к нулю по вероятности интеграла в выраже
нии (14), но и сходимость к нулю этого интеграла «почти наверное». 

Возвращаясь теперь к вопросу об оценке скорости сходимости 
процедур, обозначим через г минимальное характеристическое чис
ло матрицы (17); это число положительно в силу положительной 
определенности матрицы (17). 

Оценки скорости сходимости приведенных выше процедур уста
навливаются следующими теоремами: 

Т е о р е м а 3. При использовании процедуры (3), (6), (8) мате
матические ожидания интеграла 

$i=\[f(x)-h(x)]*P(x)dx 
ï 

удовлетворяют неравенству 
M{K+i)<c(\-raT, 

где с и а — положительные константы и \ — га > 0. 
При оценке скорости сходимости двух других процедур этого 

параграфа существенную роль играет возможность выбора поло
жительного числа Я, удовлетворяющего неравенствам 

Т е о р е м а 4. Если для любого г > 0 существует X (г) > 0, 
удовлетворяющее неравенствам (18), то найдется такое Я*, что 

г) Если функции фг (х) и Р (х) непрерывны,, то условие (16) эквивалент
но требованию линейной независимости системы функций tpj (х) на множестве, 
где Р (х) > 0. В этом случае, в частности, неравенство (16) удовлетворяется, 
если система ф| (х) линейно независима на л и Р (х) > 0 везде на X. 
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при использовании процедуры (3), (6), (7) математическое ожидание 
интеграла 

k=[\f(x)-fi{x)\P(x)dx 

удовлетворяет неравенству 

где с > 0 — константа. 
Если, кроме того, Я (г) =-Я0 и фактически от г не зависит, то 

можно принять Я* = Я0. 

Т е о р е м а 5. Если существует Я > 0, удовлетворяющее нера
венствам (18), то при использовании процедуры (3), (6), (13) мате
матическое ожидание интеграла 

h=\lf(x)-fi(x)]*P(x)dx 

удовлетворяет неравенству 

М{$п}<су1 
где О 0 — константа. 

В силу теоремы 3 скорость сходимости процедуры (3), (6), (8) 
такова же, как и у геометрической прогрессии; сходимость же 
в остальных двух случаях зависит от выбора уп. Так, например, 
если положить уп ±= 1/я, то число Я, удовлетворяющее (18), можно 
выбрать так: 

Я = пип{1, г}. 

Если уп = Ип1~е (0 < е < 1/2), то число Я, удовлетворяющее (18), 
можно принять равным Я = (1 — 2 б ) / ( 1 — г), т. е. не зависящим 
от г; и в том и в другом случае выбора уп теоремы 4 и 5 обеспечива
ют степенную сходимость соответствующих процедур: 

3. Обучение машины распознаванию образов 
(детерминистская постановка задачи) 

В настоящем параграфе имеется в виду следующая задача об 
обучении машины распознаванию образов. На вход машины после
довательно поступают объекты, принадлежащие одному из двух 
классов А или В, причем множества А и В не пересекаются. В про
цессе обучения о каждом объекте сообщается, к какому классу 
он относится. Требуется, чтобы после достаточно большого числа 
показов машина правильно опознавала новые объекты, не появляв
шиеся в процессе обучения. 
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Понимаемая так задача обучения машины распознаванию обра
зов сводится к следующей экстраполяционной задаче. Каждому 
показываемому объекту ставится в соответствие точка некоторого 
пространства X. В пространстве X существуют два непересека
ющихся множества А и В л, следовательно, существует «разделя
ющая» функция f (х), принимающая на Л и В значения противо
положных знаков. В дальнейшем используется более сильное пред
положение относительно разделяющей функции, а именно: 

( > 8 при x £ А, 
< - . пр, , € Д <19> 

где е > 0. 
В процессе обучения случайно и независимо, с неизвестной 

заранее плотностью вероятности Р (х) появляются точки х1, . . ., хп 

и сообщаются знаки / (хп) в этих точках. Требуется построить 
приближение к функции sign / (я) при х 6 А [}В г ) . Для построе
ния последовательности fn (х) в данном случае вновь используется 
процедура (2), (3), причем гп задается формулой 2) 

гп = 1 [sign / (хп) - sign /„_, (хп)), (20) 

а приближением к sign/(я) является sign/n_i (х). 

Т е о р е м а 6. Пусть выполнено условие (4). Тогда последова
тельность функций fn (х), определяемых рекуррентной процедурой 
(2), (3), где гп выбирается в соответствии с (20), такова, что 

J I sign fn (x) - sign f(x)\P (x) dx — ^ > 0. (21) 

Из выражения (21) видно, что по крайней мере там, где Р (х) > 0, 
мера множества точек, где знаки функций fn (х) и / (х) не совпадают, 
стремится к нулю с ростом я. Поэтому если потребовать строгую 

*) Если существует одна разделяющая функция, то их существует и бес
конечно много, так как на А [} В существен лишь их знак, а вне A \J В 
их значения вообще несущественны. 

а) Коэффициент гп, вычисляемый по формуле (20), может принимать 
лишь значения 0, + 1 и — 1 . Если гп = 0 , то sign / (хп) = sign fn (хп), машина 
«не ошибается» в точке хп и в силу (3) разделяющая функция fn (х) на п-м 
шаге не меняется. Если же sign / (хп) Ф sign fn (хп), то машина «ошибается» 
в точке хп и на п-м шаге происходит изменение fn(x) в силу (3); при этом 
говорят, что произошло «исправление ошибки». 
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положительность P (x) на A [}B, то использование процедуры (2), 
(3), (20) гарантирует при п-*оо сходимость получаемой последо
вательности функций к разделяющей. Хотя теорема 6 и устанавли
вает сходимость процедуры при я->- со, однако в рассматриваемой 
задаче о распознавании образов имеет место более сильный резуль
тат, а именно сходимость в известном смысле за конечное число 
показов. Этот факт устанавливает 

Т е о р е м а 7. Пусть выполнено условие (4) и, кроме того-, 
статистика показа удовлетворяет следующему условию: если 
к q-му показу (каково бы ни было q) не произошло еще полного разде
ления множеств А и В, то во время q-го показа существует строго 
положительная вероятность появления такой точки) &, чтобы 
произошло исправление ошибки. Тогда с вероятностью единица 
найдется такое число k (может быть, свое для каждой конкретной 
реализации процесса), что sign fh (x) = sign / (x) для x Ç A (J B. 

Заметим, что требование, предъявляемое в теореме 7 к статисти
ке показа, является естественным ослаблением требования строгой 
положительности Р (х) на A U ß, которое упоминалось выше. 
Хотя при детерминистской постановке задачи о распознавании 
образов пока не удалось установить оценки скорости сходимости 
процедуры (2), (3), (20) по числу показов, тем не менее может быть 
дана оценка числа исправлений ошибок, после которого происходит 
разделение множеств. Такую оценку устанавливает теорема 8 х). 

Т е о р е м а 8. Пусть S — произвольная бесконечная последо
вательность точек пространства X из А [} В, показываемых в про
цессе обучения. Тогда число исправлений ошибок не превосходит 
некоторого конечного числа т, не зависящего от выбора S и такого, 
что 

sup /( {х, х) оо 2 

x£A\JB i==1 

Из теоремы 8 следует, что при любом выборе последовательно
сти 5 показываемых точек обучение закончится за конечное число 
показов и начиная с некоторого £-го показа весь бесконечный 
«хвост» последовательности S будет правильно относиться к А 
и 5 по знаку функции fk (х), построенной к А-му показу. 

Хотя теорема 7 доказывает сходимость процесса за конечное 
число шагов, при практическом использовании метода не ясно, 
когда следует закончить «процесс обучения», т. е. начиная с какого 

г) Эта теорема является непосредственным обобщением теоремы А. Но
викова [8]. 
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показа можно считать, что построенная функция разделяет множе
ства А и В. 

Однако можно ввести следующее условие окончания процесса 
обучения. Обучение считается законченным, если после S исправле
ний ошибок в течение последующих Ls = L0 + S показов нового 
исправления ошибки не происходит. Обозначим через Рг (р < е) 
вероятность того, что после окончания процесса обучения вероят
ность р ошибки при классификации новых точек будет меньше е. 
Тогда выбор константы L0 определяется следующей теоремой: 

Т е о р е м а 9. Для любых положительных e, ô обеспечивается 
выполнение неравенства 

Р г ( р < е ) > 1 - 0 , 

если LQ удовлетворяет условию 

L o > In ( 1 - е ) • ( 2 3 > 

4. Обучение машины распознаванию образов 
(вероятностная постановка задачи) 

В настоящем параграфе в отличие от предыдущего предполагает
ся, что каждая точка х 6 X не может быть с достоверностью отнесе
на к классу А или В, но вместе с тем существуют вероятности 
(«степени достоверности») DA (х) и DB (х) = 1 — DA (х) того, что эта 
точка х принадлежит А или ß соответственно. Степени достоверности 
DA (х) и DB (х) неизвестны заранее, но на каждом я-м шаге при 
появлении точки хп она относится к множеству А или В в соответ
ствии с этими вероятностями1). Задача состоит в восстановлении 
функций DA (х) и DB (х). 

Эта задача в принципе может быть решена с помощью формулы 
Байеса. Именно, по статистике появляющихся точек могут быть 
восстановлены условные плотности вероятности Р (х \ А) и P (x \ В) 
появления в X точек из А и В соответственно 2), а затем по формуле 
Байеса могут быть вычислены апостериорные вероятности DA (х) 
и DB (х). Недостаток такого пути состоит в том, что функции 
Р (х | А) и Р (х | В) могут быть значительно более сложными для 

1) Следует иметь в виду, что при повторном появлении точки, ранее 
отнесенной к А, она может быть отнесена и к В, но при многократном показе 
этой же точки она будет относиться к А или к В в соответствии с объективно 
существующими, но неизвестными заранее вероятностями DA (х) и DB (х). 

а) В [2] показано, что задача восстановления неизвестной заранее плот
ности вероятности может быть решена также с помощью метода потенциаль
ных функций. 
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приближения, чем функции DA (х) и DB (x). Более того, функции 
DA (х) и DB (x) могут существовать и в том случае, когда функции 
Р (х | А) и Р (х | JB) не существуют. Нас в этой работе интересует 
другой путь решения задачи, связанный с непосредственным восста
новлением степеней достоверности DA (х) и DB (х), минуя предва
рительное восстановление вероятностей Р (х \А) и P (x \ В) 
и использование формулы Байеса. 

Будем предполагать, что для / (x) = DA (х) по-прежнему спра
ведливо разложение (1) и условие (4). 

Ниже предлагается два способа решения поставленной задачи. 
Первый способ заключается в формальном сведении задачи 

к задаче об идентификации объекта при наличии помех. Действи
тельно, рассмотрим случайную функцию о|з (х), принимающую 
в точке x Ç X значение 1, если х отнесено к Л, и значение 0, если 
х отнесено к В. Тогда функция i|) (я) принимает в точке х значение 1 
с вероятностью / (x) = DA (х) и значение 0 с вероятностью 1 — / (х). 
Математическое ожидание функции я|э (х) равно / (х), и при каждом 
показе значение случайной функции я|) (х) может быть представлено 
в" виде 

yn = ^(xn)^f(xn) + ln, 

где математическое ожидание gn равно нулю. Рассматривая £п. 
как «помеху» и используя рекуррентную процедуру (2), (3), (13), 
можно восстановить функцию / (x) = DA (х) в смысле теоремы 2. 
При этом сохраняется оценка скорости сходимости процедуры, 
устанавливаемая теоремой 5. 

Другой способ восстановления DA (х), описанный в [2, 5], также 
может быть понят как частный случай процедуры (2), (3). Рассмот
рим оператор «черта сверху», определив его так: 

Ф(*) = 
Г 0, если — о о < ф ( д : ) < 0 , -
j Ф(х), если 0 < Ф ( * ) < 1, 
1 1,. если 1<Ф(л:)<оо, 

(24) 

В отличие от предыдущих процедур в определении числа гп 

используется случайный акт. Пусть к я-му шагу в соответствии 
с (3) построена функция /п_4 (х) и появилась точка хп. Тогда с веро
ятностью 7л-1 (хп) «делается предположение», что хп относится 
к Л, и с вероятностью 1 — fn„t (хп) — что она относится к В. Это 
предположение сравнивается с тем, к какому множеству (Л или В) 
отнесена точка хп в действительности. Тогда возникает одна из 
четырех ситуаций АА, AB, BA, ВВ (первая буква указывает, 
к какому множеству отнесена точка в действительности, а вторая — 
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к какому множеству она отнесена в результате описанного в тексте 
случайного акта). Число гп определяется формулой 

.4 0 в случае А А и ВВ, 
уп в случае AB, (25) 

( — уп в случае BÄ, 

где Уп — последовательность положительных чисел, удовлетворя
ющих условию (9). При этом имеет место 

Т е о р е м а 10. Последовательность функций fn (х), определяе
мых рекуррентной процедурой (2), (3), (25), удовлетворяет условию 

\ [fn(x)-DA(x)]*P(x)dx - ^ > 0. 

Переходя к оценке скорости сходимости процедуры (3), (25), 
введем ряд дополнительных предположений, которые несколько 
отличаются от предположений, лежавших в основе теорем 3—5. 
Помимо условия (5) о конечности разложения функции / (x) = DA (х) 
(и соответственно конечности ряда (6) для потенциальной функции) 
будем теперь предполагать, что выполнено не только (16), но и более 
сильное неравенство 

^F*(x)P(x)dx>0, ( 2 6 ) 

Q 

где Q — любое множество, такое, что 

\p(x)dx>0. 

N 

Здесь по-прежнему' F (х) = 2 Щф* (х) и [х2 — любые действитель-
i=i 

ные числа, не равные нулю одновременно. Кроме того, о функциях 
DA (х) и Р (х) предполагается, что 

^P(x)dx>0, (27) 
г 

где Г — множество точек х, для которых 0 < DA (х) < 1 (строгие 
н*еравенства1). Условие (27) означает лишь, что имеется отличная 
от нуля вероятность появления точек, в которых DA (х) не равно 
нулю или единице, а это как раз означает, что рассматриваемая 
задача является вероятностной и не сводится к детерминистской; 
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При этих предположениях имеет место 

Т е о р е м а 11. Пусть для любого г > 0 существует % (г) > 0, 
удовлетворяющее неравенствам (18) начиная с некоторого я. Тогда 
для любого 6 > 0 существуют такие Я* (8) > 0 и с (6) > 0, что 
при использовании процедуры (3), (6), (25) вероятность появления 
такой реализации, для которой при всех я выполнено неравенство 

J lDA(x)-fn(x)]*P(x)dx<c(à)yb*W, (28) 

больше чем 1 — о. 
Если, кроме того, существует такое число Х0 > 0, что при 

Я = Л0 неравенства (18) удовлетворяются при любых г, то в (28) 
можно принять X* (о) == Х0. 

5. Задача обучения машины 
распознаванию образов без учителя 

В § 3 задача обучения машины распознаванию образов (с учи
телем) понималась как задача построения в некотором простран
стве X поверхности, разделяющей множества точек, соответствую
щих объектам из разных образов. При этом в разделяемых множе
ствах предполагалось, что они достаточно «разнесены» в простран
стве и что их границы (а значит, и разделяющая их поверхность) 
достаточно гладки, не «вычурны». Роль оператора («учителя») в этой 
задаче заключалась в том, что он сообщал машине, к какому множе
ству относится каждая появляющаяся в процессе обучения точка. 
При построении разделяющей поверхности эта информация суще
ственно использовалась. Если множества, подлежащие разделению, 
достаточно «далеки» друг от друга, то после того, как машине пока
зано много объектов, соответствующие им точки образуют в про
странстве X достаточно «далекие» скопления точек — «кучки». 
И если бы удалось построить поверхность, разделяющую эти «куч
ки», не используя информацию о том, к какому множеству 
принадлежит каждая из появившихся на входе машины точек, 
то оказалось бы принципиально возможным обучение машины 
распознаванию образов без участия учителя. Как показал 

"М. И. Шлезингер [9], формализация постановки этой задачи может 
быть проведена путем формулировки критерия качества разделения, 
являющегося функционалом от разделяющей поверхности. Тогда 
решение задачи обучения машины распознаванию образов без 
учителя может быть сведено к поиску разделяющей поверхности, 
экстремизирующей заданный функционал. Тот или иной конкретный 
вид критерия будет при этом приводить к различным разделяющим 
поверхностям. 
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При формулировке критерия, который применяется в настоящей 
работе х ), использовано понятие обобщенного расстояния р (х, у) 
между двумя точками х и у, принадлежащими X, 

Ра(*> У) = К(х, Х) + К(У, у)-2К(х, У), (29) 
где К (х, у) — потенциальная функция вида (6). 

Из (6) и (29) следует, что 

Р2 (х, У) = 2 Я| [Ф, (х) - ф| (у)\\ (30) 
i=i 

Обобщенное расстояние р(х,у) превращается в обычное евкли
дово расстояние между векторами в случае, когда X есть N-мерное 
пространство, а К (х, у) = (х, у) — скалярное произведение век
торов х и.у. 

Пусть теперь проведено некоторое разделение пространства X 
поверхностью / (х) = 0. Будем говорить, что точки, для которых 
/ (х) > 0, принадлежат множеству Л, а точки, для которых / (х) < 0 , 
принадлежат множеству В. Функцию / (х) будем и в этом случае 
называть разделяющей функцией. Введем функционал от функ-т 
ции 7 (х) 

V(f(x)) = PAM{p*(x, у)\х,у£л} + РвМ{р*(х, у)\хМВЬ (31) 

где M {p2 (x, у) \x,y£R) — средний квадрат расстояния между точка
ми, принадлежащими некоторому множеству R = А, В, а РАиРв — 
вероятности появления точек из Л и из В соответственно. Таким 
образом, (31) имеет смысл среднего квадрата расстояния между 
двумя точками, принадлежащими одному множеству. Примем 
в качестве разделяющей функции такую функцию, которая мини
мизирует функционал (31). 

Раскрывая выражение (31) с учетом (29), получаем, что исход
ная задача может быть сформулирована как задача построения 
такой функции / (х), которая максимизирует функционал 

Ф(/(*)) =77 J J K(x,y)P(x)P(y)dxdy + 
х,у£А 

+ih \S K(x>y)p(x)p(y)dxdy- (32) 
х*У£В. 

Введем в рассмотрение так называемое спрямляющее простран
ство Z, координаты которого определяются соотношениями 

Zi = Xi4>i(x), i=l, . . . , N. (33) 
г) Этот критерий является некоторой модификацией предложенного 

в [9] критерия, позволяющей применить для решения задачи обучения маши
ны распознаванию образов без учителя метод потенциальных функций. 
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В спрямляющем пространстве Z функционал (32) принимает вид 

Ф(/ (*)) = ТГ [ J zP(z)dz]2+-^ [ \ zP(z)dzf = 
в в 

м\ мв 
-FT' РВ> <34> 

где МА = \ гР (z) dz и Мв = \ zP (z) dz. Разделяющую функцию4 

А В 

в спрямляющем пространстве вновь будем обозначать / (х). 
Ниже формулируется теорема 12, устанавливающая класс функ

ций, в котором следует искать разделяющую функцию, доставля
ющую экстремум произвольному функционалу Ф в том случае, 
когда этот функционал является дифференцируемой функцией от 
ненормированных моментов распределения MR по множествам 
Л и В: 

M\=^zkP(z)dz, R = A, В, Л = 0, 1 г, (35) 
R 

где zk есть k-я степень вектора z. Заметим, что zh является числом 
(| z | 2 ) f t / 2 , когда k четное, и вектором — z (\ z |я)<*—*>/*, когда k 
нечетное. ""Очевидно, (34) является функционалом этого типа. 
Ниже под выражением дФ/сШн будем понимать число в случае 
четного k (т. е. в случае, когда MR ч и с л о ) и вектор с компонентами 
дФ/дМщ (MR. есть t'-я компонента вектора MR) в случае нечет
ного k, а под выражением (и, v) — либо произведение чисел и и v, 
либо скалярное произведение векторов и и v. 

Т е о р е м а 12. Пусть функционал Ф является дифференцируе
мой функцией от ненормированных моментов (36) до r-й степени 
включительно, а плотность вероятности P (z) является непрерывной 
функцией, обращающейся в нуль вне некоторого ограниченного мно
жества Ï. Тогда если экстремум функционала Ф дается некоторой 
разделяющей функцией, то этот же экстремум дается разделяющей 
функцией, являющейся полиномом r-й степени 

f(z)=2>(chz*), (36) 
ft=0 

причем 
дФ дф , 0 7 Ч 

елв-Щ-7йГ' ( 3 7 ) 

Если условия (36) и (37) выполнены, то функционал Ф принимает 
стационарное значение. 
1/2 45—1220 
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Применительно к функционалу (34), где k = 0, 1, утверждение 
теоремы означает, ,что разделяющую функцию в спрямляющем 
пространстве можно искать среди функций 

f(z) = (c,z)-a, (38) 
причем экстремум достигается при 

дФ_ . дФ _ 0 ( МА Мв\ 
с - дМА * дМв -'\РА Рв ) ' 

дФ дФ \ M а Щ _ ( дФ дФ \ Щ 
а - \дРА дРв)~ Р\ А Р% ' 

Переходя теперь от спрямляющего пространства Z к исходно
му X, из (38) получаем, что разделяющую функцию следует искать 
в классе функций 

N 

f{x) = £ciVi(x)-a. ' (39) 

Из (38) следует, что если рассматривать лишь обычное евклидово 
расстояние, то, используя функционал (31), можно получить разде
ление лишь линейно разделимых множеств. Использование обобщен
ного расстояния вида (29) позволяет получить разделение более 
сложных множеств. Это соображение оправдывает введение обобщен
ного расстояния. 

Для решения поставленной задачи ниже предлагается рекур
рентная процедура, основанная на методе потенциальных функций. 

Пусть последовательно появляются точки х±, х2,..., Хп. В процессе 
реализации процедуры в соответствии с появляющимися точками 
строятся функции Ф1 (х) и Фв (х) и числа аА и ав, которые исполь
зуются для построения я-го приближения разделяющей функции 

f»W = oiW-oSW-(el-e5). (40) 
•Если на (п + 1)-м шаге появилась точка хп+1, то принимается, 
что xn+l принадлежит Л, если fn (xn+1) > 0, и что хп+1 принадлежит 
В, если fn (хпп) < 0. Пусть к (п + 1)-му шагу появлявшиеся ранее 
точки пА раз относились к Л и пв = п — пА раз - к В , Тогда 
строится (п + 1)-е приближение, т. е. функции ФА

+1 (х) и Фв+1 (х) 

и числа aA

+i и aB

+i, по Следующему правилу: 
а) если хп+{ 6 Л, то 

Ф а + 1 (х) = М (*)+ УпА [К (х, *»-И) - oft (х)], 
а А + 1 = а А + У« А [ ф 5(^ п + 1 )-2а«], (41а) 

Фв{'1(х) = Фп

в(х), ав+
{=ав; 
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б) если xn+1 £ В, то 

Ф а + * ( х ) = Ф 1 ( х ) , 

ÛA —ал, 

ßS+1 = ßS + YnB [Ф5 (jen+1)-2flB], 

(416) 

где yn — некоторая заранее выбираемая последовательность поло
жительных чисел; ограничения на выбор последовательности уп 

будут указаны далее. 
Таким образом, на каждом шаге меняются либо только ФА 

и аА, либо только Фвиав в зависимости, от знака fn(xn+1). 
Начальные значения величин, входящих в рекуррентные соотно
шения (41), определяются по первым двум показанным точкам: 

Ф 2 а ( х ) = К ( х , х 1 ) , 

А — 2 ' 

Ф%{х) = К(х,#), ( 4 2 ) 

Остановимся теперь на ограничениях, накладываемых на выбор 
последовательности уп: 

1) последовательность чисел уп>0 монотонно не возрастает,* 
2 ) S ? n расходится; 
3) существуют два таких числа а > 0 и Х > 0 и такой номер /г0,* 

что 

( l - 2 Y n - M + a Y ^ ) ( ^ - ) " < l / п>п0, 

а ряд Sïn+X сходится; 
4) для любого числа ß > 0 найдется такое Ь± (ß), что если 

5) для любого L2 > 0 найдутся N (L2) > 0 и х (L2) > 0, 
такие, что 

п 

S Vk>L2, n>N{Lz), 
ft=[nn] 

где hin] — целая часть произведения ип. 
45* 
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Этим пяти условиям удовлетворяет, например, последователь
ность уп = Мпх"ъ, где 0 < е < 1/2. -

Таким образом, ограничения на выбор последовательности уп 

формально оказываются более жесткими, нежели в иных примене
ниях метода потенциальных функций 1 ) . 

Т е о р е м а 13. Пусть P (z) — непрерывная функция, обра
щающаяся в нуль вне некоторого ограниченного множества. Тогда 
в силу правил (41), (42) функционал (31) с вероятностью единица 
стремится к стационарному значению. 

6. Реализация метода потенциальных функций 

В основе метода потенциальных функций лежит предположение 
(1), (4) о свойствах разложения восстанавливаемой функции / (х) 
по некоторой известной системе q>t(x). Поскольку потенциальная 
функция в силу (2) определяется системой <Pt(x), то при решении 
конкретных задач прежде всего возникает вопрос, какова же эта 
система функций. 

Может показаться поэтому, что при практической реализации 
метода система функций <рг(х) должна быть жестко определена 
заранее для каждой конкретной задачи. На практике, однако, дело 
обстоит проще и систему функций уг(х) можно выбрать в значи
тельной степени произвольно. Это связано с тем, что подлежащие 
восстановлению функции / (х) обычно оказываются достаточно 
«гладкими», и если произвольно выбираемая система q>i(x) не слиш
ком «вычурна», то коэффициенты ct в разложении (1) убывают, 
а условие (4) выполняется. Соответственно в значительной степени 
произвольна и потенциальная функция IÇ (х, у), тем более что 
и при фиксированной системе (pt(x) оставалась бы возможность 
изменения К (х, у) за счет выбора 5̂  в формуле (2). Поэтому возни
кает возможность непосредственно задать (как отмечено выше, 'более 
или менее произвольно) функцию К (х, у), не задавая явно систе
мы фг (х). При этом надо позаботиться о том, чтобы заданная сим
метричная функция К (х> у) могла бы быть представлена в виде (2) 
с действительными %t. При выборе функции К (х, у) полезна сле
дующая теорема [5]: 

Т е о р е м а 14. Пусть X представляет собою: а) ограниченную 
область т-мерного евклидова пространства Ет или б) конечное 
множество точек в Ет. Пусть далее функция /С ( | z | ), где 

г) Остается невыясненным, в какой мере эти ограничения порождены 
принципиальными особенностями данной задачи, а в какой — принятым 
авторами методом доказательства теоремы 13 о сходимости процедуры. 
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J z | = Y A, + . . , + Zm, непрерывна в Em и ее Фурье-преобразование 
оо оо m 

J . . . J K ( | z | ) e x p [ — * 2 mzk^dzi . . . dzm 

— oo —oo fc=l 

положительно при любых ©i, . . ., œm. Тогоа функция К (\х — у \) 
двух переменных при x, у 6 X может быть представлена формулой 
(2), причем система функций (pt (х) полна в L2 (X)1), 

Если пространство удовлетворяет условию теоремы и в X вво
дится евклидова метрика с расстоянием р(х, у), то удобно потен
циальную функцию выбирать в виде К [p(x, у)] (см. [10]). Приняв, 
например, 

K[p(x,y)]=e-*W**v) (43) 
и имея в виду, что Фурье-преобразование этой функции имеет вид 

У-Л ехр Г § S шл | > 0 » в СИЛУ теоремы 12 устанавливаем, что 
•функция (43) может быть использована в качестве потенциальной 
функции. 

Далее рассматриваются два способа практической реализации 
метода потенциальных функций —«машинный» и «схемный»,— отли
чающиеся способом запоминания приближений, последовательно 
получаемых на каждом шаге процедуры. При этом оказывается, 
что при «машинной» реализации естественно задаваться йепосред-
•ственно потенциальной функцией К (х,у) и вообще не интересо
ваться конкретным видом-функций <Pi(x). Наоборот, при «схемной» 
реализации можно не вводить явно потенциальную функцию, 
.а оперировать лишь с функциями <pt (х). 

Машинная реализация. При этом способе реализации начинают 
«с выбора потенциальной функции К (х, у) с учетом сделанных 
выше замечаний. Далее, к л-му шагу в памяти машины хранят лишь 
коды точек х1, . . ., хп и числа ги . . ., гп, так что значение функ
ции fn (х) в любой точке х- = х* может быть вычислено по формуле 

М**)= S'«* (*.*•)• (44) 
q=i 

Из (44) следует, что те точки xq, которым соответствует rq = 0, 
могут не запоминаться. 

*) L2(X) — пространство функций, для которых существует интеграл 

\ f*(x)dx (в случае б) вместо интеграла рассматривается соответствующая 
X 

сумма). 
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При появлении (п + 1)-й точки хп+1 вычисляется коэффициент 
rn+i (в соответствии с избранной в зависимости от решаемой задачи 
процедурой), и если гп+1 Ф 0, то в памяти машины задается код 
точки хп+г и это значение rn+i. После окончания «процесса обуче
ния» при появлении новой точки х* машина «выдает» на выход 
в качестве / (х*) величину, подсчитанную по формуле (44). 

Схемная реализация. В том случае, когда может быть сделано 
предположение, что восстанавливаемая функция представима конеч
ным рядом (5) по некоторой выбранной системе ф* (х), возможна 
иная, схемная реализация процедуры. 

Действительно, из формул (3), (5) и (6) следует, что если коэф
фициенты с? удовлетворяют рекуррентной процедуре 

сп = cy-i + Гп%т (*п) (/ = 1 JV>, с\ = 0,' (45) 

то 
N 

%WVt(x)ezfn(x), (46) 

т. е. не только восстанавливаемая функция / (я), но и любое ее при
ближение /п (х) представимо конечным рядом (46) по системе функ
ций фг (я), а коэффициенты этих рядов определяются процеду
рой (45). 

Использование процедуры (45) позволяет хранить в памяти 
не нарастающее число кодов точек хп, предъявленных в процессе 
обучения, как это было при машинной реализации, а всегда одно 
и то же число N коэффициентов с?. На каждом шаге по (45) вычисля
ются и запоминаются новые значения этих коэффициентов, а старые 
их значения забываются. 

Рекуррентная процедура (45) может быть реализована схемой, 
в которой сигнал хп поступает на N нелинейных преобразователей 
tyt(x) = Яг ф*(#). Выход api(x) каждого преобразователя умйожается 
на величину с?""1, накопленную к л-му шагу в накапливающем 
сумматоре. Величины с"""1 ipf (хп) складываются и образуют функ
цию /п-! (хп), которая поступает на вход устройства, формирующего 
на каждом шаге величину гп. На второй вход этого устройства посту
пает информация о / (хп) в соответствии с рассматриваемой проце
дурой *). В каждом 1-м канале величина гп умножается на г|)г (хп)у 

и в следующем такте содержимое накапливающего сумматора с?*-1 

изменяется на величину rn ^i(xn), образуя с?. 

1) Например, значение / (хп) или это значение вместе с помехой в зада
чах восстановления функции, знак / (хп) в детерминистской постановке 
задачи о распознавании образов и т. д. 
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В [1] было показано, что рассмотренная схема, примененная 
к детерминистской постановке задачи распознавания образов, явля
ется обобщением перцептрона Розенблатта [11]. 

v Из содержания этого параграфа видно, что класс «перцептрон-
ных схем» решает общую задачу о восстановлении функции в том 
смысле, как это было сформулировано во введении. 

Институт автоматики и телемеханики, 
Москва, СССР 
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Секция 8 Section 8 

EMBEDDING SMOOTH MANIFOLDS 

W I L L I A M B R O W D E R * ) 

We shall consider the problem of smoothly embedding one différen
tiable manifold in another. Our aim will be to reduce the problem to 
certain homotopy problems, in the spirit of, and using the techniques 
of [2], [9], [10]. The results will be in terms of finding bundles, maps, 
and spaces which will play the role, up to homotopy, of the normal 
bundle and the inclusion of its boundary into the complement of the 
submanifold. The results are extensions of some results announced in [3], 
and generalize results of Levine [8]. The proofs are quite simplified 
compared to [3] and give a simpler approach to some of Levine's 
results. The main restrictions on our technique are that the big mani
fold should be of dimension > 5 and the complement of the submanifold 
simply connected. Unlike [3], no restrictions of simple connectivity 
are made on the submanifold. 

We shall consider closed manifolds, embedded in closed manifolds, 
and consider only existence theorems for embeddings. The techniques 
yield similar theorems for bounded manifolds, with boundary embed
ded in boundary and some isotopy theorems, but to keep the exposition 
as short and simple as possible, we defer these to another time. 

The techniques may also be applied to piecewise linear manifolds 
using the block bundles of Rourke and Sanderson [11] and the piecewise 
linear surgery techniques introduced in [4]. 

1. Statements of theorems 

Let Mn be an n-dimensional closed smooth manifold and consider 
triples & = (lh, f, Y) where lk is a linear Ä-plane bundle over M, 
Y is a space and /: E0~> Y is a continuous map, where E0 is the 
associated sphere bundle to £ft (or if one prefers, the associated 
(Rk — 0) bundle). We call such a triple a system of codimension k over" M. 
If Mn is embedded in a manifold Wn+ with normal bundle v then 
the system (v, i, W — M) where i is the inclusion, is called the normal 
system of the embedding. 

Two systems (lh, f, Y) and (r)fc, g, Z) of codimension k over M 
will be called equivalent if there is a linear bundle equivalence 

A) The author was supported in part by an NSF grant. 
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Ь: E—>т| and a homotopy equivalence A: F—»Z such that the diagram 

МБ) 
ч 

£о(т]) 

-±Y 
ih 

Лг 
commutes. 

H diP — (£\ /, Y) is a system of codimension k, we define the 
mspension of ^ to be the system 2(У = (£fe + e1, /', 27) of codimen
sion (k + I), where lh + e1 is the sum of lh with a trivial line bundle, 
2 У is the suspension of Y, and f : £0 (£ + e1) ~> 2 F is the suspension 
of / along each fiber. Note that if tf is the normal system to an embedd
ing of Mn in Sn+\ and if Sn+1i is contained as the equator in Sn+h+i, 
then 2(5* is equivalent to the normal system of Mn in Sn+k+*. * 

We now are in a position to state the theorem for embeddings in the 
sphere: 

T h e o r e m 1. Let Mn be a closed smooth manifold, tf = 
= (£\ А У) a system of codimension k, k>3, n + k>5, Y 1-con
nected. Then (SP- is equivalent to the normal system of an embedding 
i>f Mn in Sn+ft if and only if 2<SP is equivalent to the normal system 
3f an embedding of Mn in S"+ft+1. 

If q is sufficiently large, q> n + 1, then there is a unique (up 
to isotopy) embedding of Mn in Sn+q, and hence a unique normal 
system JF' of this codimension (up to equivalence), which we shall 
call the stable normal system of M. Hence, Theorem 1 implies that, 
^ is a normal-system for an embedding in Sn+h if and only if 2g"ft<5p 

is equivalent to éf". This question naturally subdivides into three: 
(1) Is there a bundle equivalence b: %k + sq~k —> vq, where 

v« = stable normal bundle of M in Snt9? 
(2) Is there a homotopy equivalence ft: 29" f tF-> (Sn+? — M)? 
(3) Can & and ft be chosen so that the diagram 

E0a
k + *q-k)—b-+EQ(v) 

ч 
2<HY—'U (Sn +*-M) 

:pmmutes? 
Of these questions, (1) is equivalent to the immersion problem, 

by Hirsch's Theorem [5], and has been studied intensively for particu
lar manifolds. Many authors have considered (2) from the point of view 
Df proving non-embedding resulst, but (3) has heretofore received less 
attention, except for the case of Mn a homotopy sphere (see [8] where 
Theorem 1 is proved in this case.) 
46—1220 
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Suppose that lh is a vector bundle over M and that the total 
space E (I) is embedded as an open subset in a space X. Then there 
is a natural collapsing map C:X->T (|), where T (£) = E (g)/£0 (Ê) 
is the Thorn complex of I. If v/l is the normal bundle for an embedding 
of Mn in Sn+k, then the Tubular Neighborhood Theorem implies 
that E (v) is embedded as an open subset of Sn+h and we call the homo
topy class of the collapsing map C: Sn+k —> T (v) a normal invariant 
of the embedding. Note that a bundle automorphism of v induces 
a different embedding of E(v) in Sn+h and a different map 
C: Sn+u~>T(v). 

If k> n + 1, then we call the set CM of all such elements in 
л л + А (T (v)) the set of normal invariants of M. Note that T (£ + e1) = 
= 2T(g), the suspension of T (I), and that if Mn cz Sn+h with 
normal bundle vk and a £ я п + А (T (v)) a • normal invariant of the 
embedding, then the composite embedding Mn cz Sn+k cz sn+Ä+1 has 
normal bundle vh + e1 and normal invariant 2 (a) = the suspension 
of a Ç яп+А+1 (2 Г (v)) = я п + А + 1 (T (v + s1)). Then Theorem 1 has 
the following corollary: 

C o r o l l a r y . Let Mn be a closed smooth manifold, lh a ft-plane 
bundle over Mn, k>2, n + k>4, b: tk+Eq-k->vq a bundle 
equivalence with the normal bundle v of Mn in Sn+q, q> n + 1, 
Let a 6 nn+k (T (I)) be such that T (6)# (2 ** (a)) (E CM s я п + А (T (v)), 
the set of normal invariants of M. Then M embeds in sn+ f t + 1 

with normal bundle £ + e1 and normal invariant 2 (a). 
To prove the corollary one simply notes that (Ъ+г1, f, T (I) [} еп+Ы1) 

a 
is a system of codimension k + 1 which suspends to the stable 
normal system of M, where / is the composite map EQ (£ + e1) —* 
->Eo(l+ e1)/« (M) = T (I) -> T (I) U ßn+Ä+1, (where ш is the 
canonical cross-section). An example due to J. Wagoner [12, § 6] 
shows that the corollary cannot be improved to get an embedding, ir 
Sn+k (cf. [8]). The corollary is related to a result of Levine [7] (cf [3]), 

Theorem 1 has the virtue that it is rather simple to state, bu1 
unfortunately the general theorem is much more cumbersome. 

Let Mn and Wn+h be smooth closed manifolds, let vq be the normal 
bundle of Wn+k in Sn+h+q, and ®h+q the normal bundle of Mn in Sn+ft+9, 
and denote by Cw s= я п + А + ( ? (T (vq)) and CMg= nn+k+q(T(<ùh+q)) 
the sets of normal invariants of W and M, 

T h e o r e m 2. Suppose Wn+h is 1-connectëd, n + k> 5 and lei 
(E\ A Î0 be a system" over M? such that F is 1-connected, and 
Hn+k-i (Y) — 0. Suppose there is a homotopy equivalence 
ft: ^ (I) U У - * W and a bundle equivalence 6: gfe + (A* (v*) | M)-> 

-> û)ft+e such that T (fc)# тц (â) £ С* е я 7 1 + А + д (Т (a>)), where 
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t):T(h* (v))~->T (lh + (A*(v) | M)) is the natural collapsing map, and 
a Çjtn+A+g (T (A* (v))) is some element which goes into Cw s 
^ 3tn+Ä+g (T (v)). Then M embeds in W with normal system (l, f, Y). 

It would be possible to state the general theorem in an analogous 
way to Theorem 1, in terms of embedding in WXl, but it seems more 
artificial and cumbersome in this case. 

2. Proofs 

First we outline how to deduce Theorem 1 from Theorem 2, and then 
we will outline the proof of Theorem 2. 

P r o o f of T h e o r e m 1 f r o m T h e o r e m 2. Suppose 
2c^ is equivalent the normal system of an embedding of Mn in 5n+,*+1, 
so that E (I + e1) |J 2 F is homotopy equivalent to Sn+k+1. A simple 

argument using the Mayer-Viettoris sequence then shows that E (I) \j F 

is homotopy equivalent to Sn+n. The normal bundle of Sn+h in S«ft++r 

is of course the trivial line bundle, and since 2 ^ is the normal system 
of M in Sn+h+1 it follows that the normal invariant condition of 
Theorem 2 is satisfied, using a = identity map of Sn+*+i. Then we 
see that the conditions of Theorem 2 are satisfied and <SP is equivalent 
to a normal system of Mn in Sn + \ 

Now we outline the proof of Theorem 2. 

P r o o f of T h e o r e m 2. Let k = A"1 and make k: Wn+k -> 
-> E (l) U F /-regular on ЛГ to get a manifold Nn cz Wn+* with 

k"1 (M) = N, k | N: N —> M of degree 1 and induces the normal 
bundle V of N in W from I. The normal bundle of Nn in Sn+k+q

 t is 
then I' + (v | N), so that there is a bundle map c: g' + (v j N) -U-
—>l+ ((A*v) | M) and then into cùft+« by b, which covers the 
map k\N : N-> M. Set a = be, a: %' + (v | N)-><ù. 
__ Now a normal invariant of AT1 cz Sn+k+g is clearly given by 
тц (a), where a g я п + А + д (T (v)) is the normal invariant of W and 
TJ: T(V)—>T(l' + (v | Л0) is the natural collapsing map. But clearly 
T fa)**)* (a) = T (b)j\* (a) Ç CM by hypothesis. Hence 

7(a).o4:Sn+fc+ff->r(a>) , • , : . 

îs homotopic to a map ß such that ß""1 (M) = M, ß | Л1 = identity) 
and (ß I M) is covered by a- bundle map of • g to itself. Since 
I + (A*v | M) is bundle equivalent to ю, it 'follows that the same holdö 
for the map' into T (I ff (ft*v j M))^ t. ; ..-;-.•• *\i 

46* 
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Making the homotopy /-regular on Mn we obtain a cobordism J7n+1 

of N with M, and a map q: UM-->Mn such that q \ N = k \ N and 
q | M = identity. Further i/n+1 cz Sw+ft+« x / with normal bundle 
q* (I + (A*v | M)) and if B: q* (I + (A*v | M)) -> I + (A*v | A4) is 
the bundle map covering q, В \ N = C, where С = Ci + C2, 
Ct: ê ' - * è , C2: v | N—>(h*v \ M). Now C4 extends to a bundle map of 
q* (I) into £, while C2 extends to a bundle map of v into A* (v), and 
also of q* (A*v | M) into A*v | M. Set £ = E (q* (I)) = total space 
of q* (I). Then the normal bundle of E in Sn+k+q X / is q* (A*v | M) 
so C2 extends to a bundle map of the normal bundle of E (q* (g)) 

WXHo] 

Wx~ 

intonA*v | M, and to a bundle map of the normal bundle v of Wn+k in 
Sn+h+q to A* (v). 

Now we take № x [—1, 0] с Sn + f t +* x [—1, 0] and E cz Sn+h+q x 
X'[0, 1] and identify the tubular neighborhood of N cz W X 0 

with £ (9* (I)) Г1 S"*ft+* X 0, where this is the total space of 
(q | АО* (I) cz E (see figure). 

Then V = (W X [—1,0]) U £<?*(£)) (with the identification) 
defines a cobordism between W and a new manifold W = (№ X 0 — 
— (nbd. of AT)) U (дБ (q* (I)) — (nbd. of N)), with the obvious 
identification along the boundary of the tubular neighborhood of Af. 
(We must round the corners in the usual way to get a- différentiable 
manifold.) Then V cz Sn+fe+g X / with normal bundle the union 
of the normal bundles of W X [—1,0] and E (q* (I)). Hence the 
extensions of C2 define a map of thé normal bundle of Vn+k+l in 
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Sn+Ä+g x / i n t o h*(y)9 Which covers the map K'. V~> E (l) U F, 

given by k о projection on W X / and by C4 on E (q* (I)). Further 
Ar1 (M) - (AfX[ —1, 0]) U U, identifying N X 0 with N cz of/, 
which is diffeomorphic to U. Then K"1 (M) {] W = M cz (J and 
tf | и = ç so K\ M = identity. 

Therefore, we may consider to have improved the situation by 
getting M cz W will normal bundle I, but we now have W instead 
of W, and it is easy to see that it may be a very different manifold. 
However, we have W = E (I) U X, where dX = E0 (I) = the 
associated sphere bundle to Ï- and if g = К I Wf we haveg: (X, dX)—> 
—>(Y, EQ (t)) (where we may assume /: E0 (%)—>Y is an inclusion) 
and g* (A* (v)) is the normal bundle of X in Sn+ft+*. 

L e m m a . Suppose Z = A [} B, A {] В = С and 
(1) Z satisfies Poincarê duality in dimension m + 1 
(2) С satisfies Poincarê duality in dimension m and 
(3) Hm(A) = Hm(B) = 0. 

Then (A, C) and (В, C) are Poincarê pairs (satisfy relative Poincarê 
duality) in dimension m + 1. 

This follows easily using the two Mayer-Viettoris sequences in 
homology and cohomology for Z, and the Five Lemma. 

It follows that (F, E0 (£)) is a Poincarê pair of dimension n + k, 
and 'therefore we may apply the general techniques of surgery to 
try to change the map g: (X, dX)—>(F, E0(l)) to a homotopy 
equivalence, by doing surgery in X. Further g\dX: dX—>E0(Q 
is a diffeomorphism so we may consider the problem of doing the 
surgery in interior X, leaving dX and g \ dX unchanged. Further F 
is 1-connected and n + k>5. 

Now we summarize the fundamental result of the theory of 
surgery on simply connected manifolds (see [2], [6], [9], [10]). 

The surgery problem 

Let(i4, B) be an m-dimensional Poincarê pair, with A 1-con
nected, m>5. Let (X, dX) be an m-dimensional smooth manifold 
with boundary and let g: (X, dX)—>(A, B) be a map of degree 1, 
such that g | dX: dX—>B is a homotopy equivalence. Note that this 
last condition is trivially satisfied if dX = В = 0 . Let %q be a 
/-plane bundle over A and let b: v —> I be a bundle map covering g, 
where v = the normal bundle of X in «Sm+g, q large. 

A cobordism of g rel В will be a triple (Vm+1, G, b), where V"4"1 

is an \m + l)-manifold with dV = X [} (dX X /) U X' where 
V. П (dX x /) = dX' =dX X I, G: (V, dXxI)-> (Л, B) with 
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G | X = g, G I dX x / = (g I дХ) о (projection), and Ъ со -» g is 
a bundle map covering G, where ю = normal bundle of V in S m + 9 x I, 
Sm+q X 0 n V = X a n d 6 | v = 6 (where со | X = v). One asks the 
question: How much can one make X' resembled by a cobordism rel B, 
for example, can one obtain from X by a cobordism rel B, a manifold 
X' homotopy equivalent to A? 

Let [a] = greatest integer < a , for a real number л. 

F u n d a m e n t a l T h e o r e m . In the surgery problem describ
ed above, one can get by a cobordism rel В tog': (X', dX) —>(A, B) 

so that g"' is Г^4— 1-connected. If m is odd, then g' is a homotopy equi

valence. If m is even there is an obstruction a defined, to making g' 

f Z if m = 4l 
a homotopy equivalence, where a ( g ' ) и 7 ., __Aiл 0

 a n ( ^ *s de-

fined "locally" as indicated below. 

Suppose g: (X, dX)—>(A, B) is A-connected, m = 2k, and we 
have an exact sequence 

0-»Kh{g)-+Hh(X) Д Hk(A)~>0 

where Kk (g) = the kernel of g*, Kh = # ä + I (g). By the relative 
Hurewicz theorem # ä + I (g) = я А + 1 (g-), and so Kn is the image 
of elements in ker g^, g±^: nk (X)—>яА (A). Representing the elements 
by embedded Sh cz int X, using the Whitney embedding theorem, 

( Z k even 
we may define quadratic forms Q: Kk—>G, G = \ „ < ,, 

as follows: 
ïf k is even Q is the quadratic form associated with the inter

section bilinear form. If k is odd we define Q (x) = 0 if x is represented 
by an embedded sphere with a trivial normal bundle and Q (x) = 1, 
otherwise. This is quadratic, and the intersection form mod 2 is its 
associated bilinear form (see [6], for example). 

Then a = index Q if k is even, and a = Arf invariant of Q if & 
is odd (see [6], [1]). It is clear that the value of a is determined comple
tely by the manifold in a neighborhood of a set of embedded spheres 
representing a basis of Kk- Hence we have the following corollary: 

C o r o l l a r y . Let g: (X, дХ)~>(А, B) and g'\ (X', dX')-> 
—>(A',B') represent surgery problems as above. Suppose that 
dim X = dim X' = m = 2k and g, g' are ^-connected. Further sup
pose that X cz interior X', and s: A —>A', such that sg = g'i, where 
i\ X—>X' is inclusion, and that f„ | /CA (g): /CA (g1)—> /С* fe') is an 
isomorphism. Then a (g) = a (g'). 



REPORTS RECEIVED AFTER JANUARY I, 1967 719 

The "local" property of a which yields the corollary is the key 
to the proof of Theorem 2, and if such a "local" obstruction could be 
defined in other circumstances, for example where X is not 1-connec
ted, then one might get a similar embedding theorem with weaker 
hypotheses on W. 

Now we return to the proof of Theorem 2. From the corollary it 
follows that the obstruction to doing surgery on interior X rel E0 (I) 
to get a homotopy equivalence with (F, E0 (£)) is the same as the 
obstruction to doing surgery on W to get a homotopy equivalence 
with E (l) U F. But W was obtained by a cobordism of the type 

considered, from W which was homotopy equivalent to E (I) [} F. 

Hence the obstruction to the problem with W and E (I) [} Y is zero, 

and hence by the corollary, the obstruction to doing surgery on X 
rel E0 (I) is zero. Hence we get (Xf, dX') —> (F, E0 (I)) by a homotopy 
equivalence, with dX' —> E0 (£) a diffeomorphism. Then W" = 
= E (I) (J X1 is mapped by a homotopy equivalence into E (I) [) Y, 

and there is a cobordism as described above, of W" with W. Therefore 
W and W" are homotopy equivalent to E (|) [} Y, their stable normal 

bundles are induced from A* (v) and they have the same normal inva
riant. Hence the theorem of Novikov (see [9] and [10]) applies to show 
that W" = W # 2 where 2 is a homotopy sphere which bounds 
a я-manifold, # meaning connected sum. We note that Novikov's 
theorem is an easy consequence of the Fundamental Theorem, using 
the construction of Kervaire-Milnor, which by "plumbing" constructs 
a homotopy sphere bounding a я-manifold whose obstruction to doing 
surgery to get a disk is any desired value. (In the index case m = 41, 
G is always divisible by 8.) Hence, by adding the inverse of this homo
topy sphere (away from E (I) cz W")\ we get back W, but with 
M cz E (I) cz W and in fact the normal system equivalent to (l, f, F). 

This completes the proof of Theorem 2. 

Princeton University, 
Princeton, New Jersey, USA 
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Секция 14 Section 14 

О МЕТОДАХ РЕШЕНИЯ НЕКОРРЕКТНО ПОСТАВЛЕННЫХ 
ЗАДАЧ 

А. Н. ТИХОНОВ 

Неоднократно высказывалась точка зрения, что корректность 
выражает физическую определенность задачи и является прин
ципиальным условие^ как для применимости задачи к явлениям 
природы, так и для возможности получения приближенного реше
ния, Подобная точка зрения наложила сомнение на целесообраз
ность изучения решений некорректно поставленных задач. 

Однако можно привести много классов некорректно поставлен
ных задач как встречающихся при изучении явлений природы, 
так и представляющих основной аппарат математики. Сюда отно
сятся:. 

1) определение равномерного приближения для производной 
z = и' по приближенным данным в метрике С. 

2) Определение суммы ряда Фурье в заданной точке по прибли
женным в /2 значениям коэффициентов Фурье. 

3) Равномерные приближения решений интегральных урав
нений 1-го рода и многие задачи, к ним приводящие (аналитическое 
продолжение, операционное исчисление в действительной области) 
при возмущении входных данных в метрике L2. 

4) Линейные задачи на спектре при обычных дополнительных 
условиях, определяющих единственное решение. (Плохо обуслов
ленные алгебраические системы, третья теорема Фредгольма.) 

5) К этому кругу вопросов также относятся неустойчивые 
задачи оптимизации (неустойчивые задачи оптимального управле
ния, линейного и динамического программирования). 

Типичным классом некорректно поставленных задач, встре
чающихся при изучении явлений природы, являются «обратные 
задачи». При изучении объектов или явлений природы z, недоступ
ных для непосредственного измерения, мы часто пользуемся изуче
нием их физически детерминированных проявлений и = Az (А — 
обычно вполне непрерывный оператор), так что определение г 
связано с «обратной задачей» (некорректно поставленной) опре
деления z по и и заданному приближению. Все возрастающее зна
чение имеет задача извлечения наиболее полной информации 
из результатов экспериментов с помощью математических методов 
(и автоматизация ее решения) вместо того, чтобы эту информацию 
получать при помощи усложнения экспериментальной техники. 
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* В настоящее время определилось два подхода к решению некор
ректно поставленных задач. 

Первый подход связан с предположением, что имеется допол
нительная информация, ограничивающая класс возможных реше
ний Z (z£Z) и позволяющая сделать заключение о компактно
сти Z. 

В этом случае решение обратной задачи Az = и устойчиво» 
Изложение этого подхода к решению некорректно поставленных 
задач и сводка результатов даны в монографии M. М. Лаврентьева, 
где изучен^также вопрос, когда" входные данные задачи выходят 
из U = AZ. К этому направлению принадлежит понятие «квази
решения», введенное В. К. Ивановым. При таком подходе основным 
вопросом при решении конкретных задач является установление 
дополнительных ограничений на класс решений, делающий его 
компактным. 

Второй подход трактует решение неустойчивых задач. При этом 
первым вопросом является определение того, как можно понимать 
приближенное решение неустойчивой задачи. При задании прибли
женных входных данных и6 обычно задается их точность, т. eLвели
чина ô возможного уклонениям0 от точных значений и: ри (и6, и) < б. 
В качестве приближенного значения !г для некорректно постав
ленных задач нельзя брать точное решение задачи с входными 
данными и : z = R («). Однако наличие дополнительного парамет
ра 6 позволяет искать приближенное решение при помощи параме
трических операторов z = R (и, а), если значение параметра а 
согласовано с точностью ô задания wô : а = а (б). 

Параметрический оператор R (и, а) называется регуляризирую-
щим^оператором для R (и), если (1) R (и, а) определен для всех 
и £ U, где [/—класс возможных приближенных значений и, и если 
(2) из соотношения z = R (и) следует существование функции а (б), 
такой, что из pu(u

ô, и)<б следует, что pzÇfi, z)<e(ô)(e (б)—»О, 
ô~>0), meï=R(Z&, а (6)). 

Так, например, при вычислении производной обычное разност
ное отношение R (и, а) = 1/а [и (х + а) — и (х)] является регу-
ляризирующим оператором при б/а (б) ->0. Таким образом, выбор 
в качестве приближенного решения zô представляет метод опреде
ления устойчивого приближения к z, хотя задача и является 
неустойчивой. 

Регуляризирующие операторы для широкого круга обратных 
задач могут быть получены при помощи стабилизации минимума 
уклонения ри (Az, и). , 
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Пусть на множестве Z пространства возможных решений Z опре
делен (стабилизирующий) функционал Q [z], такой, что множество 
ZQ, определенное условием Q Ы < С (z cz Z), компактно в Z. 
В этом случае значение регуляризирующего оператора za = R (и, а) 
может быть определено как элемент za, реализирующий минимум 
функционала 

Ma[z,Ä, u]==pu(Az, u)* + aQ (zÇZ). 
Пусть уравнение Az= ~и имеет решение z£Z, и пусть приближенные 
значения И6 и Ä6 таковы, что р (и6, и)<8, р (Ä6z, Лг)<г | (б) х 
X / (Q (z)) (т) (б) —> О, б —> 0) и / (Q) — возрастающая функция. 

Устанавливается зависимость а (б) (а (б) —> 0 при б —> 0) и сущест
вование д0 (г), такого, что p (z0*6), z) < е при ô < ô 0 (e). 

Неустойчивые задачи оптимизации находятся в тесной связи 
с рассмотренными выше задачами» Пусть задана непрерывная функ
ция E (z), определенная в метрическом пространстве Z. Пусть суще
ствует единственный элемент z0, реализующий минимум F (z): 
F (zQ) = FQ. Будем говорить, что задача оптимизации F (z) устой
чива, если из F (Zn) —> F о следует p (zn, z0) —> 0, и что задача 

П->-оо 

оптимизации неустойчива (или некорректно поставлена), если после
довательность zn может расходиться. Пусть Q [z] — функционал, 
удовлетворяющий названным выше условиям и Zo 6 Z. Заменяя 
функционал F (z) на 

Ma(z,FV)) = Fn(z) + aÇi[z), \F(z)-FV[(z)\<^(Q(z)+C), 

мы получим устойчивую вариационную задачу, при помощи кото
рой строятся последовательности za^\ такие, что p(zaW, z) —>0 
при т) —> 0. 

Можно указать естественный класс задач оптимального управ
ления, а также задач линейного и динамического программирования, 
являющихся неустойчивыми задачами, для которых приведенный 
выше метод позволяет находить устойчивые приближения. 

Приведенные выше методы легко реализуются на электронных 
вычислительных машинах и представляют эффективный метод 
решения широкого класса задач. 

Московский университет, 
Москва, СССР 
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