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小学整数教与学
打好基础：

        整数在数学体系中的重要性毋庸置疑。正如本书的几位作者指出,

小学(及幼儿)阶段整数概念的形成,对学生将来的数学学习至为关键,

整数可以视为所有数学的基础。

                 ——梁贯成（弗赖登塔尔奖获得者，现任国际数学教育委员会主席）

 

        我很高兴地得知，这项研究是 ICMI 第一次关注小学 ( 和学龄前 )

的数学教与学 , 我相信这个阶段的教育会对后来的数学学习产生重大

影响。希望这本书能够支持整个数学教育的发展。

                            ——森重文（菲尔兹奖获得者，曾任国际数学联盟主席）
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国际程序委员会会议（ 2014 年，德国柏林）

国际数学教育委员会第 23 届专题研究会议（2015 年，中国澳门）
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中文版前言

由孙旭花老师和玛利亚!!"巴尔托利尼!布西"#$%&$!"'$%()*&+&',--&#教

授主编的国际数学教育委员会".+(/%+$(&)+$*0)11&--&)+)+ #$(2/1$(&3$*

.+-(%,3(&)+$简称.0#.#第45届专题研究".0#.6(,7845#报告的中文翻译版面

世$孙老师邀请我撰写前言$我欣然答应%.0#.6(,7845的完成在我494:年接任

.0#.主席之前$但此专题开展之时$孙老师曾邀请我参与49:;年在澳门举行的专

题研讨会%虽然澳门与香港近在咫尺$但当时因为事务繁忙$且我研究的方向重点

也不是整数的学与教$所以没有应邀%我没有参与.0#.6(,7845的工作$并不表

示我认为整数的学与教不重要%整数在数学体系中的重要性毋庸置疑%正如本书

的几位作者指出$小学"及幼儿#阶段整数概念的形成$对学生将来的数学学习至为

关键$整数可以视为所有数学的基础%

有人误以为基础等于简单$其实要透彻地理解貌似简单的概念$并以合乎学生

理解程度的语言向学生讲解$涉及的问题殊不简单%正如本书各章所涵盖的范围$

当中涉及数学中的数论$学习者的语言&文化$学习理论中的认知科学&脑神经科

学$等等%

算学是我国历史传统的强项$中国老师教授整数算术也非常扎实%但整数算

术的学与教作为一个研究领域$我们则相对较为薄弱%我国不乏数学名师$稍为欠

缺的是教育理论的建设$这与我国传统重实际轻理论的实用文化有关%很多时候

有关整数教学的讨论都流于经验的分享与总结$没有上升到教育研究理论的高度%

这次.0#.6(,7845的项目$正好为我国学者提供了一个与世界各国这方面的专

家学者在理论建设层面的交流机会%正如本书第一章的题记所说$'他山之石$可

以攻玉($希望.0#.6(,7845报告中文版的出版$能够提升国内学者在整数算术

教育领域研究的高度与深度%

专题研究系列是.0#.的重点项目之一$旨在突出在国际数学教育领域值得

强调的课题%过往专题研究系列的报告$均能在数学教育领域引起重要的影响$估
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计.0#.6(,7845也不例外%这是.0#.专题研究系列首次出版中文版$必定能够

在国内以至国外的华人数学教育工作者中带来更大的影响%

我代表.0#.再次感谢孙旭花老师和布西教授&国际程序委员会".+(/%+$(&)+$*

<%)=%$10)11&((//$简称.<0#各成员以及本书各位作者在数学教育的这一重要领

域所作出的贡献%也感谢负责翻译本书的孙旭花&黄兴丰和巩子坤三位老师及其

团队$他们的努力使得这项研究成果能够更方便地供华人学者参阅%

这本书的出版标志着华人学者与各国学者交流的拓展$盼望其对教育理论研

究的进深有所助益%

梁贯成!>%/7/%&3?@"6"A/,+=".0#.主席#

4944年5月
于中国香港
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!!!写给华人读者

我们三位译者都从事数学教育研究$对整数算术教与学在华人世界的现状多

少有些了解%在翻译之前&之中&之后$我们始终扪心自问)这本书不一样在哪里*

华人读者为什么需要这本书* 以下几点可能是这本书的亮点%

权威背景!这是国际数学教育委员会".0#.#专题研究系列的献礼之作+

.0#.成立于:B9C年$是国际公认的数学教育研究权威机构$旨在世界范围内加强

教育研究者&教育政策制定者&数学教育家和数学教师间的交流与合作$提高从小

学到大学的数学教学质量$促进数学教育理论和实践的均衡发展%自49世纪C9

年代中期至今$.0#.已经举办了二十余届专题研究$侧重于数学教育中的突出问

题和最为关注的话题%每届会议在世界范围内遴选:9位国际代表和:99篇精品

论文$进行学术研究和交流%本书英文原著基于国际程序委员会".<0#会议"德国

柏林#研究决定和第45届国际数学教育'小学整数教与学(专题研讨会"中国澳

门#完成$从挑选作者&确立结构&组织撰写到审核出版$几乎用了五年的时间$并由

菲尔兹奖获得者森重文"62&=/D,1&#)%&#和.0#.主席费迪南多!阿萨雷洛

">/%7&+$+7)E%F$%/**)#亲自作序$堪称数学教育研究权威经典作品%

一流作者!本书英文原著的作者来自世界二十多个国家和地区$且均是当今

学界具有代表性和权威性的教授$包括一些数学教育专家&数学家$还有认知心理

学家&特殊教育专家%中文翻译版基本上没有作删改&增添$原则上忠于英文原著$

保留原汁原味%希望让读者看到世界各地优秀的学者是如何讨论整数算术教与

学的%

经典作品!本书英文原著被63)G,-数据库收录$是.0#.专题研究系列"国际

数学教育最高层次的交流平台#的第一本全球免费下载书籍$49:C年由国际知名
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的施普林格"6G%&+=/%$在科学&技术与医学领域$施普林格是最大的图书出版商#出

版社出版$到4949年:4月已经在全球范围下载超过4H万次%.0#.新闻稿

"49:C#称本书在内容和格式上都是新颖的$这也是.0#.首次授权将专题研究系

列成果翻译成中文版%

华人小学数学教育理论的补充!华人世界的数学教育主要强调实践$大部分

的数学教育停留在经验层面$而没有上升到理论层面$在理论的完善方面有着明显

不足%世界各地的数学教育普遍关注中学阶段$这是.0#.组织编写的第一本聚

焦小学数学教育的理论综述$因而是独一无二的&宝贵的%

跨文化的国际视角!我国小学阶段的数学教育工作者较少知道国际情形$本

书首次提供了一个系统的国际透视%了解各自文化系统的长处与短处有利于反思

和讨论$实事求是地了解西方的一些思想与做法$能够增加知己知彼的机会$避免

盲目行动%这对华人数学教育是有大有裨益的$特别是在课程改革的当下%因此$

本书的出版不仅推进了国际数学教育研究在华人世界的普及和联结$而且有助于

将华人关于整数算术教与学的实践放到整个世界版图中去解读%

整体而言$我们相信由于文化传统和学术传统不同$世界各地观察整数算术的

角度&兴趣&重点也不同$因此这本书在许多方面给人以耳目一新之感%苏轼曾说

'不识庐山真面目$只缘身在此山中($有时站在山外观望$会发现不一样的景致%

由于教育及研究体制的差异$外国学者没有站在为课程改革服务的角度$其阐述的

整数算术教与学$或许能打破自身固有的藩篱%从这个视角出发$就不难理解和反

思本国的数学教育实践%各国不同的文化与经济背景孕育了多样的数学教育理念

和实践$美美与共$和而不同$消除隔阂与偏见$互相尊重$相互学习$有助于取长补

短$谋求自身教育的发展%

本书的翻译分工如下)孙旭花组织翻译序&前言&第:!I章和附录:&4$巩子坤

组织翻译第J!:5章$黄兴丰组织翻译第:H!49章&附录5%协助参加翻译的还

有)澳门大学的张石泉&倪永忠同学$杭州师范大学的赵雨晴&王敏&金晶&黄旭冉&

张希&孙瑞&许佳敏同学$上海师范大学的张运吉&胡凌峰&陈聪&刘颖&姜琳&孔凡

&沈隽怡同学%特此感谢+

此外$审译员仔细地审阅了全书$以确保翻译质量$.0#.时任主席吉尔!阿德
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勒"K&**E7*/%#&秘书长亚伯拉罕!阿卡维"EL%$2$1E%3$M&#给予了大力支持$使得

本书得以顺利出版$上海教育出版社的李达编辑做了大量出版协调工作$特此

感谢+

此刻$新冠肺炎疫情正在全球蔓延%这一突如其来的危机$让整个世界被迫面

临病毒的汹涌侵袭$为此各国需要共同战'疫(%'山川异域$风月同天($疾风知劲

草$岁寒见松柏%世界正在经历百年未有之大变局$充满希望$也充满挑战$在数学

教育面前$全球教育工作者仍然是命运共同体$需要休戚与共$携手共进%

孙旭花!澳门大学#

黄兴丰!上海师范大学#

巩子坤!杭州师范大学#

4949年:4月
于中国澳门$上海$杭州
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:B9C年$国际数学教育委员会".0#.#在罗马的第四届国际数学家大会上成

立$旨在支持当时数学家中普遍存在的对于学校教育的积极兴趣%.0#.对国际数

学联盟".+(/%+$(&)+$*#$(2/1$(&3$*N+&)+$简称.#N#至关重要$因为数学教育和

数学研究不能相互分离%.0#.和.#N就像推车的两个轮子$一起发挥作用)

.0#.促进教育系统发展$使学习数学在社会上蔚然成风$而.#N通过纯数学和应

用数学的发展为社会作出贡献%

自49:;年:月以来$我一直在.#N担任主席%由于此前曾在.#N任职多年

":BB;,4994#$我注意到.0#.和.#N在共同努力建立合作关系$因为数学教育

是当今大多数科学组织所关注的主要问题%

作为.#N主席$我第一次亲身经历.0#.的活动是49:;年I月在中国澳门举

行的国际数学教育委员会第45届专题研究".0#.6(,7845#会议%.0#.6(,7845
由两位联合主席共同策划和组织$并得到来自澳门大学的支持%.0#.6(,7845的

国际程序委员会".<0#会议在柏林召开$当时也得到.#N秘书处的支持%我看到

了一次自始至终的&至关重要的.0#.和.#N之间的相互支持与合作%

我很高兴地得知$这项研究是.0#.第一次关注小学"和学龄前#的数学教与

学$我相信这个阶段的教育会对后来的数学学习产生重大影响%希望这本书能够

支持整个数学教育的发展%

森重文!62&=/D,1&#)%&"京都大学#
于日本京都





前言

我为国际数学教育委员会".0#.#专题研究系列第45卷的出版而感到特别自

豪$不仅是因为这意味着我们已经很愉快地完成了漫长的科学和组织工作$而且因

为其内容的突出质量以及与主题绝对相关的意义%国际数学教育委员会第45届

专题研究".0#.6(,7845#完全实现了.0#.所提出的'为从小学到大学的数学教

学提供一个相互促进&合作以及思想交流与传播的论坛(这一目标%在世界各地的

教育计划中的关键时刻$专注于小学整数算术代表了一个重要信号$即我们从来没

有像现在这样$将研究真正聚焦于当代数学教育中这一具有特殊意义的"关键#

主题%

本书的内容与整个.0#.计划完全一致%根据该计划$'.0#.致力于推动创

建&改进和传播最新的研究成果以及可用于教学的资源"例如课程材料&教学方法&

适当的技术等#$其目的在于让教育研究人员&课程设计者&教育政策制定者&数学

教师&数学家&数学教育者和全球其他对数学教育感兴趣的人士之间建立联系(%

这项研究致力于一个在学科和文化上都具有挑战性的课题%书中各章节及专

题报告中的课题$著名学者的评论$以及两个附录包含的主题远超数学范畴$它们

表明了如何透视整数的学与教是一项极为艰巨的任务$因为它除了涉及数学能力$

还需要广泛的从语言学到民族数学&神经科学等领域的一般能力%孩子们学习和

阐述整数及其特征的过程是非常复杂的$与其身处并借以言说和思考的文化交织

在一起$同样交织在一起的还有他们的国家传统或最新技术允许其使用的工具"人

工制品#%

从这个意义上说$本书建立了一幅关于整数算术的真实世界地图)尽管还远远

不够完整$但它的确涵盖了世界上许多地区$从东到西$从北到南$包括许多非富裕

国家%不同文化背景下作出的贡献诠释了小学数学教师的杰出魅力$他们一方面

讲通用的数学语言$另一方面又可以将其与本国特定的语言和文化环境联系起来$

使得学生能够接受%从本书描述的研究和实践中可以清楚地看到这一惊人的综
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合$这是一种非同寻常的能力$以数字在不同地区存在的极其不同的方式$将严谨

的数学&语言学&认知科学等交织在一起%

尤为重要的是$这项研究和本研究卷的编写也邀请了.#NO.0#.另一个相关

项目,,,能力与网络项目"0$G$3&(8$+7P/(Q)%?&+=<%)R/3($简称0EP<#的成员

参加$目的是加强发展中国家的各级数学教育$使其民众有能力应对本国面临的挑

战%这些成员的加入很重要$因为他们重点关注了这些"发展中#国家有关整数算

术的特定教学问题$也提升了研究卷观点的丰富性和多样性%

本书共;5I页"指英文版原著#$展示了这项研究的艰巨工作$从国际程序委员

会".<0#及两位联合主席在49:4年底接受任命开始筹备和组织大会$到49:;年I
月大会在澳门召开$再到准备和编辑完成本书$历时近五年%正如通常的.0#.研

究卷所呈现的$书中的内容不全是会议记录$而是会议讨论和合作的进一步成果%

我参与了所有这些阶段%我必须说的是$如果没有.<0$尤其是两位联合主席

玛利亚!!"巴尔托利尼!布西教授和孙旭花教授的出色工作$我们现在无法拥有

如此优秀的成果集%这本书确实是所有数学教育领域的研究人员&从业人员和政

策制定者的参考书$也是理论&研究和实践的灵感之源$特别是对于但不仅限于那

些对小学数学教育感兴趣的人%

我谨代表.0#.执行委员会和.0#.大家庭$感谢他们为此所做的出色工作%

我还要借此机会感谢澳门大学和澳门特别行政区教育暨青年局"S7,3$(&)+$+7

T),(2EDD$&%-',%/$,#$特别是赵伟校长&倪明选副校长&梁励局长&范息涛院长&

张庆元副院长$以及全球事务总监冯达旋先生$他们慷慨地支持了这个会议的组

织-感谢.#N主席森重文教授出席在澳门举行的会议$从而强调了这项研究对数

学家群体的意义-感谢施普林格出版社所做的精准的编辑工作%

费迪南多!阿萨雷洛!>/%7&+$+7)E%F$%/**)#

49:I年:4月5:日
于意大利都灵
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!第!章 !

建立小学阶段整数算术的坚实基础!
编辑介绍

""""""""""""""""""""""""""""""""""

玛利亚!!"巴尔托利尼!布西"孙旭花

##$%&$!"'$%()*&+&',--&$+./,0,$1,+$

这不是关于比较哲学"也不是关于不同概念的平行讨论"而是关于一

种哲学对话%在这种对话中"每个人在分享彼此的思考时"都会对自己未

思考的部分进行质疑%

#2,**&3+"4556"7"!$

他山之石"可以攻玉%

#&诗经!小雅!鹤鸣'$

!"!#引言

在整数算术!80)*3+,9:3%$%&(093(&;"简称 <=>#方面进行了超过五年的

齐心协作后"我们聚焦于过程"总结了在?@#?1(,.A4B中的经验"包括其中的优

缺点$未来活动开展的可能性及针对不同类型受众的可能性%我们并不是独自工

作的"博学而乐于助人的国际程序委员会!?+(3%+$(&)+$*C%)D%$9@)99&((33"简称

?C@#参与了本研究卷编写的全过程%感谢所有参与人员长达五年的合作!现尚未

完成#&尽管"很显然"我们俩需要对一些微妙的选择和可能的错误与误解负责%

上面分别来自法国哲学家$汉学家弗朗索瓦'朱利安!E%$+F)&-2,**&3+#和一

句中国古代格言的两段题记"总结了我们现在的态度%这项国际研究为我们提供

了增加知识并开始两个互补过程的机会(
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)))意识到自身文化的某些深层价值!我们的*未思考+部分#"我们曾认为这

是实现理想*人性+的唯一可能选择"或者至少是最合适的选择%

)))考虑将创新过程引入我们自己的实践$信念和价值观!我们的*玉石+#的

可能性"这些创新过程不是从其他文化的实践$信念和价值观简单复制"而是受其

影响不断学习发展而来%

本研究卷为广大小学数学教育工作者!包括研究人员$教师$教师教育者和政

策制定者#提供了与会者的集体记忆%它也是数学家和数学教育工作者之间富有

成效的合作的产物%针对在小学阶段被广泛忽视的整数算术!=>?#问题进行系

统研讨"这在@A#@历史上是第一次%本研究卷报告了会议中的所有活动"其开头

列出了参与合著的作者的名单%

!"##%&'%()*+,#$

!"#"!#研究理念

##在所有国家"小学教育都是义务性的"并为儿童提供了不同的设施和机会%数

学是小学教育的中心学科"所有国家都很重视数学课程的教授"因为不同类型的公

民需要从中追求不同的能力%在一项由美国国家科学$工程和医学研究院!美国国

家科学院#于4586年88月举办的研讨活动中"为了探索HI84!J&+.3%E$%(3+()

84(0E%$.3#教育中社会行为科学!-)<&$*$+.;30$K&),%$*-<&3+<3"简称1'1#的存

在及公众对它的认知"研究人员调查了美国国内8555名有代表性的成年人!年龄

和性别保持均衡#对公共知识以及自然科学和社会科学的态度"并进行了比较%除

了有关1'1的问题"该调查还包括有关1LM#!科学$技术$工程和数学#的问题%

超过C5N的受访者认为"数学和科学教育应从小学或更早阶段开始"幼儿园和小

学阶段都应大力强调数学 %

整数算术及其相关概念构成了更高年级所涵盖数学内容的基础"小学的整数

算术为中学奠定了基础%这是全民教育的目标之一"也是联合国全球教育优先倡

议!O>M1AP"4584#的一部分%本研究卷的标题为 *打好基础(小学整数教与学+"

旨在传达这样的信息"即强调尽早为进一步的数学学习奠定坚实的整数算术基础

的重要性%

#表示此处有网址链接或电子资源"可登录施普林格官网查询英文原著获取相关信息%下同%



第一部分

引论
!####

!"#"##研究启动

?@#?执行委员会!任期(45G5)45G4年#认为"对小学数学进行反思是时机适

当的%当时界定的研究主题如下(

在各种不同的教育系统中"学校教育起始阶段#从学前至小学三年级

或更高年级$整数学习的一些方法"包括运算和关系"以及解算术应用

题等%

尽管这不是唯一与小学数学相关的主题"但整数算术被?@#?执行委员会选

中"凸显了其在全世界小学数学课程中的共同核心地位%

?@#?于45G4年底启动该研究"并任命了4位联合主席和G5位国际程序委员

会!?C@#成员"由他们代表?@#?负责实施研究(

)))联合主席(玛利亚'!"巴尔托利尼'布西"意大利&孙旭花"中国澳门特别

行政区&

)))?C@成员(贝林德吉特'考尔!'3%&+.3%H33(I$,%#"新加坡&哈姆萨'文

卡特!J$9-$K3+L$(#"南非&亚尔米拉'诺沃特娜!2$%9&*$=)M)(+N#"捷克&乔安

妮' 马利根 !2)$++3 #,**&D$+#"澳大利亚&利芬 ' 韦尔沙费尔 !O&3M3+

K3%-;0$PP3*#"比利时&梅特'因普拉西塔!#$&(%33?+7%$-&(0$#"泰国&茜比拉'贝

克曼!1A:&**$'3;L9$++#"美国&萨拉'伊内斯'冈萨雷斯'德洛拉'苏埃德

!1$%$0?+Q-!)+RN*3R.3O)%$1,3.#"多米尼加&亚伯拉罕'阿卡维!>:%$0$9

>%;$M&#"以色列"?@#?秘书长&费迪南多'阿萨雷洛!E3%.&+$+.)>%R$%3**)#"意

大利"?@#?主席&罗杰'S"豪!T)D3%S"J)83#"美国"?@#?联络人%

!"#"$#讨论文件

45GB年"?C@内部进行了密集的邮件交流"确立并共享了即将进行的研究理

念$目标和步骤%45GU年G月"?C@会议在位于柏林的国际数学联盟!?+(3%+$(&)+$*

#$(039$(&;$*V+&)+"简称?#V#秘书处举行"?#V秘书处慷慨地支付了这笔费

用%?C@受到了魏尔斯特拉斯应用分析和随机研究所!<?>1"柏林#所长尤尔

根'施普雷克尔斯!2,%D3+17%3L3*-#教授以及?@#?主席费迪南多'阿萨雷洛教

授的欢迎"阿萨雷洛教授自始至终出席了?C@会议及其后的?@#?研究会议%

柏林会议是在富有成效的合作气氛中举行的%
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)))编写了一份讨论文件!附录4#"其中包括研究会议的论文征集"并宣布将

于458[年6月在中国澳门特别行政区举行研究会议%该文件梳理了研究中需要

重点讨论的问题"强调了文化多样性的重要性及其对早期引入整数的影响%为了

加深对作者研究所处不同背景的理解"我们要求每位研究申请人填写特定的$包括

有关其论文背景信息的表格!见第4章#%

)))确定了五大主题!每个主题对应于大会的一个工作组#"并将其分配给

@DA的成对成员(

!8#整数算术(为什么和是什么%

!4#整数思维$学习与发展%

!C#影响整数学习的方面%

!Z#如何教授和评估整数算术%

![#整数及其与数学其他部分的联系%

)))确定了三个全体会议专题论坛(

!8#整数算术传统"由费迪南多'阿萨雷洛主持%

!4#整数算术研究和教学的特殊需求"由利芬'韦尔沙费尔主持%

!C#整数算术和教师教育"由亚尔米拉'诺沃特娜主持%

)))邀请了大会报告的三位发言人(海曼'巴斯!RB:$+'$--#$布里安'巴

特沃思!'%&$+',((3%9)%(0#和马立平!U&7&+E#$#%

@DA的意图是提供一个跨越国家和地区边界的"与整数算术相关的重要议题

的版图"以引起与会者!以及读者#对自身文化背景的重视"并从会议代表所传递的

各种地理和社会经济背景中获取大量信息%科尔 !A)*3"8\\]#在其著作,文化心

理学-一书中提出了对这种视野的需求(

在最近几十年中"我讨论过许多学者的相关工作"他们都试图为包含

文化的心理学提供依据%他们认为"假如人们不评估一项研究的心理过

程可能产生的文化变异性"就不可能知道这种过程是普遍的还是针对特

定文化环境的%例如"对人类发展具有长期兴趣的人类学家约翰!怀廷

和比阿特丽斯!怀廷#2)0+$+.'3$(%&<3=0&(&+E$写道()如果在单一文

化范围内研究儿童"那么许多事件将被视为自然的或理所当然的一部分"

并且因此不被视为变量%只有在发现其他人不遵循这些一直被归因于人

性的做法时"才会将其作为合理变量%*#7"4$
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鉴于几百年来西方国家在数学$科学$工程和技术的发展方面所具有的巨大优

势"狭隘和局部的视角也对数学教育构成了风险%本研究旨在通过短暂而充满生

气的潜心钻研来挑战其中的一些信念"这种氛围需要进一步开放思想"至少在讨论

早期数学以及数学与日常生活和文化传统的紧密联系时是如此%

!"#"%#研究会议

到论文筛选过程结束时"共接受了6̂ 篇论文并分到五个主题内%对于每篇被

接受的论文"最多邀请两位共同作者参加研究会议%孙旭花$贝林德吉特'考尔和

亚尔米拉'诺沃特娜编辑了论文集 !1,+3($*""458[#%

在澳门大学$澳门特别行政区教育暨青年局以及@A#@的大力支持下"@A#@

1(,.B4C首次能够邀请发展中国家的观察员参加"尤其关照能力与网络项目

!A$7$<&(B$+.>3(9)%J&+ED%)Q3<("简称A?>D#.8/的代表参与了会议"这些与会

者是国际数学家和数学教育机构的重点发展对象!见附录8#"加上来自大湄公河

次区域和中国的观察员"共有二十多个国家和地区的\8人参加会议%

@A#@研究会议于458[年6月C日至^日在澳门大学横琴校区举行%该地块

455\年由中华人民共和国国务院租借给澳门特别行政区"用于新校区的建设%大

会开幕式由澳门大学校长赵伟教授主持"澳门特别行政区教育暨青年局局长$研究

与教育资源司司长黄健武!=)+EH&+#),#先生"@#O主席森重文!10&E3V,:&

#)%&#教授"@A#@主席费迪南多'阿萨雷洛教授以及此次会议的联合主席!本章的

共同作者#分别致辞 .4/%

!"#"&#研究卷

@A#@研究会议是本研究卷的基础"本研究卷由两位联合主席编辑%讨论文件

!附录4#中确定的五个主题被分配给@DA的成对成员"他们参加了论文的筛选并

承担了会议中五个工作组的组织%与@A#@研究的传统一样"领导工作组的@DA
成员继续组织相应章节的撰写"并与随后的讨论进行综合和整合%不幸的是"由于

健康原因"萨拉'伊内斯'冈萨雷斯'德洛拉'苏埃德无法参加会议%在撰写研究

卷的过程中"克里斯蒂娜'钱伯斯!A0%&-(&+3A0$:;%&-#友好地接替了萨拉的角色%

本研究卷的简短摘要如下%

引论部分陈述一些背景问题%

.8/

.4/

能力与网络项目"关注于发展中国家的数学科学和数学教育%)))译者注

会议照片存储在澳门大学官网 %
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情境的多样性!第4章#陈述数学教学所处的社会和文化背景日益增长的重要

性"报告了对每份由@DA建议提交的论文背景表格所收集信息的简短分析%这些

背景信息对于理解作者看法背后的观念非常重要%

语言的多样性!第C章#陈述工作组研究和论坛中出现的一种!多语言#面貌%

丰富的!语言#文化背景使参与者可以反思并讨论可能干扰学生数学学习和教师教

育的语言支持或限制因素%工作组组长!酌情#通知与会者(联合主席将在编辑章

中总结他们对语言讨论的贡献"并提及他们在会议论文集中的贡献%本章很大一

部分是针对中国语言的案例"因为它与许多其他语言不同%

第Z章是由该语言领域的知名学者大卫'皮姆!_$K&.D&::#编写的评论文

章%他无法参加会议"但友好地答应帮忙撰写评论篇%

工作组的部分共包含了十章内容"以成对方式出现%工作组的章节由领导该

小组的@DA成员与出席会议的专家共同撰写"并且在写作过程中双方同意开展不

同程度的合作%奇数章!第[$̂$\$88和8C章#按顺序报告了五个工作组的讨论结

果%在每一章之后!偶数章#都有一篇评论文章"这篇评论由一位没有参加会议但

在整数算术领域具有专长的知名学者撰写"因为他能从不同视角分析相应章节的

核心主题%这些学者分别为(罗杰'豪"第6章&珀拉'内舍!D3$%*$>3-03%#"第]
章&贝尔纳'霍奇森!'3%+$%.R).E-)+#"第85章&克莱尔'马戈里纳斯!A*$&%3

#$%E)*&+$-#"第84章&约翰'梅森!2)0+#$-)+#"第8Z章%

论坛的部分包括三个论坛!第8[$86和8̂ 章#"旨在利用大多数@DA成员和其

他一些受邀者"包括每一个论坛的讨论者的专业领域知识"来解决工作组聚焦的一

些横向议题!传统$特殊需求和教师教育#%

全体会议部分包括三个演讲!第8]$8\$45章#"旨在从三个不同的角度探讨整

数算术%这些演讲者分别为(专业数学家$@A#@前主席海曼'巴斯"从事发展性计

算力障碍症研究的神经认知科学家布里安'巴特沃思"熟悉中美传统知识的数学

教育学者马立平%

本书包含三个附录(第一个附录是A?>D与会者的反思"第二个附录是有关

@A#@1(,.B4C的讨论文件"第三个附录是相关电子补充材料!视频#%

!"$#研究的优点

@A#@1(,.B4C从组织和科学角度都受益于以下几个优点(

研究会议选址于中国澳门特别行政区"诸多原因表明这是最好的选择%首先"
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近年来"在经济合作与发展组织!PMA_#主导的D@1?数学评估中"中国学生的杰

出表现在世界范围内受到关注%尤其值得关注的是"中国澳门学生的成绩从455\
年的第8[位上升到458[年的第C位"几乎所有的数学教育工作者都对这种成绩

的迅速提升充满兴趣%

此外"还有一个历史的原因%澳门被誉为是葡萄牙与中国$欧洲文化与东方文

化进行对话的地方%亚洲与西方文明的接触始于丝绸之路"甚至可追溯至公元

前 %自8C世纪以来"无数商人0最著名的是意大利人马可波罗!#$<%)D)*)#1穿

梭于东西方欧亚大陆之间%86世纪!8[[4年#"纳瓦拉牧师$传教士$耶稣会联合创

始人圣'方济各'沙勿略!1(F%$+<&-/$K&3%#到达中国%几十年后"意大利耶稣会

士利玛窦!#$((3)Y&<<&#到达澳门%他向中国介绍了西方科学$数学$天文学和视

觉艺术"并与中国学者"特别是儒家代表进行了重要的跨文化和哲学对话%

利玛窦#8[[4+8685$被称为天主教传教士在中国的先行者"也是耶

稣会最早的成员之一%在他之前冒险前往中国的其他人没能成功地在那

儿终其一生"更不用说得到中国人民的尊敬和钦佩"直至今天%利玛窦成

功的根源在于他作为一个人与现实积极融合"这使得他有可能如此全面

地进入另一种文化而不会迷失自己%澳门的耶稣会士一直为大众服务"

给予他们教育或物质上的帮助"但始终源于文化发源的最深层的理想和

希望%耶稣会的这一传统在澳门利氏学社##$<$)Y&<<&@+-(&(,(3"利玛窦

研究所$一直延续至今 %

作为会议之余的节目"此次研究的与会者参观了澳门利氏学社"其间萧文强

!#$+H3,+E1&,#就有关利玛窦将欧洲数学元素引入中国所产生的作用进行了演

讲"这其中包括,几何原本-的前六卷和第一本有关欧洲笔算的算术书%这些西方

作品的引进改变了中国的数学教育"使中国人第一次接触西方数学的真实图景!第

8[章#%

这种中西文化间的碰撞在澳门处处体现得淋漓尽致(既体现在澳门旧城区的

建筑上"如澳门博物馆的平行入口走廊 及用中葡双语书写的澳门路标&又体现在

澳门大学横琴校区!也就是此次会议的举办地#全新的建筑中 %因而"与会者不

知不觉地融入了跨文化的交流氛围中%我们相信"伴随着传统儒家教育的影响"这

种中西混合的独特文化遗产能够为全球数学教育的发展提供新思路%
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无论是在工作组还是在论坛中"大家都在热烈地讨论着"当中能明显感受到中

华文化的存在(来自中国的同行们积极分享其有异于他人"但依旧与传统文化相关

联的观点%有趣的是"所有与会者都得到了一份特殊的纪念品)))著名的中国算

盘!见图8"8#"它在458C年被列入联合国教科文组织!O+&(3.>$(&)+-M.,<$(&)+$*

1<&3+(&V&<$+.A,*(,%$*P%E$+&X$(&)+"简称O>M1AP#的非物质文化遗产清单%

图!"!##$%#&'()*+,会议礼物!中国算盘

会议之余的另一个主要活动是带领各与会人员去两个一年级教室听一节加减

法的课%这是一节典型的具有中国传统的公开课"又称之为观摩课%这种课一般

是事先经过精心组织与设计的"课上会有许多观察员!在我们的案例中是几十

位#仔细观察课堂的方方面面"并且在课后与任课教师进行交流探讨"以期未来不

断完善课堂设计%与会人员对观察这种生动活泼的中国课堂表现出极大的兴趣"

本书的第88章中对此有详尽的描述&同时"第84章又从西方的视角对此进行了评

论%与会者浸入了一种完全不同的文化"促进了一系列相异传统的某些特征的共

享"从而提供了一个比文献中已知的要更加广阔与深入的文化氛围%中西文化的

教育比较在国际文献中已变得相当常见!3"E"!$%.+3%"8\]\&1(3K3+-)+$+.

1(&E*3%"8\\4#"但是参与此次研究会议的大多数学者从未亲身体验过这种文化的

交融%因此"在费迪南多'阿萨雷洛主持的一个专项论坛中"我们重新讨论了不同

文化传统的碰撞与交流!第8[章#%

我们对文化的集中关注还催生了一项创新(一些工作组与会人员展示了有关

情节的简短视频"并同意为它们准备英文字幕%视频片段给课堂生活和隐形文化

带来与书面论文中大为不同的生动信息%尽管视频片段的访问由于需要获得隐私

和道德规范许可而受到限制!文化上也取决于不同国家或地区的法律和规范#"并且
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其英文注解也需在国际会议背景下才能被理解"但我们仍旧准备了一个小型的视

频片段库"这个视频片段库在日后还可以不断扩充%本研究卷将这些特定的视频

片段作为电子补充材料引用!参见附录C#"同时也可以在出版社网站上找到它们%

这项研究的主要创意之一是我们对不同背景及文化传统的关注"这可从前面

提及的讨论文件!附录4#中窥见%值得注意的是"我们越来越强调以前被视为*特

殊兴趣+而不是核心特征的内容%例如"*欧洲数学教育研究与设计实践的文化背

景+全体会议!2$9)%-J&3($*""458[#由AMY#M\!458[年在布拉格举行的欧洲数

学教育研究学会会议#主办"比尔'巴顿!'&**'$%()+#在@A#M8C 的全体会议上

以 *数学教育和文化(当代道德要求+为题作了主旨发言%这种对不同文化传统的

关注似乎方向正确"但路途还很遥远%

在不同的工作组中研究者考察了语言及其对整数算术的影响"并在特定章节

!第C章#中进行了概述%第[章和第6章还讨论了与历史$语言和社会变革有关

的整数算术观点%

在此过程中"@DA认为"受整数算术的传统限制"人们并未充分认识到不同数

学领域之间存在的联系"例如算术与代数之间的联系%有两章!第8C章和8Z
章#聚焦了这个问题%

在全体会议!第8̂ 章#中"与会者讨论了与整数算术有关的教师教育和发展这

一议题"作为对@A#@1(,.B8[!MK3+$+.'$**"455\#的补充"从而填补了一项空

白"因为较早的研究很少关注小学的情况%

还有一个论坛在第^章的基础上讨论了特殊需求!第86章#"并报告了神经认

知$认知和发展的方法%它代表了来自不同领域的学者!数学教育家和神经认知学

家#之间进行有益对话的第一步%整数算术一直是心理学领域的热门话题"然而从

课堂教学角度进行的研究相对较少"目前绝大多数的研究都是在实验室进行"这不

利于在实际教学中的应用与推广%因此"此研究引起了重要的讨论%

在有关观察研究!第^章#和干预研究!第\章#的章节中"作者考察了幼儿的

环境问题%在早期教育的环境下"培养幼儿读写能力的重要性不言而喻&相反"从

历史上来看"数学方面的训练却被不少人视作对幼儿学习经验无关紧要"或者不适

合幼儿的发展%例如"目前美国州立幼儿教育标准中有关数学的内容仍较少

!>$(&)+$*Y3-3$%<0A),+<&*"455\#%更普遍的是"许多幼儿计划很少关注数学训

练"教学质量也低得令人担忧"因此不少幼儿失去了早期学习数学的机会%好在欧

洲数学教育研究学会积极推动幼儿数学教育工作%自455\年起"该学会成立了一
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个专门负责早期数学的工作组"该工作组每两年召开一次会议0利文森

!U3K3+-)+#等人正在准备中1%@A#@1(,.B4C的@DA成员利芬'韦尔沙费尔在

都柏林的AMY#M85 全体会议上作了关于建立一个更全面的儿童数感模型的

演讲%

最后"本研究的另一个优点是让A?>D代表以观察员的身份参与其中%该

项目组已经认识到研究会议的重要性!附录8#%在会议上"他们每个人都被分

配到相应的工作组"以确保他们和其他与会者之间的对话%此外"@A#@主席费

迪南多'阿萨雷洛还与他们举行了正式会议"并首次共享了A?>D代表们的经

验%A?>DZ代表韦罗妮卡'萨伦吉!S3%)+&<$1$%,+E&#在其感言!个人通信#中

提到(

@A#@1(,.B4C的主要贡献之一是使A?>D能够在其所属地区之外

建立网络%由于先前在澳门建立了联系"关于建立一个用于集中讨论

A?>D议题的讨论组的提案得以提交并被@A#M8C接受%除了建立网

络外"在澳门举行的会议还提高了代表们的个人能力"从而影响了其各自

所属的机构以及国家和区域协会%

这种面向数学教育工作者国际社会的友好和支持性引荐"扩大了@A#@其他

活动以及AMY#M等附属组织的区域性会议的参与面%

!"-#研究的影响

总的来说"这项研究具有积极意义%一些团体在研究会议开始前表达了他们

的兴趣!3"E"'$%()*&+&',--&$+.1,+"458Z&'3<J:$++"458[#%会议之后"报告!应

邀#已在主要期刊0,欧洲数学学会通讯-"英文&,数学教育学报-"中文&,AFM#公

报-"法文#1和会议论文集!!"#$%&'&("'$%()*&+&',--&$+.1,+"458[&)*+,

-./0">)K)(+T"458[#上发表%,数学教学-!12*34&$53&(&36+7689(76$:;&#发布

了一份正式报告 !'$%()*&+&',--&$+.1,+"4586#%罗杰'豪在美国全国数学教师

协会!>$(&)+$*A),+<&*)VL3$<03%-)V#$(03:$(&<-"简称>AL##458̂ 年年会上

发表了关于*@A#@1(,.B4C(整数算术+的报告%4586年"本研究卷的汇报工作也

在汉堡@A#M8C的一个特定时段进行 %

对整数算术感兴趣的小学数学教育工作者之间的跨文化交流持续出现在国际



第一部分

引论
'*###

会议中"如每两年在布拉格 举行一次的1M#L会议和@A#M每四年组织一次的

特别小组会议%此外"每四年召开一次的美洲数学教育会议!@?A#M#也有一个关

于初等数学教育的专题"整数算术是其中的重要部分%

!".#研究的限制

通过多元文化的途径"在研究会议和本研究卷中已部分实现了构建整数算术

教与学主要版图的目的"其中一些主题已被深入研究"对另一些主题的探索则刚刚

开始"目前仅能简单勾勒%在某些章节!第\章和第88章#中"作者已谈及整数算

术教学的教科书问题"其实该问题值得单独研究!2)+3-3($*""458Z #%

关于整数算术学习以及整数算术学习评估的问题也已涉及!第88章#"但是该

主题值得进一步探讨%关于@A#@1(,.B6的评估尚未更新!>&--"8\\C$";#"因为

国际上的一些变化影响了国家和课堂层面的实践!参见3"E"1,,%($::3($*""

4586#%

有天赋的学生的需求仅在考虑有挑战性的数学任务时才被提及!第\$85$8Z
章#%因此在这种情况下"也存在进一步发展的空间!参见3"E"1&+E3%3($*""

4586#%

研究会议的参与程度值得一提%因会场的地理优势"中国人在会议上有很好

的代表性不足为奇%尽管@DA成员竭尽全力"但该研究的局限性仍在于未能让来

自更多国家和地区的数学教育工作者广泛参与!例如俄罗斯$印度$日本$韩国"以

及非洲和拉丁美洲部分地区#%因此"尽管该研究的主题有来自发展中国家的数学

教育工作者和决策者参与的潜力"但确保公平参与@A#@1(,.B4C的目标仍未实

现%我们发现的主要障碍包括(

)))传播不足!国际邮件列表和期刊只能继续触及全球数学教育界的一小部分#%

)))语言问题!尽管不可避免地选择了英语作为研究会议语言"但很可能妨碍

了一些作者的申请#%

)))成本!尽管机票价格与国家或地区之间的距离并不严格相关"但商业限制

仍然存在#%

!"/#研究的意义

!"'"!#给实践者的启示

##本研究卷的各章节考虑了多方面的问题"这有可能吸引来自世界各地的数学



'!###
打好基础!小学整数教与学
国际数学教育委员会第#$届专题研究

教师及教师教育者(这里整合了关于整数算术的任务$活动和人工制品等多方面的

内容!见第\章和第85章#%该研究还广泛展示了教师教育与发展的方法和模型"

并吸引了不少数学教育领域的知名学者加入%这使得该研究对小学算术研究人员

极具吸引力%

我们从诸多案例中选择了一些(

)))平衡数感的序数$基数和度量方面!以及方法#%

)))将加$减和数这三个核心概念联系在一起%

)))挖掘人工制品的潜力.例如算盘$第纳斯木块0_&3+3-;*)<J-"也称多位值

算术块!:,*(&;$-3$%&(0:3(&<;*)<J-"简称 #?'#1.8/$古氏积木!A,&-3+$&%3

%).-#.4/$加法器!7$-<$*&+3-#$多点触控技术设备/%

)))专注于早期数概念发展的结构方法%

)))专注于45以内凑十加减法%

)))借用某些文化中完全正规的数字名称"向存在不规则名称的地方的学生

讲故事%

)))强调图形和空间表征的重要性%

)))促进身体的参与"例如用手指数"在数线 .C/上跳舞或跳跃%

!"'"##给课程开发者和政策制定者的启示

对社会和文化背景以及母语在数学学习中重要性的关注"有可能引起课程开

发者和政策制定者的兴趣%在世界各地"有4"[亿儿童要么没有完成C年以上的

基础教育"要么虽然完成了C年的基础教育"但缺乏继续学习所需的基本算术技能

!#$($%3($*""458C#%一项评估表明"在摩洛哥的一个地区"45N的二年级学生无

法解决简单的加法问题"而ZZN的学生无法解决简单的减法问题!#$($%3($*""

458C#%此外"如果刚入学时学生对数字理解较差"那么此后该学生很可能会在学

校中成绩表现不佳!!3$%B"458C#%弥合公认的需求和现有的教学计划之间的这一

鸿沟应该是课程开发者和政策制定者的当务之急%

.8/

.4/

.C/

第纳斯木块!#?'#(85个构成一个长列"85个长列构成一个平面"85个平面构成一个块!正方
体#"它表明了8$85和855之间的关系%)))译者注

古氏积木(由十种不同颜色及长度的积木所构成"相同颜色的积木具有相同的长度%例如"白色积
木(一厘米长"红色积木(两厘米长%)))译者注

数线实际上是数轴的*雏形+"利用数线既可以体会数的顺序和比较大小"又可以进行计算(*顺着
数+相当于加法"*倒着数+相当于减法%)))译者注
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本研究提供的一些政策和方法建议包括(

)))认真考虑早期教学对以后教育成功的影响%

)))在学校推广幼儿数学%

)))以辩证的方式考虑全球化以及数学在当地文化中的根源%

)))考虑特定的语言和文化限制%

)))解决将人工制品和认知要求高的任务用作教学辅助材料的问题%

)))承认小学教师的专业地位%

)))设计小学教师的教育和发展路径"使他们成为受过高等教育的专业人员%

!"0#结束语

我们希望@A#@1(,.B4C对小学数学中整数算术的关注能够为进一步关注小

学数学主题$课程和教学法奠定基础%这些主题也将在今后的研究及@A#@相关

组织的会议中继续讨论"毕竟正如本研究卷标题所示"打好基础对于中学乃至更高

阶段数学教学的发展至关重要%

来自不同国家和地区的与会者对此表现出极大的兴趣%他们对本书编写工作

的参与和该研究产生的早期影响"预示着在未来组织后续研究的巨大潜力和机遇%

作为@A#@1(,.B4C的联合主席"我们将继续合作"确保在我们所处地区及更广泛

的国际水平上长期开展这项研究%

@A#@会议和研究是尝试改善不同社群间交流的范例%但是"声称@A#@

1(,.B4C具有共同的观点是某种误导%本研究卷没有呈现单一连贯性论述"与会

的数学教育工作者及数学家也没有形成对整数算术教学趋于一致的共同论述%更

优的表述是在以下意义上共享观点(给各界人士提供充分的机会来表达和阐述他

们的观点"其他人则专注倾听&与会者抓住机会讨论共性与差异"以期获得新见解%

这其实是说"每个人都可以自由地采纳$拒绝$修改"或将其他人的部分观点整合到

自己关于整数算术的论述中%

在一个日益受到边界和跨界迁移问题困扰的世界中"本研究卷成功地收集了

跨阶段和跨边界的数学教育者感兴趣的综述和讨论%本研究卷提供了在不同文化

背景下共享干预和发展措施的例证"其中涉及扩大对基础数学思想的关注"这将有

助于我们为进一步发展和参与更高层次的数学教育作出贡献%语言$人工制品和

方法的多样性有助于扩大访问范围"进而增强在该领域实现此目标的能力%最后"

我们对在这项工作中体现出的高水平的跨文化互动过程表示感谢%在本书出版之
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时"全球性言论都对此主题产生不少共鸣%该书证明了跨国!地区#和跨文化合作

的力量)))促成边界的瓦解%像以前的@A#@专题研究一样"该研究也通过国际

合作来丰富与充实其内涵%

!"1#流程和感谢

@DA及联合主席对这些章节进行了内部审核%通过这一过程"尽可能开展交

叉引用"并对所有重叠部分进行了仔细的检查%在不同的章节处理相似想法的地

方"我们尽可能地尝试指出交叉引用%

特别感谢@DA的三位成员孙旭花$亚尔米拉'诺沃特娜和贝林德吉特'考尔"

他们精心编辑了在线会议论文集!1,+3($*""458[#"同时感谢乐于助人的哈姆

萨'文卡特承担了本书不少章节的文字编辑工作%孙旭花作为澳门会议联合召集

人负责会议相关的财务工作和实际事务"使得这项研究!会议#成为可能%感谢比

尔'巴顿的鼓舞和支持"在提案被提交时他是@A#@的主席%此外"莉娜'科赫

!U3+$H)<0#处理过许多@A#@事务%@A#@主席费迪南多'阿萨雷洛和秘书长亚

伯拉罕'阿卡维参与了整个研究过程的各个阶段"从第一次在柏林召开的@DA会

议到整个澳门会议"再到@A#M8C的演讲%该过程经历了@A#@三位主席的任期(

比尔'巴顿"费迪南多'阿萨雷洛和吉尔'阿德勒!2&**?.*3%#%感谢458̂ 年8月

8日起担任@A#@主席的吉尔'阿德勒"他投入了大量精力"以崭新的眼光仔细阅

读了手稿"并与施普林格!17%&+E3%#签订出版协议"该协议首次使用>&--系列"方

便读者免费下载该出版物%感谢施普林格出版社的纳塔莉'里博恩!>$($*&3

Y&3;)%+#和1D@全体员工"他们在本书漫长的准备过程中给予了极大的支持和耐

心%感谢@#O主席森重文"他以多种方式表明了对小学数学教育的浓厚兴趣%

@A#@1(,.B4C的联合主席和@DA成员非常感谢与会者"他们提交的书面论文

出现在会议论文集!1,+3($*""458[#中"并为讨论作出了重要贡献"这极大地丰富

了本研究的内容%特别感谢大卫'皮姆非常慷慨地合作完成了本书的最终编辑%
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整数算术教学之社会及文化背景

""""""""""""""""""""""""""""""""""

玛利亚!!"巴尔托利尼!布西"孙旭花

##$%&$!"'$%()*&+&',--&$+./,0,$1,+$

#"!#绪论

458Z年8月"@A#@1(,.B4C的国际程序委员会!@DA#于柏林举行其第一次会

议%本次会议就文化多样性在@A#@专题研究中的相关性达成了共识"其研究报

告的讨论文件指出(

文化多样性及其如何影响整数的早期教学已被确定为研究的焦点之

一%这次研究将尽可能多地鼓励不同国家的作者参与"尤其以文化特征

较鲜为人知"然而影响其教学内容的国家为重%为促进对作者们开展研

究所处不同文化背景的理解"要求会议申请人均需准备关于其社会及文

化脉络的背景信息表#已提供特定表格$%#附录4"@A#@1(,.B4C(相关

介绍及主办理念$

上述声明有两个基础(一方面是察觉到发展中国家的学者越来越多地参与国

际会议"与此同时来自世界各地向国际期刊的投稿与日俱增&另一方面"国际数学

教育委员会!@A#@#的目标正是提高全世界的数学教学质量%大多数@DA成员"包

括本章的第一作者"皆有审查国际会议和期刊论文的经验(在诸多论文中都存在一

种隐含的信念"即读者对所进行的研究之背景有着充分的了解!尤以涉及欧洲或北

美国家为甚#"如果其理论框架及研究方法是足够合理的"那么相关研究结果从一

个国家到另一个国家的转化是可能的"也是自然的%

然而"早在以*数学教育作为一个研究领域(身份认同+!1&3%7&+-J$$+.
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H&*7$(%&<J"8\\]#为主题的@A#@第]届专题研究!8\\4)8\\]#中"由苏珊'皮里

!1,-$+D&%&3#$汤米'德赖弗斯!L)::B_%3BV,-#和杰里'贝克尔!23%%B

'3<J3%#领导的第四工作组就提出了关于结果及其有效性的问题%当中提及了一

个有趣的问题(

一种环境或文化#如日本$之研究结果在多大程度上可以与另一种文

化#如美国$之研究结果相联系"以及结果在多大程度上具有文化特异性,

#7"4̂ $

尽管这一问题在8\\Z年于华盛顿举行的国际数学教育委员会专题研究会议

上已经被提出"然而在主要国际期刊和会议中"研究者仍然很少重视文化背景问题

!'$%()*&+&',--&$+.#$%(&E+)+3"458C#%为支持这一观点"只需从国际主要期刊

提供给实证研究作者的信息中摘录一部分即可"例如,数学教育研究杂志-

!P";%37'A"%M&4&7%=8$3+768&(76$=4*<;=76$"3"简称PM+*#中有如下说明

!>AL#"+"."#(

&数学教育研究杂志'寻求能够增益数学教育领域知识的高质量文

稿%为达到出版水准"作者提交的论文需要展现出高质量"体现出构思严

谨-研究成果论述充分等良好报道之特征%兹详细说明如下(

适当的研究目的和基本原理.

明确的研究问题.

资料详尽的文献综述.

连贯的理论框架.

明确被描述的研究方法.

扎实的研究设计与实施方法.

对有数据支持的结果及影响所作的说明.

对数学教育领域的贡献.

解释清楚及使用得当的用语.

高质量的写作.

数学的精准度%
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相同文件之节略版本亦出现在D#MC\!458[#实证研究的研究报告指南中%

观察-人种志-实验-准实验和个案研究皆可%实证研究报告应至少

包含以下内容(

关于所提交论文的重点的说明.

研究的理论框架.

相关参考文献.

说明所用的研究方法及其理由.

数据和结果的样本#可在会议上提供其他数据"但申请中应附带一些

数据$

上述两例均未明确提及社会和文化背景%因此"无论是文稿还是研究报告所

允许的有限空间!研究报告更甚#"都可能抑制作者在其所处背景下构建实证研究

的意愿%此外"它还含蓄地传达了一种观点"即与之相关的每一项科学传播都必须

遵循上述结构"其中不涉及社会和文化背景%这似乎是一种限制而非积极主动的

说明%

例如"多年来对中日两国教师职业发展产生重大影响的课例研究"将课堂视为

开放或公共空间"可以与西方传统中通常将课堂视为独立自主的空间形成对比

!3"E"1X(3&+3($*""4585#%

反之"从欧洲数学教育研究学会先后两次会议的评审指南中"或许可以发现一

些正在发生的改变的证据%AMY#M]!458C#的指南如下(

研究报告#实证或发展$-调查-观察-人种志-实验或准实验研究"以

及个案研究都是合适的%论文至少应包含以下内容(

关于论文重点的陈述.

说明研究的理论框架"包括相关参考文献.

说明所用的研究方法及其理由/包括问题-目标和#或$研究问题"选

择参与者或抽样的标准"数据收集的工具和步骤0.

研究结果.

最后的评论或结论%
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AMY#M\!458[#的指南新增了以下指针(

说明本研究所嵌入之科学和文化背景#解释关键假设以及本研究与

特定文化背景相关的可能性$

AMY#M]和AMY#M\的两份指南之间发生了什么4 这次@A#@1(,.B4C的两位

联合主席皆出席了AMY#M]"且本章的第一作者还被邀请对其中一个论坛作介绍"该

论坛主要讨论了被忽视的社会和文化背景的重要性%AMY#M委员会对此印象深刻"并

接受了因适应上述广泛传统所带来的挑战%AMY#M\的科学委员会不仅对其指南!针

对作者和审稿人#进行了细小改动"还决定举办一个由芭芭拉'贾沃斯基!'$%;$%$

2$9)%-J&#主持的小组会议"以讨论欧洲数学教育研究与设计实践的文化背景!2$9)%-J&

3($*""458[#"并于458[年4月在布拉格成功举行%从使国际社会明确认识到社会和文

化背景在数学教学中的重要性来讲"这次小组会议无疑是一个里程碑%

另一个里程碑是@A#@1(,.B4C明确要求提供研究背景的细节%国际程序委

员会一致同意强调社会和文化背景的作用"并设计了一张特定的表格!见下文#用

于收集有关这一背景的信息"以便根据常用格式可在有限的页数!]页#内完成科

学报告%其目的是双重的(不仅收集相关信息以了解不同的背景!如讨论文件中所

明确罗列#"而且引导作者认识自身文化背景的相关性%

#"##背景信息表!设计

无论对于实证研究还是理论反思"@DA所设计的表格旨在了解研究所处国家的

一些基本情况%@DA意识到"除非作者已经知道某些现存的国家层面的文件!3"E"

@A#@"4588#"否则要求完整回答所有问题将是非常苛刻的"无异于再做一项研究%

@DA设计的表格如表4 8所示%

对此意料之外的任务"部分申请者表示惊讶并询问为何要填写这一表格"其中

的信息应该早就为所有的数学教育工作者所了解%如果还有需要的话"这进一步

证明了认识社会和文化背景的相关性与提供这些资料的必要性"在同行中的确有

待被分享%

在中国澳门举行的会议$对澳门学校的访问以及对东西方数学传统间差异的揭

示"进一步验证了这种对社会和文化背景的认识是真正需要和有用的"以便理解不同

文化的背景并开展富有成效的对话%这一方面将在本章和全书中进一步阐述%
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表+ !#背景信息表

请尽可能完整地填写以下内容!以便我们了解您论文的背景"

概况!客观数据#

请提供一个粗略的数字(
年满88岁的学生&
从事学前及小学教育的教师%

请简短描述国家的教育体系!请将年级与学生年龄配对#%

如适用"请说明该体系是从被殖民时期所继承抑或是与当地传
统有关%

您认为贵国教育体系的一个重要特色是什么4 !例如寺院学校
作为缅甸学校系统的重要部分#

融合教育

该教育系统是完全融合教育吗4

是否存在专门为有感官障碍的学生!盲人$聋人#开设的学校2教室4

是否存在专门为残疾学生开设的学校4

官方语言

请列出贵国的官方语言%

请列出当地语言!少数族裔#%

学前2小学教育是否使用当地语言4

移民2难民2边缘化学生

是否存在相当一部分移民学生!来自其他国家#$难民学生和边
缘化学生4

为照顾此类学生"学校是否有一些具体的规定4 国家2地方政府
有提供某些帮助吗4

学前教育概况
学前教育是否覆盖全国4

预计接受学前教育的学生的占比是多少4

学前教科书

是否存在学前教科书4

学前教科书使用的是什么语言!在有更多地方语言的情况下#4

是否只存在一套国家教科书4 抑或是有数种不同版本4

是否只存在一套教师指引4 抑或是有数种不同版本4

小学教育概况
小学教育是否覆盖全国4

预计接受小学教育的学生的占比是多少4

小学教科书

是否存在小学教科书4 小学教科书使用的是什么语言!在有更
多地方语言的情况下#4

是否只存在一套国家教科书4 抑或是有数种不同版本4

是否只存在一套教师指引4 抑或是有数种不同版本4
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#续表$

小学教师资格 通才抑或是专业数学教师4

评估
是否存在国家评估体系4

学生在什么年龄2年级接受数学评估!针对学前阶段和小学#4

标准 是否存在政府2国家标准4

教师教育与发展

有什么相关的国家规定吗4

是否有某些你认为相关的共享实践!例如日本的课例研究$中国
的观摩课#4

是否存在促进教师发展的远程学习形式4

教师教育与发展(学前教育
学前教师教育是怎样组织的4

请写出!如果相关#政府规定与实际情况之间的差别4

教师教育与发展(小学教育
小学教师教育是怎样组织的4

请写出!如果相关#政府规定与实际情况之间的差别4

内容!聚焦于整数#

本地语言

位值制(是否存在不是以十为基的位值制传统4

问题(哪一类问题是学校教学中的典型问题4 !例如中国(变式
问题#

问题(解决问题的常见策略有哪些4 !例如新加坡(模型法#

与论文背景相关的任何其

他信息

#"$#背景信息表!数据

本次共收集了66张涉及46个国家的背景信息表%表4 4详细罗列了按国

家划分后的分布情况%

有三篇论文涉及跨文化研究!塞浦路斯)荷兰$德国)澳大利亚$英国)瑞

典#"其中填写了两个国家的背景信息!因此在表4 4中被计算了两次#%在另

一个案例中"所提交论文涉及一项跨文化研究"其受世界银行委托对所有法语国

家进行了研究分析(表格是针对所有法语国家填写的"参考了法国殖民体系的

影响%

我们鼓励申请人根据自己的知识尽可能完整地填写表格%因此"在大多数情

况下"信息并非根据客观数据"而是基于申请人对本国情况的了解%此外"这是一
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个简易样本"所选择的是最容易接近的受试者!#$%-0$**"8\\6#"数据仅限于研究

申请人所提供的信息"所以排除了一些主要地区!如印度$俄罗斯$拉丁美洲$非洲

大部分地区$东南亚#的贡献%

表+ +#不同国家表格数量的分布情况

国家 表格数量 国家 表格数量

阿尔及利亚 8 澳大利亚 [

比利时 8 巴西 8

加拿大 Z 中国 8C

塞浦路斯 8 捷克 8

丹麦 8 多米尼加 8

英国 8 法国 Z

德国 Z 以色列 C

意大利 Z 约旦 8

荷兰 4 新西兰 4

塞尔维亚 8 新加坡 8

南非 C 瑞典 4

瑞士 8 泰国 8

美国 [ 越南 8

所有法语国家 8

下面简要叙述对所收集数据进行早期分析的主要结果%

#"$"!#早期数学教育系统之总体结构

申请人报告的数据与教育数据库!M.,<$(&)+_$($;$-3"+"."#相匹配%尽管在一些

国家!诸如澳大利亚$巴西$加拿大$塞浦路斯$德国$瑞士$美国#"不同州2省2区域2地

区之间存在差异"但这些模型可概括如下(小学教育或基础教育是公认的措辞"但在

某些案例中"学前学校的命名方式却不尽相同&学前教育通常并非强制性的"然而至

少在上小学前的最后一年"许多学生!在某些情况下高达\[N#都会选择参加%

在某些案例中"小学被拆分为不同阶段"甚至包括其他地方称之为中学

!:&..*3-<0))*#的阶段%尽管我们的简易样本仅限于46个国家"但在入学时间和

入学年龄方面已经可以划分为多个种类%不尽相同的模式在欧洲也存在%这种制

度的多样性对本研究有一定的影响%例如"当入学年龄延后时"学生很可能在学前
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阶段已接触到整数算术"而当学龄期延长时!像在许多东方国家"小学一直持续至

六年级#"很可能在中学前已培养准代数思维!7%3I$*E3;%$&<(0&+J&+E#%由于无法

消除这些制度差异"因此我们在本研究中选择关注学习内容而不是学生年级或年

龄!表4 C#%

表+ ,#小学"年龄#结构

%!'年
#'!!(或!#岁$

德国 !取决于不同地区#

&年
#'!!!岁$

阿尔及利亚

!受 殖 民 所
影响#

法国 意大利 越南
美国 !复杂
系统#

&!'年
#'岁起$

塞浦路斯!希腊族"6年&土耳其族"[年#

'年
#&岁起$

英国 !复杂系统#

'年
#'!!#岁$

澳大利亚 比利时
以色列!基于不同
宗教之复杂系统#

泰国

'年
#)!!$岁$

新加坡

'年
#'!!#岁或
)!!$岁$

中国

&!)年
#'岁起$

加拿大!取决于不同领地#

)年
#)!!%岁$

南非 瑞士 !复杂系统#

*年
#%!!#岁$

荷兰

*年
#)!!&岁$

塞尔维亚

+年
#'!!&岁$

巴西![fZ# 捷克 多米尼加 新西兰

+年
#)!!'岁$

丹麦 瑞典

!(年
#'!!'岁$

约旦
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##报告指出部分国家的制度曾经受殖民所影响"其中有阿尔及利亚$澳大利亚$

新西兰等%在某些案例中"这种影响也反映在所选择的学校语言与家庭语言不同%

会议也报告和讨论了这一问题!见第C章#%

#"$"##教育之融合性

对融合教育的关注在联合国教科文组织的文件!3"E"O>M1AP"455\$&见第\
页的历史摘要#中有着悠久的历史"可上溯至8\Z]年的,世界人权宣言-"但它仍然

是实际的议题!例如"参见比尔'巴顿在@A#M8C中的全体演讲 #%,千禧年发

展目标 !#&**3++&,: _3K3*)7:3+($*!)$*#-文件考虑了融合教育!O>M1AP"

4585#"其中提到普及初等教育!O+&K3%-$*D%&:$%BM.,<$(&)+"简称ODM#"即千禧

年发展目标4%最新的,可持续发展之教育目标!M.,<$(&)+V)%1,-($&+$;*3

_3K3*)7:3+(!)$*-#-文件!O>M1AP"458̂ #也考虑到了这一点"其在学习目标Z
中提到*优质教育(确保融合和公平的优质教育以及促进全民获得终身学习机会+

!O>M1AP"458̂ "7"8]VV"#%

联合国教科文组织!455\$#指出"融合教育不仅关注了有特殊需求的学生 .8/

!例如残疾学生#"而且关注了具有不同!认知$种族和社会经济#背景的学生%因

此"该问题与背景信息表中所提出的部分问题!即官方语言和学校语言"为移民$难

民和边缘化学生提供帮助#有关%

这一广泛取向已被主持本届研究的国际程序委员会所吸纳"反映在背景信息

表中"即包括三个不同的项目!见上文#"涉及有特殊需求的学生$学校语言不同于

家庭语言的学生以及背景不同的学生%

申请人报告了不同官方语言及当地语言或方言的确存在%某些国家的官方语

言!或多种官方语言#与母语不同%例如"在阿尔及利亚是阿拉伯语和柏柏尔 塔马

塞特语!'3%;3%IL$:$X&E0(#&在澳大利亚是澳大利亚英语和土著语言&在比利时是

荷兰语$法语和德语&在加拿大是英语和法语&在中国是汉语普通话$广东话和少数

民族语言&在塞浦路斯是希腊语和土耳其语&在以色列是希伯来语和阿拉伯语&在

新西兰是英语$蒂雷欧毛利语!L3Y3)#$)%&#和新西兰手语&在塞尔维亚是塞尔维

.8/ 我们知道"放弃*特殊需求+一词并使用*特殊权利+或*受教育权利+的趋势正在增长%例如"朗斯
维克 科尔和霍奇!Y,+-9&<JIA)*3$+.R).E3"455\#主张放弃英国的*特殊教育需求+一词"理由是它导致了
排他性行为"并提到了意大利雷焦'艾米利亚!Y3EE&)M:&*&$#开发的基于权利的方法"即采用,联合国儿童
权利公约-!O>@AMF"8\]\#中的表述*具有特殊权利的儿童+%然而"我们决定维持最常见的字眼*特殊需
求+"因为它在文献中被广泛使用并能被数学教育工作者更好地了解%
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亚语$匈牙利语和罗马尼亚语&在新加坡是英语$马来语$泰米尔语和华语&在南非

是南非荷兰语$英语$祖鲁语!d,*,#$科萨语!/0)-$#$斯威士语!19$(&#$茨瓦纳语

!L-9$+$#$南索托语!1),(03%+1)(0)#$北索托语!>)%(03%+1)(0)#$聪加语

!L-)+E$#$文达语!S3+.$#以及恩德贝莱语!>.3;3*3#&在瑞典是瑞典语$芬兰语$

梅安克利语!#3$+J3*&#$萨米语!1$:&<#等&在瑞士是法语$德语$意大利语和罗曼

什语!Y):$+-0#&在泰国是泰语和依善语!M-$++#&在美国是英语和西班牙语%在

大多数情况下"教学语言!或学校语言#与家庭语言不同"会导致广为人知的重大后

果!'$%93**3($*""4586#%一些有少数民族的国家!如捷克$法国$意大利$新西

兰#鼓励使用少数民族语言教学"并设立了专门基金和方案%例如"在新西兰"毛利

人的学校非常发达"大约有8[N"45N的学生在其中就读 %

一些申请人提到了移民学生$边缘化学生和难民学生的问题"尽管只在少数国

家!如澳大利亚$比利时$塞浦路斯$德国$约旦$荷兰$新西兰#有官方政府支持%在

其他情况下!如法国$意大利$英国#"市政支持以及志愿者和慈善机构的参与亦被

提及%

根据联合国教科文组织!458̂ #报告并得到一些与会者确认的数据"在确保普

及初等教育之进程方面已经取得了重大进展"当前的对话已经从实现普及初等教

育转向了实现优质普及初等教育的目标%

关于残疾学生或特殊需求学生的问题似乎提得不甚适当"或者可能是会议的

申请者未能正确理解%在许多情况下"申请人回答*是+!即该教育系统是融合教

育#可能意味着所有学生都被允许上小学"但在许多案例中"特殊学校是被提及的

给予残疾人的唯一选项%

根据联合国教科文组织 !455\$#文件(

在大多数发达国家和发展中国家"实现残疾学生受教育权的步骤遵

循一个共同模式"除却某些本土化的差异%其进展模式往往遵循以下

步骤(

排除 #3b<*,-&)+$在学校之外"以消极态度和权利剥夺为基础"其理

由是认为残疾学生不能学习或从教育中获益%

隔离 #-3E%3E$(&)+$教育"反映了对)差异*的重视"并结合了以慈善工

作为基础的方法%在这种方法中"独立的教育中心和学校仍是由当地-区

域性和国际性的非政府慈善组织"以及最近重点发展的非政府组织所
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提供%

回归#&+(3E%$(&)+$主流"反映对残疾学生的有限接受度%根据残疾程

度"允许其进入当地正规的公立学校.只要学生能适应学校"并且学校不

必为他们作出重大调整%

融合#&+<*,-&)+$教育"承认包括残疾学生在内的所有学生皆有受教

育的权利"所有学校都有责任教育每个孩子"学校有责任作出必要调整以

确保所有学生都能学习%#7"[8$

按照这一定义"若一个国家的特殊学校制度甚是普及"则其为一种隔离模式"

而非融合模式%

综上所述"大多数国家据报告只有特殊学校而已&一些国家!如澳大利亚$巴

西$加拿大$捷克$丹麦$法国$德国$以色列$荷兰$新西兰#已经开始了回归主流教

育的进程&另一些国家已通过法律规定了在主流教育中落实融合教育"且有支持特

殊学生的教师%意大利是一个值得一提的相关案例%德'阿莱西奥!4588#重现了

意大利回归主流教育政策的历史及立法背景"并提到意大利宪法!13+$().3**$

Y37,;;*&<$"8\Ẑ #的颁布"回归主流教育的精神与理念早已蕴含其中%

由于法西斯专政剥夺了个人自由"民主宪法的首要目标之一就是将

个人尊严和少数族群的权利置于宪法宪章之中心%#_g?*3--&)"4588"

7"6$

立法在接下来的数年里皆朝着这一方向发展%根据费里!F3%%&"455]#的观点"

对于意大利教师来说"融合教育被认为是一个*比法律授权更为重要的道德问题+

!7"Ẑ #%布思和安斯考!'))(0$+.?&+-<)9"4588#讨论了法律与实践之间可能存

在的差距"并设计了一个工具来支持和协助发展融合教育%

在国际层面"融合教育被认为是(

这是确保人人享有平等受教育机会的关键手段%为了实现这一点"

有必要建立一个系统"使所有人"包括残疾人士"能够与其所在社区的其

他人在平等的基础上接受各级教育%他们不该因任何残疾而被排除在
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外"而应得到他们所需要的支持%#M?1D_"4584"7"6$

然而必须指出的是"在国际层面"关于排除)隔离)回归主流)融合

!3b<*,-&)+I-3E%3E$(&)+I&+(3E%$(&)+I&+<*,-&)+#的问题还远未达成共识%这不仅是

一个明确定义的问题"更是一个道德共识的问题%赖因德尔!Y3&+.$*"4586#在最

近一篇论文中总结了不同立场"重现了8\\Z年于萨拉曼卡举行的*世界特殊教育

大会+上关于融合教育之辩的历史"并提到(

联合国教科文组织文件中所提出的融合教育从一开始就没有明确其

目标群体"负责为该群体实施融合教育的群体也没有被明确%研究综述

也印证了数种对融合教育之责任与内涵的解读%戈兰松和尼尔霍尔姆

#!)%$+--)+$+.>&*0)*:"458Z$$在基于已有综述并搜索455Z+4584年

间数据库所做的最新研究中"发现了四种对融合教育的不同解读"从而形

成了四种不同性质的定义%采用更严格的标准来衡量融合教育"这些定

义在层次结构上相互关联"现陈述如下(

#8$从安置层面定义+++将残疾学生安置在主流教室.

#4$具体个性化定义+++满足残疾学生的社会1学术需求.

#C$一般个性化定义+++满足所有学生的社会1学术需求.

#Z$从社区层面定义+++创建具有明确特征的社区%

赖因德尔!4586#建议从能力导向!=$*J3%$+.O+(3%0$*(3%"455̂ #的角度来解

决这个问题"具体指(

#能力导向$有可能强调融合教育的伦理方面"这不仅是因为它建立

在将差异作为人类多样性的一个特定变量这一理解的基础上"而且因为

它将人类尊严理解为能力之发展%能力导向为理解差异作为客观现实中

人类多样性的一个特定变量提供了辩护%22如果特殊教育和融合教育

的核心目标在于平等对待所有学生"同时以不同方式对待那些有特殊需

求的学生"那么必须以一种可应对随之而来的挑战的方式来处理差异问

题"尤其是发展中国家面对的那些问题%#Y3&+.$*"4586"7"6$
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会议期间我们讨论了学校语言和家庭语言的差异问题"并将其置于本研究卷

!如第C$Z$\章#中%会议期间还讨论了有特殊需求的学生的问题"并且也在本研

究卷部分章节!如第 $̂]$\$86及45章#中进行了报告%

能力导向是一种非常有趣的方法"然而在这项研究中并没有持续探索下去"但

它可能预示着数学教育未来发展的方向%

#"$"$#教科书

大多数申请人在其报告中指出没有相应的学前教育教科书"不过存在一些可

用的学习资源$工作表和教师指南%

尽管在某些情况下"使用教科书并非强制性的!如澳大利亚#"但就小学而言"

教科书无处不在%大多数国家都有一个自由市场体系"没有官方的监督机构%在

另一些国家"则只有一种或有限数量的经批准的教科书可用!例如中国$阿尔及利

亚$德国$新加坡和泰国#%在越南"教科书是由教育部的专家所编写%在南非"针

对所有官方语言均配有教科书"但在较小之语言群体中很难获得%中国也有针对

全部少数民族语言的教科书%

在这项研究中"教科书的问题只是在第\和88章中略略带过"但应该为其单

独进行研究%

#"$"%#国家课程标准与评估

在这次简易取样中"几乎所有国家都有其课程标准"仅阿尔及利亚没有"约旦

则以唯一的国家教科书作为标准%这其中"美国是一个有趣的例子%美国没有国

家课程"但>AL#的标准流传甚广%各地方$州$学区和国家协会建议采用一些课

程标准来指导学校教学"共同核心标准 !A)::)+A)%31($+.$%.# 的发起正在进

行中%几乎在所有国家"都有符合课程标准的国家评估体系!新西兰正在构建中#%

然而"进行评估的年级并不相同%通常是每两年或三年一次"这也取决于教育体系

的结构!见第4"C"8节#%

#"$"&#教师资格和教师教育与发展

几乎所有申请者都报告称本国小学教师教育的趋势是培养通才"但也有个别

例外(德国鼓励教师获得进一步的德语或数学学历"意大利则在学校理事会的自主

选择下对一些学校进行专业数学教师的测试%报告中只有丹麦和中国以培养专业

数学教师为发展趋势%这种选择在中国的大城市中很常见"但在农村则未必如此%
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在有专业数学教师的地方"通常会在学校里成立一个数学教研组"按照公开课的模

式进行名为*观摩课+的在职培训"意思是*通过观察来研究课堂教学+"这与日本的

课例研究有一定的相似之处!1,+3($*""458[#%

在我们的简易样本中"大学!或在某些情况下是教师学院#的职前教师教育似

乎已经建立起来%在大多数情况下"攻读学前和小学教师教育!学位#课程的用时

是相同的(

( 在比利时和新西兰是三年制学士&

( 在澳大利亚$加拿大$中国$南非和瑞士是四年制学士&

( 在意大利是五年制硕士&

( 在泰国是六年制硕士%

在另一些国家"攻读学前和小学教师教育学位课程的用时是不同的(

( 在新加坡!国立教育学院#是二至三年&

( 在丹麦$塞尔维亚是三至四年&

( 在瑞典是三年半至四年%

在某些情况下"攻读相应学位课程的用时并未被报告(

( 德国并无关于学前教师之大学课程的报告"而小学教师需要完成硕士水平

的课程!五年#&

( 法国学前教育的相关资料并未提供"而小学教师需要完成硕士水平的课程

!五年#&

( 美国各州有不同规定"对于小学教师则提到了学士学位课程&

( 在英国"不同的机构参与不同时长的课程!例如学校主导的教师培训$大学

课程#%

实践!实习#的组织形式及持续时间也各不相同%例如"在意大利"在完成五年

硕士学位课程的同时需要实习655小时&而在以色列"实习安排在大学课程结束之

际%在澳门"在完成四年学士学位课程的同时还要进行为期一年的实习&在澳大利

亚"学士学位课程规定必须进行]5小时的强制实习%

对于在职教师的专业发展"申请者们特别提到了远程学习%然而对于在职发展"

存在从督学引导计划到强制性计划!以色列要求每年65小时"瑞士要求每年[天#等

不同模式%在澳大利亚"有一个按照明确专业标准实施的认证计划%在某些个案中"

在职发展是由市政当局主持!如瑞典#%在许多个案中"报告称在职发展没有收效%
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一般来说"似乎没有组织良好之模型%一个有意思的例外是中国的 *公开课+模式

!见第8̂"C"["C节#%

对于教师教育与发展"除了教师教育小组所作的讨论!第8̂ 章#外"@A#@

1(,.B8[中的研究成果也值得一提!MK3+$+.'$**"455\#%

#"-#结论

在本章中"我们主要探讨了教学体系的结构特征"其中包括融合性$课程设置$

标准与评估以及教师教育与发展%我们只是简略地指出样本国家中存在的许多不

同选择%

我们有限的分析表明"即使在欧洲这个小大陆"也存在许多不同的教育体系组

织形式%教育系统是可供研究的文化人造物"一方面可以作为社会文化背景的产

物"另一方面可以作为构建或采用它们的社会的信息来源%我们真诚希望"在未来

的国际期刊和会议上"对文化背景的敏感态度能被传播开来%正如巴尔托利

尼'布西和马蒂格纳!'$%()*&+&',--&$+.#$%(&E+)+3"458C#所述(

文化背景问题适用于数学教育中的每一项研究22有必要更深入地

解释研究的设计和实施与文化背景之间的关系(项目的结果和成功#如果

有的话$可能取决于隐含的价值观"而这一价值观在其他背景下可能并不

存在%#7"4$

在这种理念下"对不同社会和文化背景的调查将贯穿整个研究"并反映在本研

究卷当中%

参考文献
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!第#章 !

整数教与学的语言和文化议题

""""""""""""""""""""""""""""""""""

孙旭花#玛利亚!!"巴尔托利尼!布西

#/,0,$1,+$+.#$%&$!"'$%()*&+&',--&$

$"!#绪言

$"!"!#澳门会议前%中%后的语言文化反思

##语言是用于交流和思考的*工具+!见第\章#%语言不仅在发音$词汇和语法

方面有所不同"而且呈现出不同的*说话文化+%语言在传达学习和教学的数学概

念以及数学思维发展方面起着普遍性的关键作用%语言的特征有助于使数字概念

透明化"并支持学习交流中的理解%因此"对语言的跨文化考察能够帮助我们理解

可能促进2阻碍学生数学学习与教师数学教学的语言支持和限制%本研究从跨语

言和语言问题的视角"考察了与整数结构$算术运算和关键概念相关的数字命名与

结构"因此对整数算术具有重要意义%

如第4章所述"本研究旨在提高人们对文化多样性在整数算术及相关内容的教

与学中的相关性的认识%正如@A#@1(,.B48报告!'$%93**3($*""4586"7"8̂ #所

述"*语言与文化密切相关"不可分割+%语言和文化是相互影响的%语言是文化的

一部分"并在其中起着重要作用%语言不仅包含一个国家的文化背景"还反映了一

个民族的生活观和思维方式%因此"不能将整数算术中对于语言问题的讨论与文

化背景分开%

在本章中"我们根据与会者报告的不同案例"将语言和文化问题大致分为以下

几种(

!8#印欧语系中整数算术的语言&

!4#非洲的殖民地!语言#个案&

!C#中国!语言#个案%

此外"还考虑了一些教育问题%
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我们为感兴趣的读者整理了关于中文数字语法的简短概述"以便其通过这种

方式熟悉中国数学教育的一些背景知识%对中国语言和文化予以特别关注"是

因为(

)))日常中文算术与正规数学算术之间的*完美+契合!1,+"458[#%

)))自古以来似乎不间断进行的有趣的中国课程组织!见第[章#%

)))一些独特策略!例如变式问题#的存在!1,+"4588"4586#%

)))中国学生和教师的表现!3"E"!3$%B3($*""8\\C&#$"8\\\#%

)))我们在澳门会议期间亲眼看到的中国一年级课堂的情况!见第88章#%

不同文化和语言传统的存在"使参与者和读者意识到整数算术的教与学在历

史上作出的选择"这加深了我们对数学文化多样性的认识%这种多样性不允许简

单地采用其他人开发的课程"除非经过一个细致的文化转移 !<,*(,%$*

(%$+-7)-&(&)+#过程!见第8C章#"本章末尾!第C"Z"["4节#的一个例子即说明了这

一点%

$"!"##数字理解中的一些日常语言问题

课程改革者和国际评估者倾向于强调整数算术具有普遍性的假设%所谓的印

度 阿拉伯数字符号系统被认为是最有效的计算工具"因此在45世纪被世界各国

采用%然而"在本章中"我们将讨论整数算术为何不具有普遍性"而是深深植根于

当地语言和文化之中"并从语言和文化的角度呈现文化转移的内在困难%

在许多著作中可以找到关于语言如何与整数算术相关联的信息!3"E"

#3++&+E3%"8\6\&d$-*$K-JB"8\̂C&@V%$0"8\]8&U$:$+.?+E"455Z#"但我们的目

的不是总结其他地方容易找到的文献"而是系统地收集与会者!他们代表了不同的

文化背景#之间共享的一些信息与思考"并论述其语言2文化的一些具有重要教育

意义的特征%

在论述整数算术的主题之前"我们考察了在语言领域进行的一些研究"特别是

在语用学领域%在同一文化中"我们尝试对比日常语言中的比喻意义与学校数学

语言中的字面意义之间的不同%这些示例!'$XX$+3**$"个人通信#来自非常不同的

语言和文化"可见尽管具有不同的特征"但这种现象似乎是普遍存在的%

这种现象的根源可能出现在古代%在,诗学-!F"&6$=4#中"亚里士多德引入了

隐喻!:3($70)%#的概念"即赋予某事物一个属于其他事物的名称!以他物之名名此

物#%在不同的例子中"有一个涉及数字(*奥德修斯!P.B--3,-"古希腊神话中的英

雄#做了上十千!(3+(0),-$+.-"万#件高尚的事情%+其中"*十千!(3+(0),-$+.-#+
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指很多不同种类"在这里用来代替*很多!:$+B#+这个词!U3K&+"8\]4"7"4Z#%在

中国古代"*万!(3+(0),-$+.-#+也用于一种比喻"如*万里长城!(03!%3$(=$**#+

的名称"这个名称的字面意思是*万里的城墙+"其中*里+是一个古老的长度单位"

用于突出城墙遥远的长度 %

在过去的几十年里"语言学者开始研究在日常语言中如何使用数字!整数#%

这其中涉及多个问题"例如不确定性和近似表达%语言的不确定性通常因为各种

原因而被采用"并且表现为几种不同的形式!H%&VJ$"455̂ &'$XX$+3**$"4588#%在

一些情形下"精确数字被系统地用于表示不定数量%这些用途与某些具体的数相

关联"有时是相当小的数字!如4$C$Z$[#"有时是*按四舍五入的方式舍入的+大数

!如855$8555&此处称约整数)))编辑注#%这是一种夸张用法"在某种意义上所

指的数不是真的&而且"一个词语!855$8555$85555等#可能同时包含多种意义

!U$K%&<"4585#%拉夫里奇!U$K%&<"4585#收集了欧洲语言!英语$法语$德语$意大

利语和西班牙语#的几个例子"其中整数的含义与计算中的数字含义不同%某些语

言中的某些表达必须以近似的方式解释%例如"意大利语中的句子*K,)&.,3

-7$E03((&4+0.)B),9&-0()0$K3(9)!两个#-7$E03((&-41意思是*你想要一些意大

利面吗4+%因此"*两个+在这里不用作基数含义"而是表示*一些+事物的数量%约

整数!即85的幂"如十$一百$一千$一万$十万$一百万#也用于夸张的含义"例如

*我告诉过你一千次你必须要谨慎+%分数可以用来表示非常小的数量0*0$*V!一

半#+有时也用于表示将原物品分成两个可能不相等的部分时的一部分1"通常以

*8+作分子"以一个大的约整数作分母表示最低程度!如*甚至百万分之一秒+#"而

用两个非常接近的数作分子$分母表示最大限度!如*这件事百分之九十九点九地

确定+#%除了欧洲语言"在汉语普通话中"数字的近似表达被分为两个主要类型"

具有不同的含义(一类是用语气词*吧+表示近似数量"另一类则没有明确标记用以

表示确切数量!Y$+"4585#%在难以进行直译的情况下"从一种语言翻译至另一种

语言所带来的影响成为语言学研究的重要方面%尽管它们对日常语言和学校用语

之间的联结!连续"抑或不连续#很重要"但这些信息通常不会被纳入数学教育文

献中%

$"##不同学校语言和文化中的位值"概念#

$"#"!#位值理解的困难

##日常语言中数的命名如何与学校数学中数的结构相关联4 数学课堂上学生如
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何识别数概念4 近似表达的认知基础是什么4 它们对认知过程有何影响4 我们接

下来讨论与位值理解相关的这些语言问题%

位值是所谓印度 阿拉伯语系统中最重要的概念"因为它对理解数的结构和计

算具有深远影响%它表示数字的值取决于数字的数位或位置%一个数中每一位的

位值都是其右边一位位值的十倍%在中国文献!语境#中"位值被强调为对不同单

位的计算"即计数单位%记录不同单位的量级在英语社会称为*位值+"而在法语社

会称为*位值记数法+%位值制有两个不可分割的原则!R),.3:3+($+.L3:7&3%"

458[#(

)))位值原则"其中写数时每个数字的位置对应一个单位!例如"百位数字位

于右起第三位#&

)))十进制原则"其中每个单位等于进阶过程中低一阶的十个单位!例如"一

百等于十个十#%

然而"一系列研究表明"位值2计数单位的教与学是困难的%例如"唐皮耶

!L3:7&3%"458C#在针对85Z名法国三年级学生!]"\岁#的研究中发现"他们在涉

及单位间关系的任务中成功率很低(8个百l!###个十"成功率是Z]N&65个十

l!###个百"成功率是C8N&̂6Z个一是多少个十"成功率是C\N%即使在四年

级和五年级"也只有不到一半的学生能够指出*4[+中的*[+代表[个物体"*4+代表

剩下的45个物体!H$:&&"8\]6&Y)--"8\]\#%

巴尔托利尼'布西 !4588#提到了与之类似的困难!见第\"C"4节#(

当要求^岁的学生写数时"在从数字的单词到印度 阿拉伯数字的转

换中"出现了一个常见的错误(一些学生写的是)8558C*"而不是)88C*"

855右边的零没有被十位和个位覆盖%

这些学生无法掌握多位数的加法和减法"也就不足为奇%西方的许多课程仅

将位值制列为关于位置的知识%例如"罗杰'豪!4585#对美国的基础课程提出了

批评(

位值制22被视为词汇问题(个位-十位-百位"这是在程序上而不是

在概念上去描述它%
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根据位值的概念"巴斯!见第8\章#借助对一个大集合进行计数的问题来发展

学生利用多个单位进行分组的能力%杨I洛夫里奇和比克内尔!a),+EIU)K3%&.E3

$+.'&<J+3**"458[#建议通过同时提供有意义的乘除法来支持对位值制的理解%

位值制本质上是关于乘法的!?-J39"458C&'$JJ3%3($*""458Z#"但很多课程一般

是在儿童未曾经历有意义的乘除法之前"作为多位数加减法的一部分引入%在第

\章中"我们将介绍人工制品的设计和使用"以克服在位值引入中的一些困难%根

据已有的研究"在数学教育领域关于位值的探讨很少从语言的视角切入%在本章

中"我们希望重建位值概念发展的部分历史"并从语言角度重新审视位值概念%

$"#"##数字语言的透明度 .8/和规律性&一些欧洲案例

在欧洲"位值是在8C世纪通过阿拉伯传统引入的"并与之前的传统发生了冲

突!#3++&+E3%"8\6\&U$:$+.?+E"455Z#%这就解释了为什么位值原理仍是学

校课程的一个特定部分!F,-)+"'%&$%-"8\\5#%在欧洲传统中"百和千的单位总是

明确的"但一和十的单位总是隐含的"并且在口语中经常缺失%例如"在*(0&%(BI

)+3!三十一#+中看不到一和十的单位%

上述例子表明"欧洲语言中出现了许多不规则的表述形式(它们依赖于更古老

的非十进制基数表示或其他语言属性的存在"其中两个单词的组合是强制缩写的%

此外"单位的顺序!例如一和十#可以不同%.4/

在英语$法语和德语中"8至84的数字都有独立名称%在意大利语中"后缀

*.3<&+出现在88中"而在法语的8̂ 中它变成了前缀%英语和德语中数字8C到45
的单词是相似的!后缀为*(33++或*X30++"意思是85#%但是从48到\\"德语中个

位与十位的阅读顺序与英语恰好相反%在法语中有基数45的记忆!痕迹#"例如 5̂
是*-)&b$+(3I.&b+"]5是*j,$(%3IK&+E(-+%丹麦语中存在类似但更复杂的不规则性"

涉及85"45的数字名称"个位和十位的反转!如同德语#以及基数45系统的记忆

!痕迹#!见第[章"也可参考MQ3%-;)$+.#&-V3*(."458[#

例如"当表达 6̂f]C时"不同的语言使用不同的单词"这使得列式计算或多或

少地变得困难%

( 英语(-3K3+(BI-&b7*,-3&E0(BI(0%33&

.8/

.4/

透明度(例如语义透明度"这是一个认知心理语言学的概念"最早出现于国外的语言学界%国内学
者将其引入并应用于分析汉语作为第二语言的习得研究上%举例说明(*马虎+一词的意思和*马+*虎+意思
不同"则语义模糊&*处理+一词的意思和*处+*理+两个字意思一致"则语义透明%)))译者注

丰吉!F,+E0&"4586#准备了一份对许多不同语言的综述%
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( 法语(-&b(BI-&b(33+7*,-V),%I(93+(B-I(0%33&

( 意大利语(-3K3+(BI-&b7*,-3&E0(BI(0%33&

( 丹麦语((0%33I$+.I$I0$*VI(93+(BI-&b7*,-V),%I(93+(BI(0%33&

( 中文(七十六加八十三!-3K3+(3+--&b7*,-3&E0((3+-(0%33#%

中文名称的!概念#透明度可能会促进学生对位值制的理解%

$"#"$#后殖民地#语言$案例&非洲和拉丁美洲

扎斯拉夫斯基!d$-*$K-JB"8\̂C#写了一本关于非洲数学传统的基础读物"以

与门宁格!#3++&+E3%"8\6\#著作中对非洲描述的缺失部分!如果有的话#进行对

比%在后来的一项研究中"韦兰!S3%%$+"4558#介绍了约鲁巴人!a)%,;$#学习整

数算术的方法%在澳门会议上"来自非洲北部法语国家的纳迪亚'阿兹鲁!>$.&$

?X%),#和非洲东南部英语国家的韦罗妮卡'萨伦吉!S3%)+&<$1$%,+E&#分别汇报

了其所在的后殖民地区学校中的整数算术教学情况%

!"#"!"$#阿尔及利亚!语言"

阿兹鲁!458[#介绍了阿尔及利亚的语言情况"人们在不同的情形下使用多种

不同的语言(古典阿拉伯语$柏柏尔语$法语以及许多不同的当地方言!见第[章和

第8[章#%除了表示数的不同词语"阿兹鲁还报告了*数字!.&E&(#+与*数

!+,:;3%#+的不同含义%请看以下示例(

?(8"4"C"7"\%

'(4̂]8%

A(用作电话号码$车牌和地址的一串数字"例如@A#@的联系电话是Z\C545

Ĉ 4ZC57%

在英语中"?被称为*.&E&(-+"'和A被称为*+,:;3%-+%

在阿拉伯语中"?被称为* %$j:+!.&E&(#或* $%j$:+!.&E&(-"复数#%

在法语中"?被称为*<0&VV%3-+"'被称为*+):;%3-+"A被称为*+,:$%)+%

在柏柏尔语!人类最古老的语言之一#中"只有一个词*+,:%)+"用于表示一切

数和数字%

法语方言和柏柏尔语!日常生活中使用的语言#之间的关系是一个问题%方言

和柏柏尔语保留了一个词*+,:%)+来表达一切%对于学生而言"这是一个问题"他

们会将在学校学习的数学概念!阿拉伯语和法语#与柏柏尔日常生活中使用的*街

道数学+相混淆%
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!"#"!"##危地马拉!语言"个案

危地马拉的官方语言是西班牙语"土著人口占总人口的Z8N%有4[个语言社区

分布在Z个不同的群落中"分别是拉地诺!U$.&+)#$玛雅!#$B$#$格里福纳

!!%&Vh+$#和辛卡!/&+J$#"每一个都有其独特的身份$文化和语言%玛雅人占土著人

口的]8N"并有Z个语言社区%8\\6年通过的*和平协议+正式承认该国复杂的种族

构成"并且承认公民拥有文化认同的权利%因此"教育部制订了一个双语计划"要求

必须采用双语进行教学"尊重土著人的文化和价值观%455[年"双语学校达到C]55
所"许多教师都可以说土著语言"但是他们不会读或写%基于这个国家的特点"小学

使用两个数字系统(玛雅数学的二十进制!基数为45#和常见的十进制%学生根据这

两个系统及各种语言读数和写数%玛雅计数系统使用三个符号(圆点代表一个单位

!'#"条块代表五个单位!)#"第三种符号代表零"也称为贝壳或者可可豆!)#%通

过这三个符号的组合"使用三项规则来编写前8\个数%首先"一到四可通过点的组

合得到&其次"五个点形成一个条块&第三"组合时最多不超过三个条块%

!"#"!"!#坦桑尼亚和其他东非国家

萨伦吉!个人通信#报告了曾被英国殖民的非洲地区!东非国家#的复杂局势"

学习者第一语言的多样性使得使用这些语言教数学变得困难%例如"坦桑尼亚有

845多个拥有自己语言的民族部落"尽管这些部落属于班图语!'$+(,#$尼罗语

!>&*)(&<#和库希特语!A,-0&(&<#等主要语言群体%与此同时"斯瓦希里语混合了班

图语$阿拉伯语和其他语言如葡萄牙语和英语"已成为沿海和桑给巴尔岛部落的第

一语言%事实上"斯瓦希里语是坦桑尼亚和肯尼亚的国家语言"在布隆迪$卢旺达$

乌干达及刚果民主共和国等其他东非和中非国家被广泛使用%

在坦桑尼亚"语言政策是以斯瓦希里语作为学前教育和初等教育的教学媒介

!#PMSL"458Z#"尽管斯瓦希里语对于许多儿童不是第一语言"特别是农村地区

的儿童!R$*$$+.H$%,J$"458C#"他们在进入学校时才正式学习%在乌干达"政策

是在小学前三年使用种族或地方语言"但在有各种各样当地语言的情况下"学习者

便使用英语!>$(&)+$*A,%%&<,*,:_3K3*)7:3+(A3+(%3"+"."#%在非洲背景下进行

的研究指出了在某些情况下使用学习者甚至教师都不容易掌握的语言所面临的挑

战"而在数学课堂中使用第一语言已被证明可以有效促进学习者和教师之间的互

动!1373+E"458Z#%

除了提升参与度的好处之外"!非洲#民族语言中的数字名称通常指向以十为基

的结构!参见F,+E0&"4586#%大多数非洲语言中85至45的数字结构是类似的"即
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*十+和*数字+"其中*数字+代表从8到\的数%而且"从45到\5的整十数也具有一

定的逻辑结构"其用词的构成中要么用*(3+-.&E&(+!(3+-f数字#"要么用*.3<$.3.&E&(+

!.3<$.3f数字#来表示其中包含了几个十"如在辛比蒂!1&:;&(#语言中%因此"在非

洲民族语言中CZ这个数字面上由*(3+-(0%33$+.V),%+组成"数学上则表示*三个十和

一个四+%许多孩子在他们开始上学之前以非正式的方式接触到C5以下的数的名

称%因此"用民族语言学习整数可以帮助学生理解数字的结构%然而"在利用这些优

势方面仍存在诸多挑战%首先"由于不熟悉当地语言及其数学语域"教师可能无法帮

助学习者!A0$,:$"4584#%此外"语言政策可能不利于促进少数民族语言的使用"就

像在坦桑尼亚"当局鼓励使用斯瓦希里语以实现国家团结%

当在社区中被广泛使用时"斯瓦希里语可以弥合多种语言之间的隔阂"尽管将

其用于学习整数可能成为概念混淆的潜在根源"即使它是儿童的第一语言%这是

由于数字名称在阿拉伯语和班图语中有着不同的起源"导致整十数的命名不一致

!关于斯瓦希里语和阿拉伯语之间的比较"参见F,+E0&"4586#%

对于说班图语的人来说"8到45的数几乎没有问题"除了6$̂和\的名称%然

而"非班图语使用者必须学习大部分名称"尽管他们对88到45的结构是熟悉的%

对于大多数学习者来说"在学习整数的名称时还有另外的认知需求"这些名称不再

遵循班图语或其他民族语言的结构"而是借用阿拉伯语中的用词%例如"C5和C
的名称几乎没有关联%实际上"儿童必须在斯瓦希里语中学习45$C5$Z5和[5的

新名词%只有65$̂5$\5分别与6$̂$\相关联%因此"要求孩子用单词写出给定的

两位数可能会导致混淆%例如"孩子需要记住C5的名称!(03*$(0&+&#"但无法从其

名称作推断"因为名称中未体现其值!三个十#的信息%还有一个相关的问题"在坦

桑尼亚的私立学前学校中英语的使用问题更加复杂"因为88至8\的数字结构不

符合班图语和斯瓦希里语的已知结构%最终"即使学习者和教师所使用的语言都

与教学语言一致"我们仍须着重考虑在学校教育的早期阻碍或者促进整数学习的

共同语言的一些特征%

$"#"%#趋向透明&中国#语言$的方法

中国幼儿在基本算术"例如理解基数和序数的名称!#&**3%3($*""4555#"理解

以十为基的系统和位值的概念!F,-)+$+.H9)+"8\\4#"使用分解作为解决简单

加法问题的主要备选策略!!3$%B3($*""8\\C#以及计算!A$&"8\\]#等方面表现更

好%一项比较研究!!3$%B3($*""8\\4#表明"中国学生的加法计算得分是美国学生

的三倍%具体而言"中国学生使用更先进的策略"并展现出更快的检索速度%美国
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学生比中国学生更频繁地使用*数数+策略!例如数手指或者口头数#"中国学生比

美国学生更频繁地使用!高级的#检索策略!J3"45GW#%然而"大多数研究为这

些发现提供了各种不同的解释"例如父母对教育的高期望$学生的勤奋和教师的

效能%倪!=&"45GW#认为"小学课程$教科书$课堂教学以及与数学学习相关的文

化价值观等有助于提升中国儿童的算术熟练度"促进算术作为社会文化系统的

建立%

45GB年C?1>数学测试结果!基于45G4年的测试#显示"表现最好的是亚洲国

家和地区"排名如下(!G#中国上海"!4#新加坡"!B#中国香港"!U#中国台湾"!W#韩

国"!6#中国澳门"!X#日本%这些国家和地区所使用的语言!结构#具有相同的古代

中国数字构造传统%

在过去的几十年里"一些作者研究了数学教育中的中国语言和文化%例如"

?@#?1(,.AGB!O3,+D"!%$P$+.O)73RYT3$*"4556#首先关注东亚和西方的比较"接下

来关于中国数学教育传统的研究成为一种趋势!E$+3($*""455U"45GW&O&$+.

J,$+D"45GB&<$+D"45GB#%许多作者如加利根!!$**&D$+"455G#"吴和饶!=D$+.T$)

45G5#讨论了语言的特定问题"其他作者如富森和李!E,-)+$+.O&"455Z#以及谢和卡

斯皮肯!/&3$+.@$%-73;L3+"455X#对比了中国和美国的教材%

这些现象影响到大量的师生%此外"中国古代文献在位值概念传统方面影响

了大多数东亚国家!如日本$韩国$越南#的数学发展!O$9$+.>+D"455U#%

#"##中国的算术方法

$"$"!#古代历史

##中国人对数字的处理方法!小学阶段#显示了汉语的特征$数字的名称与表示

数字和计算所使用工具的一致性!第W章#"这可以追溯到公元前GU世纪中国数字

教学的传统!!,)"45G5#%这一悠久的传统反映在一系列中国古代算术典籍中"例

如科举考试使用的官方数学文本(

$ ,算数书-

$ ,周髀算经-

$ ,九章算术-

$ ,海岛算经-

$ ,孙子算经-

$ ,张丘建算经-



"####
打好基础!小学整数教与学
国际数学教育委员会第$#届专题研究

$ ,五曹算经-

$ ,夏侯阳算经-

$ ,五经算术-

$ ,缉古算经-

$ ,缀术-

$ ,数术记遗-

在本节中"我们将简要概述蓝丽蓉和洪天赐!O$9$+.>+D"455U#的著作,雪

泥鸿爪溯数源-!!"##$%&'!(($)$#*)#"作者根据一部重要的文献!,孙子算经-#追踪

了算术发展的悠久历史%

在数字的一般历史中"中国传统的重要性并不总是得到承认"伊弗拉!?P%$0"

GZ[G#声称位值是印度的发明%道本!\$,:3+"4554#严肃批评了这个错误(

伊弗拉显然不知道的一个中国来源是公元U55年左右成书的&孙子

算经'%#7"BX$

自GZZ4年以来"该典籍的英文翻译本可从,雪泥鸿爪溯数源-这本书中找到%

书中有大量的注解"后来又出版了一个扩展版本!O$9$+.>+D"455U#%该书不仅

给出了中国算筹数字的完整描述"还详细描述了算术运算的古老程序%蓝和洪的

研究中最有野心的部分是认为印度 阿拉伯数字系统起源于中国古代的算筹数字

系统%蓝和洪提供的最有说服力的证据是"该系统复杂而循序渐进的乘除法运算

程序与后来西方使用印度 阿拉伯数字做乘除法的方法相同"如阿尔Y花剌子模!$*Y

I08]%&R9̂#$阿尔Y乌格利迪西!$*YV_*̂.&-̂#和拉班!Ì-0A]%&:+O$::]+#在阿拉

伯文献中所述!更多评论参见O$9$+.>+D"455U#%郭!!,)"45G4#解释说"中国

!筹算#系统通过丝绸之路在W至Z世纪传播到印度"G5世纪传播到阿拉伯帝国"然

后在GB世纪传播到欧洲%G[WB年"基督教传教士伟烈亚力!>*3a$+.3%<A*&3#驳

斥了*中国人的数字是长篇大论+这一看法"并指出在古代中国"计算是通过算筹进

行的"而且*书面文字显然是对这些过程的粗略表示+"其数字系统中的算术程序和

十进位值制表示法在算筹的运用中得以体现%伟烈亚力认为"古代中国人发明的

这种算术方法在所有相关计算领域的进步中发挥了至关重要的作用%在介绍了算

筹之后"他写道(
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这样就获得了一个简单而有效的数字系统"我们发现中国人实际上

是根据位置理论#即位值$来运用一种记录的方法"这种理论在被欧洲人

理解之前的几个世纪已经有了"而当时阿拉伯人仍未开始理解数字的科

学%#=B*&3"8][C"7"][$

沃尔科夫!S)*J)K"8\\6#在,国际科学史档案-!>%=8$I&4$36&%376$"37'4

<28$46"$%&<&44=$&3=&4#中发表了其对第一版,雪泥鸿爪溯数源-的评论"指出这本

书*可能引起欧洲数学历史学家的强烈反应+%然而"沃尔科夫强调了这本书的一

大优势(

作者强调了研究中国工具性计算的方法以及中国数学的数值和算法

的重要性"否则这些方法无法被正确理解%#7"8[]$

尚拉!A03:*$"8\\]#建议对这一争议采取审慎的态度(

&九章算术'和印度现存最早的数学典籍#公元6世纪$中涵盖一些共

同的基本常识"其中就包括十进位值制数字系统的使用%这些证据无法

得出关于这些知识来自何处的结论"现有原始资料的状况可能使我们永

远无法回答这一问题%反而"它表明从早期开始"这两个地域之间一定已

经建立了坚实的交流%#7"̂\C$

这个历史渊源可能有助于理解为什么中国人!东方人#如此容易理解位值这个

概念"为什么它在欧洲发展得这么晚"数字传统是如何形成的"以及为了增强对位

值的理解"我们能够针对数字!教学#的实践或工具使用提出怎样的建议%接下来"

我们以中国作为东亚地区的代表"详细阐述其算术方法%我们首先考虑中国数字

和计算方法的一些要素"然后讨论一些教育意义%

尽管中国古代数学家并未发展出演绎的方法"但他们在归纳算法和代数发展方

面却取得了进展!!,)"4585#%,周髀算经-是公元前855年至公元855年之间编写的

现存最古老的完整数学文本"其中包含一段强调中国传统*类比+特性的陈述(

关于数字"你还不能概括类别"这表明有些事情是你的知识所未触及
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的"并且有些事情超出了你的能力%现在"在#我所教的$方法中"尽管言

词简单但应用范围很广"这就是阐明类别的知识%当你查究一个类别即

能够理解众多问题时"就叫作悟)道*%3则子之于数"未能通类%是智有

所不及"而神有所穷%夫道术"言约而用博者"智类之明%问一类而以万

事达者"谓之知道%422 这是因为一个人通过类比获得知识"也就是说"

在理解了一个特定论证方式之后"他可以作出各种相似的推理 3是故能

以类合类422 谁可以从一个实例中得出关于其他实例的推论"谁就可

以概括%#引自A,**3+"8\\6"77"8̂[ 8̂6$

自古以来"中国数学的主要焦点一直放在数和计算上"类似于现代算法中对策

的集合%*#$(03:$(&<-+在汉语中称为*数学+!*数+的意思就是*+,:;3%+#%在中

国古代文献中!#$%(X*)VV"8\\̂ "7"8̂\#有关于结绳计数的记载"紧接着还提到了乘

加规则!见第\"4"4节#%中国人使用算筹进行计数!参见第\"4"4节中有关计数算

筹的资料#"这些活动促进了系统地表示数的方法的构建%由算筹构成的前\个数

字如图C 8所示%

图, !#前-个数字的算筹表示

根据蓝和洪!U$:$+.?+E"455Z#的观点"数字表示原理最初是按如下方式被

引入(

数字按照十-百-千并排"相邻的数字旋转以作区分%例如"8由一个

竖直算筹表示"85由一个水平算筹表示"855由一个竖直算筹表示"8555
由一个水平算筹表示"以此类推%零用空格表示"于是]Z86̂ 和]586̂
的算筹表示方法见图C 4%尽管大多数有关数学早期历史的书籍"尤其

是最近出版的书籍都提到了中国的算筹数字"但它们未能使人们注意到

一个非常重要的事实"那就是古代中国人发明了位置记数法%任何一个

数"无论多么大"我们只需要借助\个符号"就可以通过位值制表示法将

其表示出来%我还要补充一点"在当前更复杂的书面形式中"零作为第十

个符号是必需的%#U$:$+.?+E"455Z"7"8$
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图, +#多位数的算筹表示

##计算规则的转换最初被介绍如下(

凡算之法"先识其位%一从十横"百立千僵"千十相望"万百相当%

#U$:$+.?+E"455Z"7"8\C$

中国古代数学的一个特点是在计数板上使用算筹!图C C#%计数板用于进行

计算!算术运算$开方#和求解方程%蓝和洪!U$:$+.?+E"455Z#仔细描述了使用

计数板的规则"着重介绍了运算步骤的成对特征(减法步骤与加法步骤相反"除法

步骤与乘法步骤相反%尚拉!8\\6#强调计数板上的位置是稳定的!参见第C"C"Z
节"该节报告了算术运算原理的术语#%

$"$"##位值的中国语言基础

位值的概念主要体现于算筹或算盘"以及书面数字表达!1,+"458[#%此外"位

值可以追溯到以十为基的使用$测量单位的换算率以及当地语言中量词的语法特

征和汉字具有偏旁部首与局部)局部)整体结构等特征%这种语言的起源可以帮

助理解为什么西方学生难以掌握位值的概念"并从语言的角度理解这一概念在欧

洲为何形成得如此之晚%

!"!"#"$#以十为基和测量单位的换算率

中文系统中有以十为基来表示数量的惯例!U$:$+.?+E"455Z&#$%(X*)VV"

8\\̂ &1,+"458[#%这与公元前C世纪统一整个中国的第一个皇帝秦始皇引入公

制进行测量有关"其与长度和容积单位之间的换算率是一致的 .8/%除了重量单

位"长度和容积单位的换算率也是85%例如"长度单位的换算率表示如下!U$:

$+.?+E"455Z#(

8引l85丈l855尺l8555寸l85555分l855555厘l8555555毫

重量单位的换算率为(

.8/ 将中国的情况与欧美进行比较可能很有趣%欧洲是在8]世纪末引入了公制"而美国和英国使用
公制的情况仍存在争议%例如"英寸$英尺$码和英里的换算率不为85(84英寸l8英尺"C英尺l8码"[4]5

英尺l8英里%又如"8美盎司等于
8
86
品脱$8

C4
美跨脱$8

84]
美加仑%
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8两l85钱l855分l8555厘l85555毫l855555丝

容积单位的换算率为(

8斛l85斗##8斗l85升

西周以前时间单位的换算率是855(

8时l855刻##8夜l[更

中国古代货币的第一个兑换率为85(

8朋l85贝

除了度量单位体系"中文系统在使用数字字符和相应的数字单位表示数时也

有以十为基的惯例!d),"458[#%这可以归因于6世纪甄鸾的著作,五经算术-中提

及的黄帝!!,)"4585#%前五个计数单位个$十$百$千$万始终分别代表8$85$854$

85C$85Z"其他计数单位随计数系统的不同而不同%

东汉徐岳撰写的,数术记遗-记录了早期的数字命名规则(下数"即标准数的进

率是85&中数"即大数的进率是85555&上数"即最大的数的进率是计数单位的

平方%

反观十进制小数和分数"以下口头计数单位在中国古代的,孙子算经-中被用

来表示数量级!U$:$+.?+E"455Z#"其在日常口语中表示85的负数次幂(丝

!85pZ#$毫!85pC#$厘!85p4#$分!85p8#%

!"!"#"##量词

中文里所有的数量单位都称为量词%在英语中"用量词来描述不可数名词的

数量!即确定一个具体单位以使之可数#是很自然的%例如"在描述8米布!8:)V

<*)(0#$8毫升水!8:*)V9$(3%#和8千克肉!8JE)V:3$(#时"分别需要米$毫升和

千克作为测量单位%但是"通常不使用量词来描述可数名词的数量0例如"一个苹

果!)+3$77*3#"五只鸭子!V&K3.,<J-#和三张书桌!(0%33.3-J-#1%有数百种不同的

量词"它们全部用于表示所计数的对象的单位%在中文里"描述不可数名词和可数

名词都需要借助数量单位"也就是量词%在一个苹果$五只鸭子和三张书桌中"

*个+!水果的单位#$*只+!动物的单位#和*张+!物体的单位#发挥的就是以量词为

单位的作用%这是一种中文语法"描述事物数量时需要用到数字和量词%量词被

称为数字单位!d),"458[#$计算单位!R),.3:3+($+.L3:7&3%"458[#$数量等级

!U$:$+.?+E"455Z#或计数标识!#$%(X*)VV"8\\̂ #%

图C C所示算盘左边部分的单位从左到右依次为(
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万"千"百"十"两!重量单位"8两l8
86
斤#"钱!85钱l8两#"分!重量单位"85

分l8钱#%

图, ,#包含测量单位的古代算盘

图C C所示算盘右边部分的单位从左到右依次为(

一"石!容积单位"85斗l8石#&斗"升"合!8斛l85斗"8斗l85升"8升l

85合#%

这些单位被用作纵列单位%重量$体积和计数单位在计算操作中处于同等地

位%这表明计数单位与计量单位在中文表达中起着相同的作用!#$%(X*)VV"8\\̂ #%

按照阿兰!?**$+"8\̂ #̂所说"世界上大约有[5种具有这种功能的语言"其

中一些在东亚地区"世界其他地区也存在一些%我们将详细讨论中文的情况"其

在系统地使用这些数量词%根据森夫特!13+V("4555#的描述"数量词按以下方式

定义(

在计量无生命和有生命的指称物时"数字#强制性地$与一定的词素

连接在一起"这就是所谓的)量词*%该词素根据语义标准对相应的名义

指称物进行分类和量化%#7"8[$

中文里有许多量词"因为每种计数对象都有与其对应的量词%不过有一条较

一般的规则"即用通用量词*个+代替更具体的量词通常是可以接受的%通用量词

*个+在英文中没有对应的词汇"但可以被视为一种单位!$5)+36#%这一通用量词

可以被认为是位值表示形式中单位的原型%

除了通用量词*个+之外"中文里还有其他一些较高值的单位也用于表示数(

十$百$千$万%,永乐大典-!8Z5]年#中给出了一个非常有趣的古代汉语示例 %

如图C Z所示"数 8̂]4Z的表示形式中指明了数字和计数!或度量#单位%在本例
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中"单位是*步+!古代长度单位#%

图, .#宋代"-/0$!+1-#数学家贾宪所写的数1!2+.包含单位%步&

具体来说(

( 第一行中*七一八二四+代表数值*̂8]4Z+%

( 第二行代表单位万$千$百$十和步%

( 第三行使用古老的算筹代表数字"暗示了前面讨论的算筹%数量单位与度

量单位!步#的地位是等同的%

在对物体进行计数时"量词也用于叙述计数单位"因此口头和书面数字保持了

一致性!不同于英语#%

一个!二个!""#一十一个!一十二个!""#二十个!二十一个""

图, 3#中文里的口头计数

在图C [中"一十二!84#中暗含85f4的加法"而二十!45#中暗含4q85的乘

法%因此"印度I阿拉伯数字4Z被翻译成中文是*两个十和四个一+"即二十四个%

这个图例显示了!数字和量词#直译成英文的结果%在翻译中"作为数字的

*)+3+和作为量词的*)+3+之间存在歧义"其在中文里分别写为*一+和*个+"读音为

*Bn+和*re+"能够被明确区分%对于数字85"情况也是一样的"其在英语中既是数

字也是单位%

在其他语言!如意大利语#中"情况可能不那么模棱两可"因为*,+)+和*.&3<&+

!数字8和85#与*,+&(s+和*.3<&+$+!单位#不同"但是读数时像后者那样使用词语

仅限于在学校实践中!将给定数字分解为个$十$百等#%

在中文里"量词也用于疑问句"例如*多少+意思是*R)9:,<02R)9:$+B+"

且必须有正确的量词跟在后面%当将此术语用于算术应用题"例如加法问题时"相
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同的量词在!已知#数据和问题中均被使用%例如"如果[只鸭子在河中游泳"然后

有4只鸭子加入其中"那么总共有多少只鸭子4 此示例表明*只+必须同时用在!已

知#数据和问题中%

通过确认数量词"可以将具有相同名称的单位!相同的量词#的具体数量定义

为同名数!见第8]章#%此外"还以日常用语建立起同名数之间进行算术运算的原

则!见第8]章#%

加减法原则(只有同名数才能直接加或减%例如"4只鸭可以和C只鸭相加"

但4只鸭不能和C打鸭或者C组鸭直接相加%

乘法原则(只有非同名数才能直接相乘%例如"C组鸭子在河里游泳"每组包

括Z只鸭子"总共有多少只鸭子4 答案是Z只qC组l84只鸭子%

除法原则(

( 同名数!包含除#%例如"84只鸭子在河里游泳"每组包括Z只鸭子%在这

种情况下"84和Z是同名数%总共有几组4 答案是84只2Z只lC组%

( 非同名数!等分除#%例如"84只鸭子在河里游泳"我们计划把它们分为C
组%在这里"84和C是非同名数%每组有多少只鸭子4 答案是84只鸭子2C组l
每组Z只鸭子%

量词是解决应用题所需的最重要元素之一%通常"中国的数学课程不需要另

设章节以区分等分除和包含除"因为量词的语法足以说明其中的差别%

!"!"#"!#!中文"部首与局部#局部#整体结构

!中文#部首是基本的汉字书写单位%大部分汉字!]5N"\5N#是语音$语义

的混合物"结合了语义根和语音根%中文单词具有复合或部分)部分)整体的结

构%这种复合可以在中文数词的结构中看到%例如"如前所示"中文将数84称为

*(3+I(9)+"而不是诸如*(93*K3+之类的单个单词%

部分)部分)整体结构的想法以更通用的方式出现在数的计算中%一个数

!一个整体#可以以不同的方式被视为两个部分的和!见图C 6#%

图, /#/以34!'.4+等多种方式被分解

"人教版(数学)一年级上册#
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这个想法可能与工具!带有算筹的计数板或算盘#的使用相关%例如"在算盘

中"如果要计算以下式子"同时要探索加法的结合和交换性质"那么用十位上的一

颗珠子替换个位上的两组五颗珠子来*凑成十+是很重要的(

GWbXc!G5bW#b!Wb4#cG5bWbWb4cG5bG5b4
组合.分解数的实践是进行快速计算的重要基础!有关教学示例参见第

GG"4节#%

$"$"$#分数的概念命名

,九章算术-在公元前G5世纪至公元前4世纪经几代学者增补修订"最后成书

最迟约在公元4世纪%根据郭!45G5#的说法"它给出了世界上第一个分数理论%

其中提到以下运算程序(合分!加法(问题X)Z#$减分!减法(问题G5)GG#$课分

!比较(问题G4)GU#$平分!算术平均(问题GW)G6#$乘分!乘法(问题GZ)4W#和经

分 /G0!除法(问题GX)G[#!1,+$+.1,+"45G4#%

马茨洛夫!#$%(R*)PP"GZZX#注意到(*迄今为止"在中国数学中"分数最一般的

概念源于将一个整体平均分成若干相等的部分!共享#这一概念+!7"GZ4#%他引用

了三分之二这个例子%*分+一词暗含了共享的概念"从词源上讲"上半部分的*八+

表示共享之义"而下半部分则代表一把刀%读!和写#的顺序是先分母"后分子"可

以按字面意思理解为*三份中的一份+%马茨洛夫 !GZZX#继续指出(

(.3+)9&+$()%)和(+,93%$()%)分别称为分母#母亲的母$和分子#儿

子的子$%这些表述的发明者联想到一个怀孕母亲和她的孩子"从而突出

了这两个术语的大小差异和密切关系%#7"G5B$

根据李约瑟和王铃!=33.0$9$+.<$+D"GZWZ#以及郭 !45G5#的说法"十进制

分数被中国的刘徽称为微数!(&+A+,9:3%-#"其在公元B世纪首次提出并使用这一

概念!!,)"45G5#%

$"$"%#算术运算

这里"我们将解释加减法是如何被引入中国传统的%加法和减法之间的联系

在古代教科书中得到了强调%杨辉在G4XU年提出(*有加则有减%+!引自1&,"

455U"7"G6U#%

/G0 在,九章算术-中*经分+与*径分+同义%在古代"*径+和*经+被视为同一个词%
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这种严格的联系在运算用语中十分明显%在以下列表中"强烈的规律性显而

易见(

加 )$..&(&)+&

加数 )$..3+.&

减 )-,;(%$<(&)+&

减数 )-,;(%$03+."按字面意思即*-,;(%$<(&+E+,:;3%+&

被减数 ) :&+,3+."按字面意思即*-,;(%$<(3.+,:;3%+&

乘法 ) :,*(&7*&<$(&)+&

被乘数 ) 按字面意思即*:,*(&7*&3.+,:;3%+&

乘数 ) 按字面意思即*:,*(&7*B&+E+,:;3%+&

除法 ).&K&-&)+&

被除数 ).&K&.3+."按字面意思即*.&K&.3.+,:;3%+&

除数 ).&K&-)%"按字面意思即*.&K&.&+E+,:;3%+&

被 !!"##是中文里用来建立被动语态动词形式的最常见的单词%

这种规律性是有意义的"特别是在与西方语言的措辞相比时%施瓦茨曼

!1<09$%(X:$+"8\\Z#指出"许多英文的数学术语是从希腊语借鉴过来的"而拉丁

语衍生的术语没有内在的含义%例如"英语单词*:&+,3+.+和*-,;(%$03+.+来自拉

丁语"因此今天对于说英语的孩子而言"其意义不大!在别的西方语言中也是如

此#%相比较而言"中文里被减数和减数的措辞直接体现了减法关系!主被动关系

显而易见#"且不满足交换律%

加减法是借助算筹!见第\"4"4节#通过简单地组合或解组来进行"见图C ^
和图C ]!引自人教版,数学-一年级下册"455[年版#%

图, 1#中国教科书中的加法

## #

图, 2#中国教科书中的减法

当引入算盘!图C \#时"打算盘!图C 85#是比较复杂的"说法可能也会变得
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不同!图C 88#(

进一 ) 向前!朝较高值的单位#%例如"当85个一变成8个十%

退一 ) 向后!朝较低值的单位#%例如"当8个十变成85个一%

图, -#算盘中!*+*,*.*3*/*1*2*-的表示"567'!-++'8"/#

图, !0#打算盘的指法!移动算珠的正确

方式"567'!-++'8"2#

图, !!#算盘的语言!进位和退位

#

以上图片取自柯!H9$"8\44#所撰写的一本古老的关于中国算盘)))作为礼

物赠与澳门会议的参与者)))的手册%

这些特征很有趣"因为在两种情况下它们都强调加法和减法之间的互逆关系"这

两种运算是通过相反的动词来描述的%除法是基于乘法的"因为它是乘法的逆运算"

在算筹中除法所运用的算法相对于乘法是对称的"如表C 8所示!改编自#$%(X*)VV"

8\\̂"7"48̂#%

表, !#(孙子算经)中的"筹算布算的#对称结构

乘法 乘法 除法 #筹算布算的$位置

被乘数 乘数 商!商# 上

积 积 被除数!实# 中央

乘数 被乘数 除数!法# 下

以上我们分析了中文与西方语言的区别%在西方语言中"!逆运算#关系没有

被凸显%
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$"$"&#数学的关系思维&相等

已有的许多研究建议"不仅要强调数值计算"也要强调数量关系!#$"458[&

'$--"458[&另见第6和第\章#%相等的关系思维构成方程和代数思维的核心

!A$&$+.H+,(0"4588#%相等是一个关键概念"但在西方课程中有时会出现问题%

李等人!U&3($*""455]#指出"中国课程在关系中引入等号"并将其解释为*平衡+

*相同+或*等价+%在下文中"我们将回顾等号的历史"并探讨使用等号和等价关系

的方法%

!"!"%"$#等号$&%在欧洲的历史

等号*l+于8[[̂ 年由威尔士数学家罗伯特'雷科德!Y);3%(Y3<)%.3#在他的

著作,砺智石-!,8&O8&646"3&"AO$66&#中发明!并在关系意义上使用#"因为他厌

倦了在等式中书写*&-3j,$*()+%他之所以选择这两横!*l+#"是因为*没有别的

两样东西比这更平等了+!A$Q)%&"8\4]"7"846#%

*3j,$*+一词的词源来自拉丁语*$3j,$*&-+0意为*均匀!,+&V)%:#+*相同

!&.3+(&<$*#+或 *相等!3j,$*#+1和*$3j,,-+0意为*水平!*3K3*#+*平均!3K3+#+或

*公平!Q,-(#+1%

符号*l+并没有立即流行%一些人使用符号**+表示相等"而由拉丁语

*$3j,$*&-+!意为*等于+#延伸出的*!+!或 *"+#在8̂55年代被广泛使用%

!"!"%"##等号$&%在中国的历史

在中文里似乎没有代表*l+的古代符号"但是表示关系意义的汉字*等+和表

示程序意义的汉字*得+在古代文本中被广泛应用%相等与阴阳平衡法则以及,易

经-中的不变原理有关%算筹2算盘的基本替代程序如下(用[个一代替["用4个

五代替85"用8个十代替85"用85个十代替855"用85个百代替8555"等等%这反

映了平等的精神在某种程度上被更广泛$灵活地使用%

这就是古代中国数学的基本精神%*方程组+出现在,九章算术-的其中一章

!!,)"4585#%相等的精神还体现在刘徽的,九章算术-注疏中用以处理分数的*齐

同原理+"以及解决有关面积体积的几何问题时使用的 *割补原理+中!!,)"4585#%

,九章算术-中有4[6个*得+字和88个*等+字%*方田+!方形土地#的第五个

问题如下(

约分术曰(可半者半之"不可半者"副置分母子之数"以少减多"更相

减损"求其等也%以等数约之%#!,)"4585"7"\\$
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!"!"%"!#中国人对平等关系意义的理解

倪!458[#报告说"中国教师不能容忍*l+的关系!或概念#含义被程序!或操

作#含义所替代这类错误"而美国教师则认为此类错误无足轻重%她提到中国教科

书从一开始就使用一一对应的关系"以帮助学生更好地理解等号$大于号和小于

号"在与*++和*,+的对比中增进对*l+关系意义的认识!见图C 84#%

图, !+#数的大小比较!"学习计算前的#准备内容"人教版(数学)一年级上册'+003'8"3#

这种比较策略在其他国家也被普遍运用!?*$V$*3j3($*""458[#%

通常"英语中的*0)9:$+B+被翻译为中文里的*多少+!:)%3)%*3--#"它暗示

了关系含义"表示!与想象的数#进行大小比较%此表达在算术应用题中十分常见%

像数一样"此类表达也需要量词!见第C"C"4"4节#"以凸显数据与未知量之间的明

确联系%

对应用题采用的变式方法提供了另一种处理中国相等概念意义的方法%变式

是一种被广泛使用的方法"旨在识别一组问题背后的变与不变以及相通性"被视为

代数思维和方程的基础!1,+"4588"4586#%这种方法也与中国语言的特征密切相

关%中文是一种象形的形声语言"其中每个字符都有多重含义!一词多义#"并且每

个单词在其上下文中都扮演着多重角色%变式教学与汉语教学的!内在#要求是一

致的"要学会写中文并提高对拼写的认知"学生必须区分一些通常看起来彼此相似

的汉字!例如大$太和犬#之间的异同!#$%()+3($*""4585#%

由于变式问题!策略#加强了对变与不变以及相等关系的洞察"以有效解决数

学课程中的应用题"因此成为中国最重要$最明确的任务设计框架之一!1,+"

4586#%这是中国教师普遍接受的*日常+做法!1,+455̂ "4588&另见A$&$+.>&3"
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455̂ #%继孙旭花!4588#之后"巴尔托利尼'布西等人 !458C"7"[[5#描述了这些

问题的典型特征(

应用题的一个显著特征是发展了一种识类和归类的能力"即从问题

之间的变异元素中识别出不变的元素"并分辨出每个问题具体属于哪一

类%这种教学法在中文里通常称为变式"其中)变*代表)<0$+E&+E*")式*

解释为)V)%:*"在英语中可以宽泛地翻译为)K$%&$(&)+*#1,+"4588$%变

式的某些类别如下(

PD#1#P+3D%);*3: #,*(&7*31)*,(&)+-"一题多解$"例如"解决问

题的运算操作以不同的方式执行"并且有不同的分组和解组策略(]f\l
#]f4$f̂ "]f\l̂ f#8f\$"以此类推%

PD#A#P+3D%);*3:#,*(&7*3A0$+E3-"一题多变$"见下文意大利

的变式问题 #'$%()*&+&',--&3($*""458C$"其在相同情境下引入了一些

变化%

#DP1##,*(&7*3D%);*3:P+31)*,(&)+"多题一解$"其中的相同运

算操作可用于解决不同的问题"如在总结练习中所示#1,+"4588$%

西方课程使用各种模型!例如拿走和比较模型#来介绍加减的含义以及解决应

用题的策略%相反"在中国的课程中"问题变式使得他们无需使用多个模型就能以

整体的方式引入上述内容"而不必对应用题作单独处理!1,+"458[#%蔡和聂!A$&

$+.>&3"455̂ "7"Z6̂ #基于对854位教师的调查报告了中国课堂使用变式教学的频

次!见表C 4#%

表, +#中国课堂使用变式教学的频次

经常使用 偶尔使用 从不使用

PD#1!3l854# ]Z 8] 5

PD#A!3l854# 6\ CC 5

#DP1!3l855# [4 Z] 5

第88章中给出了一个关于两位数加法的一题多解的示例%第C"Z"["4节则讨

论了将加法变式问题*移植+到意大利所呈现的状况%
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$"-#教育意义

以上观察清楚地呈现了中国算术传统的一些特征(

( 归纳的方法"数的表示和计算的一般原理!在不同数位间#保持了一致性并

且都可以从个位这一特例出发推衍出来!例如"十位$百位上数的运算规则与个位

上数的运算规则是类似的#&

( 使用和语言相一致的特定文化工具!如算盘#进行计算的传统&

( 应用题的变式传统%

这些特征具有重要的教育意义%马立平!8\\\#发现"中美教师的学科内容知

识是不同的%特别地"扎实的数学内容知识与对基础数学的深刻理解有关%根据

马立平!8\\\#的说法(

美国教师倾向于将重点放在运算的具体方法上"例如退位#需要重组

的$减法的算法-多位数乘法的算法以及分数除法的算法%与之相对照"

中国教师则对运算本身及其相互关系更感兴趣%特别地"他们对使用简

便方法完成给定计算"四则运算之间如何关联以及四则运算的意义和关

系在不同数集#整数-分数和小数$中如何体现等方面很感兴趣%在教授

退位减法时"中国教师是从进位加法开始的%#7"884$

类似的反思可能适用于其他西方课程%中国课程没有像美国或欧洲课程那样

单设*位值+一章&相反"位值一个作为首要的原理出现在所有章节"以及读数和写

数的活动中%位值隐含了古代文献!d),"458[#和中国课程!1,+"458[#中有关计

数单位的核心知识"这与美国法定课程实践中有关章节涉及的计算术语或扩展计

算程序有所不同!R)93"4588"458[#%

$"%"!#位值和整数运算

就位值表示而言"计数时的中文口头语言!概念#是透明且完全规则的%但是"

在西方"位值可能被视为出于写数的目的而人为构造的规定"因为在社区日常对话

中人们不会使用它%对于西方学生来说"这可能是一个需要学习的概念"而不是本

土的概念%英文和其他欧洲语言中以*I(33++结尾的数!8C至8\#无法轻松地根据

十进制译成十位数加个位数"这阻碍了对多位数计算中以十为基进行重组的理解"
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即进位加法2退位减法%这与霍和富森!R)$+.F,-)+"8\\]#的发现是一致的"他

们认为英语的结构使人们更难于理解由一个十和几个一组成的*十几+的数%这也

令他们难于理解一位数加减法中较为先进的*凑十法+"这一方法见之于中国和其

他东亚国家一年级的课堂!F,-)+$+.H9)+"8\\4&!3$%B3($*""8\\C&#,%$($"

455Z&#,%$($$+.F,-)+"4558"4556#%实际上"自公元前C世纪以来"第[章提

及的位值和十进制原则已自然地嵌入中文读数和日常语言中%一些学者!3"E"

',((3%9)%(0"8\\\#认为"这恰恰解释了中国学生从一开始就能轻松应对大数的位

值的原因%从远古时代到现在"汉语中整数的口语表达与书面表达相一致"这意味

着数字的书面形式可以直接反映其发音"因此不会偏离口语%位值是一项未经学

习的内容"但它像母语一样"是一种继承而来的观念"而说母语的人通常不会意识

到自身语言的复杂性%这或许解释了为什么中国当前所有的课程都没有设置*位

值+这一主题!相关讨论参见第8["C节#%

$"%"##基数和度量的数

从数概念的角度"巴斯!参见第8\章#指出"数和运算包含两个方面(概念

方面!数是什么#和名义方面!我们如何命名和表示数#%整数的发展至少存在

两种可能的!认知#途径(计数和度量%从概念上讲"数源于对不同种类客体数

量感的体验(计数!集合的大小#$距离$面积$体积$时间$速率等%为了形成概

念上的理解"巴斯支持使用数量及其度量的一般概念来发展数概念的方法"其

中度量的*单位+是至关重要的"在用一个量度量另一个量的过程中"明确所给

定的量由多少个单位构成%西方语言中的基数和度量的数看起来彼此非常不

同"因为度量的数需要选择合适的单位%在中文里则不是这样"因为两者的用

法相同%

$"%"$#分数名称

西方语言中读写分数的顺序是*先分子"再分母+"而分母通常用序数词!而非

基数词#"例如*(9)(0&%.-+ 4
C! #从字面上理解即两个三分之一!在中文命名中"从

三份中取走两份则暗含了部分与整体的关系#%在学习部分)整体关系时"这种分

数命名方法会引起一些认知困难%西方语言中的分数名称不是很清晰!和中文相

比较#"巴尔托利尼'布西等人!458Z#以及皮姆和辛克莱!D&::$+.1&+<*$&%"

458[#分析了这一难题并提出了解决方案%
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$"%"%#算术运算

研究发现"西方学生在算法上遇到了一些困难%例如"富森和李!455\#指出"

在竖式计算中许多美国学生会犯用较大数字减去同一列中较小数字的错误"即使

较小的数字在上面(

语言上的模糊可能会加剧这一错误"因为英文名称*:&+,3+.+!被减数#和

*-,;(%$03+.+!减数#并不强调它们之间的被动关系!参见上文#%但这似乎只是故

事的一部分%8C世纪列奥纳多'斐波那契!U3)+$%.)F&;)+$<<&#将加减法的书面

算法引入欧洲"其中暗含了各种算盘!中国算盘$日本算盘$罗马算盘或类似的算

盘&参见#3++&+E3%"8\6\#上所进行的操作%最近"计数器!(03-7&J3$;$<,-#被引

入教学!参见第\章中的图示#%在英语和其他西方语言中"图C ^和图C ]的操

作用*<$%%&+E+!进位#.8/和*;)%%)9&+E+!借用#.4/这样的术语来描述%在古代教

科书中引入算法时"情况并非如此%例如",计算之书-!1$G&%7G7=$#中就没有使用

*;)%%)9+!借用#一词"而是建议采用一种抵消或不变性策略(将被减数增加85个

单位"将减数也增加85个单位%在此过程中"添加到减数中的*85+"必须暂时*握

在手中+!J37(&+0$+.-"即先不添加至减数里参与运算"拉丁语原文为*%3-3%K$%3

&+:$+&;,-+#%至少在8\C5年以前"许多意大利小学教师使用的教科书中都采用

了这种策略%

罗斯和普拉特I科特!Y)--$+.D%$((IA)((3%"4555"455]#重建了北美关于*借

用+一词的故事%他们在奥斯本!P-;)%+3#于8]4̂ 年编写的教科书中首次发现了

这种情况"但注意到*5借用6一词可能使用不当"因为它暗示了需要返还某些东西+

!7"Z\#%富森和李 !455\#对这个使用了一个多世纪的词提出了批评"而富森在数

学表达项目!#$(0Mb7%3--&)+7%)Q3<(# 中使用了*E%),7&+E+!分组"用于加法#$

*,+E%),7&+E+!解组"用于减法#和*%3E%),7&+E+!重组"在两种情况下有必要时使

用#等词语%

在中国"情况截然不同%在通过重组进行减法教学时"大多数接受马立平

.8/

.4/

意大利语是*%&7)%()I%&7)%($%3+"德语是*t;3%(%$E+"西班牙语是***3K$%+"法语是*%3(3+,3+"
意大利语是*D%3-(&()+"德语是*$+*3&03+"西班牙语是*7%3-($%+"法语是*%3(3+,3+"
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!8\\\#采访的教师都将算法中所谓*借用+的步骤描述为*分解一个较高值单位的

过程+"而不是说*从十位借一个十+!7"]#%一位三年级的教师解释了为什么她认

为*分解一个较高值的单位+在概念上是准确的(

)借用*一词无法解释为什么你可以把85带到个位上"但是)分解*可

以%当你说分解时"意味着较高位的数字实际上是由较低位的数字组成

的%它们是可以交换的%)借用*一词根本不意味着组成+分解的过程%

##$"7"\$

英文术语*<$%%B&+E+!进位#和*;)%%)9&+E+!借用#彼此无关%在法语中"两种

运算都使用*%3(3+,3+一词%*%3(3+,3+的字面意思是*谨记+!J337&+:&+.#"因此

暗示着记忆"而不是具体的行动%这一表述的起源可以追溯到中世纪算术中的术

语*%3-3%K$%3&+:$+&;,-+!()J337&+0$+.-"意思同前文#%使用相同的术语描述

不同的行为会给学生带来许多困难!1),%BIU$K3%E+3"个人通信#%这个简单的例

子表明"不同的文化2语言可能会促进或者阻碍对意义的理解%

$"%"&#数学关系思维&相等还是相同

!"'"%"$#理解相等的一些困难

为了考察数学教育中等号*l+的使用情况"学者们已经开展了数项研究%基

兰!H&3%$+"8\]8#研究了低年级学生对等号的解释%在学龄前儿童中"出现了两种

直观的含义(第一种!概念或关系含义#涉及具有相同基数的两个集合之间的关系

!根据历史起源"因此具有等价关系#"第二种则涉及两个集合的并集%第二种!过

程或操作含义#理解与运算过程中对*f+和*l+的解释有关%后一种观点因袖珍

计算器的使用以及显示屏上加法及其结果的转录方式而得到加强%例如"!要求学

生#在笔记本上将下面几个数相加(

8[fC8f8]"

通常会看到以下内容(

8[fC8lZ6f8]l6Z%

下面的讨论是在意大利的一间三年级的教室进行的"这里仅摘录其中一些片

断%教师罗萨'圣雷利!Y)-$1$+($%3**&#提出了以下问题(

师(去年夏天假期有多少天,
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有两名学生解答如下(

C5p85l45fC8l[8fC8l]4f8[l\̂ %

师(你认为这个计算过程正确吗,

1LM(是的"它是正确的%他们考虑了假期所包含的几个月%每个月

有很多天"因此他们把这几个月的假期放在一起%六月我们在学校待了

85天"因此是)C5p85*%22然后他们写了等号及)45*"并且从)45*开

始计算所有的假期%他们写了)fC8*"然后等于)[8*"再)fC8*等于

)]4*"再)f8[*#\月的天数$等于)\̂ *%最后他们理解了结果并记录下

来%他们所做的是正确的%

许多学生同意这一解释的过程%

师(但是"数学中的)l*是什么意思呢,

!@P(等号表示如果你要计算)45fC5*"那么放上等号"然后得到结

果%等号告诉我们一个运算的结果22

A?Y(如果要在运算中使用这个符号"就必须将其放在最后%如果你

要计算)[f[l*"那么接着就写)85*%

其他学生复述了相同的观点%

师(在数学上)等于*是什么意思,

@U?(它意味着你得到了结果%

1?#(在数学里)等于*常用在运算中"它用于获得结果%

22

师(写)]l]*是否正确,

!@P(不正确%你必须写上)f5*"否则别人不能理解%您需要放点

什么上去%

师(因此"如果我写)]l]*"就犯了一个错误,

!@P(是的%你应该写)]f5l]*或)]p5l]*%#译自d$+"455̂ "

7"̂\VV"$

这段简短的摘录证实"等号的程序性理解在小学中通常占主导地位"且以关系

性理解的削弱为代价%倪!458[#认为"学生的错误"例如将等号视为*做某事+以得

到答案的指令"可能会导致他们后续学习代数时遇到困难&学生不是将代数方程视

为表示数学关系"而是表示*做某事+以获得答案的指令%到了中学阶段"当代数表
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达式处于显著位置时"这可能会产生非常严重的影响%学生无法根据概念意义解

释以下方程(

LfClZ%

当教师没有注意到这个问题时"他们会默认并强化等号的程序意义%

!"'"%"##中国和意大利的变式问题

巴尔托利尼'布西等人!458C#报告了一个属于PD#A!一题多变#类型的变

式问题的案例"其中所有的问题都收集在一张CqC的表格中!另请参阅

1,**&K$+"458["7"]]#%在中国"二年级学生在学年末复习总结时"会面对一系列

变式问题"包括在学年中出现的各种不同类型问题的示例%基于学生的背景知

识"预计该任务将在仅仅一堂课中解决%巴尔托利尼'布西等人在意大利一些

学校中使用了此任务!表C C#"但是需要经过一个文化转移的过程!参见第

8C章#%

表, ,#一个属于9:%$"一题多变#类型的变式问题的案例

"北京教育科学研究院'北京基础教育教学研究中心'!--/';<=".'8"22#

解决下面+个问题!然后解释为什么它们以这种方式排列!并说明它们之间的关系"

!8#河里有Z[只白鸭和C5
只黑鸭"一共有几只鸭4

!4#河里有白鸭和黑鸭共 [̂
只"Z[ 只是白鸭"黑鸭有
几只4

!C#河里有白鸭和黑鸭共 [̂
只"C5只是黑鸭"白鸭有几只4

!Z#河里有一群鸭"游走了
C5只"还剩Z[只"原来有几
只鸭4

![#河里有 [̂只鸭"游走了
一些"还剩Z[只"游走了几
只鸭4

!6#河里有 [̂只鸭"游走了
C5只"还剩几只鸭4



#####
打好基础!小学整数教与学
国际数学教育委员会第#$届专题研究

#续表$

!̂#河里有C5只黑鸭"白鸭
比黑鸭多8[只!黑鸭比白鸭
少8[只#"白鸭有几只4

!]#河里有C5只黑鸭和Z[
只白鸭"白鸭比黑鸭多多少
!黑鸭比白鸭少多少#4

!\#河里有Z[只白鸭"黑鸭
比白鸭少8[只!白鸭比黑鸭
多8[只#"黑鸭有几只4

此转移!把表C C中的问题放到意大利的课堂上#最显著的影响是所需要的

时间"仅一堂课不可能解决%这一任务是一个较长过程的源头"学生必须熟悉这

种令他们惊讶"同时考虑多个问题并使用模型来找到2呈现解决方案的方式%在此

过程中"学生开始关注运算之间的关系"而不是运算本身的执行"因此开始进行代

数推理%进一步的实验目前正在进行中!#3**)+3$+.D$:7*),."458[#%

$".#结束语

近年来"学者们越来越关注整数教学方法的差异%至少值得一提的是欧文斯

!P93+-"458[#的著作"其中有一章聚焦数字的视觉空间推理"以及欧文斯等人

!P93+-3($*""458̂ #的合著"这本书主要是关于巴布亚新几内亚和大洋洲的数字

的历史"其中详细介绍了85进制以外的计数系统%

本章讨论的案例表明"在整数算术教学中语言在传达概念时起着共同的关键

作用%因此"对语言进行跨文化考察有助于我们理解语言上的支持和限制"这些支

持和限制可能会促进或阻碍学生的学与教师的教%

上面的讨论着重指出"在许多情况下"中国发展整数算术的方式似乎为建构数

学意义提供了优势"其对数学一致性和连贯性的关注似乎比西方课程更甚%然而"

中国的案例表明"这种差异与语言和文化特征密切相关"而这些特征无法为其他

文化群体所共享%这一观察结果表明"除非在文化转移方面建立审慎的流程"否则

在尝试将某些中国方法应用于其他国家时"必须十分谨慎%

致谢#不同的工作组0主要是第一工作组!第[章#和第三工作组!第\章#1对这

些语言和文化问题进行了辩论%我们认为在本章中以更系统的方式整理他们所作的

贡献十分重要%感谢两个工作组中的所有参与者"他们提供了有趣的讨论和示例%
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!第$章 !

关于数的语言!第!章述评

""""""""""""""""""""""""""""""""""

大卫!皮姆

#_$K&.D&::$

-"!#绪论

我将从一个与前一章完全无关的政策声明开始%我总是有点吃惊地看到学校

成绩单中出现的数字或其他数学符号!例如*̂+而不是*七+"*f+而不是*加+#"这

可以说是为所述之内容提供了一个书面描述%所述之一切都是由某人以某种自然

语言0或自然语言的混合)))可与代码转换作比较!13($(&"8\\]#)))例如某些双

语者可能只知道如何用一种语言说出大数的单词1说出来%!无论何种类型的#非

口语数字符号都不是任何自然语言的一部分 .8/"所以它们需要以某种方式被大声

朗读成为这种语言的一部分%因此"我认为十分明确地标记这种区别是非常重要

的%例如"我在一篇文章!D&::"8\]̂ #中"对我所说的书面数学的*拼写+阅读和

*解释性+阅读作出了区分%例如",圣经-中*野兽的数量+!666#是被称为*六六六

!-&b-&b-&b#+抑或*六百和六十六!-&b0,+.%3.$+.-&b(BI-&b#+!英式英语#"还是

*六百六十六!-&b0,+.%3.-&b(BI-&b#+!北美版本#4 然而"它不是*六百.复数/

!和#六十六0-&b0,+.%3.-!$+.#-&b(BI-&b1+"我之后会回到这一点 .4/%

*六六六+!-&b-&b-&b#是一个口头的数"抑或只是一个忽略位值结构$按事件

排序依次列出的数字串呢!与*6"6"6+而非*666+的英语读法没什么不同#4 在法语

中"一些数字!如电话号码#因其基数值很少引起关注"经常被读!和写#成两位数的

.8/

.4/

克里斯马里斯声称"*从公元前C[55年到现在"已知有超过855个结构不同的数字符号系统在使
用77%与数字不同的是"它们以跨语言的方式表示数"并且不遵循任何特定语言的术语或词汇%与计数不
同的是"它们代表完整的枚举"并且与计算技术不同的是"它们创建了数字的永久记录+!A0%&-):$*&-"455\"

77"[56 #̂%
注意当用英语念小数时不是这样"*666"66+可以被说成*六百!和#六十六和六十六百分之一0-&b

0,+.%3.!$+.#-&b(BI-&b$+.-&b(BI-&b0,+.%3.(0-1+%十的负整数幂总是以复数标记的单位来表示%
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序列(546[Ẑ 4CZ6%在考察任何语言的数字系统是否反映了位值0或者更准确地

说是!与口语有关的#*暂时的值+1时"我也将回到这一点%我的更广泛的观点是"

数字的说和写之间存在显著差异"特别是在涉及数学的书面符号!尤其是数字#时"

忘记这些差异"便得自担风险%

正如数字人类学家斯蒂芬'克里斯马里斯!1(3703+A0%&-):$*&-#所说"*数字

单词$计算技术和数字符号之间的联系是复杂的"理解它们各自具备!和不具备#的

功能将有助于说明全部数学背后的认知和社会系统之间的变异范围+

!A0%&-):$*&-"455\"7"Z\6#%

-"##写了什么和说了什么

我首先响应第C章早先的说法"即*整数算术不具普遍性"而是深深植根于当

地语言和文化之中"使得相关的文化转移工作充满了内在困难+!第C"8"4节#%正

如数学家勒内'汤姆!Y3+$L0):#所观察到的那样(

在学习说话之初"一个婴儿以全世界各种语言的音素咿呀学语"但在

听完母亲的回答后"很快就学会了用母语的语音呢喃#引自d&:$+"8\̂]"

7"8]$%

另外"第C章开头的*说话文化!<,*(,%3-)V-73$J&+E#+这一表达让人联想到

*书写文化!<,*(,%3-)V9%&(&+E#+同样存在!例如一个分数中两个数字的书写顺序"

参见'$%()*&+&',--&3($*""458Z#"而且两者在同一个*文化+中可能并不完全一致

!稍后将给出另一个例子"其中涉及如何根据读数将大数中的数字分组#%这些与

计数和计算所涉及的行为和手势相互影响!不妨用一个历史和地理术语*手势文

化+来记录这一事实"例如各种形式的手指计数和手指计算 .8/&更多例子及其分类

体系"参见'3+.3%$+.'3**3%"4584#%重要的是要记住"在很多时候和地方"这两

种数学行为!计数和计算#几乎没有联系%例如"将罗马数字互不相关地组合在一

起来保存数"并借助计数板来计算!参见L$0($"8\\8&A0%&-):$*&-"4585#%

.8/ 有一个例子记录在诺森布里亚僧人比德!'3.3"公元 6̂Z)̂ 4C年#的著作"如,论计时-!J&
6&(#"%;(%76$"3&#中%欧达利!Pu_$*B"458Z#写道(*手"最便携的设备"是中世纪用于符号表征$计算和心算
的有力工具%并且"历史表明存在一套全面但难以捉摸的手势词汇"我们只能猜测其完整含义%+
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呼应巴尔托利尼'布西等人!458Z#关于分数书写顺序的文章"我写道(

当用手写分数时"复合符号按照给定的时间顺序生成%这种手势顺

序与所说之内容或所说之内容如何用传统写法记录有着怎样的关系, 在

英语中"按顺序第一个说出的词是分子%任何语言都是如此吗, 当从左

往右用英语写下一个分数时"分子又是第一个写下的词%#对于其他语言

有同上的问题$然而"当分数的复合符号产生时"可能存在变化"来自中国

和缅甸的两个极好的例子证明了这一点%但是"这两个例子都指出了手

工符号形成的任意性/在休伊特#R39&(("8\\\$的意义上使用该词语0以

及这样一个事实"即一旦形成"该符号#几乎$没有留下有关其形成过程的

痕迹#尤其是它的顺序$%#D&::"458Z"7"8[$

关于数的多种文化是迷人和错综复杂的"语言有时间和地点的特殊性"与计算

技术设备!已经存在了至少[555年#相关联"这提供了一个值得深切关注的最有价

值的焦点%与最近可被称为*有形技术手势+的工作相关!参见1&+<*$&%$+..3

F%3&($-"458Z&尤其应关注2$<J&9$+.1&+<*$&%"458Z#"有时语言本身编码产生特定

的手势形式"其具有自己的透明性和不透明性"具有自己的普遍性或个性"这些构

成了所有孩子生来便面对的复杂符号世界的一部分%

对于维特根斯坦!=&((E3+-(3&+#来说"语言最初且从根本上是交互反应的"而

文字不是起源(

语言游戏的起源和原始形式是一种交互反应.只有这样才能形成更

复杂的形式%语言的形成+++我想说+++是一种改进过程")太初有为*

#&:?+V$+E9$%.&3L$($%#=&((E3+-(3&+"8\Ĉ18\̂6"7"Z45$.8/

回到计数行为"计算实践的具体教学语言0例如"在加法中英语*;)%%)9&+E+

!借用#和*7$B&+E;$<J+!偿还#的算术隐喻1带来了一种可能性"即曾经一度从字面

上理解其意思%第C章中有一个潜在的例子涉及中世纪拉丁语表达 *%3-3%K$%3&+

:$+&;,-+!握在手中#与更现代的法语表述*s%3(3+&%+!要记住#之间的联系%我突

.8/ 关于这一点"请参阅兹维基!d9&<JB"8\\4#的相关研究%
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然意识到"前者与算盘和计数板有关"可能字面上指的是手必须做的事情%在别

处"维特根斯坦还评论说"*记住好的建筑给人的印象"那是在表达一种思想%它

让人想要用一个姿势作出回应+!=&((E3+-(3&+"8\C4"7"443#%这个观察让我想

起古埃及象形文字中的*百万+! #"似乎是一个人面对大数时做出的全身

姿势%

语言不能脱离文化"也不能脱离手势!特别是在计数的背景下#%手势可能已

经发展了很长一段时间"也许已经在语言上留下痕迹 .8/%还有一种可能性是"一

个系统与另一个系统的发展存在时间错位"这与拉科夫和努涅兹!U$J)VV$+.

>hy3X"4555#在微积分方面所确定的并无二致"即!静态#语言发生在8\世纪中期"

而相关的!动态#手势在本质上是8̂ 世纪的!更适合运动变量的概念和语言"这种

语言将带出动态几何环境#%

特别地"拉斐尔'鲁涅兹!Y$70$3*>hy3X#研究了盖尔雄'哈雷尔!!,3%-0)+

R$%3*#提出的手势和言语的联合产生"后者通过实分析证明了相关结果%鲁涅兹

观察到(

对手势产生及其时间动态的研究特别有趣"因为它揭示了思维和意

义等方面%这些方面毫不费力-极其快速"并且超越了意识知觉#因此无

法用于内省$%#455\"7"C8\$

但是"我们也知道手势是在计数时共同产生的!在某些情况下它就是计数本

身#"这一现象与数学中的其他高深学问一样值得研究%然而"本章及前面章节的

重点是数字语言"而不是数字手势"尽管我不想将后者视为附带现象"但是标记它

们为*副语言+的方式却会使之被忽视%

-"$#关于位值制

关于第C章中心主题之一的位值制"我有三个主要的观察(

首先"我要考虑位值制的现象是否仅仅与书面数字!即书面标记"现在通常但

.8/ 计数系统是现存语言系统中最稳定的系统之一(将原印欧语系中的发音分别标记为*<3+(,:+和
*-$(3:+两类!分别是拉丁语和阿维斯陀语中表示*百+的单词#"就是其表面上的一个反映%罗特曼!Y)(:$+"

8\]̂ #给出了一个引人入胜的有关零的叙述"参见相关文献%
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并非总是采用所谓的印度 阿拉伯数字 .8/#有关"而与来自自然语言的书面文字或

符号无关"以及它是否也可用于描述自然语言中口语数字词汇的某些方面!甚至是

手势语言"进而思考(英国$美国或中国手语中数字符号的结构是什么4#%这个问

题反映了我对位值制到底是什么越来越不确定"同时呼应塔赫塔!L$0($"8\\8#关

于西方数学教学中过分强调位值制的明智断言%而第C章对中国数字的讨论与此

有关"作者声称"*中文!数字#名称的透明度可能会促进学生对位值制的理解+!第

C"4"4节#%但正如我将要论述的那样"位值制仅仅是一种惯例"这就引出了一个重

要的问题(它是否适合被*理解+"而不是简单地被遵守!参见R93&((("8\\\#%

我的疑问起源于第C章%作者声称"痕迹!他们形象地称之为*记忆+#存在于

自然语言的许多口语数字系统中%但这些顶多是序数痕迹"涉及如何以常规的顺

序表示数字名称0在英语中是按照十的幂的降序表示"尽管仍然存在像*V),%I$+.I

(93+(B+!4Z#这样的例外&在德语中"先念个位上的数字再念整十数"如[Z是*K&3%I

,+.IVc+VX&E+!四和五十#1%这引出了两个子问题(探问书面!或口头#自然语言的

数字系统是否具备位值制特征真的有意义吗4 对于不具备位值制特征的书面数字

系统!如古埃及系统#"其口语计数系统是什么样的呢4

关于第一个问题"我的!固然强大$也可能过于强烈的#猜想是基于口语的数字

系统都是非位值制的!即使作为最有可能的竞争者的亚洲数字系统也不例外#%这

是因为数字形成的结构确保它们的十进制值被编码为字符串的一部分"所以改变

书面顺序!页面上的特定语言符号#或数字各个部分的!时间上的#口述顺序不会改

变合成的整体%它可能会违反惯例0如*V),%I$+.I(93+(B+!4Z#就是这样1"但是不

会产生不同的数%0当然"简单地在*-&b(BI-3K3++!六十七#和*-3K3+(BI-&b+!七十

六#中交换*-&b+!六#和*-3K3++!七#会改变数值"但忽略了*-&b+!六#是*-&b(B+!六

十#的一部分这一事实%1因此"位值可能只是一种书面的$基于非语言计算系统的

现象"无论使用哪种自然语言都无法解决这个问题%

我的第二个对位值的观察与第一个相关"像第纳斯木块!参见第\"C"8"4节#这

样的教具!通过操作它来帮助理解数学概念#"因其细节及特点"经常被宣传用作辅

助学习位值概念的工具"所以我的观察具有特别的意义%见图Z 8%

.8/ 克里斯马里斯!455\#的发现很有帮助"他指出(*我用5西方6一词"而不是5阿拉伯6和5印度 阿拉

伯6来指代5$8$4$C$Z$[$6$̂$]$\等符号"并非否认这项创新是通过阿拉伯中间人从印度教祖先引入的"只
是为了避免与迄今广泛使用的印度和阿拉伯数字符号混淆%通过命名法将后一种表示法5隐藏6起来会起到
相反的效果"并且有可能走向民族中心主义%+!7"Z\6#



第一部分

引论
$&###

图. !#第纳斯木块"!000*!00*!0和!#

##在以英文作为教学语言的小学里"使用大张纸并!从左到右#以千!或L0#$百

!或R#$十!或L#和个!或O#来标记列"是一种常见的教学行为 .8/%将这些木块

收集起来并放置在相应的列中"然后使用印度 阿拉伯数字来记录每一列的数量"

很大程度上巧妙地掩盖了是纸上的列而非数块本身*保存+这些位置"因而也具有

*位值+特征这个事实%

然而"正如第C章中提到的实例"其中一个^岁的孩子写了8558C而不是

88C"从相应的第纳斯木块的书面结构中得出的正确答案!非传统意义上的正确写

法#是8R"8L"COl855"85"Cl85585C%数量与位置的问题是一个复杂而人为规

定的问题!这里仍然按照8\\\年休伊特文章中的意义#"并且没有充分的理由说明

为什么在一列中不能有任意大小任意数量的木块 !算盘掩盖了这回事"其中的每

一串相对于珠子的直径具有固定的$一致的高度#%实际上"一个更高的!受到线性

代数影响的#数学观点涵盖了由85的幂组成的基所产生的任何整数!并且包括十

进制小数"如果允许85的负数次幂的话#"其系数是5至\%部分由于这个原因"我

在本评论的开头段落中提到了*666+读作*六六六+0并且联系到大卫'福勒

!F)9*3%"8\]̂ #的历史重建"即通过辗转相减 !$+(0B70$&%3-&-#的算术过程"重建

了欧几里得之前对于比率 !%$(&)#所下的功能性定义1%

在提出进一步的学习困难之前"我还想对第纳斯木块本身提出三点评论%首

先"它们实际上可以被修改以显示任何整数或小数%例如"要得到一个万"只需要

将十个大的立方体!一千#粘在一起&十万即由一百个大的立方体!一千#组成的方

阵&百万即由一千个大的立方体!一千#组成的立方体阵%对于十进制小数的组成"

.8/ 还可以继续拓展"以LL0-标记数万"RL0-标记数十万"#-标记数百万等%请注意LL0-和

RL0-中的两个单词均是复数"但在英文记法中"只有后者标记计数单位%有关这方面的更多信息"请参阅第

Z"Z节关于*单位+的讨论%
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只需要重新命名其中一个较大的组块!例如较大的立方体组块或所谓的*木块+组

块$*平面+组块#为*一+.8/%其次"这种每隔85C倍的视觉几何重复完全符合国际

单位制!1B-(e:3@+(3%+$(&)+$*3#所强调的将整数数字按*三位分级+的原则"也反

映了度量领域标准的公制命名结构!尽管当我们想用它来指代千qq$毫qq或微

qq的东西时"我们需要一个单词来表示标准计量单位"而不仅是*计数单位+#%

我的第三个观察是直截了当的(在85的每个次幂和下一次幂之间"存在一种*自然

的+$可以直接观察到的十进制等价感知%

然而"令我印象深刻的是"第纳斯木块至少与埃及象形文字的计数系统!它使

用重复的垂直线条$箍$卷轴$荷花等"其中表示8$85$855$8555等的符号之间没有

任何联系"不论是用于记数还是用作计算#中以十为基的特点完全相符 .4/!见图

Z 4#%而且"这种计数系统绝对不具备位值制特征%

图. +#第纳斯木块的描述"附有!000*!00*!0和!的古埃及象形文字#

通常有两种用于为数字生成单词或其他符号的原则(重复!与计数相关#和编

码化!即每个数字使用不同且独立的符号#%许多较老的符号系统使用重复作为主

要原则%例如"图Z C描绘了一个使用古埃及计数系统的例子(左边是传统的顺

序"右边是乱序%!整数加法完全没有问题"因为符号本身只是组合在一起"并且任

何一位上个数超过\时"会被转换成下一位中的高值8%#

.8/

.4/

事情往往如此发生"正当我自己想出了这个"我便遇到了金和艾伯特!H&:$+.?*;3%("458Z#的论
文"其意图是对十进制方块!;*)<J-#的历史进行说明和解释%虽然我对他们所解释的东西深表不同意"但他
们确实提醒了我"在我8\̂4年读到的第纳斯!_&3+3-"8\6C#的,数学学习的实验研究-一书))) 这是大

卫'托尔!_$K&.L$**#在华威大学!(03O+&K3%-&(B)V=$%9&<J#数学系早期所教授的数学教育课程的一部
分)))中"作者在第4]页给出了同样的观点%

历史上并非总是如此%例如"使用罗马数字"人们完全有能力记数%然而"由于各种原则的结合
!加法和减法"使用[$[5$[55等作为中间静止位置"有时称为子基等#"它们不易用于计算!特别是乘法和除
法#%但是"与算板配套使用时就完全足够了%
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图. ,#古埃及数字"按传统顺序和乱序#

##*完全+编码化意味着每个初始数字!其个数比基数少8#具有不同的符号!想

想8$4$C$Z$[$6$̂$]$\#%中国的算筹!在第C章中讨论过#反映了非常有限的编码

!纵式算筹和横式算筹#的巨大灵活性"类似于罗马数字%和&"只是没有后者的减

法原理 .8/和多次重复"可能是因为它们成了算板上实际使用的成堆的棒子的痕

迹"其中板的属性!线$位置#表征了位值%同样"古巴比伦数字系统只包括两个以

刻写笔做成的不同标记!其中一个旋转了\5w"除此之外都是相同的#"以及混合基

系统!十和六十#$重复原则$一种位值形式和基于上下文的*浮点+%

对任何书面系统可以做这样一个关于其是否具备位值特征的实用性测试!假

设它重复使用同一组符号或对象#"即是否可以一般地打乱符号的顺序"而不影响

它们所表示的数值(这对第纳斯木块和古埃及数字是可行的%顺便说一下"早期希

腊语!爱奥尼亚语#数字也是如此!今天仍用于描述序数#"其中8的数字符号与85
或855的数字符号无关"分别是字母表中的不同字母%埃及数字!与希腊语一

样#保留了其特定的十进制值"即使重新排列时也是如此"参阅皮姆!D&::"

8\\[#的文章以了解更多关于符号2对象的复杂操作%因此"第纳斯木块不能*包

含+位值%那么"如果它们*可行+"它们如何*可行+呢4 它的*值+在那里"但是*位

置+却不在那里%

加泰尼奥!3"E"!$((3E+)"8\̂Z#在使用不同欧洲语言的小学中多次提出系统

化处理基于语言的计数系统"以便通过更接近标准的西方书面计数系统"使之更易

于学习%特别地"在英语中"他希望十!(3+#被称为*)+3I(B+"十一!3*3K3+#被称为

*)+3I(BI)+3+"十二!(93*K3#被称为*)+3I(BI(9)+.4/"然后二十被称为*(9)I(B+"三

十被称为*(0%33I(B+"以此类推%随着后来对几十!六十$七十$八十$九十#的学习"

这些变化与实际的经验系统结合起来%在英语国家!特别是在英国"但在北美和西

欧也有#的数学教育中有一个非正式社群"他们广泛实践加泰尼奥的想法!并使用

加泰尼奥数表等教具#"以支持在数字命名中获得结构化的优势!最近的一个例子

.8/

.4/

例如"用'l&p%代替%%%%"使用(UlUp(代替(((("但这种缩短形式只发生在中世纪时期%
十一和十二的词源非常奇特"源于古挪威语*3&+*&3V+和*(9$*&3V+"分别表示*余一+和*余二+!大概

是在减去十之后"这是减法原理的一种痕迹"也可以在罗马数字中看到#%
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请参见A)*3-"458Z#.8/%第C章详细介绍的中文计数系统已经具有这些属性!在

其他几种亚洲语言中也有出现#%

我的第三个对位值的观察涉及第C章中使用的语言2概念透明度等概念"85
的幂数术语的生成以及它们如何与国际单位制!1@#使用印度 阿拉伯数字书写大

数的方法相关联%在中文里"千!$#%&.4/#是表示*(0),-$+.+的字符"基于只有当

相同的两个术语彼此相邻时才需要新的十次幂名称这样的原则"根本不需要这个

字符"在英文中也一样%*十倍十+会产生*百+"但*十倍百!千#+不会造成任何困难

!在命名世纪时也不会"例如*(03-3K3+(33+0,+.%3.-+表示8̂ 世纪#并且无须存

在"而*百倍百!0,+.%3.0,+.%3.-#+则是下一个应该产生的新术语%在中文里"这

个字符是万!'(&#"而讲英语的人只会说*十千+%!再强调一下"请注意并不是因

为传统的英语复数规则的要求而把它说成*(3+(0),-$+.-+)))虽然下一部分会讲

到不可数名词和可数名词 .C/之间的区别%#正是这相同的原则性问题引起了对*十

亿!;&**&)+#+的不同解释!至少在历史上"北美称为*0,+.%3.:&**&)++"英国称为

*:&**&)+:&**&)++#%此外"*万亿!(%&**&)+#+也有相同的情况%但是"这些表示85的

幂数的新单词的生成"使得人们可以通过组合使用数字8到\的单词来命名每个

整数%

1@记数惯例声明(

以小数点为基准"无论向左还是向右"当一侧的数字多于Z位时"则

使用小而固定的空位"将该侧的数字分成三位一组%将数字分成三位一

组时不使用逗号 %

例如"48C8[Z86C这个数应该如此书写%然而"就语言内部的数字词汇结构而

言"这个惯例对于地球上的每一种自然语言都作了一项!错误的$普遍的#假定"因

为正如我在开头提到的那样"书面数字符号不是任何自然语言的一部分%

因此"述及透明度和第C章声称的中文算术与正规数学算术的*完美+契合"至

.8/

.4/

.C/

这个社群还更加强调计数方法中获取序数元素的价值"参见塔赫塔!L$0($"8\\]#或科尔斯与辛克
莱!A)*3-$+.1&+<*$&%"458̂ #的文章%

在本章乃至全书中"汉语拼音!标准的罗马字#用于表示汉字!普通话系统#%
希腊语中表示一万的词语 *:B%&$.+在英语中被用作一个大数的约整数!更多关于约整数的语言

学解析"参见A0$++3**"8\\Z#%
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少这是中文数字系统与1@不一致的地方"即如何给超过四位数字的数分级!无论

是通过逗号$句号或空格的方式#%例如"*(93*K3(0),-$+.+用中文写是*一万两

千+"这与84555的国际通行分级方法不一致%符号形式可能有助于或干扰相应的

特定语言的口语形式的生成%

在一篇关于这种特殊的不一致现象的文章中"阿瑟'鲍威尔!?%(0,%

D)93**#进行了如下解释(

8\]Z年[月和6月"在中国首都北京举办的一系列数学教师教育研

讨会中"我了解到中文命数法的一些教学问题"涉及如何使用印度 阿拉

伯数字书写"以及教授和学习如何流利地用中文读数%当中国学生尝试

读超过四位数字的数时"这些问题的一个显著特征就会显现出来%例如"

在读6̂ 48C\Z这个数时"即使是高中毕业生"也要先从右往左指画"并确

认每个数字的位值"然后才知道如何读百万位上的)6*以及其余的数字

#D)93**"8\]6"7"45$%

鲍威尔在该文中提出了纾解这种困难的方法"涉及加泰尼奥关于修改命数系

统的某些元素以强调结构的教学建议(

#鲍威尔提出的替代方法$促使学习者意识到中文命数法的规律性%

它还有助于学习者制订策略"避开因使用与中文语言结构相矛盾的数字

分级规则而导致的阅读困难%#7"45$

所以"通过在每四个数字!而不是三个#之后加上一个空格或逗号"并将分隔符

读作万"就能正确按照普通话念出剩下的数字"而不是必须要记住 .8/%但这确实

提出了一种特定的语言在应用于这样的数学场景中"在哪里*停顿+的问题%

最后"我不禁思考(如果位值在一些系统中如此透明"那么基数的变化是否会

变得难以考虑4 但我无法在此讨论这个问题%本评论的下一个核心要素涉及数字

单位这一复杂问题%

.8/ 为了说明这是多么令人吃惊"今天我注意到我所购买的温哥华空中列车票上有一串二十位的识别
号码"以四位一组呈现(55588[̂5[]C\][6]]C46%如果我把它按单个数字一口气大声读出!我关心的是它
的基数意义#"而不是简单地将其处理为空格处有停顿的一串数字"我将会变得很无语%



%!###
打好基础!小学整数教与学
国际数学教育委员会第#$届专题研究

-"-#可数名词 "23*4)43*45# 和不可数名词 "675543*45#!单位问题

探讨本节问题的动机部分来自第C章对中文数量词的有趣而重要的讨论"也

包括我对于为什么在很多情形下英语数字词汇既用作单数形式也用作复数形式的

简单好奇心%例如"在!英语#日常表达中既有*0,+.%3.-$+.0,+.%3.-+!复数形

式#"也有*(9)0,+.%3.!$+.#V&V(BI(0%33+!单数形式#%抑或"*+&+3(BI+&+3!九十

九#+之后的口述数字是*)+30,+.%3.!一百#+或者*$0,+.%3.!一百#+"而*)+3

0,+.%3.+&+3(BI+&+3!一百九十九#+之后的数字是*(9)0,+.%3.!二百#+%为什么

以十的幂的形式当作单位使用时"*0,+.%3.!百#+是以单数形式出现!例如"二百四

十二为什么是*(9)0,+.%3.$+.V)%(BI(9)+"而不是复数形式*(9)I0,+.%3.-$+.

V)%(BI(9)+#4 为什么在英语中要对数字词汇作直接的单数2复数区分4 这种区分

在可数名词的单位中是如何体现的4 这些单位本身就是数字吗4

正如维特根斯坦所观察到的那样"*语法指出了任一事物属于何种类型+

!=&((E3+-(3&+"8\[C"7"886#%因此"这种不确定性!也存在于动词的单数或复数形

式中#可能反映出!英语#数字核心在本体论意义上的不稳定性%

之前关于第纳斯木块和数位表的讨论中也有列标题"称为*(0),-$+.-!千#+

*0,+.%3.-!百#+*(3+-!十#+和*,+&(-!个#+%然而"一旦使用数字代替!多个#块"有

区别的复数形式在相应的口头和书面英语中都消失了%0关于英语中分数的单词"

尤其像*(0%33IV&V(0-!五分之三#+是单数还是复数名词的问题"以及它在语法上与

*(0%33V&V(0-+的区别"请参阅下一部分%1

为了应对上一节中提到的一些挑战"我想考察英语中数字单词的某些语

法学特征%英语语法的一个广泛区别!至少从45世纪初开始已有文献对此作

出评论 .8/#是可数名词和物质名词之间的区别!后者有时被称为不可数名词"

尽管这两个类别并不完全一样&请参阅U$B<))J"4585#"尽管这种区别目前正

在以有趣的方式减弱!如约整数的情况#%

爱德华'维希涅夫斯基!M.9$%.=&-+&39-J&#在关于这种区别的潜在认知基

础这一章的开头写道(

.8/ 这种区别当然不仅限于英语"但也远未涵盖所有的语言%特别地"中文的各种形式不区分这些类
别"而是使用第C章中描述的量词%
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英语及其他一些语言在可数名词和不可数名词之间进行了语法上的

区分%例如").)E#狗$*主要用作可数名词"):,.#泥土$*主要用作不可

数名词%与不可数名词不同"可数名词可以是复数的"并且前面可以有数

字/如可以说)(0%33.)E-#三只狗$*"但没有)(0%33:,.-*这种表述0%而

且"只有可数名词可以与限定词中的不定冠词)$*连用#如可以说)?.)E

$(3$<0&<J3+*"但没有)?:,.<)K3%3.(03<0&<J3+*这种表述$%另一方

面"不可数名词可以用不定量词"如):,<0#大量$*或)*&((*3#少量$*修饰

#如):,<0:,.*"而不是):,<0.)E*$.而可数名词可以用不定量词"如

):$+B#许多$*和)V39#一些$*修饰#如):$+B.)E-*"而不是):$+B

:,.-*$.8/%#4585"7"866$

关于这种区别"有很多东西要说明%一个关键的观察涉及在某些情况下"任何

英语名词都可以从可数或不可数两方面同时考虑"而非如上所述是两种不相交的

名词类别%V393%!可数#或*3--!不可数#之间的区别逐渐衰退也印证了这一点"

:$+B和:,<0亦同%在数学语境中"这种灵活性可以从8\世纪对*$*E3;%$!代

数#+和*E3):3(%B!几何#+这两个术语的使用中看到"彼时数学取得了长足发展!非

欧几何$布尔代数#"随后允许*$+$*E3;%$!一个代数#+或*(9)E3):3(%&3-!两个几

何#+这种表述!并涉及对基础数学认知的显著变化#%45世纪后期"*(3<0+)*)EB
!技术#+这个词已经拓展"允许使用*$(3<0+)*)EB !一种技术#+或*.&E&($*

(3<0+)*)E&3-!数码技术#+等表述%传统不可数名词的所有实例都拥有可数的可能

性和特征"反之亦然 .4/%

第二个观察与不可数名词的量化方式有关%传统上"这是通过使用含*$,+&(

)V!一个单位的#+结构的各种实例来实现的0如*一片!$-*&<3)V#+或*一条!$*)$V

)V#+面包$*一粒!$E%$&+)V#+米等1"其中的单位总是可以量化的"即单位本身就是

.8/

.4/

针对这一点"维希涅夫斯基在这一章节中有一个脚注"开头提及*某些语言"如量词语言!<*$--&V3%
*$+E,$E3#!例如日语#"并没有区分可数!<),+(#和不可数!:$--#名词%尽管如此"它们确实有表明某个实体
是否个体化的机制+%正如第C章详细探讨的那样"汉语也是一种量词语言%

举一个名词在另一方向上!即可数名词拥有不可数特征)))编辑注#使用的潜在例子"如*@
%3(,%+3.()(03<$%$+.(03%39$-;&%.$**)K3%(039&+.-0&3*.!我回到了车上"整个挡风玻璃上都有鸟#+"虽然
这也可以被视为使用整体作部分的一个反喻用法%
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一个可数名词%0相反地"将*四+视为一个四部分的集合!$j,$%(3()V#+.8/允许所

有的可数名词被看作不可数名词!虽然是复数形式#"其中数字单词本身可以量化"

如*(9)j,$%(3(-)V!两个四重奏#+*(0%33-37(3(-)V!三个七重奏#+等 .4/%1

然而到目前为止"这一区别与本章和前一章有关的最具教育意义的事情是当

数字单词!在英语或其他语言中#作为名词起作用时!就像在算术中一样#"在多大

程度上可以作为不可数或可数名词%这与我到目前为止反复提及的应该是

*0,+.%3.!单数百#+"还是*0,+.%3.-!复数百#+的评论有核心关联%

然而"在本章的具体背景下"我关注英文数字单词本身的名词形式!一$二$三

等#和相应的序数0第一$第二$第三!可能作为名词使用"也可能不作为名词使

用#1"以及在某些语言中序数和分数术语之间令人困惑的关联!参见D&::$+.

1&+<*$&%"458["以及下一节#%对于所有这些数字单词"问题是(它们是可数还是不

可数的4

考虑英语数字单词的序列*一$二$三等+%在英语中有一个含糊的地方是关于

乘法"四个二 !V),%(9)-#是八!3&E0(#中间应该用 *&-+还是 *$%3+.C/%请注意"

*二+明显是复数"将其标记为可数名词"数词*四+也是一样的"*$%3+与复数的名词

形式*(9)-+相一致%可数名词的存在使得*0)9:$+B!多少#+这样的问题允许被

提出!关于这一点"请参阅1&+<*$&%$+.D&::"458[$#%然而"在计数序列中"一$

二$三等数字单词却更像是不可数名词%那么"与往常一样"这种语言不确定性背

后有什么认知转变或断层呢4

看一下序数术语(第一$第二$第三$第四等%虽然可以想象一个可能是可数名

词视角的场景!例如在运动会上"询问跑步者(R)9:$+BV&%-(-"$+.0)9:$+B

-3<)+.-4 意思是询问有多少个第一名和多少个第二名#"但这些更像是用作不可

数名词"而不是可数名词%但是"请注意当我们转换到相关的分数形式时会发生什

么(我们得到(9)-3K3+(0-!七分之二#和(0%33(3+(0-!十分之三#"这是复数且可数

的名词0而且这会鼓励诸如*(9)-3K3+(0-$%3;&EE3%(0$+(0%33(3+-!七分之二大

于十分之三#+这类句法的使用1%不过"统一连字符可能会出现0(9)I-3K3+(0-!七

.8/

.4/

.C/

谈及古希腊"戴维'福勒!_$K&.F)9*3%#称*$%&(0:)&!数点#+为基数"但有益地观察到"*对希腊数
点的具体意义的印象更为忠实"其依次为(二个"三个"四个"五个77+!F)9*3%8\]̂ "7"8Z#%

参见艾略特!L"1"M*&)(#的,四个四重奏-!Q";%_;7%6&64#以及早先提到的福勒和数点"特别是前
一个脚注%

尽管考虑到计算器按下*l+按钮时所说的内容"此处问题也许是(这里的动词不应该是*&-!$%3#+"
而是*:$J3!-#+或*E&K3!-#+%
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分之二#$(0%33I(3+(0-!十分之三#1"这会使这些复合的形式变为单数 .8/%

再次强调"这部分仅仅包括对一些特定情境下的数字语言的简要评论和观察%

在下一节"我将转到一系列数词系统的若干方面%

-".#基数$序数和分数!三个紧密相扣的语言子系统

整数不是大众唯一的游戏%语言同样有用于命名!召唤$催生#序数和分数!小

数或其他#的系统方法%以下大部分内容都与英语有关"尽管在皮姆和辛克莱尔

!D&::$+.1&+<*$&%"458[#的文章中可以找到更多样化!涉及约45种不同的语

言#的讨论"其分析了在各种语言和语系中这三个数词集合之间的变异%这样做的

动机来自期刊,为了数学学习-!Q"%68&1&7%3$35"A+768&(76$=4#中的两篇文章

!'$%()*&+&',--&3($*""458Z&D&::"458Z#"尤其是关于序数和分数词如何构成!以

及为什么会这样#及其密切联系!在某些语言中几乎相同#的讨论%

为了尝试总结一些发现"这里给出了四个图示"它们反映了基于我的数据所得到

的"在特定语言中基数!A#$序数!P#和分数!F#之间的不同关系%箭头表示将后缀

*添加+到前面的数词集合以形成新的集合%图Z Z中"!8#体现了比如说挪威语的

情况"!4#举例说明了一种常见的关系!例如德语#"!C#是!4#的*退化+情况"适用于某

些西欧语言!例如英语$法语$意大利语和西班牙语#"!Z#则反映了匈牙利语的情况%

图. .#单个自然语言中数词集合+基数"$#*序数"9#和分数">#,之间的各种关系

正如我一开始所提到的"我要研究的一个问题是"在既定的语言中这些命名系

统是如何相互关联的"以及一方面它们是如何与手势相互关联的"另一方面它们是

如何与跨语言的书面数字符号相互关联的%序数主要涉及整数的顺序方面"而不

是其定量!基数#方面%一个关键和基本的问题是先有基数还是序数4 0请参阅

.8/ 休伊特!R93&(("4558"77"Ẑ Z]#从教育学的角度探讨了分数运算"主要基于发明的非数字名词
!他给出了复合名称模式"如*V*&+J3%(BIV*))+或者*X&773%*BI;)+.+#和数字名词之间的语言相似性"不仅询问
*0)9:$+B(93+(BIV),%(0-$%3(03%3&+)+34+及*0)9:$+BV),%I0,+.%3.I$+.I(93+(&3(0-$%3(03%3&++&+34+"
同时也问*0)9 :$+BV*&+J3%(BIV*))(0-$%3(03%3&+)+34+以及 *0)9 :$+BV*&+J3%(BIV*))(0-$%3(03%3&+
X&773%*BI;)+.4+注意自始至终他对于*R)9:$+B4+这类问题以及数量名词和动词复数形式的使用%
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13&.3+;3%E!8\64#"1&+<*$&%$+.D&::!458[$#以获取更多信息1但是口语中的序数

词与基数词有着显著的区别"因为核心问题变成了哪一个在另一个之前或之后出

现"而不是哪个大或小%因此"序数与时间密切相关"而不是与大小密切相关%

以下是两个小的观察%首先"有一种常用的混合书写符号"它既能将印度 阿

拉伯数字转换成特定的语言"又能使基数优先于序数8-(!第一#$4+.!第二#$C%.
!第三#$Z(0!第四#$[(0!第五#等!尽管在法语中是83%"4&e:3"C&e:3"Z&e:3"

[&e:3"等等#%第二个是英语中特有的现象"与约定的整十数的基数词有关(*三

十!(0&%(B#+和*五十!V&V(B#+的英文单词中序数的痕迹比基数更明显)))*三十

!(0&%I(B#+作为第三个*十!I(B#+"*五十!V&VI(B#+作为第五个*十!I(B#+)))这是一

个可见!可听#的痕迹"不仅仅是因为英语单词*(0%33!三#+和*(0&%.!第三#+"以及

*V&K3!五#+和*V&V(0!第五#+之间的区别 !来自英语中基数词和序数词这两个密切

相关的子系统#"然而*V),%!四#+和*V),%(0!第四#+则与*V)%(B!四十#+并不完全符

合!因为*V)%(B+中没有*,+#%

在英语中"五之后有一个有序的规律性"既包括由基数词来构成序数词"也包

括假定的经济性原则!和更方便发音#"即从历史上可能存在的*-&b(0(B+

*-3K3+(0(B+*3&E0(0(B+和*+&+3(0(B+中去掉后缀*I(0+"变为*-&b(B!六十#+*-3K3+(B
!七十#+*3&E0(B!八十#+和*+&+3(B!九十#+%但是关于我在文章!D&::"458Z#*第

五部分+!关于古埃及算术中奇特的单位分数#的讨论"仍隐含着一些明显的特殊

性"即*(03-&b(0(B+0被看作第六个 *十!I(B#+1是唯一正确的表述"*$-&b(0(B+或者

*(9)-&b(0(B-+则是不可行的%

-"/#结束语

这篇评论文章的主要焦点是引起人们对数字语言的某些特征的注意"包括特

定语言的特征!主要是关于英语#和跨语言类别的特征!是否存在某些特定的差别"

比如不可数2可数或量词#"其在学习数字和计数方面可能具有一定的相关性或重

要性%但这背后也是一种尝试"即试图保持耳朵和眼睛的灵敏度以追寻数的实践

和形式如何逐步发展成今天的模样"在过去或途中!包括个体和文化层面#留下了

哪些*痕迹+!第三章中的术语*记忆+#%

特别地"我试图将位值从自然语言中分离出来"并主要定位到书面符号系统中

0尽管重要的是不要忘记其物理表征"例如奇普!J0&7,或j,&7,#是古代印加人的

一种结绳记事的方法"参见A0%&-:):$*&-"455\1"并努力区分语言$符号和世界这
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个相互联系的系统%在数学教育方面"更普遍地说"基数作为在算术和数学教学中

被假定的主导形式一直被高估"这就带来一些严重后果"即轻视了序数及其在学习

计数方面所发挥的重要作用!参见L$0($"8\\8"8\\]&1&+<*$&%$+.D&::458[$"

;&A)*3-"458̂ #%

在图Z [中"我首次尝试描述这一点!尽管我已经发现了过度简化$遗漏和错

误等问题#%该图表达了隐喻关系和转喻关系之间的区别"如塔赫塔!L$0($"8\\8"

8\\]#所述"他将其分别与!中世纪时代的#算盘家 !$;$<&-(#和算法家!$*E)%&-(#联

系在一起(前者使用实物!作为数字的隐喻#"而后者*操作+数字%

图. 3#自然语言*符号和世界相关联系统中的隐喻和转喻

塔赫塔写道(

隐喻和转喻不一定是截然不同的两极分化"而更像是可以根据需要

强调或忽略的方面%我们在算术教学中的一个问题是从强调隐喻转向强

调转喻%我们给儿童提供筹码和小棒等"以模拟我们最终希望他们借以

转换至书面或口头数字符号的过程%#8\\]"7"6$

随着一个人对数字越来越熟练"数字单词和数字符号之间的区分越来越少"但

这并不意味着这些区别和分离不再留下痕迹%

最后一个观察(克里斯马里斯!A0%&-):$*&-"4585#关于数学符号历史的著作非

常引人入胜"且有超过[55页的篇幅%关于整数的世界及其!语言#历史是一个非

常复杂和精密的混合"但有时也是很有趣"甚至很有吸引力的%
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1)*,(&)+-"
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G%$354(768&(76$=4$36"G&$35">39a)%J('$-&<'))J-"

U$B<)<J"R"!4585#"#$--+),+-"<),+(+),+-"$+.+)+I<),+(+),+-(D0&*)-)70&<$*$-73<(-"@+

?"'$%;3% ` Y"1($&+()+ !M.-"#"!"3=$4&&3=D='"#&<$7"A#8$'"4"#8D"A'735;75&73<

'$35;$46$=4!77"Z8̂ Z48#"?:-(3%.$:(M*-3K&3%"

>hy3X"Y"!455\#"!3-(,%3"&+-<%&7(&)+-"$+.$;-(%$<(&)+(L033:;).&3.+$(,%3)V:$(03:$(&<-

)%90B:$(03:$(&<-3.,<$(&)+-0),*.+u(*3$K3(03:$(03:$(&<-,+(),<03."@+ ="I#"Y)(0

!M."#"+768&(76$=7'%&#%&4&3676$"373<68&$36&%A7=&"AG"<D73<=;'6;%& !77"C5\

C4]#"A0$%*)((3">A(@+V)%:$(&)+?E3D,;*&-0&+E"

Pu_$*B"@"!458Z#",7'N6"68&873<(Q$35&%=";36$3573<873<<$75%7(4$368&+$<<'&

>5&4"0((7-(22:3.&3K$*V%$E:3+(-"9)%.7%3--"<):2458Z25C28Z2($*JI()I(03I0$+.IV&+E3%I<),+(&+EI$+.I

0$+.I.&$E%$:-I&+I(03I:&..*3I$E3-2"

D&::"_"!8\]̂ #")#&7N$35 (768&(76$=7''D(!"((;3$=76$"3$3 (768&(76$=4='744%""(4"

U)+.)+(Y),(*3.E3$+.H3E$+D$,*"!L);3%3&--,3.&+458̂ "#

D&::"_"!8\\[#")D(G"'473<(&73$354$34=8""'(768&(76$=4"U)+.)+(Y),(*3.E3"

D&::"_"!458Z#"O+(0),E0(J+)9+-"Q"%68&1&7%3$35"A+768&(76$=4"CZ!C#"8[ 86"

D)93**"?"!8\]6#"M<)+):&X&+E*3$%+&+E(L03(3$<0&+E)V+,:3%$(&)+&+A0&+3-3"Q"%68&

1&7%3$35"A+768&(76$=4"6!C#"45 4C"

Y)(:$+"'"!8\]̂ #")$53$AD$353"68$35(,8&4&($"6$=4"AR&%""U)+.)+(#$<:&**$+"

13&.3+;3%E"?"!8\64#"L03%&(,$*)%&E&+)V<),+(&+E">%=8$I&A"%Y$46"%D"A*L7=6)=$&3=&4"4

!8#"8 Z5"

13($(&"#"!8\\]#"A).3I-9&(<0&+E&+$-3+&)%7%&:$%B<*$--)V-3<)+.I*$+E,$E3:$(03:$(&<-

*3$%+3%-"Q"%68&1&7%3$35"A+768&(76$=4"8]!8#"CZ Z5"

1&+<*$&%">""̀ .3F%3&($-"M"!458Z#"L030$7(&<+$(,%3)VE3-(,%3(Y3(0&+J&+EE3-(,%39&(0+39

:,*(&(),<0.&E&($*(3<0+)*)E&3-"V&46;%&"8Z!C#"C[8 ĈZ"

1&+<*$&%">""`D&::"_"!458[$#"=0$(3K3%;3(03&%+,:;3%(A),+(&+E)+(03K&-&;*3"(03

$,.&;*3"$+.(03($+E&;*3"@+ #"#3*3(&),I#$K%)(03%&-"H"#$K%),"` M"D$7$%&-().3:),

!M.-"#"@36&5%76$356";=8E&37G'&< 73< ("G$'&<&I$=&4$36"="36&(#"%7%D (768&(76$=4

&<;=76$"3!77"[5 ]5#"R3%-03B"D?(@!@!*);$*"

1&+<*$&%">""̀ D&::"_"!458[;#"#$(03:$(&<-,-&+E:,*(&7*3-3+-3-(_3K3*)7&+EV&+E3%E+)-&-

9&(0(0%33I$+.V),%IB3$%I)*.-&+$+3%$)V:,*(&I(),<0(3<0+)*)E&3-">4$7EF7=$A$=P";%37'"A

M&4&7%=8$3*7%'D!8$'<8""<*<;=76$"3"\!C#"\\ 885"

L$0($"_"!8\\8#"O+.3%-($+.&+E$+..3-&%3"@+_"D&:: ` M"U)K3!M.-"#",&7=8$3573<

'&7%3$354=8""'(768&(76$=4!77"448 4Z6#"U)+.)+(R)..3%$+.1(),E0()+"

L$0($"_"!8\\]#"A),+(&+E<),+(-"+768&(76$=4,&7=8$35"86C"Z 88"
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=&-+&39-J&"M"!4585#"P+,-&+E<),+(+),+-":$--+),+-"$+.#';%7'$76736;((=0$(<),+(-4

@+F"D3**3(&3% !M."#"W$3<4"68$354"73<46;AA(+7446&%(473<5&3&%$=4 !77"866

8\5#"PbV)%.(PbV)%.O+&K3%-&(BD%3--"
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D%3--"
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A$:;%&.E3(A$:;%&.E3O+&K3%-&(BD%3--"

d9&<JB"2"!8\\4#"1D%$=#8$'"4"#8D"L)%)+()(O+&K3%-&(B)VL)%)+()D%3--"

A&(3.7$73%-V%):1,+"/""H$,%"'""̀ >)K)(+$"2"!M.-"#"!458[#"A)+V3%3+<37%)<33.&+E-)V

(03@A#@-(,.B4C(D%&:$%B:$(03:$(&<--(,.B)+90)*3+,:;3%-"Y3(%&3K3.F3;%,$%B85"

4586"V%):999",:$<":)2V3.2@A#@4C2.)<2D%)<33.&+E-3@A#@31LO_a34C3V&+$*"7.V"

D&::"_""`1&+<*$&%">"!458[#"L03)%.&+$*$+.(03V%$<(&)+$*(1):3%3:$%J-)+$(%$+-I

*&+E,&-(&<-(,.B!77"C[Z C68#"
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!第%章 !

是什么和为什么!来自历史"语言和社会
变革的整数算术的基本思想

""""""""""""""""""""""""""""""""""

孙旭花"克里斯蒂娜!钱伯斯

#/,0,$1,+"A0%&-(&+3A0$:;%&-$

朱迪!塞耶斯"萧文强"贾森!库珀"让 吕克!多里耶"萨拉!伊内斯!冈萨

雷斯!德洛拉!苏埃德"伊娃!坦海泽"纳迪亚!阿兹鲁"林恩!麦加维"凯瑟

琳!霍德蒙特"利塞尔!赖伊!艾耶斯伯

#2,.B1$B3%-"#$+H3,+E1&,"2$-)+A))73%"23$+IU,<_)%&3%"1$%$0@+$-

!)+X)*3X.3U)%$1,3."MK$L0$+03&-3%">$.&$?X%),"UB++#<!$%K3B"

A$(03%&+3R),.3:3+("$+.U&--3%YB3MQ3%-;)$

."!#绪论

数学的学习和教学深深地根植于历史$语言和文化中!3"E"'$%()+"455]#%然

而"为了帮助学生做好对数学学习的充分准备"在学校的早期阶段需要什么样的历

史$语言和文化基础呢4 为了解决这个问题"我们总结了关于整数算术在以上三个

方面的工作来建构本书"并确定学习$教学和评估的其他方面所基于的历史$语言

和文化基础%本章对整数算术的历史$语言和社会变革的基础进行了元层次分析

与综合"从而为判断任何差距和遗漏提供了一个有用的基础%这个基础也提供了

一个学习不同时代和语言的习惯以及社会变化的机会%

&"!"!#会议报告&概述

来自88个国家和地区的作者针对主题一撰写了8C篇论文%为方便报告和讨

论"这些论文被分为四组"探讨整数算术是什么和为什么等重叠的几个方面(整数

算术的历史背景"整数算术的语言基础"整数算术的基础思想以及对整数算术教与

学的社会变革的支持%
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%"$"$"$#历史背景

邹!d),"458[#总结了中国古代算术历史研究的发现"包括古代中国人如何得出

和命名数字单位"以及如何用算筹和算珠等计算工具以及符号来表示数%萧!1&,"

458[#研究了,同文算指-!868Z年#一书"并回顾了中国如何用笔算逐渐取代了算筹和

算盘%孙!1,+"458[#也讨论了中国算术的早期发展"介绍了高级数字名称和计算工

具!算筹和算盘#的使用"并根据中国的语言习惯强调了位值制是整数算术的最重要

的原则"如今在许多国家的当代核心课程实践中仍然可以找到这种影响的痕迹%

%"$"$"##整数算术的语言基础&规律'语法和文化认同

阿兹鲁!?X%),"458[#报告了阿尔及利亚历史和语言上的殖民化对学习整数算

术的影响"并提出了教师教育的初步干预措施"也可以促进学生的文化认同%钱伯

斯!A0$:;%&-"458[#展示了法国*新数学运动+!>39#$(0"8\[[)8\̂[#引入位值

时的变化如何在今天持续发挥影响力%霍德蒙特和唐皮耶!R),.3:3+($+.

L3:7&3%"458[#报告了两个在法国开展的加强十进制!基数为十#计数原理的实验"

计数单位的使用在其中起着关键的作用%在课程学习和开放式教学的背景下"昌

斯里!A0$+E-%&"458[#探索了两所泰国小学的一年级学生对加法的认识"发现学生

使用了各种不同的表征形式来表达加法的概念%

%"$"$"!#整数算术潜在的基础思想

多里耶!_)%&3%"458[#概述了数的发展"展示了如何在这种历史背景下运用布

鲁索!'%),--3$,#的理论"并利用数概念来开发教学序列的关键阶段%坦海泽

!L0$+03&-3%"458[#还研究了教师教育"采用了变异理论的观点"并以历史上的记

数系统作为工具"发现准教师通过检查$比较和对比这些记数系统的不同方面"制

定了一个更复杂的以十为基础的位值系统的概念%艾耶斯伯和米斯费尔特

!MQ3%-;)$+.#&-V3*.("458[#描述了在丹麦的小学中引入一组常规数字名称的研

究%塞耶斯和安德鲁斯!1$B3%-$+.?+.%39-"458[#总结了一个称为基础数感

!F)>1#的八维框架"该框架为幼儿提供了必要的学习经验%他们通过分析五种欧

洲背景下一年级学生的学习机会展示了该框架的使用方式%

%"$"$"'#整数算术不同的预期学习和教学目标

库珀!A))73%"458[#讨论了一位大学数学家和一群小学教师如何在一个专业

发展课程中共同努力"揭示出带余除法的新见解%麦加维和麦克菲特!#<!$%K3B

$+.#<F33()%-"458[#指出了加拿大公众对整数算术目标以及学生达到目标所需

要的支持的关注%
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&"!"##工作组的讨论

八场一小时的会议以不同的方式组织起来%在研究整数算术跨历史和语言以

及在不同群体的差异时"第一工作组讨论了关于整数算术是什么和为什么的不同

看法对教学和教师教育的影响%工作组会议广泛讨论了所谓的印度 阿拉伯系统

中的位值%除了讨论背景和文件!附录4#中提出的问题外"主题一的论文还可以

促进对以下问题的讨论(

!8#位值概念在数字符号系统中是如何发展起来的4

!4#整数算术中的语言和文化问题是什么4

!C#不同的群体如何改变过去2当前的整数算术教学4

&"!"$#本章的结构

本章在考察整数算术跨历史$语言和文化变化的基础之上"介绍数字表示法及

其基本思想%随着世界变得更加统一"先前不同的文化相互作用并开始融合"不兼

容现象变得明显"不同传统和实践之间也出现了分离%在整数算术中可以看到许

多不兼容的情况%特别值得注意的是"当使用几乎通用的十进制位值系统进行命

名和计算时"传统语言需要一段时间适应%正如本章所述"这些不兼容性会影响教

学和教师教育的方法%

在科学领域历史的演进可以为过去和现在提供更深刻的理解"从而巩固和澄

清一些基础!3"E"2$+JK&-("455\#%我们首先对前数字符号系统知识和数字符号系

统概念的发展作出一个历史考察"接着从历史中追踪其在认识论和教育学上的基

本见解%第["4节重点介绍文化习惯!尤其是语言#与整数算术通用的十进制特征

之间的差异和关联%我们亦会探讨后殖民时期的矛盾"包括口头和书面数字之间

的不一致以及计数和计算之间的不兼容%第["C节讨论历史上在尝试进行改革时

社会中多个群体所带来的影响%在特定的社会中"不同的利益相关群体可能为整

数算术设定不同的目标"从而产生不同的期望和支持%我们给出了各种示例并进

行了关键性的比较"尤其是为了理解课程改革的方式和原因%

在数学教学的全球化成为一种趋势的同时"教师和研究人员最近通过研究数

学的历史$传统和文化"对数学的本质有了共同的认识%所谓*文化+"是指经过历

史构造"在社会上传播和不断加以修改"并在我们的符号和语言中体现的一系列含

义!3"E"'$%()+"455]#%通过这一系列含义"人们可以交流$延续和发展他们对生

活的认识和理解!另请参阅第C和第\章#%历史和文化不仅影响数字的命名和概
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念"而且影响它在测量和运算中的使用%不同的语言具有各自的语法和语义"它们

强调数字的不同方面&这些可能会促进或阻碍对其概念的深入理解"尤其是有关基

数十$位值和运算的概念%当教育的一个目的是支持一种文化特有的结构和功能

的连续性"并保持文化认同!3"E"U3,+E3($*""4556#时"本土文化也需要与普世文

化联系起来"以避免在全球化发展中被孤立%因此"一个关键的问题是一个文化系

统如何根据其历史$语言和文化作出深思"确定自身的弊端和优势"并克服弊端$提

升优势%那么"我们从这些深思以及基于此的干预措施中汲取了哪些教训呢4

."##源于历史的基本观念

&"#"!#简介&印度 阿拉伯数字符号系统

##一些历史学家认为"印度 阿拉伯数字符号系统!3"E"U$:$+.?+E"455Z#源于

中国%与之相关的不同历史视角请参阅尚拉!A03:*$"8\\]#的文章"欲知更多细

节"请参阅本书第C章%,孙子算经-中系统地介绍了中文数字系统及其用法"其后

沿着丝绸之路在公元[至\世纪通过印度传播"在85世纪时传播到阿拉伯帝国"

然后在8C世纪时传播到欧洲!!,)"4585#%多年以来"数学史学家一直在争论印

度 阿拉伯数字符号系统的起源%例如"法国数学史学家伊弗拉!4555#认为"由于

前九个整数的婆罗米!'%$0:&#符号是土生的"并且不受任何外部影响"因此十进制

位值系统必定起源于印度"并且仅仅是印度文明的产物%相比之下"蓝和洪!U$:

$+.?+E"455Z#认为"没有相关的早期文本或证据表明该系统在印度的使用早于中

国%早期的文本和证据表明"中国人在近4555年的时间里连续使用算筹数字符号

系统%由于对印度 阿拉伯系统中位值概念传播的历史研究有限"这个历史事实对

于西方或东方的数学教育家而言都不是众所周知的%

根据蓝和洪!U$:$+.?+E"455Z#的研究"在西欧"印度 阿拉伯数字符号系统

出现之前很少有数学家能进行乘法运算%相反"在古代中国"乘法运算早在战国时

期!约公元前Ẑ[年)公元前448年#就在数学家$官员$天文学家$商人和其他人

中广泛流传"这可能是因为中国算筹系统中广泛使用了位值的概念%正是由于以

先进的十进制位值系统为基础",九章算术-包含常见的分数$面积$三分法则$最小

公倍数$平方根和立方根的运算$体积$比例和反比例$相对距离和相对速度$盈不

足$假借法$矩阵概念$负数$联立线性方程和直角三角形等内容也就不足为奇

!A03:*$"455̂ #%

一种文化中的算术发展可能会受到其所用的数字符号系统的限制或促进%例
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如"一个简单进位计数系统不能很好地支持大数的乘法运算%印度 阿拉伯数字符

号系统比其他系统复杂得多(它包含一套命数原理"该原理是以十为基数的"且包

含多个计数单位"加法和乘法的关系内隐地嵌入其中"仅仅通过!十个#数字来记录

数量%它在世界上是通用的"因为每一个数!无论多大#都可以轻松地被表示出来"

并且能够轻松实现计算%

根据讨论文件!附录4#"历史重建是整数算术的核心关切%为了更好地理解

该系统"我们研究了数字符号系统 .8/简要的概念发展"并在下文进行了相关的认

识论和教学分析%这项研究有两个动机(通过研究历史渊源!过程#来了解已建立

的整数算术!产物#的基础"通过研究认识论障碍为现代数学教学提供见解!第\
章"特别是第\"C"4节#%扬克维斯特!2$+JK&-("455\#认为"*历史不仅可以帮助发

现这些障碍"还可以帮助克服这些障碍(对历史观念发展的认识论反思"可以通过

提供必要的线索来丰富教学分析"以指明所要教授的知识的性质"并探索获取该知

识的不同途径+!7"4Ĉ #%

我们没有描述所有的历史事实"仅研究了数字表示法发展的基本思想%根据

概念发展的过程"数字符号系统的概念发展可以分成四个类型(一进制系统!单符

系统#"加法系统"乘 加系统和十进制位值系统%在每种情况下"人们发明了实现

运算的不同策略"这些将在下文说明%相关研究进展能够更好地反映数字结构的

发展以及历史2学习中的一些认识论障碍!3"E"2$+JK&-("455\#%

&"#"##前数字符号系统的知识

%"#"#"$#早期计数实践

许多人类学家!3"E"@V%$0"4555&#3++&+E3%"8\6\#发现某些古老文化根本没

有发明数字%有些只给一和二命名"有些最多只命名至三或四"较大的数字就用

*很多+来描述%在许多古代语言中"表示二或三的词存在于单数和复数之间用以

区分一个和多个"这是计数发展的起点%

有组织的词语列表!即数字名称列表#与一个组合的单位之间一一对应的关系

通常被认为是计数的基本过程"它是最基本的阶段%在许多文化中!3"E"

#3++&+E3%"8\6\#"人体的某些部分已被用来进行一一对应"通常从手指开始%尽

管数字名称集是有限的"但某些文化中出现了超过最大可用数量的定量实践"例如

.8/ 数字符号系统是一种用于表征数字的书写系统"即用数字或其他符号一致地表示给定集合所基于
的数学符号%
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使用计数系统"并将大量的物品分成较小的可数数量!'$b(3%"8\]\#%一个社会的

早期数字实践根植于其计数系统的发展历程"该系统建立在序数$基数和计数原理

!即一一对应关系#的基础上!13&.3+;3%E"8\64#%除了单符计数系统以外"各种文

化还发展了不同的计数系统"但它们都有表示一!个级的单位#的符号和表示其他

数量!单位一的集合#的符号!#$B"8\̂C#%

%"#"#"##计数原理的发明

对于许多古代部落人而言"了解数量是增加还是减少可能是一个关键的问题%

为了认识到多了或少了"最早的方法之一)))使用一堆石头作为中间物!代替所数

物品#"直接促进了一一对应的发明!_)%&3%"458[#%在表示和命名数字之前"人们

发展了几种方法来评估数量"而不是粗略估计%例如"我们可以想象当牧羊人晚上

从田野归来时"他们担心失去绵羊的可能性%我们只能推测在一一对应方式演变

的过程中石头的使用如何逐渐被标记所取代"但是也有明确证据表明"在使用*装

有代表集合内物体数目的筹码的封套+时"这些标记被用于一一对应!1<0:$+.(I

'3--3%$("8\\4"7"8\5#%人工制品的绘图被用来记录标记所代表的数量%其他一

些人工制品"例如可追溯到旧石器时代!公元前8[555年#的刻痕和骨头"是与建立

相应的集合并以特定基数记录其数量有关的人类活动的标志%这可能是计数原理

发明的开始%

%"#"#"!#数字命名的预结构

由于口语发音的节奏要求"没有任何一种语言通过将同一个音重复发音两次

以上来表示数字%也就是说"没有像*一一一一+代表四或者*三三三+代表九这样

的已知例子%单词有时会重复"但不会重复多于一次!A$,(B"8\]Z&!,&(3*"

8\̂[#%这意味着数字名称不是基于一进制计数系统!一种通过使用单个笔画来表

示被计数的对象"从而记录数量和金额的计数系统#的原理!请参阅第["4"4节及第

\和第85章#%如果某种语言中存在数字名称"那么其中那些最小数字的名称是

一系列或长或短的单词"并且这些单词往往是独立的%相反"如果某种语言要表示

超过某个阈值的大数的名称"那么它往往会使用乘法结构"而这个阈值几乎总是低

于855!A$,(B"8\]Z&A%,:7"8\\5&#3++&+E3%"8\6\#%在中文以及其他一些语言

!例如A0,+J$#中"这个阈值是85!!)+XT*3X$+.A$%$;$**)"458[#%

我们之所以考虑阈值之前的序列"是因为它的结构很重要%考蒂!A$,(B"

8\]Z#在口语中发现了以下几种类型的序列(

!8#序数)))彼此独立的一串单词%
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!4#带基准的序数)))如前所述"它以一串单词开始"其后是一定规模的基准%

例如"D$+$%3语言以[$85$8[$45为基准"基准之间从8到Z计数!A$,(B"8\]Z#%

!C#带加运算的基数)))一个数由并置的数字名称表示"它们的和就是给定

的数!例如在罗马数字中"//@@@表示两个85和三个8#%

!Z#带乘运算的基数)))一个数由各数字与相应单位的乘积之和来表示!例

如在中文口语和书面数字表达中"C54表示三乘一百加二#%

奥克萨普明!PJ-$7:&+#人使用身体部位来识别数字"从右手手指移动到右

眼)))第一个手指为8"眼睛为8C&鼻子为8Z"然后对称地从左眼移动到左手手指"表

示8[到4̂!1$b3"8\]8#%这可以被视为一长串序数%根据考蒂!8\]Z#的说法"上述

带基准的序数类型经常与带加2乘运算的基数类型混淆%两者之间的区别在于语法"

其表明了相对于基准的变化方式%基准和加法命数可能是基的概念的开始!如在以

85为基数的情形中#%但在某些语言中"较大数的名称可能用较小数及算术运算来

表示"这可能是探索数字结构的开始"例如Cl4f8"[l4f4f8"甚至乘法形式"如6

l4qC"8]lCq6%然而"很少有人将4表示为8f8!A%,:7"8\\5#%在尼日利亚"约

鲁巴数字符号系统以45为基数"其他数可以用减法表示"例如C[l!45q4#p[%这

也可以在罗马数字中看到"例如A/表示885"而/A表示\5%

为了满足计数的需要"不同的文化逐渐形成了计数原理和一一对应的关系"并

以一定的规律性来命数"有时使用加法和!或#乘法来指定数量%从这些实践中"我

们可以了解数字符号系统的概念发展"因为命名和运算!加法2乘法#是同时发展起

来的%发展正式的数字符号系统需要计数原理$发明的数字名称和书面的数字符

号%然而"基数和序数之间的协调可能被认为太琐碎"太容易在许多课程和课堂中

明确设计%这些可能是后来在数的发展和运算方面长期导致学习困难的原因%

&"#"$#数字符号系统的概念发展

%"#"!"$#一进制计数系统!()**+,+-./0-"

伊尚戈骨!@-0$+E);)+3#.8/上的刻痕 !约公元前45555年至公元前8]555
年#$中国古代的绳结和泥板上的苏美尔标记"显示了几乎所有古代文化记录数量

的可能样态"即*早期石器时代或农业时代+数字符号的滥觞!#$&+X3%"8\]C"

8\\8#!另见第\"4"4节#%伊弗拉!4555"7"6Z#指出"一进制计数系统*至少在四万年

.8/ 凯勒!H3**3%"4586#最近对伊尚戈骨的算术解释进行了对比"声称需要作进一步的研究并参考考
古发现%
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前首次使用+"可能是早期有系统地计数的滥觞%这些可能是罗马数字或伊特鲁里

亚!M(%,%&$+#数字的起源!@V%$0"4555"77"8\8 8\̂ #%这些标记清楚地表明了古

代书面数字表示法的发展%一进制计数系统是最原始的记录数量的方法

!R).E-)+$+.U$Q)&3"458[#%向上数和向下数可能是计算和与差的自然而然的方

法%作为最简单的!一元#数字符号系统"其在建立对象与名称之间的一一对应关

系"形成一串升序的数字等基本计数动作中起着重要作用%这可能反映了一组数

字符号如何初步系统概念化的发展过程%一进制计数系统直接反映了计较小的数

的基本思想)))一一对应%一旦单符计数成为一种惯例"下一步可能是为较小的

数建立一组标准名称"因为它提供了基数和序数的概念"并允许描述按照特定顺序

排列的对象的集合%上面的分析表明"计数原理可能是数字符号系统概念发展的

关键%没有它们"可能会导致死记硬背地计数$跳数$随意计数以及对同一对象进

行两次或多次计数%

%"#"!"##加法系统

随着对大数!量#的计数需求的增加"记住大量数字名称所带来的困难导致许多

社会中的人们产生了分组的想法"通过使用特殊的缩写来重复符号并发明一个新的

对象或符号来表示该数量!!%)X$"8\6]#%这种分组可能是有条理地组合不同记录的

第一步"使各个计数器共享一个具有结构的组织方法!'$--"458[#%它意味着计数系

统的数学抽象性"其中用书面数字符号表示的数就是每个数字表示的值的总和%它

还需要新的符号来表示不同的群组以及枚举新集合的新策略%不同规模的群组可能

是多个!计数#单位这一概念的开始%这种分组)))或重新计算不同的基数集合)))

在所有古代文明中逐渐发展起来"以记录大数!3"E"'$--"458[#%苏美尔人!约公元前

C[55年#最初使用的计数系统由一堆小圆锥体组成"代表物品的集合!1<0:$+.(I

'3--3%$("8\\4#%随着时间的推移"他们用一个小球代替85个小锥体"用一个较大的

锥体代替6个小球!或65个小锥体#"用一个中心有圆洞的同样大小的锥体代替85
个较大的锥体"从而混合使用了基数85和65%起初这些物品被装在一个球形黏土容

器中"必须打破它才能确认数量%后来"这些物品的表面上带有标记%最终"这些物

品被丢弃"仅使用它们的标记%利用楔形文字的特征"将楔形和拐角标记!具体来说"

一个垂直楔形表示8"一个拐角表示85#记载于黏土板上%这最早可追溯到公元前

CC55年"并且可能是第一个已知的书面加法数字符号系统%使用一组称为数字的符

号以及一套用于表示数的书写规则"构造了一个更新的计数系统%

公元前8[55年左右"埃及人以85为基发明了一种象形文字的加法数字符号
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系统%公元前8Z世纪左右"在龟甲和兽骨上发现的甲骨文字中"大多数中文数字

所使用的主要概念就是分组"其在一定程度上形成了加法系统%有趣的是"二和三

的数字符号仍在日常语言中使用%古罗马数字!如A///S表示8个百$C个十和

8个[#也使用分组和重组为更高级单位的概念来记录数字%尽管在每个步骤使用

不同的分组方法"但许多文化!苏美尔$巴比伦$埃及$希腊$罗马$阿拉伯$中国$玛

雅以及阿兹特克等#基于连续分组的原理"发展或使用了多级加法数字符号系统%

因此从历史上看"许多数字符号系统是经由一进制系统演进到加法!分组#系统而

发展起来的"在这一过程中具有加法关系!无乘法关系#的多个!计数#单位也得以

形成%上面的分析表明"处理大数时"了解多个!计数#单位是必要的"并且由于一

进制系统中的单位和单位转换的不同"因此在计数学习中可能面临困难%

%"#"!"!#乘 加系统

上面的加法系统是一个相当普遍的发明%许多历史案例表明"乘法概念!最开

始通常是不规则的形式#也是一个用更简单的方法表示较大数的普遍发明%以加

法形式计算符号"然后命名符号的值"大致就得到了乘 加系统%例如"罗马数字

AAA!C55#在拉丁语中称为*(%3<3+(n+"来自*(%z-+!三#和*<3+(,:+!一百#%它是这

样一个计数系统"其中数的值应为单位乘积的总和"这意味着要考虑每个单位的数

量"并且融入了乘法的概念%在这里"A是加法系统中的一个单位而不是一个数

字%在这样的系统中"对于十的不同次幂"以及从8到基数减一的每个数字"都有

不同的符号与之对应%

在商代晚期!公元前8Z世纪#的兽骨和龟甲上发现的中国古代数字符号系统"

是第一个基于十进制的乘 加系统"并且具有加和乘的双重性质%图[ 8呈现了

一些商代甲骨文数字!#$%(X*)VV"8\\̂ &>33.0$:"8\[\#%

图3 !#公元前!.世纪的商代甲骨文数字
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在这里"用4的符号和G55的符号组合起来表示455"用B的符号和G555的

符号组合起来表示B555"等等%系统的可加性意味着将符号并置以表示加法"因

此UBWZ由U555的符号"以及紧随其后的B55的符号$W5的符号和Z的符号组合

起来表示!图W 4#%由于这不是一个位值系统"因此不需要零!图W B#%

图! "##$!%的表示 图! $#!&'&的表示 图! ##横式算筹上("$#的表示

吉特尔!!,&(3*"GZXW#将其归类为混合系统%许多加法系统演变成乘 加系统

!中文$玛雅语等#"但大多数仍为加法系统!例如罗马书面数字$埃及文$希腊文#%

乘法系统提高了计算速度%但是"乘法和加法之间的差异可能会导致概念混淆和

学习困难"并且同时使用乘法和加法进行数字命名可能会造成认识论上的障碍%

!"#"$"%#十进制位值系统

十进制数字符号系统和位值表示法!或者位置表示法#"都可以进一步简化算

术运算"这是由于对不同的数量级!例如个位$十位$百位#使用相同的数学符号

!5"Z#%通过使用G$G5和G55作为计数单位!不是加法系统中的数字名称#以及

乘法与加法的概念"一种更高级的数字符号系统)))十进制位值系统被发明出来"

在该系统中一个数可以用多个十进制单位来表示%数字本身及其所在的计数单位

决定一个数字所代表的值%符号占用的计数单位决定了该单位的值"符号本身决

定了要表示的数量中有多少个这样的单位!!%)R$"GZ6[#%由于使用了计数单位"

十进制位值系统中的计算与一进制系统和加法系统中的计算完全不同%计数单位

及其转换是计算的关键%具有相同计数单位的两个数字才能直接相加"不同单位

的数应该转换成相同的单位!再相加#"转换率为(G千cG5!个#百"G百cG5!个#十

!G在第三位#"G十cG5!个#一!G在第二位#"等等%

中国的算筹系统和印度 阿拉伯数字符号系统是十进制位值系统"日本$韩国

和泰国引入了中国的十进制位值系统!O$9$+.>+D"455U#%大约在公元前U世

纪!东周时期#"第一个基于算筹的位值系统开始使用!!,)"45G5&#$%(R*)PP"

GZZX#%用竹子做的小算筹被用来表示数!d),"45GW#"并在算板上使用!第B章#%

一个数被排成一行"个位在最右边的一列"向左的下一列是十位"再向左的下一列

是百位"以此类推!图W U#%

算筹上的零只是一个空白位"现存最早的算学论著之一,孙子算经-!约公元
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U55年#描述了如何在算板上执行算术运算"并给出了使用算筹进行乘除法和开平

方的说明%尽管人类一直都明白*没有+或*无+的概念"但直到阿拉伯数字符号系

统才第一次使用零的符号来代表*零+%这是世界上第一次将零视为一个独立的数

字"既作为一种观念又作为一个符号!#$%(R*)PP"GZZX#%两种位值表示法在零的

处理上体现出相同的理念"且在两种不同的环境中出现"目的是为了更高效地表示

任何数%,夏侯阳算经-!约公元W55年#不仅对G5的正整数幂作了说明"而且将十

进制小数解释成G5的负整数幂!#$%(R*)PP"GZZX#"把位值表示法应用于小数%因

此"十进制位值表示法成为一种更有效地计算整数和分数的系统%

!"#"$"!#现代!数"理论方法

为了描述书面的位值系统"研究者提出了两种关于位值数字符号系统的方案

或*理论+%第一种是古典理论"它属于传统的算术论著"例如伯祖和雷诺!'3R),(

$+.T3A+$,."G[4G#以及瑞安!TA$+"G[4X#的相关著作%在法国"这种理论用于教

授位值符号已经有几个世纪的历史了%第二种理论属于学术数学理论%

计数中使用的单位)))即*个位+*十位+*百位+等)))此后被称为计数单位

!+,93%$(&)+,+&(-#%计数单位是按照以下方式一个接一个地构建的(!G#前十个

数是一个接一个地建立的"从单位一开始"然后依次在前一个数字上加G"形成了

数字G$4等%!4#十个一一组"构成了一个新的数位)))十位%!B#十位上数字的

编排方式和先前个位上数字的编排方式相同"从一十到十十(一十$二十等等%

!U#然后将数字5"Z依次加到前述九个整十数的个位上(十$十一$十二$11$二

十$二十一"以此类推"形成前ZZ个数%!W#十个十一组"又构成了一个新的数

位)))百位"以此类推%数字名称是根据单位名称!改编自法文#的直译形式呈现

的(*先说十位数"再说个位数%+例如"因为三个十 !(0%33(3+-#表示三十!(0&%(A#"

四个一 !P),%)+3-#表示四"所以三个十和四个一表示三十四!(0&%(AYP),%#%但是"

规则也有例外%例如"十一 !(3+Y)+3#通常被称为*3*3M3++%最后"在建立数字之

后"进一步对位置表示法作规定%写数字而不写单位名称"只需将各个数位上的数

字按顺序并置"个位在最右边"然后每个位置对应的单位比与其紧邻的右边的单位

大十倍%哪一位上*没有+要表示的数量"则用符号5标记%

当前学术数学中关于位值的参考知识是"给定基数+对整数&进行多项式分

解(&c%,%+% "5&,%'+%这是对经典理论更为概括的表达"体现了现代数学特

有的形式抽象%分解的存在性和唯一性的规范化证明涉及欧几里得除法

!S,;*&.3$+.&M&-&)+#%位置表示法被定义为多项式系数的并置%此理论属于高等
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代数"此后被称为学术理论!'3X),($+.Y3B+$,."8]48#%

上面介绍的两种方法都提供了位置表示法的乘法描述%当使用诸如算盘之类

的计算设备!参见第\"4"4节#时"由于设备本身已体现了这一约定"因此不需要乘

法描述或求助于指数%

总而言之"十进制位值系统和计算是我们的祖先传承给我们的"并且随着时间

的推移得到了改进%探明哪些方面作了改进以及变化的原因是有价值的%!以

上#我们描述了几个步骤"每个步骤都需要概念和关系的发展%从一进制计数系统

演进到加法系统的过程中"多单位的概念!即单位的重组#至关重要%单位重组仅

表示使用较大的单位进行重新计数"该过程中还必须重建低级单位的乘法关系%

乘法还进一步简化了重复性的加法关系"从而促进了计数的抽象过程%这种精妙

的十进制位值系统的发展经历了漫长的时间%因此"理解数!系统#是复杂的这一

事实也就不足为奇%如果没有这种计数法"人们将遭遇与古代人在大数与分数的

发展中所遇到的同样的困难%

&"#"%#从历史中得到的认识论见解和教学启示

%"#"'"$#从数字的史前历史得到的教学启示

数字的史前历史和小数字的发明过程有助于我们深入了解数字教学及幼儿学

习数字的初始样态%一一对应关系可能是向数字概念迈进的重要一步(将数量视

为集合的一种属性%如前所述的历史显示了一一对应关系的双重角色(物品的中

间!对应2替代#集合!例如石头#和词语的中间!对应2替代#集合!例如数字名称#%

正如多里耶!4555#所建议的那样"历史可以用来重构认识论所控制的起源"其中要

考虑到教学内容的特定限制!难点#%艾尔!M*'),$XX$),&"8\]4#和布鲁索

!'%),--3$,"8\\̂ #所设想的数字的基本情况属于这种方案%它与量!还不是数#有

关"可以表示为对给定集合构建相同的基数集合%通常任务是这样的(*看"这里有

一些兔子%要求去拿若干胡萝卜"这样每只兔子都能吃到%那就表示(每只兔子应

该只吃一根胡萝卜"不能多也不能少%+可以观察到"自然而然地"幼儿并不去数!就

知道所需胡萝卜的数量#"即使他们知道一串数字名称%从这种一般情况出发"基

于对教学变量的考虑"可以设想几个步骤!'%),--3$,"8\\̂ #%也就是说"所要完成

任务的条件可能会改变儿童的学习内容%例如"有纸和笔吗4 如果有"孩子们可以

画胡萝卜"从而列出需要的东西"这是一个中间!对应#集合%集合的大小)))如

4"6"6"84和84"855)))与孩子对数字名称顺序的了解有着怎样的关系4 从胡

萝卜所在的地方可以看见兔子吗4 孩子们可以以特定的方式绘制和排列胡萝卜"
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例如在模具上或在纸上的不同区域"以促发如这里三个一组"那里两个一组等!分

组#概念!'%&$+.3($*""455Z&#$%E)*&+$-$+.=)X+&$J"4584#%

%"#"'"##了解数字的用途&写'算'谈

并非所有的计数系统都遵循相同的发展轨迹%例如"中国从未见加法系统的

相关记录%有趣的是"在西方"书面的罗马数字体现的是加的!关系#"而相应的口

语数字名称体现的是乘的!关系#%例如"///在拉丁语中是*(%nE&+(m+"其中

*(%z-+是三"*.3<3:+是十!读作三乘十#%口头数字"特别是大数"属于*前乘 加系

统+%但是"相比口语"书写的数因为用于计算"其概念则强调位值!关系#%

古巴比伦!约公元前4555年至公元前8655年#的位值原则是以65为基数%小

于65的数采用以85为基数的书面加法系统%在南美索不达米亚!约公元前4555年

至公元前8]55年#的抄写学校"位值计数法仅用于计算"从不表示量"而量仅使用相

当小的数字以加法形式书写"并与已发展的单位制相关联!D%),-("455]"455\#%古

罗马人和中世纪的欧洲人没有书面形式的位值数字系统"而是使用罗马数字的加法

系统"尽管他们用位值算盘进行计算"后者体现了希腊人$古巴比伦人!R{B%,7"

4554#和中国人!F3%+$+.3-"458[#所使用的位值原理%位值算盘数中每个数字的位

置!值#"表示乘以该数字的乘数!85的幂#%这些工具是根据类似于算盘的原理构造

的(将若干相同对象分置于一块板的不同纵列"纵列中的所有对象代表相同的值"通

常是加法系统中的一个数字!如果是计数单位系统"则是一个单位#"其中相邻列所包

含的对象由两个连续的数字!计数单位系统中两个连续的单位#表示%一个关键的特

征是"如果两个相邻列之间的数字之比!右边一列的数较小#为3"那么右列中的3个

对象可以用相邻左列中的一个对象替换"而无须更改数字%如果相邻两列之比为3
!因此将其称为系统的基#"那么只需将相邻左列中的对象移动并乘以3%

印加人的情况是书面数字和计算之间不兼容%玛雅人和阿兹特克人开发了以

45为基的数字符号系统"而安地斯地区的大多数文化都开发了以85为基的系统%

印加文明使用绳索系统"通过字母数字符号来编码信息"并解决数字问题%奇普是

具有不同颜色和绳结的串绳系统%绳索的位置$打结的类型和线的颜色是其数字

逻辑性质的要素!?-<03%$+.?-<03%"8\]8#%但是"印加人用于计算的算盘尤帕纳

!B,7$+$#.8/运用了十进制系统!!)+XT*3X$+.A$%$;$**)"458[#%

.8/ 尤帕纳(一种类似于算盘的计算工具"印加人在其中放入玉米或其他植物种子$小石子等"用于做
数学运算%)))译者注
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使用计数板时"所进行的连续的计算步骤即刻消失%在古巴比伦!约公元前

4555年至公元前8655年#的个案中"如同中国一样"位置表示法似乎未被用于记

录数量%在古巴比伦尼普尔!>&77,%"抄写学校#的黏土板上"位置表示法似乎被用

来指示算法!D%),-("455\#或在工具上记录计算的步骤!R{B%,7"4554&D%),-("

455]#%在中国古代典籍中"位置表示法的书写形式被用来解释算筹或算珠在工具

上的位置"尤其是用于解释算法!A03:*$"8\\6&U$:$+.?+E"455Z#%

从上面的调查中"我们得出令人惊讶的结论"在许多西方文明中"要表示大数"

其书面系统是加的!关系#"口头系统是乘的!关系#"用于计算的工具则体现了位值

原则!关系#%换句话说"以加法的方式*书写+的大数经常以乘法的方式*说出+"并

且在计算中"通过使用物理结构而非书面符号"以*位值+的方式表示!关系#%印

度 阿拉伯系统的发明及后来的广泛采用改变了这一点"因为这个独特的系统既使

用位值原则"也使用乘加关系进行书写和计算%

%"#"'"!#了解十进制位值系统发展中的概念变化

!8#记忆乘法表

由于使用了加法系统"古埃及$古印度和古罗马没有发展出乘法表%然而"古

代中国$古希腊和古巴比伦出现了乘法表!R{B%,7"4554&#3++&+E3%"8\6\#%可

以合理地想象"在当前的西方课程中乘法概念可能很难理解!'3<J:$++3($*""

458[#%美国全国数学教师协会在8\]\年制定了新的标准"建议教学中减少对死

记硬背乘法表的传统方法的重视%但是"4584年美国,共同核心州数学课程标准-

!A)::)+A)%31($(31($+.$%.-@+&(&$(&K3"4584#明确指出"必须重视学习基本的

乘法事实%从历史上看"在中国"乘法表一直是十进制算筹和算盘计算课程中较为

稳定的部分"并且人们对记忆乘法表没有任何异议!A$)3($*""458[#%它被视为竖

式乘法2除法计算!笔算#的基础"并且在快速准确计算中起着重要作用!A$)3($*""

458[#%它包含了竖式乘法的基本事实"类似于命名数字8"\之于加减法的功能%

因此"记忆乘法表对于乘法2除法计算!笔算#课程的发展和教学的重要性不容

小觑%

!4#单位换算

根据以上分析"加法系统中相邻单位类型的一一对应关系"需要更改为位值制

中十对一的关系%在简单的加法系统中"每个符号都有固定的值"但在以十为基的

位值制系统中"数字代表的值是由两个因素!数字自身的值及其所在位置对应的计

数单位#共同决定的"一个符号可以根据其所在数位的变化表示不同的值%因为使
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用了计数单位"位值制系统中的计算与一进制系统和加法系统中的计算完全不同%

计数单位及其转换是计算的关键%两个具有相同单位的数才能直接相加%不同单

位的数要转换为相同的单位再进行计算"转换率为(8千l85百!8在千位#"8百l

85十!8在百位#"8十l85一!8在十位#%因此"高级单位的组成和分解是加法2

减法的关键过程"在一进制系统和加法系统中无法通过数数的方法实现这一过程%

坦海泽!458[#设计了一种干预方法"该方法基于计数方法逐步演进的历史过

程)))一进制系统$加法系统$十进制位值系统"然后在计算操作中还原这一历史

过程"以增强教师教育中对位值的理解%坦海泽!458[#认为单位转换可能很困难"

因为它不是在加法系统的计算实践中自然发展起来的"后者主要采用顺着数$倒着

数以及加倍的方法%

."$#语言和文化的基础观念

数字符号语言是一个人在数学中遇到的第一种文化符号"它比整数算术中的

其他教与学的因素显得更加突出%数字的概念最早是通过数数语言常规化"表示

数字名称的数数语言实现了知识的符号化表征"因而被视为文化符号系统

!!)-9$:&"455]#%但是关于数字命名$文化认同与通用十进制特征之间的冲突"

以及如何将本地语言与通用的印度 阿拉伯数字联系起来的研究是很少的%下面"

我们将讨论这两个问题%

&"$"!#整数命名&通用性和文化性

这种冲突的一个明显的例子是整数命名"其中历史和文化不仅影响数字名称

与概念"而且影响其在度量与运算中的使用%分析这种现象时"会出现两种情况(

第一种情况是远古时代留下的"它在口头语言层面上*污染+了一个较现代且组织

连贯的文化体系"例如丹麦的口头数字语言&第二种情况与活跃的殖民过程有关"

政治和社会交互的情形多年来不断发展"语言的使用不可避免地受其影响"例如阿

尔及利亚和危地马拉后殖民地区的口语与书面数字%得益于工作组提供的报告"我

们能够对这两种情况作出分析"并且可以为初等算术的历史演变"以及它是如何影响

数字命名并导致学习困难提供有趣的见解%重要的是"如果教师处理得当"这两种情

况可能会在一定程度上提升数的教与学"并有助于提高人们对文化特性的认识%

%"!"$"$#丹麦个案&丹麦数字名称的历史

如艾耶斯伯和米斯费尔特!458[#所述"一个典型情况下"在丹麦口语数字命名
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的影响已导致许多儿童出现问题%一些数字标记源自古代名称"反映了原始的非

十进制系统%一百年前"*3&E0(B+!八十#被称为*V),%(&:3-(93+(B+!四乘二十#&

但在日常用语中"它变成了*V&%-+"这与丹麦语中的*V&%3+!火#或*V),%+!四#接近%

大约五十年前"这个缩写被正式使用"因为*(&:3-(93+(B+!乘以二十#已不用于数

数"尽管它仍被保留用作序数词%丹麦语中的*-3K3+(B+!七十#被称为*0$*VV),%+

!半四#"之前被称为*0$*VV),%(&:3-(93+(B+!半四乘以二十#%*半四+实际上是

!从三开始#向四多拿半个"所以它表示*三和半个+0就像德国的时间计数一样"

*0$*VV),%+!半四#表示*0$*V7$-((0%33+!三点半#1%因此"随着丹麦人对8C到\\
之间的口语数词进行溯源"七十三在字面上被称为*(0%33$+.0$*VIV),%+%由于大

多数学生都不知道这些古老的根源"因此几十到一百的数的名称都是通过死记硬

背的方式来教学"其根本的规则没有予以说明%这给丹麦学生带来了困难"他们中

的许多人在上学的头C年或Z年内对于阅读和书写两位数没有把握!MQ3%-;)$+.

#&-V3*.("458[#%

三十年前"从文化层面解决这些困难是一种普遍的做法"即为教师和儿童提供

机会来反思数学概念的根源%一些案例在认知和教学水平上被使用"以突出相关

特征"例如当前的十进制位值系统!将以85为基与以45为基的情况进行对比#"以

及给定基数的表示法所蕴含的加法性质%如今这些机会在小学初段没有得到利

用"这是因为几乎没有证据支持对数字名称的学习!可能是由于教学组织方式的原

因#%丹麦学生继续为某个数及其基数值与数字表示的单词组合而挣扎%因此"尽

管语言会随着其在日常生活中的使用而发生变化"但由于文化的连续性"更改数字

名称是很困难的"即便这样做能够帮助学生更好地理解数学%

%"!"$"##阿尔及利亚个案&后殖民时代的语言多样性

许多以前被殖民的国家保留了其旧殖民统治的影响"这些影响往往会在其教

育体系中得到体现"例如在学校的组织$课程的内容以及特定学科所使用的语言等

方面%幼儿学习用母语数数"在开始正规教育之前"这种做法一直是被鼓励的%因

此"在早期当教师寻求发展和强化学生的数感时"学生会发现以一种*外来+语言学

习整数算术具有挑战性%陌生的词语和新的概念常常导致儿童的认同问题%

阿兹鲁!458[#研究了阿尔及利亚的情况%在过去的五十年中"随着法国和阿

尔及利亚之间权力和文化关系的变化"当局就不同层次的数学教学作出了一系列

决定%例如"在大学阶段"所有数学课程均以法语讲授&但在中小学阶段"数学术语

是以阿拉伯语写和念的!从右至左#"尽管公式是以拉丁字母书写"从左至右阅读%



第二部分

工作组研究及述评
'''##

在阿尔及利亚的环境中幼儿所经历的学习困难具有典型性%阿尔及利亚有四种语

言!古典阿拉伯语$方言$柏柏尔语和法语#"不同社会群体在口头和书面语的使用

上也有所不同%例如"尽管学校里使用古典阿拉伯语教数字"但是来自特定社区的

一些孩子只会说方言和2或柏柏尔语%在上学的这一阶段"由于角色的转换"孩子

们在写数时被要求从最低位写到最高位"即像写字那样从右向左书写%这种要求

在三年级时会发生变化"届时所有儿童既要用阿拉伯语"又要用法语进行数字学

习"其单词都是从左向右书写"并且在86岁以上这种情况不会出现反转%有些孩

子会根据两种语言的单词书写方向从最低位向最高位书写数字%

对上述两种情况的分析"可为初等算术的语言发展"以及它如何影响数字命名

并导致学习困难提供一些见解%显然"在通用命名$文化命名和殖民地命名之间关

于整数的语言冲突"可能会导致元层次的学习困难%因此"有必要在课程和教学之

间架起一座桥梁"以将当地语言与通用的印度 阿拉伯数字联系起来%

&"$"##!((以内口语数字%书面数字和数字单位之间的不兼容性

当以英语为母语的人学习如何说出数量"然后!用数字#写出*他们听到的内

容+时"他们面临两种由数字结构变化带来的困难(88和84的单词不以*I(33++结

尾&8C"8\的口语命名!首先说的是个位数"而不是十位数#中使用了倒置结构

0(0&%(33+!十三#"V),%(33+!十四#"V&V(33+!十五#"-&b(33+!十六#"-3K3+(33+!十七#"

3&E0(33+!十八#"+&+3(33+!十九#1%对于英语数字符号系统中的一种强大模式"这

种干扰似乎没有逻辑%因此"必须学习并记住这些单词%相反"中文系统提供了一

种合乎逻辑的阅读方式(88$84和其他十几的数字有着相同的结构0(3+I)+3!十

一#"(3+I(9)!十二#"(3+I(0%33!十三#"(3+IV),%!十四#"(3+IV&K3!十五#"(3+I-&b!十

六#"(3+I-3K3+!十七#等1"只需要以同样的方式学习和记忆%另一个困难是口语数

字!例如"8Z在口语中是先念个位数再念十位数#与书面数字!例如"8Z在书写时是

先写十位数再写个位数#之间倒置的结构!如上文阿尔及利亚和丹麦个案所示#"这

可能会导致学习困难%长期以来"人们一直认为学习88"8\的认知挑战是以

*I(33++结尾的这些数带来的麻烦!#&**3%$+.d0,"8\\8#%这可能与西方课程中颇

具争议的位值或!总体#量值有关"例如"在什么阶段应该将C]中的C看作C个85
而不是量值C5!?-J39$+.'%)9+"4558#4

霍德蒙特和唐皮耶!458[#指出了在认数过程中的三种数字符号系统(书面数

字!写成[6"显示面值#$口头数字!说成*V&V(BI-&b+"显示量值"以个为单位#和计数

单位数字![个十和6个一"显示位值"以计数单位来表示#%通常口语数字系统根
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植于本地口头语言"并且自然遵循本地语言的语法"因此直接显示出文化特征%在

西方语言中!数的口头表述#通常是不规则的0̂4在法语中是*-)&b$+(3I.),X3+"也

就是*-&b(BI(93*K3+!六十和十二#1%它主要是作为一种继承的母语在家习得%口

语名称以发音的形式逐渐发展"且与集合中对象的数量有关%书面数字主要在学

校作为第二语言学习%与其他两个系统进行关联"并明确地$循序渐进地讲授第三

个系统!计数单位数字"显示位值#"可能有助于理解以下三个方面(

!8#以85为基的位值系统!L3:7&3%"458C#&

!4#计算算法!#$"8\\\#&

!C#有理数的十进制形式%

在英语中"数字的名称是基于单位的"但在法语中不是这样%后者在日常语言

中不使用整数的第二$第三和第四个十进制计数单位!即十$百$千#!A0$:;%&-"

458[#%

在东亚和世界其他地区的许多语言中!例如有些非洲语言#"口语数字类似于

计数单位数字%书面数字不直接显示计数单位"但按照计数单位编码!例如"阿拉

伯数字4CZ中计数单位百$十$个并不出现#"因此它们之间的关系比欧洲的更为简

单%在印欧语系中"学生必须记住许多口头$书面和计数单位名称"而不能在逻辑

上将它们与书面名称联系起来!在88至86的口头表达中听不到*十+这个单位#%

一种建立逻辑联结的方法是将书面名称转换为计数单位名称"反之亦然%在许多

国家"这与计数单位在课程中的作用有关%例如"在美国"富森$史密斯和洛'西塞

罗!F,-)+"1:&(0$+.U)A&<3%)"8\\̂ #考察了英语中的*(3+-$+.)+3-+以及西班

牙语中的*.3<3+$-$+.,+&.$.3-+"但不是指*单位+!,+&(-#"而是指*十几的单词+

!(3+-I$+.I)+3-9)%.-#和西班牙语中的*位值+%在法语教科书中"计数单位名称

!如百$十$个#从8\̂5年代的课程中消失了&它们可作为位值名!即百位$十位$个

位#保留下来%在当前法国二年级和三年级的教科书中"常常找不到8!个#百l

85!个#十的关系!A0$:;%&-"458[#%唐皮耶!458C#观察了C位三年级教师"发现尽

管C位教师都使用单位名称来描述位置"但其中只有一位明确提及单位之间的关

系%计数单位用作单位的功能在8\]5年代已经完全消失"但它们仍然保留了作为

位值名!即百位$十位$个位#的功能"并且自8\\[年以来可能以其他形式和惯例重

新出现%

&"$"$#计数与计算之间的联系和不兼容

在西方口头语言中"位值名百或千似乎比个和十扮演了一个更可见的角色"因
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为后者!个和十#无法作为许多口头语言!一百以内的数#的单位%因此"这样就失

去了一个建立对计数结构的理解的机会%如上所述"中文强调口头计数"会根据量

词的语言类别"同时唤起数字名称和计数单位!1,+"458[#"这以更清晰的方式说明

了数字的值%相应的数与计算的教和学"也强调了如何通过使用合成或分解的方

法!例如"8十l85个#来组成2分解计数单位%与许多西方课程相比"中文系统强

调了计数和记忆数字事实"尤其是在一位数和两位数计算的教与学中%在中文系

统中"]f̂ 的结果被说成十五%数字名称本身促进了凑十法的使用(八加二"十加

五"在过程中就得到了这个结果%以同样的方式"在计算Z5f85时"会说四十和一

十是五十%如果某种语言不强调单位十"孩子就会得到多种答案%例如"在法语

中"]f̂ 可以是 f̂̂ !两倍#得到十四再加一%年幼的孩子很快就记住了*两倍+"

然后只剩下一个!简单的#步骤"就可以得到8[%要使用凑十法计算]f̂ "需满足

以下条件(!8#用]!和4#形成十&!4#从^中拿走4!剩下[#&!C#将85和[转换成

8[%最后一步在中文里是不需要的"但在那些不使用十来组成88"8\的数字名称

的语言中确实需要%在许多欧洲语言中"通常使用加倍!再往上数不多于C个#的

方法计算45以内的加法"其认知成本可能比使用凑十法的认知成本低%例如"葡

萄牙语教科书建议在加法计算中使用*两倍+*两倍加一+*补偿+!如6f]l̂ f̂ l

8Z#和*参考数字+!6f̂ l[f8f[f4l85fCl8C#等方式"以及在减法计算中使

用*倒着数+*加减法运算表+和*将减法视为加法的逆运算!想加算减#+等方式!1,+

3($*""458C#%中国课程则不同"凑十法是45以内加减法的核心概念"通常被认为

是十位的位值的基础!1,+"458[#%它通过保持两位数与多位数加2减法之间的连

贯性"奠定了多位数计算!进位#的基础%在大多数西方课程中可能不是这种情况"

因为十几的数中的*十+不在十位上发挥作用"而是作为量值的角色0例如"85fC
的结果被称为*(0&%(33++!十三#1%大多数欧洲语言打破了十进制位值系统中明显

的规律性"尤其是88"8\和8\"\\的数!MQ3%-;)$+.#&-V3*.("458[#%富森等人

!8\\̂ #发现说英语的孩子在凑十法的使用中表现不佳"但建议在教学材料中凸显

十几的数!(33++,:;3%-#中的*十+!(3+#可能会富有成效%

中国课程在一年级时使用*凑十法+来发展位值的概念"通常需要至少C5小时

!第一学期的一半时间#以分组作为构建加减法概念基础的核心实践%具体来说"*凑

十法+是针对十位的单位构成进行严格设计的"这也是位值概念的重要方面!#$"

8\\\#"并且是理解加法和进位概念的重要方面"后者继承自珠算传统的!进位加的一

部分#原理!1,+"458[#%与许多西方学者一样"鲁思文!Y,(0K3+"8\\]#认为"仔细研
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究儿童在四个基本操作中使用的心算策略"表明没有证据显示他们可以理解方法中

所用的位值%汤普森!L0):7-)+"8\\\#认为!英文#心算策略利用了位值的量值的方

面0[6!V&V(BI-&b#被视为[5!V&V(B#和6!-&b#1"而标准的书面计算则需要了解*列值+的

方面0[6被视为[个十!(3+-#和6个一!)+3-#1%这种微妙但重要的差异会对教学产

生影响"因为它可能提供了一个与美国同行相比"中国教师在分解更高值的单位时"

对进位减法表现出更好的概念性理解的原因!#$"8\\\#%

&"$"%#如何解决不兼容性&一些干预措施

由于多种语言中的数字名称存在许多!理解和学习上的#困难"采取一些措施

来改善口语数字$书面数字和计数单位数字之间的不兼容性至关重要%在许多东

方国家和地区"计数单位数字语言已经直接使用了位值概念"是计算的基础%那

么"对整数算术我们可以使用哪种教学语言"以更好地支持数和计算等概念的发

展呢4

澳门会议上报告了对这一问题的几种干预措施(

8"艾耶斯伯和米斯费尔特!458[#引入了一种教学语言的发明(规律的数字名

称%这些更合乎*逻辑+的数字名称由85的幂的名称构成"这是丹麦语中的单位的

名称"如同中文里的情形%这增强了对数字结构2规律性的认识"并改善了对数字

名称和计算的机械式学习%一项类似的发明!F,-)+3($*""8\\̂ #*允许所有孩子在

他们中的一部分完全掌握8到855的英语数字单词序列之前"进入关于位值含义

和使用重组进行两位数加法的对话+!F,-)+"455\"7"CZ6#%

4"孙!458[#引入了中国的方法"通过在课程中将加$减和数这三个核心概念联系

在一起"来增强!概念与运算#推理%在加法和减法的所有章节中都使用此方法%

!8#将一个数加一得到其相邻的数%!4#从相邻数中减去一个即可得到原始数%这种

方法不仅将加$减和数这三个概念紧密地联系在一起"而且在它们之间形成了联结"

并且发展了逆运算和方程的概念%这不仅促进了操作和记忆"还促进了推理%相反"

在某些西方课程中"数字$加法和减法的概念在彼此分开的三个单独的章节中介绍"

这可能会在一开始便影响学生对数学的学习态度%

C"考虑到法语课程"霍德蒙特和唐皮耶!458[#提出了一个侧重于计数单位的

完整系统"借助这个系统所有的数!整数和小数#都可以关联起来%除了其他任务

外"他们介绍了各种计数的方法"包括一个一个地数和十个十个地数%

Z"对教师教育课程情况的意识较弱%阿兹鲁!458[#提出了一项干预计划的第

一步"该计划将困难作为教育资源%例如"通过将88到86之间的法语数字措辞"
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与阿拉伯语或柏柏尔语中对应的词进行比较"学生可以更好地了解法语口语数字

的反常性质%通过分析以45为基的数65到855之间的结构"他们可以参与趣味

盎然的换算练习%从教学的角度看"对这些学习数字的模式形成清晰的理解并认

识到它们的不同特征"将有助于教师和学生之间进行有效且有意义的交流"从而帮

助教师应对课堂中的多样性"并更有效地支持儿童的学习%

最后"塞耶斯和安德鲁斯!458[#通过对数感相关文献的系统梳理"开发了一个

简单的八维框架%英语国家的教师经常提到在小学整数算术中发展学生良好数感

以便为成人世界做好准备的重要性!#<@+()-03($*""8\\4#%但是"心理学家认为

数感是所有人天生拥有的!@K%3+.&"4588#"这表明人与生俱来的资质和小学需要教

的能力之间存在差距%塞耶斯和安德鲁斯!458[#开发并测试了一个新的弥合这一

差距的理论框架"他们称其为基础数感"并确定了在入学第一年需要教授的关键的

整数概念%

简而言之"源自语言和文化的基本思想表明"可以使用本地数字命名来建立文

化身份认同%但是"这也导致本地语言与通用的印度 阿拉伯数字之间的冲突"并

导致学习困难%因此"课程和教学中必须将当地语言与通用的印度 阿拉伯数字和

计算联系起来%弥合口语数字$书面数字和计数单位数字之间的不兼容对于解决

方案至关重要"尤其是将计数单位数字和口语数字$书面数字以及855以内的凑十

法相结合"这对相关干预措施而言可能是最根本的%

."-#受多个社群影响的基本思想

在前面的章节中"我们从历史和语言的角度提供了对整数算术的见解%我们

着重介绍了整数算术是如何从远古时代发展而来的"以及传统文化的渊源如何影

响当今数学教与学的过程甚至与之发生冲突%根据莫里什!#)%%&-0"458C#的观

点"当代教育一旦失去优势"就必须积极寻求变革"以实现经济$科学和技术的快速

发展%变革的尝试通常是由数学学业成就的国际比较研究引发的"其反应和后果

各不相同!F3+&E3%3($*""4584#%决策者和教育者所引领的这种变革"通过一系列

以各种原则和实践为框架的过程来诠释和协商!H$+3-3($*""458Z&U3,+E"458Z&

=&-3:$+"458C#%

数学教育被嵌入到经济与商业$学术数学$科学与技术"以及公共与私人利益

相关者等四种主要的情境中"它们的影响不容忽视%在下文中"我们聚焦整数算术

的教学和概念化如何被学术数学$科学与技术以及公共与私人利益相关者所改变%
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第一个个案涉及经济与商业以及古代中国的影响"其他个案分别涉及以色列$法国

和加拿大近代学术数学$科学与技术以及公共与私人利益相关者的影响%这些个

案旨在了解课程改革的方式和原因"并侧重于基本的得失%实例的选择基于澳门

会议参与者的报告%

&"%"!#经济与商业的影响&古代中国个案

孙!458[#讨论了早期中国人如何发明数字名称和计算工具!算筹以及后来的

中国算盘#"其中位值是体现整数算术精神的总体原则!U$:$+.?+E"455Z#"这推

动了中国数学的发展%大!数#额计算通常是计算市场上的劳动力$资本和产品时

所必需的"然而算筹的计算速度慢且不便于进行大!数#额计算%为了满足经济和

商业发展的效率需求"中国算盘取代了古老的算筹"提高了计算速度和效率!1,+"

458[#%这一变化导致从筹算开始所形成的计算原理!理解#的显著恶化!U$:$+.

?+E"455Z#"因为筹算的分步程序被珠算的*计算歌诀+所替代%

,同文算指-!意指文化相通的算术规则#由明朝的官方学者李之藻!8[6[)

86C5#与意大利耶稣会士利玛窦!#$((3)Y&<<&"8[[4)8685#合作编写"把从86世

纪起在欧洲流行的书面计算引入中国系统%与传统的珠算方法相比"笔算的主要

优势在于记录了中间的步骤"便于以后进行检查%它允许查看过程"从而有助于理

解基本推理"且不必记住计算过程"而这很难在算筹或算盘的计算中实现%萧

!458[#认为"在一个人的一生中至少要学习笔算的原理"这似乎是在获得对算术基

本运算原理的理解"其对将来的学习至关重要%他进一步提醒说"当前小学中使用

电子计算器"类似于使用算筹计算"其中间的计算原理被遮蔽了"*具有讽刺意味的

是"如果我们过于依赖电子计算器"那么从某种意义上说"我们将倒转历史的车轮

回到过去+!7"8Ĉ #%为了满足问题解决中快速分析和定量方法的需求"改变计算

工具是需要的%但是"相关的计算原理!理解#变得越来越弱"因此这需要!学校教

育#解决%

&"%"##学术数学的影响&以色列数学家的个案

考虑到数学家对数学的深入理解"我们假设他们应该在小学教师的专业发展

中扮演一定的角色是很自然的事情%然而"数学家几乎没有教授整数算术的经验%

此外"大学数学及其教学的论述与小学数学有很大的不同%如果这些不同社群的

成员见面并互动"会发生什么4 研究者在以色列在职小学教师的专业发展课程中

对这一问题进行了调查"该课程由一位数学教授构思和讲授%
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库珀!A))73%"458[#分析了与一项特定的数学主题)))带余除法!.&K&-&)+

9&(0%3:$&+.3%"简称_=Y#)))相关的数学与教学对话%在学校数学中"带余除

法是暂时的(一旦学生熟悉有理数域"它就会变得多余%在高等数学中"有余数的

除法被推广到欧几里得整环%余数部分作为环/23/的代表也是很重要的%考虑

到这种差异"库珀问道(数学家与在职小学教师的会谈如何促进彼此的专业发

展呢4

导师里克!Y&<J#对标准表示法的问题感到震惊%符号*l+表示相等"应该具

有传递性%如果我们写4[|Cl]!8#和Z8|[l]!8#"等号的传递会要求4[|Cl

Z8|["里克认为这*完全是胡言乱语+!明显4[q[0Z8qC#"他提出的解决方案

是更改表示法(

以色列的标准表示法(4[|Cl]#8$#4[除以C得]余8$

里克建议的表示法(4[|Cl]#8|C$

新的表示法读作*商为]"余数为8且需要被C除+%为了证明新的表示法的合

理性"里克声称当除数未知时"]!8#作为数量没有意义%但是"一些教师对此提出

质疑"声称]和8是*数量+"并且等式4[|ClZ8|[体现了等价关系%确实"]
!8#代表了一类有余数除法的运算"它们具有相同的结果!商和余数#"所以这种等

价关系本质上没有错%因此"说上述等式*完全是胡言乱语+"仅仅是因为它与分数

的数学性质不一致"其中4[
ClZ8

[
确实不正确%尽管不同意里克所指出的关于标准

表示法不足之处的观点"但老师们仍对新的表示法给予了认可"因为它在教学层面

提供了从整数到分数的平稳过渡%里克强调了将余数部分表示为拥有!继续#被除

的潜力这一方式的教育功能%这种潜力可以在公平分配的情况!单位可以被拆

分#下实现"并且可以在分数算术中实现!即表示为分数#%其教学启示也被进一步

研究%一位参与过教学过程的教师赞赏这种新的表示法"因为它有助于顺利过渡

到小数的长除法"在小数除法情形下"学生经常忽略对其余数部分进行分割%她认

为这种表示有余数除法的新记法将有助于克服这一困难%这一场景是库珀

!458[#所描述的若干场景之一"展示了两个对有余数除法及其表示法存有争议的

社群"如何共同探索数学表示法的数学和教学方面"并共同努力以加深对这个异常

复杂的话题的理解"从而获得对所有参与者而言耳目一新的见解%这样"学术数学
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社群为小学教师的专业发展做出了贡献"同时也加深了自己对学校数学及其教学

的理解%

&"%"$#科学与技术的影响&法国新数学改革的个案

科学技术也影响整数算术%史泼尼克危机发生后"为促进科学教育$技术发展

和民众的数学能力"新数学运动在许多国家兴起%钱伯斯!458[#报告了法国的新

数学改革%这种!新数学改革#国际现象!@A#@"455]&H&*7$(%&<J"4584#影响了

8\65年代和8\̂5年代各个层次的数学教学"并产生了持续的影响%它有两个主

要的焦点(!8#教授*新+数学"包括更新教学的数学基础!3"E"!%&3-3*"455̂ #&!4#考

虑与学习和儿童成长有关的心理特征%在整数算术中引入了两个著名的主题(集

合论!当代数学的一个方面#和除了85以外的计数基数!以下称基#!用于教授十进

制原理#"后者是心理学的一个方面!H&*7$(%&<J"4584&'%,+3%"8\66#%这种现象可

以从教学转换的建构这一角度来解释!A03K$**$%."8\][#)))将科学界创建的知识进

行转化和适应性改造"使其适合用作学习对象%这种转化发生在8\̂5年代末期%

在法国"从8\55年到8\65年"经典理论!上面有关历史方面的介绍#在经过精

心改编!以切合的文字表述#后被写进教材%诸如*写数(C百Z十[个

!CRZL[P#+以及*将C55转换成几个十+之类的任务)))两者都使用计数单位符

号)))曾经一度很流行"也是基本的形式%当基数出现时"这些任务便消失了%学

生将基于*基数+的位置表示法解释成一种!运算#过程"包括分组与解组"并且当没有

借助!具体#实物操作时"他们会表现得有些挣扎!MY#MU"8\̂]&D3%%3("8\][#%过程

如下(-%$7$变为-%$85$ &然后表示为7q8555fGq855f=q85f<或者7555

fG55f=5f<的形式%还出现了Z5f̂ f[5fZCf4[这样的*作品+%*关键的问

题是使孩子熟悉直接的书写+!我们的翻译&MY#MU"8\̂]"7"8̂ #(8$85$855和

8555等的作用越来越大%几年之内"*写数(C百Z十[个!CRZL[P#+被*计算Cq

855fZq85f[+或者*计算C55fZ5f[+所取代%单位转换没有被取代"一个新的

符号系统)))以数字表示十的幂)))已出现"并且数字8成为唯一要教的单位了%

在转换的学术理论中"从Cq855fZq85f[q8得到位置表示法的技术是*并

置C$Z和[+%目前要得到它的隐性规则是(!8#C乘855!Z乘85#0在C右边写两个

5!在Z右边写一个5#1&!4#把得到的数加起来!用*列算法+#%也就是说"将它们

按右侧对齐"一个放另一个下方%在8\\[年"基于计数单位的分解又开始流行起

来"实现的方法是CRlC55!由于处在百位#"ZLlZ5"[Pl[&然后"计算C55f
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Z5f["即CZ[%因此"在当代"转换的学术理论中的单位存在一种多重结合现象%

但是"计数单位仅表示数字的位置及其单位"在当前二年级和三年级的教科书中通

常找不到一百l85个十的关系%这提供了位置表示法的三种解释(它概括了后一

种情况下的加法关系"古典理论中数的单位"并在转换的学术理论中用作多项式的

代数关系%

在学术理论的运用中"学术数学的影响显而易见%与前面的个案一样"学校数

学与学术数学之间出现了两种紧张关系(!8#不同的需求!单位K-高等代数#&

!4#对共享符号!位值表示法#的不同观点%

&"%"%#公共与私人利益相关者的影响&加拿大当前课程改革的个案

公共与私人利益相关者也影响着整数算术%国际学业成就测试!如8\\[年的

L@#11和4555年的D@1?#的实施推动了广泛的课程改革"而课程改革通常侧重

于整数算术%包括教育工作者$学校工作人员$商业领袖和父母在内的多个利益相

关群体"经常表露出相互冲突的算术目标和教学期望!'%)9+$+.A*$%J3"458C#%

这些冲突被称为*数学大战+"在北美!3"E"H*3&+"455̂ #$欧洲!3"E"D%3+X3*3($*""

458[#和中国!d0$)"455[#都出现过%

尽管加拿大在国际测试中表现良好"但当前课程的公共与私人利益相关者已

经引发了公众辩论%例如"学生需要通过使用补偿方法!例如[ZpĈ l[ZpZ5f

C#以及数与运算的性质!例如]q6l]qCq4#来发展灵活的心算策略%通过分析

网络上对加拿大D@1? 成绩不理想的相关报道的评论"麦加维和麦克菲特

!458[#试图了解公众的观点%以下引用一个在线评论的例子"该评论是对一篇全

国性的新闻报道所作的回应"该新闻报道由一位反对当今基础教育课程的数学家

所撰写%

我在小学时通过死记硬背来学习"后来在高中时"我学会了如何在诸

如代数之类的课题上解决抽象问题%据我了解"该系统不必要地使孩子

们的思维复杂化"叫他们应该强记基本的乘法运算"或学习如何做长除法

及如何进位%我看不出这些有什么用##<_)+$*."458C$%

评论中的关键词"例如*死记硬背+*强记+*长除法+和*进位+"往往会引起数学

教育者的负面反应"就像*理解数学+*基于策略的学习+和*以学生为中心的方法+

等表述通常会引起公众的负面反应一样%
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该分析未将论证一分为二"而是揭示了两组共同的目标(!8#学生需要有达到

预期数学目标的机会!例如发展计算能力和解决问题的能力#&!4#必须提供必要的

支持"以帮助学生达到数学学习的目标!例如知识渊博的教师$编写清晰的教学资

源#%将批评转变为共同关心的问题"这为对话提供了一个起点"使不同社群从儿

童数学学习的众多观点中看到共性%简而言之"加拿大和其他国家!地区#的公共

与私人利益相关者"通过改变政策和目标影响了整数算术!教学#%

&"%"&#基础思想摘要&理解变化的不可预测的长期影响

以上四份报告描述了经济与商业$学术数学$科学与技术$公共与利益相关者

的影响"以及整数算术及其教学概念的各种变化%例如"紧随新数学运动之后"将

学术数学作为基础知识纳入学校数学"可能会导致包括计数单位在内的各种要素

的根本丧失%相比之下"库珀的例子说明了数学家的观点必须如何进行教学转换"

才能适应整数算术的教与学%因此"为了促进变革"应该将学校数学和学术数学结

合起来%库珀所描述的专业发展可以被视为实现这种转换的重要一步%但是"在

整数算术课程设计中考虑数学家的观点是一件复杂的事情%尽管这些示例可能无

法在其特定情境之外应用"但它们可能导致我们重新思考为整数算术定义和实施

新目标的方式%然而"在整体上考虑这四种情况时"会出现一些主题"这些主题与

在定义$实施和传达整数算术的新目标时可能出现的问题有关%

深层的变化似乎发生得很缓慢"这可能是因为先前实践的某些特征仍然存在"

但是变化一旦开始"似乎就不可能停止%在新数学运动明显失败后很长一段时间

内"挥之不去的影响就证明了这一点%在新数学课程中引入基的论据来自心理学%

然而经过改革的动荡期"在所谓的*反改革+时期"*新+数学!此处以学术理论为代

表"实际上并不是那么新#成为位值教学的数学基础%变革带来的影响可能既没有

预料到"也不在掌控中%中国的课程改革似乎也是如此"尤其是用算珠代替算筹所

产生的影响%在实施变革时"教育者和决策者需要意识到"在有所收获的同时"曾

经被视为理所当然的元素也可能会遭受根本性的损失%认识到这一点很重要"因

为复杂系统的一些关键方面对于观察者而言几乎是不可见的"并且在进行改革时

可能会被丢失%

新数学运动在一定程度上受到与西方社会对工程师和科学家日益增长的需求

相关的经济问题的影响%经济合作发展组织的D@1?研究旨在确定8[岁学生在

多大程度上准备好面对他们将要生活的社会的需求%社会是否需要全球化的数学

教育4 如果是"它将如何体现出来4 D@1?是否正在测试当代的*同文算指+4 与社
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会经济需求有关的变化将在哪里显现!1&,"458[#4 可能有人会认为"在重新设计

整数算术课程时"历史将会重演"因为它必须考虑到经济社会需求的演变"从而造

成如上所述的紧张局势%

在上述示例中"一个或多个社群进行了真正的尝试"以理解另一方的观点并促

进有效沟通%尽管数十年来一直在努力解释整数算术中当前方法的好处"但对于

许多利益相关者而言"这些论据并不令人信服%寻求确定共同目标的方法并解决

当前方法所不能解决的问题"是使父母和社区重新参与儿童学习的重要一步%尽

管数学家$心理学家$数学教育工作者和教师之间进行了一些合作"但新数学改革

的失败是公认的!H&*7$(%&<J"4584#%失败的原因通常被认为是教师教育的缺乏$

资源的匮乏以及学术数学与学校数学之间的不兼容%最后"作为实现变革的手段"

如下主题反复出现(联结不同社群"在利益相关者之间共享目标和手段"并使教师

教育和资源适应新的目标%

.".#整数算术是什么和为什么!迈向认知领域

本章所述整数算术的历史$文化和语言基础影响了一个教育系统如何发展其

整数算术%在接下来的章节中"我们将聚焦学生如何发展有关整数算术的基本思

想"以及教师需要借助什么来培育此类思想%但是"本小组中的几篇论文研究了教

师如何在儿童发展的不同阶段呈现整数算术的一些不同表示形式%这些论文中的

讨论为理解不同社群基于不同视角所发起的变革过程提供了重要洞见%其他一些

重要的方面"例如人类先天的认知能力"将在第^章中详细介绍"而教师使用的语

言$人工制品和任务将在第\章中进行举例说明%第8̂ 章将讨论教师教育的微妙

问题%
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!第&章 !

反思整数算术是什么和为什么#内容
和原因$!第"章述评

""""""""""""""""""""""""""""""""""

罗杰!豪

#Y)E3%R)93$

/"!#绪论

整数算术是世界各地数学教育的基本组成部分"而且现在有一种趋势"即认为

它是*容易+或*简单+的"特别是在数学家中"我相信在数学教育工作者中也是这

样"与后面的课程)))分数$代数等)))相比较"这种态度有一定的合理性%

但是"即使是整数算术也并不简单8 至少"如果历史可以指导!我们#什么是简

单的$什么是困难的"那么第[章告诉我们"当前基本上通用的十进位值制的算术

表达方式其实并不简单%这是一个非常漫长的历史发展的产物"人们对它的其中

某些部分仍然知之甚少%全球范围内许多人都接受和使用位值制"不是因为它简

单"而是因为它给计数和计算带来的!强大#功效%因为一旦你理解了它"或者至少

可以使用它"那么其他的事情就会很简单%尽管位值制具有一个伟大思想的典型

特征)))当你学会了它之后"你无法想象你不知道它"但是它也给学习者带来相当

大的障碍"许多学生只能部分掌握它%位值制并非显而易见"第[章给了我们一些

关于它为何如此!难学#的解释与观点%

/"##位值制的问题

就像我们在第[章学习到的"那些古老或者说经典的文明)))美索不达米亚

!苏美尔$巴比伦等#$埃及$中国$印度河流域$希腊和罗马)))尽管使用了大量的

数学"也做了一些复杂的计算"但它们并没有发明位置计数法!虽然从某种意义上

说"中国人接近做到了#%可能直到纪元初期位置计数法才在南亚或东南亚出现"
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作为中国商人与各邻国之间交流的结果"更具体地说"是试图将中国的计算方法改

成书面形式%中国人的确有高度发展的十进制算术"而且其中已经有很多位值制

的组成部分"特别是嵌入到他们的计算工具中"他们的书面数字包含了十进制单位

的明确字符%对于数字5他们没有设置字符"若表达给定数字所需的特定单位的

倍数为5"则该单位在写入时被省略!即空白#%罗马人使用的是没有数码!概

念#的十进制系统"但是其计数法在第["4"C"4节多少被指定作为*加法类型+的系

统%他们为每个十进制单位设计了单独的符号"五个相同单位组合起来又用一个

新的符号表示"并且使用加减法来表示数%尽管我们认为古希腊人是厉害的数学

家"其在几何上做出了杰出的成果"但是他们对数概念的掌握并不那么领先%希腊

的计数系统是相当特设和受限的%他们用顶多三个字母的组合来表示数"而且最

多只能表示到\\\!正如第[章所述"希伯来语和早期阿拉伯语系统是相似的"可能

是因为它们都继承于腓尼基人的语言实践"就像它们的字母一样#%因此"位值表

示法的后期发展"以及在它被发明后计算方法的逐步演变提供了令人信服的历史

证据"表明位值制远非显而易见%

高斯!A$%*F%&3.%&<0!$,--"8̂^̂ )8][[#通常被认为是文艺复兴后欧洲最出

色的数学家%虽然如今许多纯数学家特别推崇他缘于其对数论的贡献"但他同时

也是一位杰出的应用数学家%高斯能徒手做大量计算"包括在仅仅观察了几次谷

神星!曾被认为是太阳系已知最大的小行星#的位置后"便能确定它的运动轨迹%

他对此行星在空中何处能被再次找到进行了预测"这让谷神星重新被发现"并成为

太阳系中值得注意的一员%

高斯关于计算方面的经历"使他对于位值制的优点非常敏感%他的如下论述

曾被引用!MK3-"8\6\&>39:$+"8\[6"7"C4]#(

科学史上最大的灾难是阿基米德未能发明位置计数法%

这里需要重点指出的是"即使是阿基米德"或许是古希腊最优秀的数学家"也

未能提出位值制这一想法%这不是因为阿基米德没想过大数的问题%他曾写过名

为,数沙者-!,8&)73<M&=N"3&%#的文章"其主题恰恰是如何表示大数!比如说世

界上所有沙滩的沙粒的数目#"并讨论了构建和命名这些数的方法%尽管如此"像

位值制所提供的那样"建立一个高效$通用$无限制地写数的系统的相关概念"并未

出现在他的构想中%人们可能会想到"是不是古希腊人普遍使用非常受限的特设
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系统!如上所述#"特别是缺乏对乘法的使用"在某程度上抑制了阿基米德的思想

发展4

/"$#代数结构和位值制的功能

如果位值制被人们"甚至连高斯也如此高度重视"说明了它还是值得仔细研究

的%如第["4"8节所述"位置表示法利用了许多概念"包括几乎所有的基本多项式

代数"以服务于写数功能%此外"它提供的计算效率归功于它与代数结构的兼容

性%为了正确解读十进制数"读者还必须理解十进制的众多惯例%第["4"C"Z节提

到了位值制的三种不同的解释或阐述"近几年在法国的学校中教过相关内容!除了

新数学运动推广的*学术理论+以外#%我在向这次学术会议提交的文章!R)93"

458[#中描述了一个更详细的解释序列"共五个步骤"包含在一个单独的发展计划

中"该计划可被视为位值理解的五个阶段"并且可以通过精心设计的算术课程来描

述学习者的进度%这里通过以下等式序列予以说明(

Z[6lZ55 f[5 f6 !第一阶段#

lZq855 f[q85 f6q8 !第二阶段#

lZq!85q85# f[q85 f6q8 !第三阶段#

lZq854 f[q85 f6q855 !第四阶段#

第["4"C"6节提到的*Z[6+的第一种解释"或多或少与这个数如何用英语念出

来相关!显然"这种惯例在不使用十进制单位的法国是不同的#%第二种和第三种

解释!见第["4"C"6节#与上面的第二阶段和第三阶段是一致的%

第二阶段将数分成几个部分的总和%就位值制而言"这里的每一个部分仅牵

涉一个非零数字%这一步显示了给定基数后进行扩展的基本策略(每一个数都能

被表示成一类特定项的总和%值得注意的是"对于这些特定项"在数学或数学教育

文献中似乎没有标准的简称%出于当前的目的"我们将它们称为十进制部分%

因此"Z[6的十进制部分是Z55$[5和6%这种将一个数明确分解成十进制部

分之和的形式"在美国的课堂上通常被称为展开式!3b7$+.3.V)%:#%

数的十进制部分本身有着坚固的结构"这可以从乘法的角度来理解%!上

面#位值制的第三至第五阶段显示了这种乘法结构的连续特征%

这种结构的第一方面是"每一个十进制部分都是一个更特殊的数)))一个十

进制单位)))的倍数"十进制单位中的非零数字只有8%一般的十进制部分是十

进制单位的倍数"非零数字则告诉我们倍数是多少%例如"Z55lZq855"[5l[q
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85"6l6q8%在这里"十进制单位分别是855$85和8%

有了这个术语"我们可以说(

每一个十进制部分是一个数字乘一个十进制单位%

这就是第三阶段告诉我们的"它可以被称为*第二展开式+%

我们不应该在这个阶段止步%十进制单位本身具有乘法结构"这一结构是十

进制展开思想发挥有效性的关键"应该明确指出%

每一个十进制单位本身就是一个积"即若干个85相乘的积%十进制单位8是

整个十进制系统的基础单位"它代表任何需要计数的数量%正如史前的一进制计

数系统所揭示的那样"所有的整数都是通过对基本单位进行足够多次的重复运算

得到的%下一个十进制单位85是整个系统的关键"它揭示了基或是组合的比率

!85|8#(每一个后继的十进制单位都是由85个先前单位的组合得到的%因此"85

l85q8是第一个超出单位一的单位!十进制单位#"下一个十进制单位是85q85

l855"再下一个是85q855l8555"只要我们需要"就可以不断继续%对于大多数

日常用途"我们不需要计算太多步(因为每一个十进制单位是下一个较小单位的

85倍"所以这些数很快就会变大8 在我们的例子中"我们仅仅需要前三个单

位)))8$85和855%标准的希腊$希伯来和阿拉伯符号系统只满足于表示\\\以

内的数"罗马数字在某种程度上能表示更多的数"但是也没有多多少%

最后一个表达式!第四阶段#对前一个表达式进行了概括(通过用指数形式表

示85与其自身的迭代积%这是特别适用于十进制的*学术理论+!见第["4"C"6
节#%该表达式与代数中多项式的写法极为相似"实际上可以认为"它将给定的多

项式表示为*85+的展开"前提是*多项式+的*系数+"即第一个表达式中的数字都

是小于85的整数%

从教育的角度来看"认识位值!概念#的五个阶段的一个关键点是"尽管对于成

熟的理解而言"所有这些表达或多或少都是等同的"但每一个阶段与前一个阶段相

比都代表了实质性的智力进步%例如"指数表达是用乘法的结合律来证明的"可以

说这是算术规则中难度最大的%相应地"指数表达通常要等到小学后期才引

入)))不在初小阶段)))在学生已经在三至五位数或更多位数的情形中使用过位

值制之后!然而"这样迟的引入也可能没有做"以致无法对定义指数表示法时结合

律所起的作用进行原则性讨论8#%综上所述"理解这五个阶段意味着一个漫长的
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智力发展过程"学生需要经历整个基础阶段才能完全实现这一目标%

/"-#可能的教育课程

尽管所有这些对于数学教育者来说都是熟知的"但由于以下原因"我们有必要

将其再次温习一遍%

首先"它可以帮助我们了解在教育讨论和整数算术教学中可能存在的疏忽%

第一个例子是在讨论位值表示法的基本组成部分时缺乏一个简称"在这里我们称

其为*十进制部分+%一个简称将有助于讨论它们以及它们在位值制中的作用"从

而促进对位值制的概念性理解%

更进一步"我们还应该问"学生在多大程度上清楚地了解了第五个表达式中显

示的完整结构"即位值制中隐含的代数结构%一些证据表明"在美国"即使是第三

阶段"即*第二展开式+"也不会成为大部分学生思想的一部分!L0$+03&-3%"455\"

4585#%我们应该考虑如何组织课程"以便学生能够掌握体现在位值表示五阶段中

的思想"以及它背后的代数结构%这才符合48世纪教育的*高阶思维+准则%

其次"当用指数表示法把十进制部分表示为<q85N!其中N是任意整数#时"

我们就能认识到位值制的无限性%我们从前几个世纪继承下来的整数算术课程可

以描述为*以小数目为中心+0它适用于许多主要场景"例如*店主!买卖#算术+1%

从一位数开始"接着是两位数"然后是三位数和四位数"接着或许稍微注意一下五

位数和六位数"然后就会认为这项工作已经完成了%如果教学的主要目标是使人

们能够用中等大小的数正确计算"这可能是没有问题的"但是它并不能传递!表

达#计数系统的整体性%这种对小数目的关注"可能是许多人对一百万!$

:&**&)+#和十亿!$;&**&)+#之间的差异缺乏了解的原因之一"他们认为这两个数只

不过是*非常大的数+而已%

但可以说"当今社会"理解一百万和十亿之间的差别是一项重要的公民技能%

例如"理解一个亿万富翁相当于一千个百万富翁 .8/%如果一个亿万富翁花8555
万美元在一套房子上"并且每年花855万美元去度假!以Z5年计)))编辑注#"他

还剩下\"[亿美元可用于做其他事情%当比尔'盖茨!'&**!$(3-#建造他的房子

时"每个人都为他花了Z555万美元而兴奋不已%但是当时盖茨的净资产为Z55亿

美元"因此他仅仅花了个人净资产的5"8N在房子上%你能以自己的净资产的

.8/ 这是在美国的说法%在英国"*;&**&)++!十亿#表示*:&**&)+:&**&)++!百万个百万#%
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5"8N买到什么样的房子4 在这种情况下"还应该考虑到富人们不是把钱藏在枕头

底下"而是拿来投资(他们的钱能创造更多的财富%如果盖茨的财富以每年8N的

速度增长!事实上"增长速度要快得多#"那么他在支付房款时比签订建造合同时更

加富有%

除此之外"要明智地讨论国民生产总值等经济结构"数十亿是不够的"至少需

要数万亿!(%&**&)+#%例如"美国458[年的国内生产总值约为8]万亿美元%

关于气候变化等问题的讨论涉及比这大得多的数的比较%例如"地球大气层

有多重4 大气的重量大约是8[磅2平方英寸!大气压力#乘地球表面积!以平方英

寸为单位#"那么是多少磅4 像这样的计算也说明了一点"试图计算一个大数中的

所有数"不仅会很麻烦"而且浪费时间%

通过一些努力"我们可以手工计算出8平方英里有Z58ZZ]\655平方英寸!这种计

算并未超出许多袖珍计算器的计算能力"所以现在的孩子只需敲击几下键盘就能

搞定)))如果她2他知道该怎么做的话#%接下来我们要做的就是用它乘地球表面

积!以平方英里为单位#%但我们怎样才能准确地知道这一点呢4 我们要试着在所

有壮丽而不平的山河中"找出地球表面积的真实数据吗4 这似乎是没有意义的%

地球表面的大部分是水"水不断被风吹动形成波浪"波浪改变了水的表面积"有时

变化是很大的!想想葛饰北斋的木版画,神奈川冲浪里-"有些人会把它作为具有无

限表面积的分形的例子#%一个更简单的方法可能是"假设地球是一个球体"并使

用公式>lZ*%4计算其面积%要实施这一策略"你必须面对以下事实(地球实际

上不是一个球体"特别是"其*半径+并未完全确定%事实上"对*地球半径+的估计

可能难以精确到�[英里之内 .8/"因为它大约有Z555英里长"这意味着我们所知

的地球半径只有不到三个有效数字%记住一个原则"即乘积的准确程度取决于其中

最不准确的那个因数的准确程度%在描述地球的面积或大气的重量时"报告除三个

最大的十进制部分之外的数据是没有意义的%因此"我们上面计算的每平方英里所

包含平方英寸的数量"可以!也应该#被*大约Z5亿+所取代%地球表面积的相应数

据"若以平方英寸为单位"用]555555555555555550用美国的计数方式表示"是]55
个千万亿!j,$.%&**&)+#1来表示就足够了%

为了成功地教会孩子们理解和使用这么大的数"我们必须摆脱对数字的关注"

努力理解*部分+的大小(更多地关注十进制部分"尤其是十进制单位及其相对大

.8/ 造成这种现象的原因有几个(扁率!在两极处变平#$北太平洋的隆起$山脉和海沟等%
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小%此外"学生需要知道"就像在*地球半径+的例子中一样"在现实世界中描述某些

数量时"我们很少需要知道"或者甚至不太可能知道除4个或C个最大的十进制部分

之外的数据信息%出于大多数实际的目的"一个数通常表示成一个两位数或三位数

与85的幂!次数可能较大#相乘的形式%这可能是48世纪整数算术的一个目标%

人们不禁揣度"为什么45世纪65年代的新数学运动没有像上述五个阶段的

描述那样"完整地阐明学习位值的过程4 也许是因为参与其中的数学家缺乏教育

学的洞察力"或者更准确地说"是因为他们没有认识到从一个阶段到下一个阶段所

需的智力进步与多年发展%一些数学家可能对十进制有些残余的轻蔑态度"因为

它涉及任意选择"特别是基数的选择并没有明确的数学原因%这或许可以解释在

新数学运动中引入任意基的原因%也许是因为他们过度关注集合论在建立数学基

础上的成功"所以普通的课堂问题!如算术#没有引起他们的注意%不管其背后的

原因是什么"这种失败可以作为一种佐证"即数学专业知识不是理解和积极影响数

学教育的唯一先决条件%

/".#对第.章特定小节的评论 .8/

'"&"!#对第&"$"!节的评论

##教授十进制位值系统的语言问题可能是整数算术的特点"关于这一点可以从

国际比较中得到诸多启示%在美国"我们已经意识到相关问题"自从有文章!#&**3%

`d0,"8\\8#指出中文口语数字名称与位值制的严格兼容性"和以英语为母语的

人在学习位值制方面的相对劣势"因为他们在一开始就被数字命名的不规则性弄

糊涂了"如以*I(33++结尾的数"之后!稍好一点#是以*I(B+结尾的数%然而"我们在

第["C"8"8节中了解到"英语存在相对轻微的问题"一些欧洲语言"如法语和丹麦语

在这方面情况要更糟糕一些%我很同情丹麦学校的孩子们"他们要从*三和半四

!(0%33$+.$0$*VV),%#+的表述中弄懂那是数字 5̂!应为 Ĉ)))译者注#8

'"&"##对第&"$"!"#节的评论

在第["C"8"4节我们了解到"阿尔及利亚的孩子需要在几种不同的方言之间尝

试进行翻译"而这些方言有着相互矛盾的惯例"此外翻译上也有含糊之处"这给他

们增加了额外的学习负担%

也许帮助儿童克服这种语言障碍的一种方法是"像几乎所有国家的情况一样"

.8/ 章节编号参见第[章%
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把十进制系统视为一种外语的舶来品"并将传统的数字名称翻译成*结构名称+或

*数学名称+"明确地描述每个数的十进制结构"把这视为一个学习主题%这将包括

明确讨论十几!以*I(33++结尾的数#是由一个85和几个8组成"并确保学生能够在

传统名称和结构化!按照十位和个位#表述之间进行转换%同样地"以*I(B+结尾的

整十数!45"C5"7"\5#将被明确地标识为由若干个十组成"而一般的两位数则是由

几个85和若干个8组成%富森的研究工作!3"E"F,-)+$+.'%&$%-"8\\5&F,-)+

3($*""8\\̂ #为这种方法提供了支持%

除了帮助孩子们在两位数或三位数的传统名称与其数量含义之间进行转换"

这种方法还有一个优势"那就是允许对十进制部分"以及十进制结构如何促进计算

!笔算#给予明确关注%我们可以阐明!下面的#一般规则来描述相加或相乘要做些

什么(

两个十进制数相加"我们把#两个数的$个位数#8-$加在一起"把十位

数#85-$加在一起"把百位数#855-$加在一起"以此类推%然后"如果任何

一个十进制单位的数量超过85"我们就把其中的85个转换成更高位上的

8个#即满十进一$%

两个十进制数相乘"我们用其中一个因数的每个十进制部分"乘另一

个因数的每个十进制部分"然后对所有这些乘积求和%

两个十进制部分相乘"可以先将计数单位上的数字相乘"再将十进制

单位相乘"最后取它们的乘积%

这些规则可以根据上下文进行简短或更完整的描述%除了以浓缩的形式概括

十进制计算的主要原理外"这些一般规则的优点还表现在(它们可以被逐步教授"

从两位数的加法和一位数与两位数的乘法开始"并且随着学生处理更大的数的运

算逐渐推广至一般%纸笔计算的标准竖式程序可以用简单机械的方式呈现"以实

现如上所述的加法和乘法原理%这种方法也便于我们讨论算术规则在确保上述一

般规则的有效性方面所起的作用%所有这些反过来又会为学生学习上面给出的位

值表示五阶段作准备"并让他们有机会理解整个系统"这在目前看来是一项罕见的

成就%

'"&"$#对第&"%"#节的评论

库珀!458[#提到了大学数学家里克和一些H 84数学教师之间的误解"这是
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他对另一位数学家所做的一项有趣的研究%在对*数值表达式+的解释中"可能出

现了误解%里克的意思可能是*这个符号]!8#表示一个数吗+"然而老师们可能把

它理解为*这是一个包含数字的定义良好的表达式吗+%

由于频繁使用*除法+一词来表示通常意义上的有理数的除法或带余数的除法

!.&K&-&)+9&(0%3:$&+.3%"简称_=Y#"这种情况就容易引起混淆%

尽管都是对整数的运算"但带余数的除法和整数加法或乘法不在同一个意义

上%也就是说"带余数的除法不是一对整数运算后得到一个整数(它产生了一对整

数"其在带余数的除法过程中起着不同的作用"一个数是带余数的除法的*商+"另

一个数是余数%如此考虑"带余数的除法定义了一个从整数对到整数对的比较复

杂的函数%它是一种与有理数除法!%$(&)+$*+,:;3%.&K&-&)+"简称Y>_#相当不

同的东西"有理数除法取一对有理数作运算"并且只得到一个有理数%

当我们使用符号4[|C!与通常的分数符号4[2C非常相似"并且可能就是出于

相似的目的8#时"这会非常容易混淆%符号4[2C表示!有理#数L"使得CLl4[%

然而"符号4[|C代表一对整数:和%"使得C:f%l4["这里%可以理解为满足

5.%+C%这里:和%分别是]和8%

为了强调带余数的除法和有理数除法运算的区别"我们可以尝试强调其差异"

使带余数的除法看起来不同于有理数除法"而不是写成4[|Cl]!8#的形式"使之

看起来尽可能像实际的有理数除法%为此"我们可以定义*_=Y函数+"对数对

!:"%#"取一对整数!3"<#"使得3l:<f%"其中余数%可理解为满足关键条件5.

%+<%因此"我们写出

_=Y!4["C#l!]"8#

来强调_=Y的函数方面!然而"这个符号可能不太适合于学生8#%_=Y函数不

是一对一的!事实上"它是无穷对一的#"它不是有理数除法"而且确实与有理数除

法或者与整数乘法不兼容"因此我们不应该仅仅因为_=Y!4["C#l!]"8#l

_=Y!CC"Z#l_=Y !Z8"[#l_=Y !Z\"6#l_=Y ![̂ "̂#等"就期望得出

4[2ClZ82[l[̂2̂ 等这样的结论%但是"符号_=Y!4["C#l4[|C试图使有余数

的除法看起来像有理数除法"并由此带来里克及那些数学教师所经历的困惑%

在根据等式3l:<f%而作的_=Y关系的定义外"还有另一种传统的表示法

可以充分表示_=Y中涉及的关系)))带分数的表示法%这样我们可以写

4[
Cl]8

C
%
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对右边部分的传统解释是将其视作一个和(

]8
Cl]f8

C
%

这种记法或多或少相当于里克向教师提议的表示方法"但避免了复杂的符号"对

后者!复杂符号#的解释正是引起困惑的核心部分%理解4[|Cl]!8#意味着4[
Cl

]8
C

"同时Z8|[l]!8#意味着Z8
[l]8

[
"这有助于防止人们想要从左边算式相等

得出右边算式也相等的结论%需要明确的一点是"尽管将]!8#称为*数值表达式+

可能是合理的"但它不是一个数%

/"/#结论

在这些评论中"我试图强调第[章的主题"即整数算术并不简单%这一点可以

从十进位值制的历史发展中看出来"早期大量使用数学的文明都未必能完全实现

这种位值制%我们也可以从概念结构上看出这一点"许多国家在整数算术的概念

教学上都做得很不充分%寻找更好$更有效和概念上更完整的整数算术教学方法"

应该是研究的重点%最后"许多当前重要的问题!国家预算$气候科学$大数据#都

涉及大数的处理"但往往只需要知道大约数值%这一事实表明"教学的重点应更多

放在对十进制结构的整体理解上"尤其是对一个数的各个十进制部分及其相对大

小的理解%
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莉!辛克莱"王艳玲"解书"杨德清

#?++$'$<<$E*&+&IF%$+J"?*VA)*3-"D3(3%!),*."103+Ej&+ER3"a,+73+E

#$"2$-:&+$#&*&+J)K&<g"?+.%3$-P;3%-(3&+3%">&<)*3Y);3%(-">$(0$*&3

1&+<*$&%"a$+*&+E=$+E"10,/&3"$+._3%IA0&+Ea$+E$

0"!#绪言

)"!"!#会议概述

##第二工作组的与会者介绍了来自88个国家和地区的团队关于整数学习的研

究成果"共包括88篇论文"具体如下%

两项大型的横向研究重点关注低龄儿童数字学习的发展"为重新审视数字习

得的*传统+特征提供了一个新的视角%范登赫费尔 潘休曾与埃利娅!M*&$$+.

K$+.3+R3,K3*ID$+0,&X3+"458[#合作提交了一份关于幼儿园儿童数字能力的跨

文化研究"主要集中于计数$加法思维和乘法思维%第二项研究中"米林科维奇

!#&*&+J)K&<g"458[#考察了塞尔维亚C"̂ 岁儿童初步理解整数表征和计数策略的

发展过程"研究发现儿童创造出的形式化表征"如集合和数线"是有局限性的%

罗伯茨!Y);3%(-"458[#在南非进行了一项关于早期计数和加法的研究"她提

供了一个框架"以此来帮助教师理解低龄学困生在做整数加法时所使用的数字表

征"从而引起对教师角色的关注%
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有些论文表明了神经科学理论和方法在整数算术学习与发展中日益重要的作

用%例如"辛克莱和科尔斯!1&+<*$&%$+.A)*3-"458[#利用神经科学的研究强调了

符号间的关联以及使用手指和触摸计数!如&D$.中的应用程序,";=8!";364#的重

要作用%

古尔德!!),*."458[#报告了澳大利亚的一项大规模研究"该研究旨在改善

一年级学困生的识数和识字能力%其中的一个案例研究举例说明了如何依靠利

用位置来检索数字名称的心理数线来识别数字"这引出了德阿纳!_30$3+3#关于

神经科学的论文以及其他关于大脑加工数字的个体差异的论文中所提出的

问题%

意大利的D3%A)+($%3项目 .8/!'$<<$E*&+&IF%$+J"458[#是由认知心理学家和

数学教育家合作完成的"旨在通过开发教学策略以预防和解决早期算术低成就的

问题%项目采用了一种培养数感的新方法"即基于部分)整体关系的动觉和视

觉)空间方法%

马利根和沃尔科特!#,**&E$+$+.=))*<)(("458[#提供了一篇讨论数字本质

的论文%他们提出了更加宽泛的观点"即把数学学习!包括整数算术#与空间和环

境的互动联系起来"其核心是概念间联结的建立以及潜在的模式和结构关系的

发展%

还有一组论文介绍了整数算术的其他方面"如关于计数$心算$笔算$估算和应

用题的表征及其策略的多样性$有效性和灵活性%奥伯施泰纳及其同事

!P;3%-(3&+3%3($*"458[#针对小学低年级学生的整数算术学习建立了一个连贯的

五级能力模型%在另一项研究中"韦尔沙费尔及其同事!S3%-<0$VV3*3($*""

458[#比较了减法的两种心算策略 .4/%另有三项不同的研究对初中生在整数算术

心算$笔算方面的策略和错误提出了新的见解(何声清!R3"458[#专注于研究加减运

算问题的认知策略&杨德清!a$+E"458[#强调了学生在判断整数算术结果的合理性时

存在困难&马云鹏等人!#$3($*""458[#分析了学生进行三位数乘法时的常见错误"并

给出了相应的教学策略%虽然这些聚焦整数算术有关的计算过程的研究引发了一系

.8/

.4/

D3%A)+($%3项目由F)+.$X&)+3?1DR@)+*,-协调"得到了圣保罗银行基金会!A):7$E+&$.&1$+
D$)*)#的支持以及其下的学校基金会!F)+.$X&)+373%*$1<,)*$#的运营支持%

两种心算策略包括(!8#间接减法策略%用加法运算来解决减法问题"如计算 [̂pZC时"先计算

ZCfC5l̂ C"̂Cf4l̂ ["所以答案是C5f4lC4%!4#直接减法策略%计算 [̂pZC时"先计算 [̂pZ5lC["再
计算C[pClC4%)))译者注
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列讨论"但这些研究并不是本章的重点%本章旨在阐明@A#@1(,.B4C主题二!整数

思维$学习和发展#的论点%

)"!"##工作组的讨论

与大多数其他工作组一样"第二工作组组织了八场时长8小时的会议并以两

种不同的形式开展%其中"前五场会议专门介绍和讨论了所选取的与会者的论文"

后三场全体会议对以下两个议题展开讨论%第一个议题(当前具有影响力的认知

神经领域的观点"如巴特沃思!',((3%9)%(0#在受邀报告中所阐述的"在什么情况

下可以作为分析早期数学发展!及促进这一发展#的恰当理论"或者这个观点是否

需要经由其他观点作进一步的细化与丰富4 第二个议题(主要讨论第二工作组!及

其他工作组#提出的关于儿童整数学习与发展的研究中所用方法的潜力和局限性%

更具体地说"主要探讨以下两方面内容(一是旨在探查儿童如何发展整数算术能力

的一些横向研究$纵向研究和干预研究的研究设计&二是许多研究中涉及的用来测

量学生对数字大小理解能力的任务设计"如数字大小的比较和数线上数字大小的

估计%

从本章接下来将要呈现的大量交叉引用文献中可以清楚地发现"第二工作组

负责的主题与其他工作组及相关小组负责的主题有关%但是"第二工作组试图从

心理学和方法论两个视角来阐述这些相关的议题%

)"!"$#本章概述

本章聚焦主题二的两个重要方面!如讨论文件中所示"参见附录4#(整数学习

的认知神经方面"以及认知和发展方面"旨在认可神经科学的相关研究成果"基于

数学教育的视角并采用批判性的方法"从而将上述两个方面的观点纳入到我们的

讨论中%本章的结构和内容是我们综合第二工作组的主要观点的结果%因此"本

章将介绍$讨论和阐释与认知神经研究互补的各种观点"以及在研究儿童整数学习

与发展中所使用的方法%

本章由以下五个部分组成(

第一部分!第 "̂8"8节和 "̂8"4节#主要概述了@A#@1(,.B4C的会议介绍和第

二工作组的讨论%

第二部分!第 "̂4节#聚焦认知神经的两个视角(其一"根据巴特沃思的大会报

告!见第45章#以及本工作组提出的意见"讨论了巴特沃思提出的*初学者工具包+

!-($%(3%J&(#&其二"呈现了德阿纳及其同事有关三重编码模型的研究成果
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!_30$3+33($*""455C&_30$3+3"4588#%古尔德!458[#紧接着提供了如何实现量

与数的转换与表征的几个研究案例%

第三部分!第 "̂C节#从认知角度概述了相关研究"这些研究影响了第二工作

组的讨论%韦尔沙费尔和马利根对相关文献进行了综述"以补充第二工作组成员

所提供的案例"并凸显了这些案例与其他主题案例之间的联系%

第四部分!第 "̂Z节#描述了向第二工作组提交的一些相关研究实例"以及第

"̂C节中所呈现的相关观点的应用(序数!1&+<*$&%$+.A)*3-"458[#"部分)整体关

系!'$<<$E*&+&IF%$+J"458[#"加法关系!Y);3%(-"458[#"数字能力!M*&$$+.K$+

.3+R3,K3*ID$+0,&X3+"458[#"以及计数与表征结构!#&*&+J)K&<g"458[#%

第五部分!第 "̂[节#讨论了基于儿童整数算术的认知神经学中常见的方法论

问题研究"以及认知和发展的分析研究%基于探查儿童整数算术能力的目的"讨论

了横向研究$纵向研究与干预研究的适切性%在这一部分中"我们还讨论了与数字

学习相关的认知神经学研究中的任务设计%

第六部分!第 "̂6节#"我们得出了一些初步结论"并给出了针对教学和进一步

研究的相关建议%

0"##认知神经学视角

)"#"!#早期数字学习所需的基础知识#初学者工具包$

##巴特沃思提出的早期数字学习的*初学者工具包+!',((3%9)%(0"455[#主要关

注基数及其对之后数学能力发展的重要性%在大多数认知神经学的研究中"儿童

的基本认知能力与其一般的数学学业成绩相关"后者是通过关于数字和计算的标

准学业测试成绩来衡量的"与数学能力发展的其他方面!如空间感知能力#并不

相关%

从很小的时候起"人类就继承了数字处理的核心能力"如感数!-,;&(&-&+E#.8/"

指个体不需要通过枚举的方式"即可直接而准确地估计出8"Z范围内的物体数

量%另一 个 核 心 能 力 是 在 心 理 数 线 上 表 征 非 符 号 数 量%符 号 表 征

C"855"8
4

"C"8̂ 7! #则逐渐映射到这些非符号表征上%这些数量表征通过感数$数

.8/ 感数(指在小数范围内"个体通过感数即可快速而准确识别8到Z的数量&而在大数范围内"个体
需要借助计数或估数两种策略识别大于Z的数量%)))译者注
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字大小的比较和数线上数字大小的估计来进行综合评估"如图^ 8和图^ 4
所示%

图1 !#哪边的点数更多-

##

图1 +#数线从0开始'到!0结束. 数字/在哪里-

巴特沃思!见第45章#介绍了两个基本的*核心系统+"而这两个核心系统中所

存在的缺陷可能导致学生的计算能力低下%一个是对象跟踪系统!);Q3<((%$<J&+E

-B-(3:"简称PL1#"该系统的局限是只能跟踪三四个物体的运动轨迹"这是感数

的基础%另一个是模拟数字系统!$+$*)E,3+,:;3%-B-(3:"简称?>1#%在心理

数线实验中"我们通常通过大量点!或其他类似物体#进行测试"这些点通常多到无

法在有限的时间内进行精确计数"且学生对不同数字大小的心理表征的测试结果

呈现高斯分布 .8/!7"Z]5#%

巴特沃思对澳大利亚土著儿童进行了研究"发现他们可以利用已有的直观表

征来准确地解决非标准的算术任务"在这些任务中"他们不用数字来描述数量"而

是用匹配两个加数的空间模式来描述!',((3%9)%(0$+.Y33K3"455]#%研究结果

表明"可以有各种各样的数字模式"这些模式不一定像心理数线那样是一维的"它

们本质上也可以是二维的%

巴特沃思的研究中有如下重要发现(!8#数字大小的理解与一般的数学学业成

绩呈正相关"并且可以预测一般的数学学业成绩&!4#可以通过游戏干预来提高学

生比较数字大小的能力"尽管从干预游戏到更广泛的数学学习的迁移效果仍然不

明显!见第45章#%

)"#"##神经心理学和三重编码模型

神经心理学家试图了解大脑功能如何影响对数学和整数学习的认知

!_30$3+3"4588#"目前已经提出并测试了与数字处理相关的简单模型"并对大脑

在数字处理过程中被激活的主要区域作了进一步细化%

德阿纳等人!_30$3+33($*""455C#提出了一个由语言$视觉!数字符号#和数值

三个部分组成的关于数字处理的三重编码模型%该模型假设了数字的三种主要表

.8/ 高斯分布一般指正态分布"正态曲线呈钟形"两头低"中间高"左右对称%)))译者注
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征形式(

!8#语言编码"用一系列经过分析的语言单词来表征数字&

!4#视觉编码!阿拉伯数字#"用确定的数字串来表征数字&

!C#模拟的数量或数值编码%

该模型的每一部分都与大脑特定部分的活跃有关%例如"顶内沟的水平部分

被认为是数值编码的模拟表征区域!_30$3+33($*"455C#%

)"#"$#将数字符号转换为数字单词

德阿纳等人!_30$3+33($*""455C#提出了两种将数字符号转换为数字单词的

主要协同路径(一种是将书面数字符号转换成口头表达的直接非语义路径"另一种

是数量处理的间接语义路径%替代的语义路径是指在转换过程中需要经历用相应

的数量来表示目标数字这一中间步骤%

在第二工作组的论文汇报和讨论中"古尔德提出了一个问题(将书面数字符号

转换成口头表述的数字单词"是否只有间接语义和直接非语义这两种路径4 古尔

德!458[#以一个^岁儿童0杰德!23.#1在数线上寻找和命名数字的案例来说明其

他的策略%通过对杰德的采访视频!电子辅助材料(!),*."458̂ #进行分析"古尔德

发现将数字符号转换为数字单词的路径并不局限于那两种路径%杰德没有使用直

接非语义路径将书面数字符号转换成口头表达"而是使用了一种更费力的转换途

径来识别数字%他从8开始"试图在一列有序的数字中更为直观地标注出目标数

字的位置%杰德识别数字的过程是目的明确且耗时的"却显然不是非语义的%古

尔德所呈现的这一案例表明"与数字相关的编码转换路径可能比目前提出的认知

神经三重编码模型更复杂%尽管以前人们认为阿拉伯数字本身具备自动表征数字

大小的功能"但其他研究表明"事实并非如此!Y,;&+-(3+$+.R3+&J"455[#%古尔

德提出"识别数字是一个学习过程%对大多数学生来说"将阿拉伯数字转换成数字

单词是一个非语义的过程"但对一些学生来说"它可以依赖于一个非即时的过程%

例如"弗雷德里克!F%3.3%&<J#是一个^岁的二年级学生"他经常会混淆84和45%

经过85周的学习"他可以正确辨别84和45%然而"为了识别出84"弗雷德里克需

要从8默数到84"才能在看到84时说出*(93*K3+%

已有的对低龄儿童计数能力的评估表明"儿童需要依赖从8开始的计数!通常

是默数#"作为*数到+目标数字的策略%他们不能灵活地从一列有序数字中的任意

位置向前或向后计数%当儿童的计数策略由在一列有序数字中从8开始计数转变

为理解基数意义时"他们对数量的理解被称为计数到基数的转换!F,-)+"8\]]"
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7"466#%这里重要的一点是"儿童是否对数量有基数或序数的理解"抑或两者都

有"如*84+%辛克莱和科尔斯!本章#强调了这一点"并进一步提出了关于序数的问

题(杰德能解释数字在序列中是如何排序的吗4 另一个重要的发现是"与学习阿拉

伯数字相关的言语过程似乎对6"̂ 岁儿童算术能力的发展至关重要 !3"E"!i;3*

3($*"458Z#%

0"$#超越认知神经学方法!数量关系$自发关注数量关系与对模式和结
构的认识

##本节对当前研究进行概述"为第二工作组的研究视角提供信息支持%具体而

言"我们将讨论数量关系推理的重要性$儿童自发的推理倾向以及他们对模式和结

构的认识%

)"$"!#儿童早期认识数量关系的能力

很明显"对儿童早期数学相关能力的分析主要聚焦在儿童数字能力的测量上"

即测量他们的感数技能!1<0*3&V3%$+.U$+.3%*"4588#$计算技能!!3$%B3($*""

8\\4#$比较数字大小的能力 !!%&VV&+"455Z#和在空白数线上找到目标数字的能力

!1&3E*3%$+.'))(0"455Z#%这些测量结果为低龄儿童早期数字能力的多元性和

重要性提供了实验证据!_)9J3%"455]#"但对儿童早期数学能力及对后期数学发

展的重要性的支撑是有限的%基于皮亚杰!D&$E3(#的逻辑运算框架!3"E"D&$E3(

$+.1X3:&+-J$"8\[4#"关于儿童数量推理技能的研究最近重新受到关注"包括探

究儿童对数字加法运算的理解"儿童的乘法推理技能"以及数量推理技能对之后学

校数学学习的重要性!A*3:3+(-$+.1$%$:$"4588&>,+3-3($*""455]"4584#%

一些研究者探讨了这两种数量推理形式的出现及早期发展情况%就加法推理

而言"对包括数的合成$加法交换律!7fGlGf7#$加减抵消!7fGpGl7#和加减

互逆!7pGl12Gf1l7#等在内的多种法则均已进行了深入研究!'$%)).B3(

$*""455\&'%B$+(3($*""8\\\&!&*:)%3$+.'%B$+("4556&Y);&+-)+3($*""

4556#"有时这些法则也与儿童在心算中的实际运用有关!'$%)).B"8\\\&D3(3%-

3($*""4585#%然而"只有少数研究明确指出了儿童对这些法则的理解是如何影响

他们!后来#在整数算术方面的成就的%从这几项研究中获得的有限证据表明"这

种数量推理能力对整数算术方面的成就有着特定的贡献%这些研究强调应该将关

注数量推理能力的相关方面作为关键原则%这一点非常重要"因为它有助于增强
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学生心算的灵活性%

)"$"##自发关注数量#,-./$和自发关注数量关系#,-.0$

第 "̂C"8节回顾了对儿童数量推理能力的早期发展的研究%这些研究从典型

的认知视角出发"所关注的数量推理能力通常与乘法思维有关"几乎不涉及儿童对

数量关系的关注和感受%因此"研究人员最近开始探索儿童对数量关系的自发关

注!-7)+($+3),-V)<,-&+E)+j,$+(&($(&K3%3*$(&)+-"简称1FPY#"作为他们对儿童

自发关注数量!-7)+($+3),-V)<,-&+E)++,:;3%-"简称1FP>#研究的后续%有关

1FP>的研究已经证明"1FP>对儿童后来的数学成就具有预测作用 !R$++,*$

$+.U30(&+3+"455[#%麦克马伦!#<#,**3+#$汉努拉 索尔穆宁!R$++,*$I

1)%:,+3+#和莱赫蒂宁!U30(&+3+#将1FPY描述为*自发地!即无需指令地#专注

于数量关系并在推理中使用这些关系+!#<#,**3+3($*""458Z"7"48]#%

这些关于1FP>和1FPY的研究趋势背后蕴含的一个中心思想是(学习者不

仅在数学推理能力上存在个体差异"在学习或测试中使用数字技能!引导个体发现

情境中的数学元素或数学关系#存在个体差异"而且在引发他们自发地关注非日常

情境中的数学方面也存在个体差异%在这些情况下"对数量方面的认识和使用是

由儿童自己主动进行的"因此是无需指令的$自发的!3"E"R$++,*$$+.U30(&+3+"

455[&#<#,**3+3($*""458C"458Z#%所以"关于1FP>和1FPY的研究并不是探

查儿童是否能够识别数字或准确计算"而是探查他们是否能在没有明确指导或指

示的情况下自发地使用已有的数字识别能力或数量推理技能%

)"$"$#关注模式和结构的综合视角

马利根和米切尔莫尔!#,**&E$+$+.#&(<03*:)%3"455\#超越了对早期算术和

单一数学内容领域!如计数#的研究"以确定和解释数学发展的共同基础%他们基

于对乘法推理和数字表征的开创性研究"通过对儿童概念结构的评估来研究数学

认知发展%大量关于模式$早期代数思维和空间结构在数学表征中的作用的研究

支持了他们的理论方法"即低龄儿童可以发展出对数学概念的复杂认知%基于对

Z"]岁不同样本儿童的一系列相关研究"马利根和米切尔莫尔确定并呈现了一种

新的结构)))对数学模式和结构的认识!$9$%3+3--)V:$(03:$(&<$*7$((3%+$+.

-(%,<(,%3"简称?#D1#%?#D1对数学概念和加工过程进行了概括"并且可以进

行可靠的评估!#,**&E$+$+.#&(<03*:)%3"458C&#,**&E$+3($*""458[#%另外"

正如马利根等人讨论的那样!见第 "̂C"4节#"在对?#D1进行概念化的过程中"马
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利根和米切尔莫尔!455\"7"C\#也研究了儿童发展早期数字技能的能力"并指出

?#D1可能包括两个相互依存的组成部分(一个是认知部分!结构的知识#&一个是

元认知部分"即*自发+!寻求和分析模式的倾向#%根据这些论文的观点"这两个部

分都有可能是儿童对环境的感知和反应的一般特征%第五工作组讨论的结构与

?#D1的结构一致"也提到了数学能力结构的概念和约翰'梅森!2)0+#$-)+#的

研究!见第五工作组的报告"第8C章#%

数学模式包括任何涉及数字$空间或度量的可预测的规律"如数字序列和几何

模式%数学结构是指各种元素进行组织和关联的方式"如迭代一个单一的*重复单

元+!#,**&E$+$+.#&(<03*:)%3"455\#%?#D1包括基于识别相似性$差异性和

关系的结构性思维"也包括对关系和结构如何联系的深刻认识%空间建构能力帮

助学生认识基本结构的组织特征"以支持学生的数字处理过程"如对数量多少的估

计$对阵列的乘法感知$重复单元的迭代$数线上的等距分割%

马利根等人开发并验证了基于访谈的评估工具(用模式和结构评估早期数学

能力 !7$((3%+$+.-(%,<(,%3$--3--:3+(I3$%*B :$(03:$(&<-"简称 D?1?#

!#,**&E$+3($*""458[#"它涵盖了广泛的概念"包括模式$空间可视化和图形表征%

被试的反应方式包括对模式和关系进行书面表征与口头解释%D?1?确定并描述

了五个结构发展水平(前结构水平!7%3-(%,<(,%$*#$初期结构水平!3:3%E3+(#$部分

结构水平!7$%(&$*#$结构水平!-(%,<(,%$*#和高级结构水平!$.K$+<3.-(%,<(,%$*#

!#,**&E$+$+.#&(<03*:)%3"458C#%进一步的验证研究表明"高水平的?#D1与

低龄学生在数学标准化成就测试中的高学业成就相关!#,**&E$+3($*""458[#%

D?1?生成一个总的?#D1评分以及五个独立结构0序列!-3j,3+<3-#$形状与排

列!-0$73$+.$*&E+:3+(#$等间距!3j,$*-7$<&+E#$结构化计数!-(%,<(,%3.

<),+(&+E#和分块!7$%(&(&)+&+E#1的评分%所有这些结构都是高度相关的%重复模

式序列$等间距和结构化计数都包含等组或等单位的思想&形状与排列通常考虑等

组&分块则需要构造相等的组或部分%为了找出数学学习困难!:$(03:$(&<-

*3$%+&+E.&VV&<,*(&3-"简称#U_#儿童通常缺乏的?#D1的共同特征"本书第86章

对这五个结构群进行了说明%

为了与?#D1的评估相一致"研究者在幼儿园!澳大利亚正规教育的第一

年#开发了一种创新的$极具挑战性的替代学习方案"即*模式和结构(数学认识方

案+!7$((3%+$+.-(%,<(,%3:$(03:$(&<-$9$%3+3--7%)E%$:"简称D?1#?D#"并

对儿童进行纵向评估%这项研究提供的实验证据表明"即使是在初期发展水平上"
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低龄儿童依然能够表征并概括数学模式和关系!#,**&E$+3($*""458C#%这些研究

结果表明"将早期学习限制在基本计数$简单算术及非形式化的度量和几何概念上

会限制?#D1的发展%该研究还跟踪并描述了儿童数学发展的个体概况"且分析

表明"核心的$基本的数学概念是基于?#D1的"具有高水平?#D1的学生比其他

学生更容易以复杂的方式发展这些概念%

D?1#?D项目开发综合学习体验"旨在促进视觉记忆"提升抽象和概括能力"

且适合低龄学生%每个D?1#?D学习路径主要针对上述五个核心结构群中的一

个或多个%初始路径包括单位迭代的模式$网状结构$二维与三维关系$十进制的

建构$分块与共享$等分组$测量单位的统一$对称与变换%初始路径之后是更具挑

战性的任务"这些任务与之前的路径相关联"并扩展到乘法模式$统一的度量$数据

与角度的模式$方向与视角的选取%很明显"学习路径中蕴含着一个空间结构的建

构过程%

总之"本节讨论的理论方法之间存在紧密联系"它们都强调了把数量关系$模

式和结构作为整数算术基础的重要性"认识到儿童对数量的自发关注可能与

?#D1的发展有关"?#D1也关注儿童在形成数量关系时寻求结构的自然倾向%

有意思的是"这指向了塞耶斯和安德鲁斯!1$B3%-$+.?+.%39-"458[#发表的论

文%该论文虽然是在第一工作组中提出"却以一种更一般的方式解决了学生数感

基础的问题%通过总结这一领域最近的研究工作"研究者得到了一个多维框

架)))基础数感!F)>1#"包括以下八个维度(数的识别$系统计数$对数与量之间

关系的认识$数量辨别$对数的不同表征的理解$估计$简单算术能力$对数的模式

的认识%该框架在某种程度上向我们呈现了对儿童早期数字能力研究的综合图

景"这一点也在第二工作组中展开过讨论%此外"第二工作组还讨论了该框架!即

?#D1$1FP>和1FPY#中一些不明显的特征%

0"-#认知视角下的课堂研究范例

本节我们将呈现提交给第二工作组的关于干预研究的一些相关案例"以及第

"̂C节中所述观点的其他应用"主要包括(序数!1&+<*$&%$+.A)*3-"458[#"侧重于

算术中的结构关系的意大利D3%A)+($%3项目!'$<<$E*&+&IF%$+J"458[#"通过加法

关系改善早期计算!Y);3%(-"458[#"关于幼儿园儿童数字能力的跨文化研究!M*&$

$+.K$+.3+R3,K3*ID$+0,&X3+"458[#"以及计数与表征结构!#&*&+J)K&<g"458[#%
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)"%"!#数字学习中的序数意识

对于序数的研究"我们借鉴了辛克莱和科尔斯!458[#的论文"提出了一个由早

期数字学习理论假定的关于典型发展序列的重要问题(入学第一年的教学重点是

训练儿童的计数能力以及将数字与集合!该集合所包含对象的数量和数字相等#联

系起来的能力%辛克莱和科尔斯的论文提出了这样一种假设(在学习数字!以及更

普遍的数学#时"重要的不是以一种容易理解的或自然的方式将符号与物体对应起

来"而是能够将符号与符号对应起来%

辛克莱和科尔斯!458[#区分了序数和基数%他们将儿童对序数的认知定义为

按顺序排列数字单词和数字的能力%例如"知道自然数序列中"Z在[之前"在C之

后%还有关于序数认知的其他方面"如序数名称和符号的使用!例如法国传统中常

见的*V&%-(+和*8-(+#%辛克莱和科尔斯将儿童对基数的认知定义为将数字符号和

集合相对应的能力%例如"知道*Z+表示一个集合里有Z个对象%辛克莱和科尔斯

断言"当前只强调基数学习是错误的!A)*3-"458Z#%并且"他们一直在探索发展更

强的序数意识涉及哪些方面"以及潜在的好处是什么%

最近的神经科学研究!3"E"UB)+-$+.'3&*)<J"4588#对数字认知研究中占据

主流的基数观点提出了质疑%莱昂斯!UB)+-#和贝洛克!'3&*)<J#发现了一种持续

存在于各组点的顺序比较中的*距离效应+%特别地"当判断数字的顺序时"距离效

应是相反的%换句话说"当被试被问及三个数是否有序时"如果这三个数越靠近"

被试就能越快地作出判断%他们通过这种距离效应表明"相对于基数比较!数字或

点的基数比较#和点的序数比较"在进行数字的序数比较时"大脑会呈现出不同的

反应模式%

在学校中教学序数的一种常见方法是练习数字歌曲"即教儿童数到[或85"接

着是45"然后是855%作为用语言和声音向儿童介绍数字的第一种方式"辛克莱和

科尔斯认为尽管这种做法很有价值"但只运用整数的后继数功能并不能完全发挥

序数意识的潜力%这在加泰尼奥!!$((3E+)"8\̂Z#的论文中已经有所体现%加泰

尼奥关于早期数字的学习课程建立在对不同长度之间关系的认识基础上"即用符

号表示物体之间的关系!大于$小于$两倍$一半#"而不是用数字来标记集合中有多

少个对象%加泰尼奥介绍位值时"将其作为一种语言上的*专有技术+"而不是需要

*理解+的东西%同样"在第一工作组!第[章#和第C章的讨论中也提到了用语言

标注数字的重要作用%加泰尼奥还广泛使用手指!教师的和儿童的#"将其作为触

觉符号装置来处理数字关系问题"重点是对应和互补的关系%辛克莱和科尔斯认
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为"在该课程中"数字意识的产生既不强调也不要求关注计数集合"而是依赖于语

言技能和对关系!用符号表示物体#的认识%

辛克莱和科尔斯聚焦于研究序数的重要性"在早期数字学习的背景下使用一

款创新的&D$.应用程序))),";=8!";364!1&+<*$&%$+.2$<J&9"4588#"第\章中

的讨论还提到将,";=8!";364作为学习工具使用%,";=8!";364最初被设计成一

个计数环境"以帮助儿童学习一一对应%每当手指触摸屏幕时"就会出现一张标有

数字的黄色圆盘"同时数字会被大声朗读出来%接下来的每一次触摸都会出现相

应的带有数字的黄色圆盘%打开重力模式时"儿童在屏幕下方的敲击会消失"就像

翻页会让页码消失一样%如果在屏幕上轻敲一下"黄色圆盘就会被*捕捉到+并留

在屏幕上%因此"如果之前的五次敲击都在屏幕下方"就有可能在屏幕上只看到标

有*6+的黄色圆盘%请注意"这个任务需要儿童知道[在6之前"但不需要任何对

基数的认识%在时间维度上"这种枚举方式也缺乏基数参考而只强调了顺序%根

据莱昂斯的建议!1&+<*$&%$+.D&::"458[#"通过使用听觉反馈和数字符号"语言

和符号也受到了高度重视%

我们借用辛克莱和科尔斯关于,";=8!";364的案例"旨在探查儿童学习序数

的潜力!第\"C"["C节#%在幼儿园里"儿童坐在地毯上"投影仪连接着

,";=8!";364的画面%教师要求儿童五个五个计数"即(用四个手指同时敲击屏幕

下方"紧接着敲击屏幕上方一次"使得[的倍数留在屏幕上%接下来"儿童轮流按

照*Zf8+的模式敲击"但在开始敲击之前他们被要求读出屏幕上的数%请注意"此

时儿童听到的不是*[$85$8[77+"而是*Z$[$\$85$8Z$8[77+%

教师本打算只增加到4[左右"但儿童想继续学习%到达84[时"他们开始预

测屏幕上会出现什么数"并且一起读了出来"最后一直增加到455%此时"教师和

卡姆!A$:#之间发生了以下互动(

卡姆(我以为455正好在855后面"但事实并非如此%

教师(是的"那么455离855有多远,

卡姆(它22它的距离比855还远%

在这一过程中"有意义的是"儿童参与了一个跳跃计数活动"这个活动与实物

没有明确的联系%儿童没有把五个物体看作基数"而是只看到标有数字[的物体"

就像所有[的倍数一样%这使得儿童的注意力聚焦在数字的结构上"并开始数出[
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的倍数%当数到455时"数字单词和具体数量!如455个物体#之间没有联系%事

实上"卡姆对455和855之间关系的认识并不是基于基数的认识&相反"他对这种

关系的理解是基于这样一种观察"即为了从855数到455"[的倍数都要被数一次%

从这个意义上来说"随着读出855到455之间所有数字所花费的时间的增加"这种

关系似乎与时间的联系是非常密切的%这种关系还与,";=8!";364的规则联系在

一起%如果儿童以前从未听过这些数!如855$8Ẑ $455#"那么也就无法根据这些

数字的符号形式识别出数字"但现在也可以通过这种形式来识别数字%

以上的讨论表明"在小学阶段平衡数感发展的两个方面)))序数和基数)))

是很重要的%这需要教师对现在常见的基数的学习方式进行反思"并进一步创造

性地探索如何利用序数来促进学生其他数字相关意识的发展"如位值%

)"%"##部分'整体关系与结构感

意大利D3%A)+($%3项目!'$<<$E*&+&IF%$+J$+.1<)%X$"458C&'$<<$E*&+&IF%$+J

$+.'$%()*&+&',--&"458[#建立在认知心理学家和数学教育家合作的基础上"旨在

开发出一套预防和解决学生早期算术低成就的教学策略!也可参看 a),+EI

U)K3%&.E3$+.'&<J+3**"458[&!3%K$-)+&$+.D$%&-0"458[#%该项目采用一种创新

的方法来培养学生的数感"即基于动觉和视觉)空间方法来处理部分)整体关系%

D3%A)+($%3项目侧重于感知部分)整体关系和理解结构的重要性!'$<<$E*&+&I

F%$+J"458[&电子补充材料('$<<$E*&+&IF%$+J"458̂$#%部分)整体关系源于雷

斯尼克!Y3-+&<J#及其同事!Y3-+&<J3($*""8\\8#所描述的原型定量的部分)整体

图式"该图式旨在帮助儿童建构关于如何重组身边材料!对其进行分解和组合#的

知识!7"C4#%例如"部分)整体思维有助于学生认识到数字是抽象的单位"可以被

分割"并以不同的方式重新组合"以方便数字计算!'%&(($+.@%9&+"4588#%此外"

部分)整体思维是高等数学推理的基础%例如"关于预代数的研究强调"如果注意

到部分)整体关系的发展"加法和减法就不再作为单独的运算出现"而是作为由数

量间的部分)整体关系而产生的相互辩证联系的活动!1<0:&(($,"4588"7"̂̂ #%

巴卡利尼 弗朗克!'$<<$E*&+&IF%$+J"458[#将部分)整体关系称为一种结构"

与?#D1的研究高度一致 !#,**&E$+$+.#&(<03*:)%3"455\"458C#%她指出"

?#D1的关键特征是儿童将群体结构化以表示数量"这一过程中涉及部分)整体

关系%同样"第五工作组讨论了构建数量的能力!见第8C章#"该工作组的重点在

于教学"即需要提供机会使结构关系与基本属性相关联%

下面的案例将阐明手和手指在结构表征方面的用途"以及分块在乘法背景中
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的使用%

1"'"#"$#手和手指&一种重要的具身结构

目前有各种研究强调了感觉运动$知觉和动觉)触觉是数学概念形成的基础"

甚至是高度抽象的概念形成的基础%例如"手指在数感发展中的关键作用与具身

认知框架高度一致%手指和手自然体现了关于[和85的部分)整体关系 .8/"因

此可以而且应该用来培养这种意识%其实"早在正式学校教育开始之前"手和手指

的教学潜力就可以通过许多不同的方式加以利用!3"E"'$<<$E*&+&IF%$+J$+.

#$%$<<&"458[#"如多点触摸技术!3"E"'$<<$E*&+&IF%$+J"458[#%

1"'"#"##使用人工制品促进结构感的发展&共享策略的重要性

数学教育领域的各种研究都聚焦在教学活动的设计和实施上"这些教学活动

主要基于自身经验和对具体对象的操作"目的是促进特定的数学意义的发展%例

如"在第\"4"8节中"巴尔托利尼'布西!'$%()*&+&',--&#及其同事从符号学的角度

描述了学生在解决数学问题时是如何通过使用特定的人工制品来帮助发展数学意

义的%相对于教学活动中亟欲表达的数学意义而言"这种发展是*连贯的+

!'$%()*&+&',--&$+.#$%&)((&"455]#"其中一个重要的组成部分是学生对策略的共

享$比较和优化!这可以通过多种不同方式来实现#%并且"他们认为在促进数学意

义发展的过程中"牢记这一点很重要%当然"这些数学意义包括结构感"它可以通

过各种不同的数学内容来发展%

例如"巴卡利尼 弗朗克!458[#展示了意大利D3%A)+($%3项目中^岁儿童如何

思考和计算乘积!最大到85q85#的学习过程%儿童需要了解什么是矩形图"即用

卡纸裁出矩形"再将矩形等分为面积是8<:4的正方形网格"长和宽分别代表要相

乘的数字"矩形的面积即网格的数量 .4/%教学中设计关于矩形的各种活动"旨在

培养学生使用他们已经知道的数字事实来计算乘积"从而促进关于乘法的视觉和

动觉)触觉操作策略的形成%通常"二年级实验班的学生已经知道8的前85个倍

数!通过计数#$4的前85个倍数!通过加倍#$[的前85个倍数!通过手的叠加#和

85的前85个倍数!通过数出一捆捆稻草的数量"其中每捆稻草的数量为85#%所

以"这些活动旨在发展基于上述知识的分解)合成策略%例如"为了计算 q̂C"儿

童可以把^看作[f4"用已知的矩形[qC和4qC来构建一个完整的矩形"如图

.8/

.4/
[和85的部分)整体关系体现在一只手有[根手指"两只手合起来就有85根手指%)))译者注
长为7个8<:"宽为G个8<:"共有7行G列"代表要相乘的数字"即矩形的面积为7qG%)))译

者注
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^ C所示%

图1 ,#将1?,分解为3?,4+?,

研究者对儿童使用的不同策略进行了比较和讨论%到学年结束时"许多儿童

不再需要借助矩形图就能进行计算%例如"下面是马尔科!#$%<)"̂ 岁]个月#对

自己计算 q̂]时的心算过程的口头描述(

教师(不画 q̂]的)建筑物*#矩形图$.8/"你能告诉我你是怎么分解

并计算的吗,

马尔科(呃"̂q]22我把^分成[和4%先数[的倍数([-85-8[-

45-4[-C5-C[-Z522已经有Z5了%接着数4的倍数(4-Z-6-]-85-84-

8Z-86%然后"我对Z5做加法"并把86分成85和6"Z5加85等于[5"再

加6就是[6%

教师(哇5 你太棒了5

马尔科说话的时候经常抬头看空中"好像他能看到正在分解与合成的矩形图%

马利根等人!458C#将此视为可视化结构"它是?#D1的核心组成部分%

巴卡利尼 弗朗克!458[#提供的案例将我们的注意力转向人工制品的关键作

用以及低龄学生解释和构建表征的方式%以马尔科为例"他已经内化了矩形图的

可视化结构"因此我们可以推断他已经内化了网格结构%这个案例中嵌入了结构

感的使用"通过观察儿童对矩形图的分解及诸如*我分解成77的部分+的表达"可

以看出分解数字的能力与儿童的计算策略直接相关%这个过程的关键不是逐一计

数或重复做加法"而是通过将数字分块或分解实现结构化%十进制结构的一些知

.8/ 在这堂课中"教师采用学生的想法"将矩形图称为!公寓#*建筑物+"可以拆分并复原%
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识在这里也很明显%在这里"我们看到了与扬 洛夫里奇!a),+EIU)K3%&.E3#和比

克内尔!'&<J+3**#的研究的相似之处"该研究讨论了结构在位值和分解)合成方面

的作用!见第三工作组的报告"第\章#%

)"%"$#加法关系

罗伯茨!Y);3%(-"458[#的论文补充了巴卡利尼 弗朗克!458[#对部分)整体

关系和结构感的研究工作%罗伯茨向第二工作组提供了一个用于解释儿童早期对

整数加法关系的外部表征的概念框架!Y);3%(-"458[#"该框架建立在对南非课堂

研究所获得的大量证据的基础上%这些证据表明"阻碍学习者数学进步的主要因

素之一是持续使用逐一计数策略进行数学计算%这一问题不仅仅存在于对南非教

师和低龄儿童的研究中"扬 洛夫里奇在对新西兰儿童的研究中也提到了同样的问

题!第8C章#%

罗伯茨研究了低龄学习者对加法关系的表征"并提供了与分组相关的潜在结

构的见解%她针对计数到计算表征方式的转变提出了一个适用的框架"并基于恩

索尔等人!M+-)%3($*""455\#的研究"构建了如下五个维度(!8#具体实物&!4#无

序的图像排列&!C#有序的图像排列&!Z#基于数字的抽象符号&![#具有逻辑结构的

抽象符号%研究表明"在85天的干预期内"当不同的表征模式用于不同的任务和

不同的阶段时"这些维度内的进展是不同的%罗伯茨提出的观点是(教师在解释学

习者关于加法关系的表征时"也要关注在特定表征模式下的结构和行为%

罗伯茨的方法阐明了儿童灵活运用多种表征方式的必要性!因为特定的表征

类型不会自动映射到特定的计算策略#并阐述了各种表征模式之间的相互作用"以

及如何将正在发展的结构感和当前任务结构特征的复杂性相关联%然而"我们在

这里看到的是试图将结构发展的复杂方面与从具体思维到抽象思维这一更传统$

更广泛的发展水平相结合"以及对具身行为的考虑%但是"难以评估结构维度是否

直接影响或主导着其他维度%这里显然强调了共线性!左右$上下#$线性方向和分

块的使用%采用这种复合交互影响模型的方法提出了一个研究问题(随着时间的

推移"结构特征是如何在四个维度之内和之间发生内化的"以及它如何在发展算术

关系!如等价性或交换性#时促进抽象和一般化%

)"%"%#对数字能力的跨文化研究

埃利娅和范登赫费尔 潘休曾探查了来自荷兰!3lCCZ#和塞浦路斯!3l

C5Z#的幼儿园儿童的数字能力%这项研究结果证实了幼儿园儿童数字发展的多维
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性的存在%虽然这项研究没有包括数字和运算领域的全部评估项目"但发现以下

四个方面对儿童数字能力的发展至关重要(计数$感数$加法推理和乘法推理%在

这四个组成部分的能力表现上"荷兰儿童比塞浦路斯儿童表现得更好"塞浦路斯儿

童的数字能力表现为拓展的计数和加法推理这两方面%对两国儿童出现这种能力

差异的可能原因进行讨论后"有研究者认为可能是因为塞浦路斯幼儿园的数学课

程和教学实践局限于计数和加法推理"而较少关注感数和乘法推理"导致计数策略

可能主导了塞浦路斯儿童的策略选择%很明显"尽管乘法问题的难度较大"但是幼

儿园儿童可以通过把乘法和除法过程联系起来以解决乘法问题%这与提交给第二

工作组的其他研究相一致%

马利根和他的同事报告了与荷兰样本的研究结果相似的发现"他们使用基于

访谈的模式和结构评估!D?1?#对澳大利亚的幼儿园儿童进行了关于计数$感数

和乘法推理的评估%罗伯茨和米林科维奇的论文中也提到了儿童可能存在过度依

赖计数的情况%这里我们参考了杰尔瓦索尼和帕里升!!3%K$-)+&$+.D$%&-0"

458[#的研究"他们使用个人访谈的方法来评估4555多名澳大利亚一至四年级小

学生的数字能力%在这一过程中"计数$位值$加法和乘法任务是随着能力的逐渐

提高而展开的"但研究发现"即使是四年级学生也会出现过度依赖计数策略的情

况%第二工作组还指出了一些早期能力评估项目的局限性"他们质疑这些项目被

限制在计数和加法处理等问题类型"并主张进行更多关于探索心算策略的评估%

)"%"&#整数的计数和表征

米林科维奇在一项针对668名C"̂ 岁儿童的大规模横向研究中"考察了塞尔

维亚儿童对整数表征和计数策略的初步认识的发展情况%基于4Z项任务对被试

进行了个别访谈"以确定基于年龄分组的行为发展模式%尽管这些任务的设计有

许多参考了传统的方法"如集中于计数$集合表征和一一对应"但也有一些任务将

对象划分为以不同空间形式排列的组"以聚焦于结构%此外"还有一些任务要求儿

童通过二维绘图!矩形图#来表示数量"并用不含等分点的数线来扩展数量"以帮助

完成这一过程%

尽管这个研究报告仅限于整个样本的行为数据"但与第二工作组讨论的其他

研究相关的一些任务存在一些固有的关键特性%米林科维奇着重分析了儿童对不

同图形表征!矩形图和数线#的理解"并给出了一些相关的案例%并且"研究发现集

合和数线等表征形式具有局限性&而在进阶的任务序列中"使用等间距或复合单位

!相等尺寸#来表示数字似乎是最困难的%
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0".#方法论问题和建议

在这一节中"我们考察了关于儿童整数学习和发展的研究中所使用的不同方

法%显然"这些方法并不能涵盖整数算术领域中所使用的所有研究方法%与其提

供对这一主题的综述"我们更侧重于以下两个问题(!8#讨论研究设计!旨在了解儿

童如何发展整数能力#及其潜力和局限性"讨论内容仅限于横向研究$纵向研究和

干预性研究&!4#讨论认知神经科学研究中与数字学习相关的任务设计"重点关注

任务的效度"这些任务是与评估数字大小比较能力的研究所共用的%这些讨论呼

应了458Z年@A#@1(,.B44会议中提出的一些问题!=$(-)+$+.P0($+&"458[#%

另外"为了说明方法论问题"我们提到了影响学生整数学习的关键因素"如策略使

用$生长发育和教学方法的有效性%最后"我们对整数学习的进一步研究提出了一

些建议%

)"&"!#研究设计

1"%"$"$#用横向研究评估策略使用

整数学习需要学习越来越先进的策略%例如"低龄儿童最初可能使用计数策

略来解决加法任务"但是他们后来可能使用逐步相加的策略"或者通过回忆数学事

实!从记忆中检索结果#来解决任务%横向研究可以洞察儿童在特定时刻的表现和

策略使用情况"还可以探查特定类型的任务是如何影响学生的表现和策略使用的"

以及在不同教育和社会文化背景下学生的表现和策略使用有什么不同!3"E"R3"

458[&#$3($*""458[&#&*&+J)K&<g"458[&S3%-<0$VV3*3($*""458[&a$+E"458[#%

第C章关于语言方面的论述$第[章中第一工作组的讨论和第Z章中大卫'皮姆

!_$K&.D&::#的评论文章"都提到了语言和文化的作用"也从历史的角度分析了

整数算术的发展%这里"我们关注第一工作组的讨论"该讨论呈现了不同文化中数

字名称的差异是如何导致学生学习和教师教学策略的巨大差异的%

关于研究策略使用的一个重要问题是个体策略使用$个体能力和特定任务情

境之间的相互作用%例如"如果简单策略对当前的特定任务更有效"那么多数时

候"学生可能不会使用复杂策略%另一方面"学生可能无法根据特定的任务从已知

的策略中选择更适用的一个%因此"研究人员认为"如果在评估时允许学生选择他

们喜欢的策略"那么就难以得出关于策略效率的有效结论!1&3E*3%$+.U3:$&%3"

8\\̂ #%所以"为了得出有效结论"有必要将学生在有选择条件下的行为表现与他
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们在被迫使用某种特定策略的非选择条件下的行为表现进行比较%许多研究者使

用这种*选择2非选择+方法来研究策略效率和策略灵活性!3"E"S3%-<0$VV3*3($*""

458[#%这一系列研究已经产生了有趣的甚至令人惊讶的结果%例如"学生似乎并

不总是使用他们通过学校教学而获得的最有效的策略"他们也会使用一些在学校

教学中没有学过的策略"甚至可能发明他们自己的策略%

一系列丰富多样的研究考察了早期算术发展过程中的策略发展及策略使用情

况0例如何声清!458[#关于中国学生对加减问题的认知策略的论文和杨德清

!458[#关于学生判断计算策略合理性的论文1%许多关于策略使用的研究侧重于

改进算术课程或框架%然而"迄今为止"研究者还没有完全理解影响整数算术任务

策略使用的因素之间的复杂相互作用%

横向研究的一个重要局限是"不能得出关于学生个人发展的结论"也不能确定

学生的先天基本能力或后天习得能力与数学学习之间的因果关系%为此"我们需

要纵向研究$干预研究以及那些可以从源头跟踪个人整数算术策略发展的研究%

1"%"$"##用纵向研究追踪个体发展

纵向研究的开展依赖于受长期评估的儿童个体的数据%在儿童数字能力不断

发展的情况下"这样的研究可以识别那些在发展早期被评估的变量"而这些变量最

能预测学生以后的算术成就%虽然关于算术能力发展的纵向研究在二十年前相对

较少"但自那以后这类研究已经越来越多!3"E"1$B3%-$+.?+.%39-"458[#%许多

这样的研究已经产生了趋同的结果%例如"有几项研究发现"在学龄前"计数能力

和将数量与数字单词联系起来的能力是小学低年级学生数学成就的重要预测因素

!?,+&)$+.>&3:&K&%($"4585&H%$Q39-J&$+.1<0+3&.3%"455\#%其他研究人员将

学生对数的基本理解与数感的概念结合起来"发现在学校教育开始时测得的数感

水平可以预测一年级和三年级学生的数学成就!2)%.$+3($*""4585#%另外"在一

项为期六年的纵向研究中"里夫$雷诺$亨伯斯通和巴特沃思!Y33K3"Y3B+)*.-"

R,:;3%-()+3$+.',((3%9)%(0"4584#根据儿童的基本数字能力!如点计数和数字

大小的比较#对他们进行了分组%他们发现"在研究期间聚类相对稳定"聚类的有

效成分是五年后算术能力的稳健预测因素%

虽然纵向研究有助于我们理解算术能力是如何随着时间发展的"但这些研究

大多聚焦在与数学相关的认知变量上"而较少关注一般认知变量!如智商和工作记

忆#或环境变量!如学校环境$课堂教学或社会经济变量#!1J9$%<0,J3($*""

458Z#%从数学教育的视角来看"这是有问题的"因为这些更一般的变量可能会对
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儿童的发展产生强烈影响%

对数学教育而言"识别与算术能力最相关的早期预测因素有利于我们开发专

门针对这些因素的教学方法%然而"我们需要开展进一步的研究"以评估所开发的

教学方法是否真正有效"并确定众多教学方法中最有效的方法"而干预研究就可以

达成这一目的%

1"%"$"!#用干预研究评估教学方法

干预研究的优势在于"如果设计得当"在其他非相关因素高度相似的情况下"

可以将实验结果归因于特定的因素!干预条件#%在设计干预研究时"一个重要的

问题是如何设计对照组的条件%研究者面临的挑战是(我们希望实验条件与什么

相比较这一问题并不总是显而易见的%以一个基于游戏的干预研究为例"实验组

使用一个含有精心设计的数字任务的电脑游戏%作为控制条件"研究者可能想要

改变教学方法!基于计算机的与不基于计算机的#$特定任务!创新任务与传统任

务#$教学的娱乐性!游戏与非游戏#$教学环境!合作与个人#或其他因素%然而"通

常不可能在同一项研究中改变所有这些因素%此外"从数学教育的视角来看"将某

些因素结合起来是不合理的"这可能有理论上的原因%例如"当学生从事解决问题

的任务时"合作学习可能比他们试图记忆算术事实更合理%此外"教学因素之间往

往彼此密切相关"因此控制一个因素会影响另一个因素%

尽管严格控制干预条件对于得出特定因素的因果效应是必要的"但这样做可

能会降低研究的外在效度和内在效度%这是因为控制条件下的教学方法的有效性

可能不会转移到常规的$更复杂的学习环境中%理想情况下"我们既需要严格控制

的干预研究"也需要不那么严格控制的课堂评价研究"以弥补各自的不足%这将需

要在多种环境下结合多种研究方法进行重复研究!1<0)3+V3*."455̂ &1()J3-"

8\\̂ #%

)"&"##任务设计

正如本章第一节中所讨论的"认知神经科学研究探讨了数字处理背后的大脑

运作机制"该研究领域的一个主要结论是(人脑可以对数字进行处理%早在神经科

学研究确定活动相关的大脑区域之前"研究人员就已经对数字大小比较进行了研

究"但这一结论增强了研究人员对数字大小比较的处理过程的关注%同样"尽管研

究人员对数学能力与其他认知能力之间的关系已经研究了很长时间"但顶内沟是

大脑中处理数字大小比较和进行空间思维的区域这一事实"依旧影响了许多解决

数字和空间能力之间关系的研究!#,**&E$+$+.=))*<)(("458[#%
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毫无疑问"理解数字大小是整数算术能力的一个重要方面"但它对于学生发展

算术能力的特殊作用还没有被完全阐明%其中一个原因是"先前的研究中用于评

估数字大小理解的任务可能不如许多人认为的那样有效%大多数研究都使用数字

大小比较任务!即判断两个数中哪一个数更大#或数线估计任务!即判断目标数字

在空数线上的位置#来评估学生对数字大小的理解%被试在数字大小比较任务和

数线估计任务中的行为表现已被证明对数学学习具有高预测性!3"E"'))(0$+.

1&3E*3%"455]#%许多研究人员发现"理解数字大小对于数字学习至关重要"且已

经使用这两个任务中的任意一个来评估学生对数字大小的理解%但令人惊讶的

是"针对不同评估任务之间关系的研究"对这些不同任务依赖于相同认知机制这一

假设提出了质疑%研究表明"数字大小比较任务和数线估计任务之间的相关性非

常小!1$-$+E,&3$+.Y3B+K)3("458C#"学生在符号和非符号数字大小比较任务中

的表现几乎是不相关的!!&*:)%33($*""4588#%同时"有证据表明"符号化测量中

数字大小比较和运算能力之间的联系要比非符号化测量中强得多!1$-$+E,&33(

$*""458Z&1<0+3&.3%3($*""458̂ #"这表明数字符号的熟练使用与算术能力有很

强的关联性%

最近的研究对*数字大小比较和数线估计的评价可以5完全6衡量学生对数字

大小的理解水平+这一假设提出了质疑%一种可能的解释是"根据所涉及的具体数

字"这些任务可以采用不同的策略来解决"且这些策略在对数字大小理解水平的要

求上存在差异%例如"为了比较两位数的大小"可以依靠数位的逐位比较"而不需

要考虑数字本身的大小%同样"研究人员认为"非符号数字大小比较任务不仅可以

评估学生对数字的理解"还可以评估学生识别并规避无关视觉线索的能力

!A*$B()+$+.!&*:)%3"458[#"或者将焦点转移到可靠线索上的能力!!3;,&-$+.

Y3B+K)3("4584#%对于数线估计任务"可以使用的策略也很大程度上取决于具体

的数字%在5"855的数线上找到[5的正确位置很容易!因为通过直观视觉找到

线段中点是一项简单的任务#"而找到]C的正确位置就比较困难"因为没有可以使

用的明确基准%最近的研究表明"二年级的学生已经可以使用各种策略来解决数

线估计任务"这些策略取决于表征模型和比较基准的可用性!D33(3%-3($*""

458[#%

更一般地说"大多数认知神经科学研究都使用比较简单的任务%例如"关于心

算的神经基础的研究经常使用一位数加法任务%这些简单任务是数学学习中重要

的第一步"且学生在这些任务中的行为表现可能与以后的数学成就有关"但研究这
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些任务并不足以解释数学思维"因为数学思维通常要复杂得多%因此"我们应该谨

慎地从教育意义上来解释神经科学的发现"尤其是"我们不应该认为神经科学数据

比行为数据更有说服力或更具教育性!'3<J"4585&_31:3.(3($*""4588#%

)"&"$#结论&方法论问题

从上一节的讨论中可以得出一些初步的结论和启示%旨在为数学相关能力提供

预测因素的研究"可能需要考虑更广泛的变量所产生的影响"如智商$工作记忆和社

会背景因素等%对诸如数线估计等具体任务的分析并没有反映出儿童自己选择的策

略在任务解决过程中的巨大差异%例如"儿童选择的解决策略可能取决于数字的类

型和大小"也可能取决于表征模型和比较基准的可用性%大多数认知神经科学研究

都使用仅限于一个能力领域的非常简单的任务%但是"鉴于与数学学习和思维相关

的概念与加工过程之间更为复杂的关系"研究者应该认识到这些研究结果的局限性%

此外"我们需要纵向研究来更好地理解数字能力是如何随着时间发展的%

0"/#一般性结论和启示

)"'"!#一般性结论

##本章回顾了在数字学习和数字能力评估中所采用的认知神经$认知和发展方

法"并强调了其必要性%虽然整数算术的关键组成部分可能因学科而异"但在不同

方法之间还是发现了一些重要的共同点%巴特沃思的研究!458[#侧重于数字的

*初学者工具包+"也反映了从认知)数学教育视角对早期数字研究的本质的关注%

关于数学教育的心理学研究中"采用感数和数字估计的任务很常见"但研究方法不

同%虽然这些认知神经研究提供了关于早期数字发展特征的可靠证据"但它们仅

限于在临床研究中对数字大小和基数的评估%在认知神经科学领域"对早期数字

能力和一般数学能力的认知研究没有得到足够的重视%

已有研究从各种认知视角描述了数学学习中与整数算术相关的关键组成部分

和处理过程"如空间推理与空间感$数量关系推理$1FP>与1FPY$?#D1$序数$

分块和数字关系表征%这些研究共同证明了低龄儿童从小就有数量推理的能力%

特别地"第 "̂C节强调了近期关于儿童数量关系推理能力及自发进行数量关系推

理的研究%这一系列研究表明"这些关注?#D1的早期数字发展的结构性方法有

很强的协同效应%在对?#D1的概念化中"马利根和米切尔莫尔也对早期数字能

力的概念作了进一步探讨%他们认为?#D1由两个相互依赖的部分组成(一个是
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认知部分!结构的知识#"一个是元认知部分!寻找和分析模型的倾向#%数学中"数

量关系推理$1FP>与1FPY$?#D1$序数$分块和数字关系表征似乎都与结构发

展有关%

第 "̂Z节中提出的研究范例均反映了对早期整数算术发展的研究应当采取更

综合的方法的必要性%这些研究提出了一种共同的方法"试图揭示数字概念发展

中深层联系的结构特征%巴卡利尼 弗朗克和他的同事将研究的注意力转向人工

制品的关键作用以及低龄学生解释和构建表征的方式"其中的大多数例子都嵌入

了结构感的使用%米林科维奇及其同事的研究中也体现了学生对数学表征进行分

类的能力%这几项研究表明"采用不同表征模型来支持学习过程中的复杂性思维

十分重要"而在关于学习进阶的简易理论框架中往往缺乏这种复杂性思维%第 "̂[
节中对方法论问题的讨论为未来的研究和实践提供了方向%

该工作组中有几篇论文关注了有特殊需求的学习者(巴特沃思!458[#提请注

意计算障碍的患病率和诊断方式"巴卡利尼 弗朗克!458[#报告了意大利的一项干

预研究"该研究旨在引导有计算障碍风险的学习者"古尔德!458[#的研究聚焦在一

个使用非典型计数方式的儿童身上"罗伯茨!458[#研究的背景是南非85"84岁儿

童普遍使用低效的逐一计数策略!在适时发展这种计数策略很长一段时间后仍采

用#%这些论文描述了那些与同龄人或国家统一数学课程相比"在数学上进步不如

预期的群体和个人%关于有特殊需求的学习者的问题将在第86章作进一步讨论%

)"'"##对进一步研究和实践的启示

本章强调了可以进一步研究的三个问题%

第一"我们需要纵向研究来更好地理解数字能力是如何随着时间发展的%这

些研究不仅应考虑数学方面的相关变量"还应考虑对发展有重要影响的其他变量"

如智商$工作记忆以及社会经济因素$学校环境等背景变量%这将有助于发现特定

的$与数学相关的预测因素之间的关联性%虽然横向研究可以暗示特定能力之间

的相关关系"但只有纵向研究支持关于儿童个体发展的结论"以及与数学相关的基

础能力和在校学习的整数算术之间的因果关系的结论%

第二"我们需要进行干预研究"以开发基于证据的教学任务$工具和技术%这

不仅有助于加强教育实践"也有助于我们更好地理解算术发展的因果效应%将受

严格控制的实验研究和不太受严格控制的教育实践研究结合起来"我们就可以克

服两者各自的缺点!1<0)3+V3*."455̂ #%

第三"我们需要更多的研究来系统地评估认知神经研究中常用的简单数字任
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务的有效性%多方法研究!3"E"D33(3%-3($*""458[#有望实现这一目标%一旦有

了合适的任务和方法"未来的认知神经科学研究就可以解决更复杂的数学思维

问题%

减少认知神经心理学方法的主导性$采用更多的跨学科方法可能会带来一个

更广泛$更平衡的视角(既考虑了基于经验的研究"也考虑了整数算术的认知和发

展观点下"以课堂为导向的研究%课堂干预研究不易得到一般性的结论"也不具备

认知神经研究所要求的高度受控的实验环境"但它对进一步的研究$数学教学实践

和课程开发等方面至关重要%

本研究卷有几章聚焦于整数算术学习的教学实践和教学工具%例如"第三工

作组!第\章#讨论了人工制品和数学任务"第四工作组!第88章#讨论了教学实践

和评估方法%本章探究了与数字概念发展相关的认知和认知神经基础"这显然与

教学方法之间存在协同作用%

第二工作组向教师传达了一些重要信息"以便他们发展专业知识"提高对整数

学习复杂性的认识%认知和认知神经方法可以使新的见解融入教学实践%同时"

需要开发与新见解相一致的有效的专业学习方案"以便教师能够实施和审查他们

所采用的新方法$新任务或评估实践%于教师而言"应更好地理解学生在策略选择

上的巨大差异"以及他们在习得数字概念时遇到的困难%这对于全面提高学生的

数学学习能力至关重要%

本章讨论的研究内容可以在一定程度上对一些实验结果作出解释"并提供一

些干预措施"以帮助教师关注数学核心基础"如数字表征和心理数线"数感发展中

的结构和关系"促进乘法思维而不是仅仅关注计数和加法运算"以及数字学习的空

间起源的作用%学生的表征和对这些表征的解释所展现出的作用已经得到了例

证"这些例证可以帮助教师选择合适的表征工具和教学任务"以促进学生更好地理

解整数关系%总之"本章从认知神经和认知的视角提出了一些新的问题"但都指向

一个共同目标"那就是为低龄学生整数学习的复杂性和动态性提供新的见解%
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珀拉!内舍

#D3$%*$>3-03%$

1"!#绪言

前一章中讲述了许多理论"这些理论丰富了我们对学生早期算术技能获得的

理解"随后呈现了教师可以在课堂上实施的具体措施%在本章中"我主要对两个问

题作评论(!8#基数和序数&!4#模式和结构%此外"我将加入一些超出上一章范围

的评论"但这些评论与算术学习早期的整数及其运算的研究相关%

1"##基数和序数

*"#"!#哲学思考

##辛克莱和科尔斯!1&+<*$&%$+.A)*3-"458[#对当前教学中强调学习数字的基数

意识提出质疑"并建议教师关注序数的发展%他们假定"在数字学习中!更一般地

说"在数学中#"重要的不是能将符号与对象联系起来"而是能将符号与其他符号联

系起来%他们对在一年级教学时强调把数字符号与对象的集合联系起来!即强调

基数#表示质疑%接下来"我将从哲学和儿童发展两个视角讨论这些观点%

从哲学的视角看"基数是基于集合的"它的基本概念涉及*一一对应+

!F%$3+J3*"8\Z4#%一一对应的局限在于它可以表示两个集合的元素个数是否相

等"但不能显示集合中的元素的个数!Y,--3**"8\8\#%事实上"一个集合中元素的

确切个数是基于计数的"而计数又是基于顺序的!这将在后面详细说明#%

序数的基础是由皮亚诺!D3$+)#提出的%他提出了三个原始概念)))*5+*自

然数+和*后继数+"以及五个公理(
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8"5是自然数%

4"任何自然数的后继数都是一个自然数%

C"没有两个自然数有相同的后继数%

Z"5不是任何自然数的后继数%

["如果5有某一属性"而且每一个有此属性的自然数的后继数也有

此属性"那么所有自然数都有此属性%#Y,--3**"8\8\"8\̂8"7"[$

然而"正如罗素!Y,--3**"8\8\#所写"这些公理可以适用于任何连续的序列"而

不仅仅局限于自然数序列%这就引出了辛克莱和科尔斯!458[#提出的另一个重要

观点(

在我们的假设和加泰尼奥#!$((3E+)"8\68$-达维多夫#_$KB.)K"

8\̂[$的研究之间存在一个有趣的相似之处#也许是被忽略的$"他们的早

期数字课程都是基于对长度之间关系认识的发展#_),E03%(B"455]$"在

这种情况下"数字象征的是对象之间的关系#大于-小于-两倍-一半$"而不

是用来标记一个集合中对象的)多少*#1&+<*$&%$+.A)*3-"458["7"4[C$%

通过罗素的评论"我们注意到加泰尼奥!!$((3E+)"8\68#的论文和他使用的古

氏积木!第\"C"8"8节和第85"C"C节#提供了皮亚诺公理的一个类比!>3-03%"

8\̂4#%古氏积木是一种教学工具"是一堆不同颜色$不同长度的积木"相同颜色的

积木长度相同"其中两个连续的不同颜色的积木的长度差正好是白色积木!单位积

木#的长度"儿童可以通过颜色区分这些彩色积木%如果让*白色积木+*古氏积木+

和*后继+!后继的积木比前一种颜色的积木多一个单位积木的长度#成为原始概

念"那么对皮亚诺公理的类似解读如下(

8")白色积木*是)古氏积木*%

4"任何)古氏积木*的)后继*都是)古氏积木*%

C"没有两根不同颜色的)古氏积木*有相同的)后继*%

Z")白色积木*不是任何积木的)后继*%

["如果)白色积木*有某一属性"而且每一个有此属性的)古氏积木*

的)后继*也有此属性"那么所有)古氏积木*都有此属性%
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当然"我们不会把这些公理直接教给儿童"但是意识到古氏积木和自然数公理

之间的同形异义性"能保证自然数的所有性质都可以通过有形的物体精确地呈现

出来%

古氏积木还有另外一个重要属性%回到哲学视角"弗雷格!F%3E3"8]]Z"

8\]5#详细阐述了*数+!+,:;3%#的定义"并得出结论(*数+是一个一般化的概念"

单独的数字!如*Z+*\+等#是属于这个概念的单个对象%我们很难想象数字*Z+是

一个对象"而不代表四个对象的集合%但是"作为一个数学对象"数字*Z+代表所有

包含四个对象的集合!Y,--3**"8\8\#%

有趣的是"在自然语言中!在英语以及许多其他语言中"包括希伯来语#"人们

说*Z5&-6偶数+"而不是*Z5$%36偶数+"这表达了单数的概念%我们经常在自然语言

和数学应用题中听到诸如*桌子上有Z个苹果+!Z$77*3-$%3)+(03($;*3#这样的

表达%然而"这里数字*Z+被用作句子主语苹果的量化数字"而在句子*Z5&-6偶数+

中"*Z+处于主格位置"指的是一个数学对象%

*"#"##关于数字和计数的一点说明

计数的发展本质上依赖于不同水平的提升"例如"第一个水平是形成一个固定

的数字列表 .8/"第二个水平是通过*一一对应+来标记集合中的对象"最终达到将

数字作为数学对象的水平%通过完成这一过程"儿童就可以进行符号化的数学运

算"掌握更复杂的数学概念%

因此"早期算术学习的困难不在于教授了太多基数方面的含义"而在于将计数

与基数混淆%数学文献常常将案例中的儿童计数!数出两个集合中的*所有+元素"

从第一个集合中的元素开始数到第二个集合#描述为加法运算"但实际上这只是计

数的拓展%数字之间符号*f+的使用!如[fC#象征着把两个数字相加的数学运

算"而数字本身就是运算的对象%我们经常观察到儿童通过计数来计算*[fC+%

有些人解释说这是因为*儿童还没有掌握5数字事实6+%我想指出的是"儿童还不

能将数字概括为数学对象"也不能理解*加法结构+中符号的数学解释在原则上与

计数是不同的%我将在下一节中说明这一点%

学习数学是一个漫长的过程并且是以个人的方式实现的%我不建议强迫那些

还没有学会计数的人进入下一个阶段%然而"我认为教师应该意识到计数和基数

作为数学对象的区别(说计数得到的最后一个数字是基数"这只是事物的一方面&

.8/ 数字列表是指8!)+3#"4!(9)#"C!(0%33#7%)))译者注
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将基数从计数中分离出来并将其概括为数学对象是数学学习上的一大进步%当

然"这与皮亚杰!D&$E3("8\Z8"8\6[#提出的数字和加法的概念始于运算是一致的(

运算是思维的本质"而运算的本质是不断创造新事物%因此"如果

8f8f8lC"那么任意的三个单位相加与那个C相同"意思是说"可以通

过枚举给出三个单位"相加得到总数C%这样通过加法运算"创造了一个

新的数"即总数C%#7"454$

为了避免给对数字的哲学基础!或语言学#不感兴趣的儿童或成人带来烦恼"

我们把每个古氏积木看成一个有形的连续物体"一个掩盖计数本质的物体!尽管可

以通过测量每根古氏积木的长度来进行计数#"这样就能帮助学生实现从计数到基

数的转变%由于低龄儿童使用具体的材料作为例证"因此辛克莱和科尔斯

!458[#所推荐的这些材料的优点是使得已经可以准确计数的儿童能够把数字作为

数学对象%

*"#"$#心理学思考

在过去的二十年里"大量的心理和认知神经科学研究致力于解决这样一个问

题(自然数的计数表征是进化的产物还是人类文化的产物!',((3%9)%(0"455["

458[&_30$3+3"8\\̂ &F3&E3+-)+3($*""455Z#%虽然所有人都同意数字处理是人

类的一种核心能力0例如感数!参见第 "̂4"8节#"表征非符号的数字大小等1"但低

龄儿童!婴儿和蹒跚学步的儿童#所具备的核心天赋是本质上的类比!_30$3+3"

8\\̂ #"还是以通过感数证明的对象差异为特征"这一点在理论上存在分歧!A$%3B"

455Z&U3A)%%3$+.A$%3B"455̂ #%

德阿纳$皮亚扎$皮内尔$科昂!_30$3+3"D&$XX$"D&+3*$+.A)03+"455C#在认知

神经科学研究中"将大脑的不同区域对应到三种不同的数字能力!即视觉的阿拉伯

数字编码$模拟数值编码和语言编码#%勒科尔和凯里!U3A)%%3$+.A$%3B"

455̂ #探查了儿童的首次计数活动并进行了跟踪研究"虽然他们的研究主要是考查

儿童的基数能力"但他们指向了数字概念中儿童的序数能力的发展%

在讨论凯里!455Z#的理论之前"让我们回顾皮亚杰!8\Z8"8\6[#的开创性研

究))),儿童的数字概念-!,8&!8$'<24!"3=&#6$"3"AK;(G&%#%在这本书中"他

深入研究了序数和基数的详细层次"并对形成类!也就是基数#的对称关系和形成

次序!也就是序数#的不对称关系进行了阐述%皮亚杰写道(
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序数和基数之间存在关联"这一点毫无疑问22因此"有限的数必然

可以同时作为基数和序数"因为数在本质上既是类的关系"又是不对称的

关系"这种关系融合在一个运算的整体里%#D&$E3("8\6[3.""7"8[̂ $

回到凯里!455Z#的论文"大多数研究人员都同意感数的范围!8至C或Z个#"

在这个范围内"对一个集合所包含的对象数量的感知是快速的"而且不需要计数%

凯里研究了基数是如何出现的"她描述了如下过程(当要求低龄儿童拿出一个物体

时"他会拿出一个&但当要求儿童拿出两个物体时"他会拿出一堆物体%她称这些

儿童为*)+3IJ+)93%-+%六个月后"儿童可以区分*一+和*二+"她称这些儿童为

*(9)IJ+)93%-+!儿童只能拿出一个或两个物体"不能准确拿出其他数量的物体#%

凯里认为"在儿童的感数范围内"儿童学习数字的方式和他们学习其他量词意义的

方式是一样的"比如英语中的*:$+B+和*$**+"超过感数范围的数字就被认为是

*:$+B+%根据她的理论"超出感数范围后"如数量达到^或84"儿童学习数字的方

式和他们学习其他量词意义的方式就不一样了!A$%3B"455Z&>3-03%"8\]]#%

凯里!455Z#指出"儿童最初学习计数时"这些数字对他们而言是没有意义的"

只能死记硬背%富森和霍尔!F,-)+$+.R$**"8\]C#的论文详细描述了儿童学习计

数的过程以及在掌握数字顺序方面是如何取得进步的%在每个阶段"儿童都会习

得一些关于数字作为一个固定有序列表的知识"一些数字是按照正确的顺序背诵

出来的"但也有一些数字是跳跃的$不连续的%然后"由于不知道正确的顺序或遗

漏了较大的数字"儿童开始重复前面的数字%这个过程是动态的"而儿童掌握的数

字范围会随着年龄和经验的增长而扩大%类似地"格尔曼和加利斯泰尔!!3*:$+

$+.!$**&-(3*"8\̂]#描述了计数的基本原理(学会一个固定有序的数字单词列表"

将数字单词与每个计数对象!不重复或省略对象#一一对应"并且知道数到的最

后一个数就是这个计数集合所含对象的基数"而集合里计数对象的顺序并不

重要%

然而"凯里认为"掌握固定有序的数字单词列表是学习*后继+概念的关键%

*后继原则+的可操作性定义是将一个对象添加到集合!该集合包含3个对象#后"

计数列表中恰好增加一个单位!该集合中的对象变为3f8个#%正是这种映射使

得有序的单词列表和通过枚举得到的集合之间能够一一对应"从而建立起基数的

概念%

值得注意的是"这一固定的数字单词串在词与词之间保持着不对称的关系"并
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且在计数时必然促进了学生对序数的理解%根据研究人员所述"在儿童获得基数

概念之前"的确会发生上述情况"比如富森和霍尔!8\]C#以及格尔曼和加利斯泰尔

!8\̂]#的论文中就提到了这一点%一旦儿童正确标记了集合!即掌握有序的数字

单词和对象之间的一一对应关系#"他就已经处于序数模式"这种模式被嵌入基数

的概念中%

总之"尽管辛克莱和科尔斯!458[#指出*在小学阶段平衡数感发展的两个方面

!序数和基数#很重要+"但他们似乎更关注数学中的模式方面"而忽略了结构方面"

因此也忽略了加泰尼奥!8\64#关于古氏积木的研究这一重要方面%

1"$#结构

*"$"!#数学中的结构

##结构指的是各种元素组织和联系的方式"以及数字之间运算的本质%在关于

结构的一节!第 "̂C"C节#开头"作者提到了加法法则"如交换律!7fGlGf7#和加减

消元法!7fGpGl7#%这些法则和其他法则源自许多研究者强调的加法关系结

构!3"E"#,**&E$+$+. #&(<03*:)%3"455\&>3-03%"8\]\&Y);3%(-"458[&

1<0:&(($,"4588&S3%E+$,."8\]4#%结构的概念是数学的核心"在高等教育中也

很受重视!如群$域$环的学习#%近年来"随着教授预代数!7%3I$*E3;%$#的尝试愈

发提前"小学生逐渐对结构产生兴趣%!A$&$+.H+,(0"455[&另请参阅第8C和第

8Z章#%

这引起了人们对达维多夫!8\̂[#论文的关注%达维多夫!8\̂[#采取的方法如

下(从用长度表示数量开始"由一个测量单位推导出数量的概念%儿童能用字母来

表达量与量之间的关系"会表达量与量之间的部分)整体关系"能把不等式转化为

等式"用加减运算找到缺失的整体和部分"在用数量表达之前给出整体)部分之间

的加法关系%

加泰尼奥!8\64#也采用了类似的方法"他用彩色积木探究加法结构%正如

达维多夫!8\̂[#使用字母区分长度"加泰尼奥使用颜色来区分长度%由于一组

!最多85根#积木是在*后继+的概念下构建的!它为儿童提供了单调的步骤#"这

些积木可充当一个容易操作的具体装置"并且与数字同构"只不过它更强调的是

结构和关系%

下面来看加泰尼奥!!$((3E+)"8\̂8&图] 8#提出的以下例证(将积木*首尾

相连+作为加法的例证"符号为*f+!图] 8中的?#&将积木*并排+作为减法的例
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证"符号为*e+!图[ G中的'#&将三根积木摆成两行"使上$下长度相等"用于解

释符号*c+!图[ G中的@#%

图' (#加泰尼奥详细阐述的例证!根据加法关系的方法")*++,-./#(%0(#12"#$

"注!这是原始图的简化版本$

因此"*>b'c@+这句话有一个完整的具体类比"儿童可以理解像*b+*e+和

*c+这样的符号在一个结构中有不同的含义"即使当下对其理解还比较模糊"但是

在今后会更清晰和丰富%儿童能很好地理解语言指令之间的交替使用!如*首尾相

连+*长度相等+等#"能用具体材料举例说明"并将算术符号通过类比引入这些结构

中"这些都支持了算术语言的学习%在某种程度上"图[ G的范例代表符号*b+

*e+和*c+的语义!将在下一节中讨论#%

&"$"##学校实践

下面讲述的这种方法与许多学校的做法完全不同%布鲁恩$迪亚兹和戴克斯

!'%,,+"\&$R$+.\AL3-"45GW#建议以独立的方式教授数学语言和数学运算的含

义%儿童在他们的课堂上学习定义数学词汇"并给出一个正例和一个反例%例如"

定义加法如下(*一种计算两个或两个以上数字之和的数学运算"通常用加号

!b#+&再给出一个反例*ZeB+!7"WB4#%然后"给出减法的定义(*用2e3找出两个

数的差的运算或过程+&再给出一个反例*4b4+!7"WBB#%

与教授加法关系的完整结构不同"*b+运算和*e+运算是不相关的"甚至互为

反例%那么"当面对如下的开放式句子*Bb(cZ+时"学生会做什么4 这是*加+还

是*减+4 事实上"通过*BbZcG4+来回答这个问题是最常见的错误)))这清楚地

表明了学生对加法结构和*b+*e+符号含义的误解%许多儿童还把*c+解释为非

对称命令*.)&(+"而不是等价的对称符号%

古氏积木不是唯一可以用来习得数学符号语义的工具%人们还可以用离散的
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数字模型来开发可操作的材料"如矩形网格$圆的集合或数线%

例如卡拉赫和施利曼!A$%%$03%$+.1<0*&3:$++"458[#提出的方法"他们建议

并且曾经尝试让三至五年级学生学习预代数%卡拉赫和施利曼认为学生之前所学

的四种基本运算是函数"并建议将*fC+作为一个函数"可以用在开放式句子中"如

*3fC+"其中*3+可以是任何数字%卡拉赫和施利曼认为该方法使得儿童能够将

算术与代数$几何结合起来"其主要的具体例证是数线"但他们也在别的场景试行

了这种想法"如一盒糖果或者一组高度%该方法也不同于计数"而是像达维多夫

!8\̂[#的做法一样"把数字作为度量单位%他们认为*f+是表示*增加+或*前进+

的一元函数"而*l+表示两个函数的比较!A$%%$03%$+.1<0*&3:$++"458[#%

*"$"$#具体材料

这里要强调的是"仅仅介绍表征数字的具体材料是不够的"一个健全的教学法

还应支持对数学符号的语义进行学习"如*f+*p+和*l+"因为这些符号是有语义

的"理解它们意味着理解相关的结构%我所说的早期算术学习中数学符号的语义

是指以下内容(

除了具体材料之外"*f+两边的数字指的是部分!称为*加数+#"而*l+后面的

数字指的是与之相等的总量!称为*和+#%在减法中"数字的角色不同"*p+左边的

数字指的是和"*p+右边的数字是其中一个加数"*l+右边的数字是另一个加数%

但是"*f+和*p+指向的是同一个基本结构%

用积木表征的加法结构!图] 8#及其语言游戏给低龄儿童提供了一个微观模

型"这个模型揭示了部分)整体关系"这种关系类似于自然数的加法结构的语义%

一个按照既定规则学习的儿童可以意识到符号*f+*p+和*l+的部分含义"但是

对儿童来说"像*ClZfl+这样的一串符号是没有意义的%本书第^章提到的所

有关系"如交换律!7fGlGf7#和加减消元法!7fGpGl7#"以及达维多夫

!8\̂[#论文中的=,7和G+7等"在模型中都可以看得见"并且是可以理解的%

1"-#结束语

综上所述"我们应该意识到"从用自然语言学习计数转变到用算术语言学习"

对儿童来说是艰巨的一步"但是大多数人没有意识到这种转变的难度%

有时"儿童通过非算术手段"如计数"也能进行正确的加减运算"于是我们就错

误地认为儿童已经理解了算术中的加法运算%但是"加法运算是在数字之间进行
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的"只要儿童没有掌握基数"那么他基本上就没有习得*f+的含义"而加法的真正

含义只有在加法结构的背景下才能获得%

从计数到算术运算转变的本质是语义化和本体论的"尽管我们还没有完全理

解这一点%但是"我们可以也应该让低龄儿童接触有形的物体"作为真实参照来代

替数学的抽象对象"从而为从用自然语言学习计数转变到用算术语言学习铺平道

路%这些例证应该代表算术对象和算术关系的本质%

数学符号体系的发展是表达自然语言中的模糊概念和表征先进新思想的需

要%数学符号体系的独特之处在于它是一种浓缩的语言"一种有严格解释的符号

语言%此外"数学语言能够作出自然语言无法作出的更微妙的区分!在不涉及语调

的情况下#%让我们看下面的书面短语(*?V&V(0)V$+,:;3%.3<%3$-3.;BZ%+它

的意思到底是
8
[LpZ还是 8

[
!LpZ#4 但是"如果用数学符号"就可以明确区分这

两种解释!意义#%

另一个例子是*&-+这个词的解释%在自然语言中"它的解释来源于给定的语

境%然而"在数学和逻辑的形式语言中"这个词可以得到进一步的区分!?B3%"

8\C6"8\̂4#(

)&-*表示相等的意思(?l'%

)&-*表示归属关系($3'%

)&-*表示包含关系(?4'%

)&-*表示存在性(5/%#7"6C$

这就是形式语言相对于自然语言的力量%它在所有科学领域和许多应用中都

是如此强大"在算术及其简单运算中也是如此"我们不应该低估这些表达式的精确

程度%

诚然"将严谨的算术符号转换成自然语言是一项困难的任务%用*首尾相连+

*放在一起+或*前进+解释*f+"用*拿走+*并排放置+*后退+或*下降+解释*p+"都

不能完整而准确地表达这两个运算符号所代表的数学加法关系的语义%重要的

是"教师必须理解整数的符号以及它们在算术中的运算和关系"那不只是过去在日

常环境中学到的概念的一种新语法"而更是一个过渡到新的符号领域的艰难飞跃%

掌握符号语言之后"可以通过自然语言或其他调查项目中给出的应用题"在日常语境



'$%##
打好基础!小学整数教与学
国际数学教育委员会第#$届专题研究

中丰富和应用它们%

我坚信"帮助儿童完成这一转变"并设计新的学习环境来缩小儿童之间的现有

差距"将会避免许多儿童在小学低段学习数学时感到困难而逃避数学学习%

参考文献

?B3%"?"2"!8\̂4#"1735;75&"6%;68['"5$="U)+.)+(S&<()%!)**$+<X"
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A$%3B"1"!455Z#"'))(-(%$77&+E$+.(03)%&E&+)V<)+<37(-"J7&<7';4"8CC!8#"[\ 6]"
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$<$.3:&<-,;Q3<("@+U"D"1(3VV3!M."#")"I$&646;<$&4$368&#4D=8"'"5D"A'&7%3$3573<

6&7=8$35(768&(76$=4!S)*"̂"77"[[ 85̂ #"A0&<$E)(O+&K3%-&(B)VA0&<$E)D%3--"

_30$3+3"1"!8\\̂ #",8&3;(G&%4&34&(Y"C68&($3<=%&76&4(768&(76$=4">39a)%J(PbV)%.

O+&K3%-&(BD%3--"

_30$3+3"1""D&$XX$"#""D&+3*"D""`A)03+"U"!455C#"L0%337$%&3($*<&%<,&(-V)%+,:;3%

7%)<3--&+E"!"53$6$I&K&;%"#4D=8"'"5D"45"Z]̂ [56"

_),E03%(B"'"!455]#"#3$-,%3,7(?j,$+(&($(&K3K&39)V3$%*B$*E3;%$"@+2"H$7,("_"

A$%%$03%"̀ #"'*$+()+!M.-"#">'5&G%7$368&&7%'D5%7<&4 !77"C]\ Z84#"#$09$0(

U$9%3+<3M%*;$,:"F3&E3+-)+"U""_30$3+3"1""`173*J3"M"1"!455Z#"A)%3-B-(3:-)V

+,:;3%",%&3<4$3!"53$6$I&)=$&3=&"]!̂#"C5̂ C8Z"

F%$3+J3*"?"!8\Z4#"@36%"<;=6$"36"(768&(76$=4"L3*I?K&K(#$-$.$"!&+R3;%39#"

F%3E3"!"!8]]Z28\]5#",8&A";3<76$"34"A7%$68(&6$="MK$+-()+">)%(093-(3%+O+&K3%-&(BD%3--"

F,-)+"H"A""` R$**"2"="!8\]C#"L03$<j,&-&(&)+)V3$%*B+,:;3%9)%.:3$+&+E-"@+R"

!&+-;,%E!M."#",8&<&I&'"#(&36"A (768&(76$=7'68$3N$35 !77"Z\ 85̂ #">39 a)%J(

?<$.3:&<"
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Y,--3**"'"!8\8\28\̂8#"@36%"<;=6$"36"(768&(76$=7'#8$'"4"#8D">39a)%J(L03#$<#&**$+

<):7$+B21&:)+$+.1<0,-(3%"

1<0:&(($,"2"!4588#"L03%)*3)V(03)%3(&<$*$+$*B-&-&+.3K3*)7&+E$*E3;%$&<(0&+J&+E(?
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A%"((;'6$#'&#&%4#&=6$I&4!77"̂8 ]6#"'3%*&+(17%&+E3%"
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D$73%-<&(3.V%):1,+"/""H$,%"'""̀ >)K)(+$"2"!M.-"#"!458[#"A)+V3%3+<37%)<33.&+E-)V
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影响整数学习的因素!文化人工制品和
数学任务

""""""""""""""""""""""""""""""""""

玛利亚!!"巴尔托利尼!布西"梅特!因普拉西塔

##$%&$!"'$%()*&+&',--&"#$&(%33@+7%$-&(0$$

费迪南多!阿萨雷洛"海曼!巴斯"乌尔里希!科尔滕坎普"西尔瓦!拉德尔"

卡罗琳娜!拉乔伊"倪玉菁"托马斯!罗特曼"韦罗妮卡!萨伦吉"索菲!苏里

拉韦涅"珍妮!杨 洛夫里奇

#F3%.&+$+.)?%X$%3**)"RB:$+'$--"O*%&<0 H)%(3+J$:7"1&*J3U$.3*"

A$%)*&+3U$Q)&3"a,Q&+E>&"L0):$-Y)((:$++"S3%)+&<$1$%,+E&"1)70&3

1),%BIU$K3%E+3"$+.23++Ba),+EIU)K3%&.E3$.8/

8"!#绪论

+"!"!#会议概述

##本章将从两个互补的角度讨论社会文化是如何影响学生的整数学习的(
!8#促进学生学习的角度!教师充分利用社会文化时#&
!4#阻碍学生学习的角度!教师没有充分利用社会文化时#%
主题C接收了8C篇论文"这些论文的作者来自85个不同国家和地区%为了

便于汇报与讨论"根据接收的论文的主要思想"我们把这些论文分成了小组%因为
分类中有几处重叠"所以不可能明确地把这些论文分成不同组%但为了小组讨论
内容的聚焦"我们可以基于论文的主要思想来安排不同的!讨论#时间段%

2"$"$"$#语言和制度背景

身处不同文化背景的与会者所写的论文为研究提供了难得的机会"因为这是
关于促进或者阻碍数学意义建构议题的第一手报告%

.8/ 本章的在线版本 包含补充材料%前两名作者在与其他工作组成员的合作下编写了这一章%
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!8#透明度和模糊性%一些论文讨论了汉语!>&"458[#$泰语!@+7%$-&(0$"

458[#和毛利语!a),+EIU)K3%&.E3$+.'&<J+3**"458[#的语言透明度"这与法语和

德语等欧洲语言的模糊性形成了对比!D3(3%IH))73($*""458[#%皮姆和辛克莱

!D&::$+.1&+<*$&%"458[#分析了45种不同的语言中关于分数的语法"并探讨了

每一种语言所传达的信息%

!4#制度背景%梅西耶和奎利奥!#3%<&3%$+.k,&*&)"458[#分析了Z个讲法

语的国家小学教育中整数算术的差异"发现在探讨教育系统的运行原则时"语言只

是需要考虑的变量之一%

2"$"$"##人工制品

一组论文中讨论了不同种类的人工制品(

( 数线!'$%()*&+&',--&"458[&电子补充材料('$%()*&+&',--&"458̂ #%

( 单个记数符号与记数序列!R).E-)+$+.U$Q)&3"458[#%.8/

( 第纳斯木块$算术架!或斯拉夫算盘#!Y)((:$++$+.D3(3%IH))7"458[&电

子补充材料(Y)((:$++"458̂ #%

( 古氏积木!'$**$+.'$--"458["455[#"它可能给家庭经济条件不佳的五年

级学生带来困难%

( 日常生活中的人工制品!@+7%$-&(0$"458[#%

( 电脑游戏!'$JJ3%3($*""458[#

( 虚拟教具!1),%BIU$K3%E+3$+.#$-<0&3(()"458[&U$.3*$+.H)%(3+J$:7"

458[#%

2"$"$"!#教师教育

在整数算术学习的准备工作中"首要问题是教师教育以及教师教育对他们未

来学生学习过程的影响%从某种意义上说"上述所有论文都暗示了有效使用语言

或人工制品对教师教育的重要性%

下面是两个有关教师教育的具体方案(

一个方案是加拿大魁北克的拉瓦尔大学针对职前小学教师提出的"其目的是

建立整数算术的基础%这个方案强调了数学家在培养数学教师时的作用"也强调

了数学家和数学教育工作者在这种尝试中的互补作用%!R).E-)+$+.U$Q)&3"

458[#%

.8/ 单个记数符号与符号序列(古老的表示数的方法"通常以小正方形$线段等表示数字%以小正方形
为例"记数序列111表示C"1111表示Z%)))译者注
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另一个方案是泰国研究者提出的"其目的是使日本的课例研究适用于泰国的

情况!@+7%$-&(0$"458[&电子补充材料(@+7%$-&(0$"458̂ #%

+"!"##工作组的讨论

工作组以不同的方式组织了]次时长8小时的会议%会议前"工作组成员分

成了两个小组(!8#语言组"侧重于研究*十+在不同国家语言中的不同表述&!4#人

工制品组和数学组"侧重于研究认识论与人工制品的选择或设计之间的关系%

语言组讨论了用于分组的语言"并将其细分为单位和组%在一些国家!如英

国#"*,+&(+一词既指个体"也指不同组的通用术语!如个$十$百#%在某些语言!如

法语$德语$意大利语#中"有专门表示特定组的单位的术语!如.&X$&+3$X30+3%或

.3<&+$代表85#%相反英语中同时用*(3++来表示数量和单位名称%此外"语言组

还讨论了分数$基数和序数名称的语言表述%

人工制品小组既讨论了传统性的人工制品"又讨论了现代信息技术的人工制

品%他们认为有必要根据以下问题来解释术语(什么是表征4 什么是模型4 什么

是人工制品4 什么是教具4 此外"他们还讨论了根据不同意图设计并使用的人工

制品%他们强调了!教师#指导和学生探索人工制品的重要性%

在最后一次会议中"只有数学任务组参加了讨论%

A?>D观察员韦罗妮卡'萨伦吉!S3%)+&<$1$%,+E&#提供了一份关于非洲东南部

问题的生动报告"表明了在大多数情况下"地方语言与学校语言相冲突!另见第C
章#%此外来自大湄公河次区域的三名年轻观察员0韦拉苏克'卡娜乌安!=33%$-,J

H$+$,$+#$维萨'金!S&-$H&:#和占鹏'彭马帕苏!A0$+0703+ED0)::$70$-),J#1

录制了所有会议过程"并编写了小组讨论的报告%

最后"与会者一致认为"可以与其他工作组成员一起讨论语言问题"因为利用

不同的语言背景可以使讨论更为丰富!见第C章#%但与会者更倾向于把重点放在

人工制品!这是工作组讨论的真正核心#和数学任务上"因为对任务和人工制品的

选择可能会促进或阻碍学生整数算术的学习%关于人工制品"他们希望收集其他

工作组展示的人工制品的例子%我们根据与会者的共同选择!全体会议报告中也

包含了这个选择#确定了本章的结构%

+"!"$#本章结构

本章核心是人工制品的概念"我们首先讨论了文献中该词的意义"进而分析了

与会者报告和文献中的文化人工制品%然后讨论了将文化人工制品作为教具的问

题%其中有一节专门讨论了由技术创造的人工制品!教具#%



'%!##
打好基础!小学整数教与学
国际数学教育委员会第#$届专题研究

数学任务这个议题只是掠过"如果不考虑如何将人工制品用于适当的数学任

务"那么讨论人工制品就没有意义%我们不打算与@A#@44的讨论内容!=$(-)+

$+.P0($+&"458[#重复"@A#@44的一些与会者!包括联合主席#也参加了@A#@4C
!在会议期间只使用了@A#@44会议记录的内容#%在会议中"与会者报告了一些

可能促进或阻碍整数算术学习的任务的例子%这表明人工制品和数学任务是密不

可分的"应在文化和体制制约的系统内加以考虑%

在本章结束语中"概述了一些富有挑战性的问题"以便应对这一复杂的局面%

8"##文化人工制品

+"#"!#含义相似#但不相同$的术语的使用

2"#"$"$#历史文化学派

文献中有许多不同描述人工制品的词"因为文献是用不同的语言写成的"所以

翻译面临着各种各样的挑战%将维果茨基!SBE)(-JB#最初的论文翻译成俄文就是

一个典型的例子%维果茨基是历史文化学派的创始人"在该学派中"有一个重要的

观点(文化人工制品是一个中介%根据俄罗斯学者0安娜'斯捷岑科!?++$

1(3(-3+J)#的私人通信1的说法"维果茨基在论文中表达*符号+的主要术语是

*-&E++!或*-B:;)*+#"而在俄语中是*,-./+!音译(X+$J#"所以符号中介是以

*X+$J)K$B$J,*(,%$B$:3.&$(-&Q$+!,-./01.2"/345637-.289:;.<;2#表达的"意为

符号文化中介%在翻译成英文时"译者使用了一些含义相似但不同的术语%

8\C5年"维果茨基在克鲁普斯卡娅共产主义教育学院发表了关于心理学中工

具方法的演讲"他的讲稿后来被收录在不同的读物中%文稿如下!根据英文版记录

翻译#(

在人类的行为中"我们会遇到许多能掌握人类心理变化的人工设备%

类似于技术设备"有理由依照惯例把这些设备称为心理学工具或仪

器%22心理学工具是人为制造的%从本质上讲"它们具有社会性"而不是

官能或个人的%它们的目标是掌握自我或他人的#心智$变化"就像技术设

备的目标是掌握自然的发展一样%下面是一些心理学工具及其复杂系统的

例子(语言-不同形式的计算和计数-记忆技术-代数符号-艺术作品-写作-

方案-图表-地图-蓝图-各种传统符号等%#Y&3;3%$+.=)**)<J"8\\̂"7"][$
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在这个译文中"有许多种不同的术语(!心理学#工具$仪器$人为制造或人工

设备%伊星'恩格斯特伦!a%&)M+E3-(%i:"8\]̂ #和 #"科尔!#&<0$3*A)*3"

8\\6#使用了*人工制造的设备+!$%(&V&<&$*.3K&<3#的概念"因而有 *人工制品+

!$%(3V$<(#这个简称%#"科尔主张使用*人工制品+作为更通用的术语!8\\6"

7"85]#%#"科尔将人工制品中介与杜威!_393B#对工具和艺术作品的分析联系

起来"声称杜威的作品*在俄罗斯教育家和心理学家中很有名+!7"85\#%杜威和

维果茨基观点间的直接科学联系是有意义的"正如 #"科尔所说(*关注点是制定

一种结合两国观点的心理学方法+!7"88[#%这使维果茨基的观点更接近美国学

者的观点"但并不是每个人都赞同这两个国家传统的心理学方法有一致性%例

如"斯捷岑科!455]#写道(

杜威和皮杰亚#D&$E3($#以及在他们提出关系本体论方法后的当代追

随者$都认为人类与其他生物没有区别"因此符合达尔文主义的)自然没

有大幅度的飞跃*的观点"而维果茨基和他的追随者们则认为有这种飞

跃"并开始探索它的含义%在这一过程中"这些学者遵循马克思主义的辩

证唯物主义观点"认为)22人类思维的基础正是人类改变自然"而不是

自然本身"思维随着人类如何改变自然而发展*#维果茨基引用恩格斯的

话"8\\̂ "7"[6.斜体字原文就有$%#7"Z]4$

同样地"谢和卡斯普肯!/&3$+.A$%-73<J3+"455̂ #在对中美数学课程的比较

分析中"将杜威和马克思分别提出的异于黑格尔唯心主义的不同思想进行了比较"

并指出这两种思想都对教育发展方向有重要的影响%

人工制品的概念在活动理论方法中得以阐明!3"E"M+E3-(%i:"8\]̂ #"并被其

他学者应用在数学教育研究中!'$%()*&+&',--&$+.#$%&)((&"455]#%

在更多关于工具方法的文献中"人工制品被当作*一种可以使用的工具"通常

是具体的实物"也可以不是+!R)B*3-$+.U$E%$+E3"4585"7"85]#"然而对于特定

类型的任务"工具!的使用#依赖于人工制品和用户之间的关系%除了人工制品之

外"工具还包括用户在使用人工制品时开发和应用的技术以及心理计划%我们可

以用某种简化的*公式+来表述(对于给定类型的任务"工具l人工制品f心理计划

和技术%!7"85]#

在这种情况下"需要参考拉巴德尔!Y$;$%.3*"8\\[#的工具方法%

在这一章中"我们不会严格区分%因为数学教育工作者$人类学家和历史学家
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并不总是遵循上述某一种理论框架"所以在大多数情况下"我们将以一种更通用的

方式描述人工制品%

2"#"$"##符号中介理论&教师方面

巴尔托利尼'布西和马里奥蒂!'$%()*&+&',--&$+.#$%&)((&"455]#认为人工

制品的概念!根据维果茨基的观点#是符号中介理论的核心%这一理论框架有两个

重点(文化人工制品的功能&教师作为文化中介的作用%

教师主要负责两个过程(活动设计与活动开展%在活动设计的过程中"教师根

据课堂内容"合理地选择在课堂中要使用的人工制品$确定要提出的任务和要传授

的数学知识%这意味着"在这个框架下"教学知识不同于学术知识!A03K$**$%.$+.

')-<0"458Z#%在活动开展的过程中"教师利用$关注和管理儿童的可观察学习过

程"决定如何与他们互动"以及如何巩固个人和群体记忆%设计过程如图\ 8左

边三角形所示"这幅图体现了人工制品的符号潜力%这种符号潜力涉及人工制品

所定义的双重符号学联系"一是用人工制品完成任务"二是与人工制品及其使用相

关的数学意义%.8/该设计的其他部分涉及课堂的功能%当教师给学生一项任务

时"学生开始开展一项丰富而复杂的符号活动"并在活动中作出痕迹!手势$图画$

口头描述等#%教师的工作首先是!通过观察和倾听学生#收集这些痕迹"然后对它

们进行分析"从而结合有关的数学知识设计数学教材"使其在教学中发挥作用%在

这个过程中"教师组织个人或小组!在教学周期中#交替使用人工制品和符号来解

决任务"并组织集体讨论%

图- !#符号中介

.8/ 双重符号学联系(一方面"一个人工制品与一项特定的数学任务相关&另一方面"同一人工制品与
一个特定的数学知识相关%于是"一个人工制品与一项数学任务和一个知识之间就构成双重符号学联
系%)))译者注
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在这种情况下"因为可以用人工制品传播知识!例如在学校#"所以人工制品被

当作教具使用%据文献记载"经常有一些教具被称为可操作的教具"以此强调在建

构数学意义的过程中可以操作它们!'$%()*&+&',--&$+. #$%(&E+)+3"458Z&

>c0%3+;i%E3%$+.1(3&+;%&+E"455]#%现在"由于信息技术的日益普及"已经产生

了许多虚拟教具"但人们还没有仔细研究直接操作和间接操作产生的认知差异"例

如鼠标的意义 %对于一些例外的情况"参见第\"C"Z节%

2"#"$"!#人工制品和表征&学习者方面

当人工制品发挥作用时"最引人注目的不是数学概念本身"而是它的外部表征

!或模型#%从这个意义上说"人工制品*让学生将日常经验与他们幼稚的数学概念

和符号之间建立起联系+!O(($*3($*""8\\̂ "7"C]#%然而"人工制品作为一种表征

对儿童而言不一定明显%在这方面"乌塔尔等人!O(($*3($*""8\\̂ "7"ZC#提出了

*双重表征假说+(任何人工制品都可以被看作其他事物的表征或者一个独立的对

象%这个假说可能是学生学习困难的一个原因(

具体的对象要能帮助儿童掌握概念-经历学习过程"否则这些都可能

无从得到%然而"使用具体的对象也有缺点(学生可能不容易理解使用教

具是为了代表某种别的东西"也就是说教具只是一种符号%如果这样"那

么使用教具将会产生相反的效果%#O(($*3($*"8\\̂ "7"[4$

对于教具的使用"纽亨伯格和施泰因布林!>c0%3+;i%E3%$+.1(3&+;%&+E"

455]#也表达了类似的担忧"同样的问题也出现在虚拟教具上!参见第\"C"Z节#%

莫纳汉$特鲁什和博温!#)+$E0$+"L%),<03"$+.')%93&+"4586#提出了一个

耗费时间和精力的解决方法"该方法要涵盖所涉领域过去到未来会涉及的所有内

容"主要侧重于现代技术"以及课程$评估和政策制定等方面%

在简要回顾了数学教育文献中所述的人工制品的作用后"有必要借鉴与会者

的报告"列举一些文化人工制品的例子%

+"#"##整数算术中的文化人工制品

在数学史上"人们创造了大量的人工制品"有些传播到世界各地"而有些则与

特定的文化有关%因此"文化人工制品对于数学的发展历史及其地理分布都很重

要%文化人工制品揭示了创造和使用它们的文化背景"以及在这种文化中数学的

形象%其中"一些文化人工制品可能被用于重建学生的文化认同感或构建学生的
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数学概念%

根据第\"4"8节中引用的维果茨基的例子"语言是第一个用于了解心理过程

的人工制品%语言在日常生活和学校环境中都发挥着作用"语言和数字!包括整

数算术#之间的联系绝不是自然的或普遍的%在本书!第C章和第[章#中"我们

参考整数算术的发展历史和地理分布"探讨了不同形式的计算和计数的变化%

在某些情况下"语言可以促进!学生#学习&在某些情况下"语言会阻碍!学生#学

习%我们将在本章分析一个典型的$由语言!和文化#所造成的学习差异的例子

!参见第\"C"4节认识论障碍的例子#%当用语言表征任务且学生也用语言回答

时"语言和其他人工制品一起融入了活动中%我们把一些人工制品示例划分成

以下几类(

!8#表示数字和计算的古代文化人工制品!记数$算筹$奇普和尤帕纳#&

!4#算盘&

!C#用于乘法运算的人工制品0精简表!7&(0B($;*3-#$纳皮尔骨!>$7&3%

;)+3-"又称纳皮尔棒#.8/$*杰洛西亚+格子!*E3*)-&$+-<03:3#1&

!Z#数线&

![#歌曲$诗歌和舞蹈&

!6#游戏&

!̂#日常人工制品&

!]#教科书和电子书%

2"#"#"$#表示数字和计算的古代文化人工制品

根据历史学家的描述!#3++&+E3%"8\6\#"单符记数!第["4"C"8节和第85"Z"8
节#是最古老的数字表示方法!图\ 4#%

单符记数现在仍然用于选举投票!图\ C#%

图- +#伊尚戈骨"#DE7CB<F<CA#

#

图- ,#用于计票的记数

.8/ 纳皮尔骨是一种用来计算乘法和除法的工具"类似于算盘%由一个底座及九根圆柱!方柱#组成"
可以把乘法运算转为加法"也可以把除法运算转为减法%)))译者注
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多个世纪以来"单符记数被用在双重记数棒中!#3++&+E3%"8\6\"7"44C#进行

商业交易(

将一根木棒纵向切割"切口接近末端.较大的木棒部分是)原料*#主

棒$"由债权人保存.分离的部分是)嵌入物*#附在)原料*上的部分$"由债

务人保存%在付款完成时"债务人将他的)嵌入物*插入债权人持有的)原

料*中"并立即在这两截木棒上刻上凹痕.当交货时"在两截木棒上去除凹

痕%然后双方收回他们自己的部分"并保留至最终交易结束%这种极其

简单的)双重记账*的方式使得任何一方都不能欺骗对方%#7"4C8$

根据门宁格所说!#3++&+E3%"8\6\"7"4CC#"汉字的*契+是非常有意义的%

汉字*契+的上部由两个字符组成"一个表示记事符棒!有刻痕的竹木#$一个表

示刀"下部表示*大+%因此"汉语里的*契约+或*协议+实际上是一根*大记事符+%

加拿大魁北克的拉瓦尔大学为培养职前小学教师开设了一门算术课程"其中

记数序列是课程的基本内容之一!第85章#%在这门课程中"教师通过记数(认识

自然数和自然数的运算&掌握相等的概念&证明一些基本性质"如加法的交换性等

!R).E-)+$+.U$Q)&3"458[#%

图- .#挖掘出的中国算筹

在中国古代"人们用算筹!第C章和第[章#!d),"458[#区分正数!红色#和

负数!黑色#!图\ Z#"当时也产生了表示数字的古代汉字!第C章#%

后来算筹被传播到世界各地"它是通过捆绑的方式引入位值制的"这是最有

效的策略之一%图\ 6是8\45年在意大利出版的写给教师的关于古代方法的

教科书%从图\ [和图\ 6可以看出"中国的算筹由竹子制成"而意大利的算

筹是由欧洲的其他树木制成%
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图- 3#中国算筹"第一作者的个人收藏#

#

图- /#康蒂"$<C'G#书中的算筹"$<C'G'!-+0#

奇普 !!)+XT*3X$+.A$%$;$**)"458[#是印加人使用的结绳记数方法

!图\ #̂"它由不同颜色的绳和不同类型的结构成"结的位置和绳的颜色决定了

要表示的数字%根据雅各布森!2$<);-3+"8\]C#所说(

据文献记载"早期夏威夷人和古代中国人比印加人更早使用奇普%

将奇普当作一种会计工具而不是书写过程中的一个要素来研究"可能会

为解决这个人工制品的谜题提供有价值的贡献%通过了解奇普在东方和

西方以及在夏威夷#太平洋地区的)相会处*$的使用情况"可以深入了解

人类在太平洋地区的发展史%#7"[C$

图- 1#利马拉科博物馆的印加奇普

在图\ ]中"除涉及奇普之外"还有尤帕纳%根据冈萨雷斯和卡拉巴洛

!!)+XT*3X$+.A$%$;$**)"458[#所说"尤帕纳采用十进制"印加人使用它做算术运

算%在秘鲁的跨文化教育方案中"人们仍然将尤帕纳作为一种教具使用%



第二部分

工作组研究及述评
'&'##

图- 2#奇普和尤帕纳">A=G8A@(7H7C:<H7)AI*7=7著#

2"#"#"##算盘

在算术发展历史中"不同地区有许多不同类型的算盘%罗马算盘!Y):$+

$;$<,-#$中国算盘$日本算盘!-)%);$+"日语为9:;<#和俄罗斯算盘!-<0)(B"俄

语为=>?6@#都含有珠算的一些特征(

!8#在每一列中"一个珠子等同于右边相邻列的十个珠子&

!4#每列由两部分组成(顶部的每个珠子等同于底部的五个珠子%

中国算盘和日本算盘的结构相似"但是珠子数量不同!1,+"458[&另见第[章#%

俄罗斯算盘不是按列而是按行排列的"其中一个珠子等同于下面相邻行的珠子"

只有一行例外!这一行代表四分之一戈比)))一种古代硬币#!图\ \至图\ 84#%

图- -#罗马算盘

##

图- !0#一块珍贵的中国古玉

算盘"第一作者的个人收藏#
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图- !!#日本算盘"第一作者的个人收藏#

#

##

图- !+#俄罗斯算盘

"第一作者的个人收藏#

受俄罗斯算盘的启发"凯宾斯基!H3:7&+-JB"8\48#将斯拉夫算盘!或算术

架#!1*$K)+&<$;$<,-)%$%&(0:3(&<%$<J#引入欧洲"并将其命名为俄罗斯计算器

!Y,--&-<03Y3<03+:$-<0&+3#!Y)((:$++$+.D3(3%IH))7"458[#"参见第\"4"C节%

在这期间"位值制即每行分别代表个$十$百$千等"被另一种规定代替"即无论

是列还是行"每个珠子都代表一个单元!另见第\"Z"8节#!图\ 8C#%

图- !,#算术架"5AH8GCDJ*'!-+!#

2"#"#"!#用于乘法运算的人工制品

在世界各地"精简表!或九九乘法表$乘法表#有不同的名称"但被广泛使用%
例如"在意大利"精简表被命名为*毕达哥拉斯表+!图\ 8Z#"直到[5年前它仍然
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被印刷在笔记本的最后一页"但不清楚为什么命名时提到毕达哥拉斯%

图- !.#意大利笔记本中的%毕达哥拉斯表&"约!-/0年'第一作者的个人收藏#

根据历史学家!U$:$+.?+E"455Z"7"̂CVV#的研究"在中国"从公元前^世纪

!第8["[节#开始"九九乘法表就是计数基础的一个组成部分%当时的学生为了记

忆这个表"采用吟唱的方式来背诵"后来这首歌以*九九歌 +著称%在中国教科书

中利用交换律!A$)3($*""458[#得到了该表的简化形式!图\ 8[#%

图- !3#中国教科书中的简化表

每一行只写7qG中7.G的情况%

458Z年"在D3%A)+($%3项目中"巴卡利尼'弗朗克等人!'$<<$E*&+&IF%$+J3(
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$*""458Z#基于毕达哥拉斯对形数 .8/的研究和欧几里得对几何代数的研究"独创了

一种处理乘法表的图形方法!第^章#%在表中"数字7qG的结果用边长为7和G
的矩形表示%用空间的方法来证明乘法表的构造以及乘法的一些性质!例如交换

律$分配律#是容易理解的%

纳皮尔骨是一种关于乘法的人工制品"它基于九九乘法表计算%它的每根棒

子都以木头$金属或厚纸板为原料%一根棒子的表面有十个正方形(第一个正方形

内填有一个数字"而剩下\个正方形沿对角线被分成两部分%每个正方形内的数

字是最上面的数字的倍数%图\ 86是一个纳皮尔骨和应用实例%.4/

在没有棒子的情况下"利用纸和铅笔"也有一种类似的方法即杰洛西亚乘法

!又称格子乘法#!!3*)-&$:,*(&7*&<$(&)+)%*$((&<3:,*(&7*&<$(&)+#!1&,"458[&见图

\ 8̂ #%这种算法可能起源于阿拉伯文化"后来传播到意大利并在欧洲广泛流传%

在课堂上运用这种方法的优势在于(首先利用九九乘法表分别得到结果"然后将这

些结果合起来"这样计算过程的每个步骤都能清晰呈现%

图- !/#纳皮尔骨和应用示例

#

#
图- !1#格子乘法",+,?

!+K,21/#

2"#"#"'#数线

数线借鉴了用线段表示自然数的欧几里得传统!'$%()*&+&',--&"458[&第8[
章和第8\章#%在8̂ 世纪的欧洲"它是一种教学辅助工具%现如今数线已经成为

人们日常生活的一部分"有在游戏中的!例如南欧特别流行的L03!))-3!$:3#"

也有在日常工具中的!例如测量仪器中的分级标尺或刻度#%.C/

.8/

.4/

.C/

形数(有形状的数"例如用一些小石子摆成三角形或正方形"就产生了三角数和正方形数%可参见
,几何原本-第七卷%)))译者注

例如6qẐ "先算6qZl4Z"6q̂ lZ4"将4Z和Z4结合"得到最终的答案4]4%)))译者注

L03!))-3!$:3(一款卡片棋牌类游戏%玩家投掷骰子"根据骰子的点数移动相应步数%)))译
者注
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2"#"#"%#歌曲'诗歌和舞蹈

前文提到把九九乘法表当作一首歌来背诵%世界上许多地方"常常采用背诵

来学习数学%例如"在印度!H$%7$+.1<0,;%&+E"458Z#(

如果要学会根据经文中音节的组合来吟诵吠陀经文"那么首先需要

按顺序背诵"然后颠倒经文或音节来倒着背诵"可以将这样的背诵视为是

)数学组合*的一种应用%#7"̂8$

非洲也有类似的文化"跳舞和唱歌是背诵和学习数字的一种方式!电子补充材

料(1$%,+E&"458̂ &另见d$-*$K-JB"8\̂C"第85章#%

米尼$特林克和费尔霍尔!#3$+3B"L%&+&<J"$+.F$&%0$**"4584#报告了一项关

于整数算术的活动"该活动借助卡帕'哈咔!H$7$R$J$#开展"灵感来源于新西兰

的一个电视节目%.8/卡帕'哈咔是一种传统的团体舞蹈"使用身体作为传递的工

具"其中的动作表示歌唱或吟诵的词语%

在意大利一年级课堂!第8[章#的视频片段中!电子辅助材料(?%X$%3**)"

458̂ #"肢体语言的作用也很明显%学生根据不同于意大利语的汉语结构的规则来

学习和背诵数字"他们会一边背诵*九"十"十一"十二"十三77+"一边大动作挥动

手臂"以助于他们保持节奏%

2"#"#"3#游戏

许多游戏都体现了数字的属性%例如(

!8#传统游戏!例如L03!))-3!$:3&见上文#&#$+<$*$!图\ 8]#是一种可

以用种子作为工具的非洲游戏!d$-*$K-JB"8\̂C"第88章#%.4/

!4#幻方!在亚洲的中国"非洲和欧洲的某些国家或地区#%

!C#有特殊模式的扑克牌!图\ 8\#"它有助于提高学生的感数能力!见第

"̂4"8节#%

!Z#趣味数学游戏%

.8/

.4/

卡帕'哈咔!H$7$R$J$#(新西兰土著毛利人的一种传统舞蹈和歌唱表演艺术%卡帕!H$7$#在毛
利语里的意思是*原始的+"哈咔!R$J$#是一种团体舞蹈"一般通过配有叫嚷和哼声的拍打$动作来呈现%毛
利人通过表演哈咔舞来展示自己的民族传统与艺术%)))译者注

#$+<$*$(一种棋类游戏"游戏过程中不断搬移棋子逐一洒进棋具的各小洞中"棋盘中棋子多的一
方获胜%)))译者注
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图- !2#%7CL7=7"第一作者的个人收藏#

##

图- !-#扑克牌"第一作者的个人收藏#

自古以来"趣味数学在世界各地都很流行!d$-*$K-JB"8\̂C&第\"Z节#%辛马

斯特!1&+E:$-(3%#收集了大量资料"其中许多与整数算术有关 %加德纳

!!$%.+3%#在,科学美国人-和其他刊物上发表了数百篇文章 "已有一些著名的趣

味数学题集在苏联!H)%.3:-JB"8\\4#和拉丁美洲一些国家和地区出版%朱利

奥'塞萨尔'德梅洛'索萨!2h*&)AW-$%.3#3**)31),X$#在以马尔巴'塔汉

!#$*;$L$0$+#为笔名出版的著作中!8\\6#"虚构了一位8Z世纪阿拉伯数学家的

一系列天方夜谭式故事"这些故事均与数学难题有关%这本书在巴西很受欢迎"并

被翻译成多种语言版本"包括阿拉伯语%

作为电脑游戏!'$JJ3%3($*""458[#和多点触控技术应用程序!见第\"C"Z
节#"一些游戏已在计算机技术设备中得以实现%.8/

2"#"#"1#日常人工制品

日常人工制品也反映了某些数学思想%例如(

!8#纸币和硬币&

!4#具有规则位置的蛋糕盒!类似于在濠江小学使用的那些"见第88章#或鸡

蛋盒&

!C#邮票册!一页十行"每行十枚#!@+7%$-&(0$"458[#%

2"#"#"4#教科书和电子书

几个世纪以来"数学教科书一直是世界上最普遍的人工制品%在本书的其他

章节会进行详细的讨论!第88章#%在第\"C"["Z节我们仅讨论电子书%

.8/ 多点触控技术(通过一个触摸屏!屏幕$桌面$墙壁等#或触控板"在没有传统输入设备!如鼠标$键
盘等#下可进行人机交互操作%多点触控技术与单点触控不同(单点触控只能识别和支持每次一个手指的触
控$点击"若同时有两个以上的点被触碰"就不能作出正确反应&而多点触控技术能把任务分解为两个方面的
工作"一是同时采集多点信号"二是对每路信号的意义进行判断%)))译者注
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8"$#人工制品作为教具!数学意义的建构

当文化人工制品被应用于教学时"它就成了一种教具%在前一节中"我们展示

了很多人工制品的例子"其中大部分是数学史中的%我们还简要提及了它们的教

学用途"在本节我们将深化这一点"讨论一些与教学及学习过程有关的问题%

+"$"!#现代人工制品

教师或数学教育工作者可以设计一个具有特定意图的原创人工制品%在数学

教学史上也有一些例子"具体如下%

2"!"$"$#古氏积木

古氏积木!第]章和第85章#是以不同长度的彩色积木表示数字"这种趋

势福禄贝尔!F%)3;3*#和蒙台梭利!#)+(3--)%&#早已介绍过%古氏积木是在45
世纪45年代由比利时教育家乔治斯'古辛纳!!3)%E3-A,&-3+$&%3#的妻子设计

的"目的是让算术变得直观%几十年后"凯莱布'加泰尼奥!A$*3;!$((3E+)#将

它们命名为古氏积木"并开始推广%借助古氏积木"人们可以通过测量来表示

数字%内舍!>3-03%#基于皮亚诺公理对它们进行分析!第]章#%这些积木也

可以用来创造具有挑战性的任务!'$**$+.'$--"458[#%古氏积木还推动了一

些应用软件的产生"比如黛安娜'拉瑞兰德!_&$+$U$,%&**$%.#研发的+,:;3%

;)+.- .8/%

2"!"$"##第纳斯木块

第纳斯木块是一种最受欢迎的引入位值的教具!第Z章#%它为基数提供了具

体的表征!_&3+3-"8\6C#"用指向不同维度的物体来模拟数字!见U$.3*$+.

H)%(3+J$:7"458[&Y)((:$++$+.D3(3%IH))7"458[#%尽管它的应用比较广泛"

但在认知的角度上"第纳斯木块还是受到了批判!1($<3B3($*""4558#"人们建议使

用线性算术块 !U&+3$%?%&(0:3(&<'*)<J-#来显示数线上数字的位置%

2"!"$"!#计数器!,567/)8)9:-"

计数器的创造灵感来自于过去的算盘"计数器上有不同的$串有珠子的金属

棒"每根金属棒对应着个$十$百等!图\ 45#%在一些传统的方法中!3"E"'$*.&+

3($*""458[#"人们通常用不同颜色表示个位$十位等"并用不同颜色的笔抄写一个

.8/+,:;3%;)+.-(一款帮助C"6岁孩子理解数学基础的应用程序%孩子们帮助旅行者在宇宙旅行
中与他所遇到的生物交流%游戏让孩子们脱离了一些已知的属性!比如大小和颜色#"并逐步将这些属性简
化为更抽象的数字%)))译者注
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多位数"目的是使差异更加明显%但这种做法似乎不可取"因为人们的注意力集中

在颜色和交换规则上"而不是顺序和位置上%

图- +0#单色计数器"第一作者的个人收藏#

+"$"##表示位值的人工制品&认识论障碍的文化根源

前文所列举的一些例子解决了整数算术中的一个关键问题)))位值!第C章

和第[章#%例如"算筹和算盘均与位值制密切相关%正如本书所讨论的"至少在

西方文化中"位值制揭示了一种认识论障碍"它会影响教与学的过程%

参考布鲁索!'%),--3$,#和巴舍拉尔!'$<03*$%.#的说法"认识论障碍可以描述

如下(

布鲁索的方法是基于如下假设(知识的存在和意义只是因为它代表

了一个约束系统中的最佳解决方案%22在布鲁索看来"知识不是一种

心智状态"而是问题的解决方案"与解决问题的主体无关%#F$,K3*$+.

K$+#$$+3+"4555"7"864$

通常认识论障碍与人类建构数学知识的历史过程有关"因此认识论障碍可

能会在数学课堂上重现%但正如我们下文所要展示的"这个想法必须从文化相

对主义和语言相对主义的视角来仔细分析%谢尔平斯基!1&3%7&+-J$"8\\6#和拉

德福德!Y$.V)%."8\\̂ &另见_u?:)%33($*""4586#讨论了认识论障碍的文化根

源%在一项关于语言对数学学习影响的研究中"东 中等人!_)+E 2))+E"

4584#注意到(
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22更一般地说"这项研究让教师意识到通过独特的-具有语言特性

的话语引导学生的重要性%教师需要认识到话语中那些可能促进和阻碍

学生参与学习的特定的语言的特征%因此"为了促进说英语的课堂上有

意义的学习"在讨论无限这个概念时"教师可能有意识地利用学生的日常

谈话和正规数学语言之间现有的词汇联系%但是教师也应该记住"这种

联系也有缺点"因为它可能会阻碍必要的转变(在不同水平上"相同的单

词有不同的使用方式"对学生而言"有些必要的转变可能难以实施"甚至

难以理解%#7"856$

这是一项关于美国和韩国中学生学习无限概念的研究"但在整数算术的位值

制中"这一观察结果也适用%从西方的视角看"在大多数情况下!#3++&+E3%"

8\6\"7"C\VV#"整数的早期表征是基于加法规则的!第[章#%数字的表征和计算是

完全不同的问题(数字以加法的形式表示"而算术问题的计算则是在记录之前就可

以通过人工制品解决%在前一节中提到的罗马算盘"是根据位值制操作的"而数字

是根据加法系统书写的%

在中国"情况则不同!第C章和第[章#"整数!词和符号#的表示和用于计算的

人工制品!如算筹和算盘#从一开始就紧密相连"二者之间没有断裂%

在欧洲"采用非位值制的!加法#系统表示自然数时"是不需要用*零+来表示算

盘上空着的位置的%而当*零+和印度 阿拉伯数字一起通过阿拉伯文化从东方传

入欧洲时"这种表示的优越性并没有迅速得到认可%

中世纪的意大利手稿!图\ 48#显示了从罗马符号转换到新符号时存在的问

题!F$,K3*$+.K$+#$$+3+"4555"7"8[8#%

图- +!#一份古老的意大利手稿
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现如今"西方的数学课堂里发生了什么4

当要求^岁的学生写数字时"在从自然数的单词转换到印度 阿拉伯

数字的过程中"会有一个常见的错误(一些学生写的是)8558C*"而不是

)88C*"855右边的零没有被十位和个位覆盖%22这个错误是根深蒂固

的"阻碍了位值的直接教学%22学生似乎并没有使用位值制的规则"仅

仅是写下了口头表达的自然数%#'$%()*&+&',--&"4588"7"\Z$

在西方"认识论障碍需要借助特定的活动来克服"因此有必要重建数字的

口头表达和书面表达之间的联系"但在中国课堂上这种转换却非常自然!第8[
章#"可以通过人工制品和数学任务来完成转换%例如"可以使用文化人工制

品"如算盘或算筹!源自数学史"并与位值制发展密切相关#或日常生活中的人

工制品%扬 洛夫里奇和比克内尔!a),+EIU)K3%&.E3$+.'&<J+3**"458[#在一项

研究中报告了最新成果"他们断言*位值的理解本质上是具有乘法性质的+*乘

法思维涉及两个变量!组的数量和每组的项目数量#"并且它们的比值固定!多

对一的关系#+!7"Ĉ\#%这意味着*位值制发展的一个关键特征是数字思维

方式从一元转变为多元"例如个位和十位+!7"C]8#%基于这些结果"研究者设

计并实施了一项研究"让C[名[岁儿童解决涉及乘法$除法和位值制的应用

题%儿童通过使用日常人工制品!例如"含有十个鸡蛋的鸡蛋纸盒"五指手

套#来表示位值制%可以发现"在研究项目结束后"大多数儿童能用五和十解

决问题了%

在这两种情况下"人工制品都是作为教具使用的(在前一种情况下"它们源自

数学史&在第二种情况下"它们源自日常生活%这种选择取决于隐含的价值体系和

数学背景(根据当地的数学史建立文化认同感或强调算术与日常生活之间的联系%

在某些情况下这两类人工制品并没有严格的区分"源于数学史的文化人工制品依

然可以在日常生活中使用"例如中国和日本的算盘%

教学中也可以使用其他非常简单的人工制品"如位值表或可折叠条%可折叠

条展开时"会显示个位$十位$百位$千位的求和&合上时"会显示一个四位数"因为

零被覆盖了!图\ 44#%
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图- ++#位值制图表和代表3,1/的可折叠条"合上时显示四位数/展开

时显示了个位*十位*百位和千位的求和#

+"$"$#针对学困生的人工制品&文化差异的另一个例子

前文提到的数线是一种文化人工制品%在欧洲的历史上"它可以追溯到古

典时代"它在几何学中有重要作用!'$%()*&+&',--&"458[#%在西方数学教育中"

教师经常通过在数线上前后移动来教授加减法"但这种方法在中国并不常见!第

8[章#%

图\ 4C是从一个视频中截取的画面!电子辅助材料('$%()*&+&',--&"458̂ #"

地板上有一条大尺寸的数线"一名学生在其上跳跃并探索学习%

图- +,#一名学生在地板上的数线上跳跃
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在纸上画较小尺寸的数线!'$%()*&+&',--&"458[#可以帮助学困生!如有计算

障碍的学生#初步学习加法和减法%以下是一名学困生和教师之间的典型!一对

一#对话%该学生能读数字"但不能回忆起简单的算术事实%一条数线上标着从5
到85的数字"要移动的棋子叫作*崔弟+"任务是计算ZfC%

教师()把6崔弟7放在Z的位置%*#学生完成$

教师()保持6崔弟7不动"用手指再数C个数字%*#学生完成$

教师()读出号码%*

学生()̂%*

教师()做得好5 ZfCl̂ %*

该活动旨在构建一个简单的流程"首先让学困生在引导下使用数线"然后让学

困生独立使用数线计算数学问题!本例中为加法#%数线两端的符号*f+和*p+提

示加法和减法的方向!图\ 4Z#%

图- +.#在数线上移动%崔弟&

##

图- +3#数线上绘制的拱门

我们可以将这种活动与更常见的在数线上绘制小拱门的活动进行比较"如图

\ 4[所示%

教师报告了学困生在绘制小拱门过程中遇到的一些困难"如无法协调计算和

绘制小拱门的关系"有时学困生会对指向每个数字!上下#的垂直分段计算两次"并

对此感到困惑%

+"$"%#人工制品和数学意义

人工制品从来都不是中立的%它总是*包含+着设计者的目的和知识%无论是

源自数学史的人工制品!其设计者有时会*迷失+在时间的迷雾中#还是现代人工制

品"人工制品的设计均带有特定的教学意图%如何设计一个人工制品取决于设计

者的数学背景知识以及使用意图%进一步"在课堂中如何使用人工制品取决于教

师的背景知识和教学意图%
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2"!"'"$#珠串和算术架

意大利的学前教育有一个传统"即在墙上悬挂几根带有可以移动的珠子!类似

于希腊的忧虑珠#的绳子"以此记录时间的流逝!如一周^颗珠子#或出席与缺席学

生的情况!如全班4]颗珠子#%绳子上珠子的数量取决于情境(一周^颗珠子"一

个班级4]颗珠子等%这使人联想到算术架!斯拉夫算盘#(在操作时"移动珠子来

计数%但是两者有一个区别(珠串依赖于情境"而算术架是脱离情境的"可以用它

对每个小集合计数%!算术架中#珠子的数量取决于抽象出来的数字"并基于十进制

来计数%换句话说"它是一种文化人工制品"这里的文化指的是数学文化%甚至"在

介绍位值制之前"学生就已经会使用每行有十颗珠子的算术架了!见第\"Z"8"8节#%

因此"在练习计数并数到下一行时"学生能够注意到某种语言规律(48"44"7"C8"C4"

等等%这种方法不需要用十颗珠子替换另一根线上的一颗珠子!如在其他算盘中"见

第\"4"4"4节#"这里每颗珠子代表的数一样%换句话说"珠子的集合类似于单符组合

!见第\"4"4"8节#%

2"!"'"##人工制品与学生的学习过程

每种人工制品都推动着使用者行为的发展"同时使用者也推动着人工制品的

发展%这种同时作用会改变使用者的思维%这与第\"4"8节所引用的维果茨基的

观点是一致的%因此"人工制品的设计也会影响学生的使用方式$学生使用人工制

品时获得的知识以及数学在学生心目中的印象%事实上"不仅人工制品的设计"数

学任务和活动也会影响学生的学习过程!见第\"C节#%

人们可以根据特定的数学目标改进算术架%设计者知道人们通常能够同时准

确识别五个数字"并且几乎同时可以识别更多的数字"所以他以[个为一组给算术

架上的球着色"并且还添加了黑白标签!图\ 8C#%这种设计的改进已经经过了几

十年的完善"在一些现代人工制品中仍然可以看到%

只把人工制品作为*一件物品+使用"可能会导致学生直接进行建模活动或只

使用计数策略"而不是利用人工制品的结构特征!如由[个或85个组成的结构#学

习更复杂的心算策略%

以算术架为例%算术架的使用应该帮助学生用更先进的算术策略取代计数策

略%让学生可以一个接一个地滑动球数数"也可以同时移动几个球数数%学生至少

要大致了解人工制品是为了什么而设计的"进一步尝试了解设计者的意图%设计者

的意图对学生如何使用人工制品起着重要作用"教师有责任指导学生正确地使用人

工制品%因此"教师在数学和数学教育方面应具备较强的能力"这是至关重要的%教

师有责任选择一个合适的人工制品"并向学生展示如何使用%为了能创造性地使用
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人工制品"学生必须熟悉人工制品及其结构!参见第\"Z"8"8节关于学前教育中大尺

寸斯拉夫算盘的例子#%!至少对一些学生而言#为了推动学生对数学意义和策略的

理解与发展"教师的指导是必不可少的"所以教师在数学内容传播上起着文化中介的

作用%

2"!"'"!#从具体实物到思维实验

虽然可以很容易通过人工制品或实物表示*较小+的数字!特别是855以下

的数字#"但数字变大!如84CZ[6#时"情况会发生根本变化%随着数字范围的扩

大"人工制品表征数字的作用越来越小%而从心理层面扩充的人工制品将被频

繁使用%例如"如果用以85为基的第纳斯木块表示8555555"将会发生什么4

!1<0&773%3($*""4555#

在这种情况下"人工制品逐渐成了一种参考"很少被用作解决计算问题的材料

或辅助工具%例如"在数线上表示[]fĈ 和84C[]fĈ 时"前行步数是相同的%

计数器可以复制到数千甚至数百万根!图\ 46#%

图- +/#一名二年级学生将两个计数器样本绘制在一起'以表示一个八位数

教学过程的成功取决于专注于动作*相关+方面的能力"从而可以将符号表征

和动作表征!如教具的具体操作#联系起来%

罗特曼和彼得 科普!Y)((:$++$+.D3(3%IH))7"458[&参见 =$%(0$$+.

1<0,*X"4584#报告了一个四阶段模型!表\ 8#"该模型可以将客观实体逐渐转变

为心理图像"从而推动数学概念和心理策略的发展"特别地"可以帮助学困生完成

内化过程%随着水平的提高"心理图像和表征应该逐渐取代借助实物的运算"尽管

在某特定阶段我们仍然需要游走于客观实体和心理图像之间!Y);3%(-"458[#%

表- !#基本计算思想发展的四阶段模型

第一阶段

掌握教具的具体用法并能口述操作流程%

教师指导学生使用材料"并口述操作的流程和意义%当熟悉材料后"学生会
独自操作并口述操作流程%
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#续表$

第二阶段

观察教具想象其用法"并口述操作流程%

学生看着教具向教师或同学描述操作流程"然后教师或同学按照该学生的
描述进行相应的操作%

第三阶段

脱离教具仅通过想象来口述操作流程%

遮挡住教具后"学生向教师或同学描述操作流程"然后教师或同学按照该学
生的描述进行相应的操作%

第四阶段

口头描述心理活动%

教具不以任何形式出现"学生仅凭想象口述操作流程%以符号表征的形式
给出任务%

该模型参考了布鲁纳#'%,+3%$的最初想法和瑞士心理学家艾伯利

#?3;*&"8\̂6$对布鲁纳理论的进一步发展%布鲁纳#8\̂C$将表征分成三

种类型(动作表征-形象表征和符号表征%动作表征是基于行为的"形象

表征包括图片和心理图像"符号表征涉及数学符号#如书写数字或操作符

号$和语言%布鲁纳强调将学习过程与各表征间的转变联系起来%此外"

艾伯利还描述了从外部行为逐渐内化为心理活动的过程"这一过程也侧

重于各表征间的转变%

为了强调对外部行为和心理活动的口头描述"四阶段模型通过逐步

去除教具来揭示外部行为和心理活动的相关性"由此推动心理图像的发

展%#Y)((:$++$+.D3(3%IH))7"458["7"C66$

这个四阶段模型认可在进行具体操作中以及从客观实体到心理活动的转变过

程中都需要口头描述%转变过程可以激发心智概念"而心智概念能促使儿童在解

决加减法问题时想象所需的操作!电子补充材料(Y)((:$++"458̂ #%

2"!"'"'#不只是计数

尽管上面的例子有意识地转向心理策略"但主要还是基于计数%根据周和佩

弗利!d0),$+.D3K3%*B"455[#的观点"*在这个年龄"学生过度依赖计数策略会阻

碍抽象的数学推理能力的发展+!7"46[#%虽然计数会有让度量黯然失色的风险

!第8C章和第8\章#"但这还不是计数可能带来的唯一风险%

在中国"幼儿园和小学低段的课堂中有一种有趣的活动!>&3($*""4585&
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A03+E"4584#%给学生布置一个多重分类任务(将4$C$Z$[$6$̂$]$\个头像分类%

例如"向学生展示四个头像"并要求他们根据头像的特征分类%这四个头像有三个

特征(一个头像有帽子"三个头像没有&三个头像是快乐表情"一个头像是愤怒表

情&两个头像是黄色"两个头像是红色%

首先"教师要求学生观察并分析这四个头像的特征和关系%然后"教师指导学

生使用黑白珠子模拟Z以内的加减法!例如8fClZ"Cf8lZ"4f4lZ&Zp8lC"

ZpCl8"Zp4l4#%接着"学生通过对这些数字的分类"发展对其他数字!从4到

85#的部分与整体关系的理解%这样"学生就可以在加法和减法中练习分解"他们

要在85q85的网格上做笔记%

这个例子涉及组合思维和推理!第8C章#%其中"使用85q85网格的方法与

本书中!第^章#讨论的模式和结构方法是一致的%

因普拉西塔!@+7%$-&(0$"458[#也描述了数字的分解)合成活动"如图\ 4̂
所示%*看不见的地方!图中灰色部分#有多少个!球#4+这是一年级学生学习分解

参与的活动%他们把球扔进盒子里"思考*未隐藏的有多少个4+*隐藏的有多少

个4+"然后在卡片上写出正确的个数%例如"在盒子里放五个球"分别在卡片上填

写C和4!@+7%$-&(0$"458[#%这与中国一年级学生的活动相似!图\ 4]#%

图- +1#投球游戏"#C8M7DG'E7

7C)#D<)7'+0!0#

####
图- +2#中国一年级教科书的探

究活动
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+"$"&#实物教具和虚拟教具

2"!"%"$#一个可能的对比

前面几节介绍了不同的人工制品"侧重介绍了可具体操作的人工制品%几十

年来"信息技术的发展促进了虚拟教具的产生%萨拉马和克莱门茨!1$%$:$$+.

A*3:3+(-"455\#分析了几项研究"对比了实物人工制品和虚拟人工制品%他们认

为实物教具和虚拟教具之间不存在可比性(

只有针对学生的学习活动和思维而言"教具才是有意义的%实物教

具和虚拟教具都是有用的"在教学中要根据具体情况合理选择教具"这样

教学效果会更好%教具的外观-材质等并不重要"它们的可操作性与本身

的意义才对教育有巨大的贡献%此外"一些研究表明"虚拟教具能促使学

生理解得更好"22但是还没有进行严格的因果关系论证%因此"必须开

展随机对照试验"以确定实物教具和虚拟教具对数学教学的具体贡献%

#77"8Z\ 8[5$

在@A#@1(,.B8̂ !R)B*3-$+.U$E%$+E3"4585#中"只展示了一个小学科学技

术的项目"即1aU项目!1J3(<07$.V)%a),+EU3$%+3%-"7"66#%这是一项适用于

三至五年级学生的跳远活动(学生沿着屏幕上的数线跳远&对于跳远的次数和距

离"可以设置不同的参数%该项目旨在促进现有课程的学习"使关于数线的教学实

践具体化%

类似地"美国创建了一个虚拟教具图书馆 %在虚拟教具图书馆网站的主页

上"人们可以看到(

美国虚拟教具图书馆#>US#$是美国自然科学基金资助的一个项

目"始于8\\\年"旨在开发一个独特的具有交互性的网络虚拟教具库或

概念教程库"主要以2$K$小程序的形式呈现"可用于数学教学#重点是

H 84年级$%22每一个学习和理解数学的阶段"都需要学生的参与%

正如之前所述"数学学习不是一项观赏性运动%目前大部分教学活动缺

乏学生的积极参与"解决这个问题的一个方法是在教学中引导学生使用

教具"教具可以帮助学生直观地了解关系%现在可以通过计算机创建虚

拟的学习环境来实现同样的目标%



)(%##
打好基础!小学整数教与学
国际数学教育委员会第#$届专题研究

虚拟教具与实物教具能达到*相同的目标+的观点是有争议的%首先"实物教

具不同于中介教具!如鼠标#&其次"随着科技的发展"人们可以生产一些全新的人

工制品!不是模仿实物的#"这些人工制品有明确的设计意图%示例如下%

2"!"%"##加法器和电子加法器

苏里 拉韦涅和马斯基耶托!1),%BIU$K3%E+3$+.#$-<0&3(()"458[#报告了一

项在法国和意大利进行的国际实验"实验中人们使用了两个人工制品(一个是实物

的!加法器7$-<$*&+3#"另一个是虚拟的!电子加法器3I7$-<$*&+3#%加法器!图\

4\"左#是一个由齿轮组成的算术机器"以布莱士'帕斯卡!'*$&-3D$-<$*#发明的历

史机器命名&而电子加法器!图\ 4\"右#是由*A$;%&M*3:+开发的 "它与加法

器非常相似"因此两者的使用方法相差不多!图\ C5#%

图- +-#加法器"左#和电子加法器"右#'显示

的数字均是!++

###

图- ,0#平板电脑上的电子

加法器

加法器可以显示一个三位数"且能实施算术运算%它有五个齿轮"每个齿轮都

有十个齿"并且可以向两个方向旋转%下面三个齿轮的齿上均分别标有从5到\
的数字"并且从右到左分别表示个位$十位和百位%当使用位值制表示法时"在旋

转齿轮的过程中"上轮会自动带动下轮"每次移动一个齿"重复操作就能调整数字%

沿顺时针旋转时增加*8+"沿逆时针旋转时减少*8+%此外"加法器能将加法和减法

作为逆运算联系起来%

电子加法器与加法器非常相似"因此两者的使用方法相差不多"但也有一些不

同"电子加法器可能实现加法器无法达成的一些操作!详见1),%BIU$K3%E+3$+.

#$-<0&3(()"458[#%例如"电子加法器可以展示加法的合成过程到分解过程的变

化%将这两个人工制品结合起来"有助于学生克服某些局限"还可以为学生提供丰

富的学习经验"从而使学生灵活地理解数学概念%电子加法器也可以用于带有触

摸屏的平板电脑%在平板电脑上使用电子加法器!图\ C5#时"学生可以通过箭头

来直接控制轮子的转动!1),%BIU$K3%E+3$+.#$-<0&3(()"458[#%这一操作引导
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我们讨论多点触控技术%

2"!"%"!#多点触控技术

多点触控技术为虚拟教具的设计带来了新的可能性%辛克莱和巴卡利尼 弗

朗克!1&+<*$&%$+.'$<<$E*&+&IF%$+J"458[#认为(

有了多点触控技术"人们可以用手指直接敲击屏幕或摆出手势接触

屏幕"这使互动变得更加直接%此外"屏幕可以同时被多个用户接触"从

而产生了与计算机或笔记本电脑中不同的多种活动%#作者参考了大量

的神经科学文献"指出手指在数感发展中的重要性"如下$多点触控技术

可以促进基本能力的发展(#8$感数.#4$在)类比形式*的数字与放在屏幕

上的手指或同时举起的手指或用于计数的手指之间建立一一对应关系.

#C$手指精密操作的能力.#Z$部分+整体的概念%#7"6̂5$

下面的一些例子也表明了多点触控技术的功能%

L),<0A),+(-是一款应用程序!由辛克莱设计#%儿童通过手指$眼睛和耳朵

来学习计数和加减法%通过简单的手势创建数字"可以在早期阶段培养儿童良好

的数感能力%L),<0A),+(-旨在使用手指影响数感的形成"从而发展计算技能%

L),<0A),+(-有两种用法(一种是计数!8"4"C"7#"另一种是运算!加法和减法#%

第一种用法中"第一次敲击会产生一张包含数字*8+的光盘"随后敲击就会产生包

含相应编号的光盘%第二种用法中"儿童可以创建任意整数"并通过将数推到一起

!变成新的$更大的数#或把数分开!变成新的$更小的数#来探索数的加减运算%因

此"当用手指敲击形成数字时"儿童可以不通过视觉辨别数字!1&+<*$&%$+.D&::"

458Z#!图\ C8#%

图- ,!#N<(LE$<(C'D

为了促进学生感数能力的发展"巴卡利尼 弗朗克和马拉奇!'$<<$E*&+&IF%$+J
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$+.#$%$<<&"458[#根据一项针对意大利北部公立幼儿园的研究"分析了其他的应

用程序(U$.B;,EA),+( 和F&+E, %他们分析了儿童与应用程序的互动"发现

这项活动有利于培养学生的感数能力"即无须计数就能快速识别一个小集合中的

元素数量%

U$.B;,EA),+(!手指模式#展示了一只瓢虫在叶子上的俯视图"游戏的目标是

让瓢虫离开叶子%当儿童将手指放在屏幕上!任何位置#时"只要手指的数量和瓢

虫背部的点一样多"瓢虫就会离开叶子%F&+E,展示了一个房间"房间里面会出现

飘浮着的不同种类的水果%水果以一组或两组的形式出现"它们是独立飘浮的"但

每一组水果的排列保持不变%儿童必须在给定时间内"在屏幕上放置与飘浮水果

的数量一样多的手指%通过这些活动"培养了儿童通过类比的方法用手指表示数

字的能力!图\ C4#%

图- ,+#O7)*F(B$<(C'"左#和>GCB("右#

1(3**3+93%(($V3*!位值表#是一种动态的位值表"由乌尔里希'科尔滕坎普

!O*%&<0H)%(3+J$:7#设计 "是一款应用程序%使用时"儿童可以在位值表中创

建标记"并能在位值之间移动标记%将标记从一个地方移动到另一个地方时"位值

表能自动拆分和捆绑"同时在标题栏中显示标记的数量!图\ CC#%

图- ,,#&'A==AC6AM''7PA="位值表#

需要说明的是"虚拟教具的操作和第纳斯木块的操作之间没有对等性!见第

\"C"8节#%对第纳斯木块而言"个位和十位是不同的对象!一个小立方体和一列十
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个小立方体#%

在第纳斯木块和位值表之间建立一个教学流程能使学生更灵活地理解位值

制"拉德尔和科尔滕坎普!U$.3*$+.H)%(3+J$:7"458[#进行了多次测试%测试目

的是以不同方式将一个整体分割成多个部分"且每个部分都是十的倍数%这个过

程包括以下三个步骤(

第一步"儿童通过合成和分解十个小方块"学习一和十"以及85个一

等于8个十%第二步"在标题栏中引入带有小方块的位值%一和十的数

量必须用相同的标记来表示"如单符记数标记或点%儿童能明白如果标

记是同一数位的"想要改变位值就必须合成或分解%通过这种方法"儿童

可以在位值表中建立起合成和位值之间的联系%.8/第三步"儿童只移动

计数器"通过计数器的自动进位来体验合成和分解%这种自动化只能在

虚拟教具上操作#U$.3*$+.H)%(3+J$:7"458["7"C4[$%#表\ 4$

表- +#步骤示例

第一步

第二步

第三步

###注(本表格为译者新增"以便读者理解上述步骤$

这里只列举了一小部分例子%虚拟教具确实可能提供一条新的途径"且对学

困生而言可能很有用%

2"!"%"'#电子教科书

不久的将来"数字技术将进一步发展%例如"筑波大学为亚太经合组织课程研

.8/ 合成和位值(合成意味着确定对应数位下的数字%位值意味着给定数字中数的位置%)))译者注
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究项目研发了电子书!电子教科书# %通过将现有教科书转化为图像的方式可以

创建电子教科书%此外"交互式绘图工具也可以应用于电子教科书"从而在课堂中"

教科书中的数据和绘图工具都可以交互使用%因普拉西塔和贾伊 翁!@+7%$-&(0$

$+.2$&I)+"4586#列举了一个小学的例子"如图\ CZ所示%

图- ,.#电子教科书的图和学生画的图

8"-#数学任务

在整数算术方面"人工制品有帮助学生建构数学概念的潜力%这种潜力与设

计者的设计意图和教师的知识背景有关"可以通过活动来实现%因此"数学任务是

需要关注的焦点%有一段时间工作组专门讨论了数学任务%尽管数学任务主题的

范围很大"但研究者已经完成了对任务设计的整体研究!=$(-)+$+.P0($+&"

458[#%本节只展示部分例子%

+"%"!#针对认知水平的任务

多伊尔!_)B*3"8\]]"于4585年被10&:&X,和 =$($+$;3引用#认为不同认知

水平的任务适用于不同类型的学习%数学任务是课堂教学的重要载体"旨在提高

学生的学习能力%为了实现高质量的数学教学"发挥数学任务在激发学生认知过

程中的作用至关重要!R&3;3%($+.=3$%+3"8\\C#%
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考尔!H$,%"4585#根据斯泰因和史密斯的观点!1(3&+$+.1:&(0"8\\]"表

\ C#"对数学任务中的认知水平进行了分类%

表- ,#数学任务的认知水平

认知水平 任务特征

水平5).非常低/记忆任务
复述事实$规则$公式

不需要作解释

水平8).低/无联系的
程序性任务

本质上是算法

任务旨在得出正确的答案

教科书中典型的应用题

不需要作解释

水平4).高/有联系的
程序性任务

本质上是算法

含有真实或有意义的情境的任务

需要作解释

水平C).非常高/问题解决2
做数学任务

本质上与算法无关"需要理解数学概念并应用

含有真实的情境和数学结构的任务

需要作解释

##最高的认知水平是问题解决"这是数学的核心"也是美国的>AL#标准中

的基本过程之一 %在日本"实现教学目标的首选方法就是解决问题!@-).$"

4584#%下面是一些关于问题解决任务的例子"这些任务涉及不同种类的人工制

品"有实物的!如大尺寸斯拉夫算盘#和文本的!带有图像和文字的#%

2"'"$"$#示例&大尺寸斯拉夫算盘

我们从一个简单的例子谈起"讲述学龄前儿童对一个人工制品!一个大尺寸斯

拉夫算盘#的探索%

在'$:;&+&<03<)+($+)项目!关于儿童计数"见'$%()*&+&',--&"458C#中"意

大利摩德纳的45多所幼儿园配备了有Z5颗珠子的大尺寸斯拉夫算盘!如图

\ C["另见第\"4"4"4节#%教师认为(为探索大尺寸斯拉夫算盘需要设计一些任

务"并且要求学生从不同的角度思考每一个任务%具体任务如下(
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图- ,3#儿童数着巨型斯拉夫算盘的珠子

任务8(第一印象!叙述者视角#%它是什么4 你以前见过吗4 它叫什么名字4

任务4(人工制品的结构!构造者视角#%它是由什么构成的4 如果想再造一

个"我们需要什么材料4 需要完成哪些步骤4

任务C(当开展玩保龄球游戏或数当前儿童人数等类似活动时"使用人工制品

完成此类任务!用户视角#%如何用它来计分4 如何在计数活动中使用它4

任务Z(使用的理由!数学家视角#%为什么可以用它来记分4 以及其他类似

问题%

任务[(新的问题!问题解决的视角#%斯拉夫算盘只有四行!Z5颗珠子#"如果

我们需要更多"该怎么办4

最后一项任务表明(即使任务要求超出了人工制品当前的能力"人们也可以使

用它%人们可以通过思维实验来想象一些假设的人工制品"它们可以将数学意义

转移到原有的人工制品无法触及的领域%.8/特别地"在上述示例中"如果需要"可

以在地上画一条带有小珠子的线来模拟额外的线"从而能计算到[5%

2"'"$"##示例&古氏积木的组合任务

鲍尔和巴斯!'$**$+.'$--"458[#描述了一项针对学困生的高要求的组合任

务"*将五个数字8$4$C$Z和[不重复地排列"把相邻的数字相加"结果包含了从8
到8[的每个数+!例如"当排列为4C8Z[时"相加后最大的结果是8["即将所有数加

.8/ 思维实验是科学实验的一种重要形式"是通过产生灵感$逻辑推理$数学演算等方式发现科学规律
的过程%)))译者注
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起来&也可能得到6"即4fCf8l6#!7"4\4#%参与实验的五年级学生大多数家庭

经济条件较差%实验时"将这个抽象的任务通过一个名为*列车问题+的故事呈现

给学生%在故事中"用古氏积木!见第\"C"8"8节#来表示*列车+的车卡%这个任务

不同于传统任务"它没有标准答案"它的目的是培养学生解决整数算术问题时的毅

力"因为这种毅力对学困生和弱势学生而言非常重要%其他研究也表明了学习动

机和学习策略是影响学生成长的因素!#,%$B$:$3($*""458C#%

2"'"$"!#示例&数字组合任务

巴斯提出了一个数字组合任务(组合数字8$C和Z"每个数字都只使用一次(

( 找出你能找到的所有三位数%怎么确定你都找到了4

( 哪个数最大4 哪个数最小4 你是怎么判断的4

( 在这些数中"哪两个数最接近4 你是怎么判断的4

( 算出这些数字的总和!或平均值#%你能用简便方法解决吗4

2"'"$"'#示例&借助纸笔的组合任务

巴斯提出了另一个组合任务%在图\ C6的CqC的正方形网格中"将其中三

个小正方形涂成蓝色"使得每行和每列都刚好只有一个蓝色正方形%共有多少种

方法4 怎么确定你已经找到全部方法了4

图- ,/#,?,正方形网格

2"'"$"%#示例&日历上的模型

458[年85月的日历如图\ Ĉ 所示%图中阴影部分我们称之为*平方日+%

任何一组*平方日+"都可以计算G=p7<的值%.8/尝试计算几个"你发现什么规律

了吗4 这总是正确的吗4 如果是"你能解释原因吗4 其他月份也如此吗4

.8/ 图中阴影部分用字母表示"则有7l8Z"Gl8["=l48"<l44%)))译者注
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图- ,1#日历

##上述这些例子都不是单纯记忆的程序性任务"而是高水平的任务"可以在学前

阶段和小学阶段使用%在趣味数学中也存在与认知水平相关的其他任务!见第

\"4"4"6节#%

8".#制度和文化背景下的人工制品和数学任务

前面我们分别讨论了人工制品!第\"4节和第\"C节#和数学任务!第\"Z节#"

显然它们是有密切联系的%人工制品通常被用来解决数学任务&数学任务需要借

助一些人工制品!包括语言$文本$实物教具或虚拟教具#来完成%在符号中介理论

中!第\"4"8"4节#"人工制品和数学任务以及数学知识"是设计课堂活动过程中的

要素"也是课堂活动的出发点%但是在很大程度上"人工制品和数学任务受到了文

化和制度的约束"这些约束决定了所要教授的数学内容!A03K$**$%.$+.')-<0"

458Z#%

+"&"!#制度约束&数的范围

在学校"数的范围有助于确定整数算术中的任务的特征%国际上共同的做法

是从较小的数开始学习"再逐步扩大范围%然而"在细节和实际运用上"各国间存

在相当大的差异%表\ Z列举了五个位于不同洲的国家的例子!#PM1L"4554&

#1="455]&AA11P"4586&#PM"4588$";&?A?Y?"458C#%
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表- .#一至四年级学习的数的范围

年级 亚洲&中国 非洲&肯尼亚 大洋洲&澳大利亚 欧洲&德国 美洲&美国

一 855 \\ 855 45 855

二 85555 \\\ 8555 855 8555

三 ,85555 \\\\ 85555 8555 8555

四 855555555 \\\\\ ,85555 8555555 8555555

当其他国家的儿童学习到855!或\\#时"德国的重点是理解45以内的数"并

学习这个范围内的加减法%虽然一年级涉及了更大的数"但在一些国家"计算策略

的学习会放在以后"或者主要集中在45及以内的数字上"或者至多集中在略大的

数的特殊问题上!例如澳大利亚和美国&参见D3(3%IH))73($*""458[#%相比之

下"德国更倾向于在计算或其他活动!如表示$组合和拆分数字#中使用相同的数的

范围%教科书和教学中的任务通常是根据数的范围来设计的%肯尼亚和澳大利亚

的教科书中各年级使用的数字!大约#是前一个年级的十倍%

一些研究表明"在不同国家"儿童完成一年级学习后"在整数知识方面存在相

当大的差异%彼得 科普等人!458[#在对澳大利亚和德国^岁儿童的对比研究中

指出"澳大利亚儿童对计数和位值的概念有更深入的了解"而德国儿童似乎掌握了

更高等的计算策略%然而"在二年级结束后对这些儿童再次进行对比测试时"发现

他们的知识水平相近"尤其是在理解位值制方面%

+"&"##文化约束&语言透明度

表\ Z显示了中国和其他国家之间长期存在令人难以置信的差距%低年级

数的范围以对立统一的方式与常见的人工制品!包括算盘和语言#联系在一起%例

如"前文描述的表征数的位值制的大多数人工制品最多只能表示三!或四#位数"但

算盘中的线数更多!即能表示多位数#%因此"在中国"数的范围增长更快%汉语里

用位值制表示数字!第4章#的透明度$小学所学数的范围的快速增大$表示数字和

计算的人工制品"这三者之间很可能存在某种联系%

低年级学生熟悉大数"却不一定意味着解决高难度数学任务的能力就高%倪

玉菁!>&"458[#指出(

中国儿童数学能力的优势与不足是并存的%例如"从数学思维的基

本方法考虑"课程体系可能存在固有的问题%诸如试错-归纳-想象和假
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设检验等因素在数学课程和教学中都不占重要地位"这可能导致(中国学

生在数学课堂上不太容易接受不确定的想法.在解决数学问题时不太愿

意冒险%随着年级的升高"中国学生学习数学的兴趣和信心也逐渐降低%

#7"CZC$

语言透明度可能不是唯一重要的变量%扬 洛夫里奇和比克内尔!458[#在完

全不同的背景下研究了一个类似的问题"他们在新西兰做了一项关于位值制的研

究"发现毛利族学生的表现不如其他任何一个群体(.8/

虽然毛利语中使用的计数数词有清晰的十进制结构"但只有通过毛

利语学习的儿童才能流利地说毛利语并从毛利语的语境思考问题%但事

实上"许多教师和学生只是把毛利语作为第二语言"而不是真正的双语教

学%#7"C]C$

进一步的研究!L03).)%33($*""458[#得到了更多结果(

我们发现"毛利族毕业生中女性多于男性%先前的研究还表明"与毛

利族女性和非毛利族的学生相比"毛利族男性获得高等教育和入学资格

的可能性较小"这表明毛利族男性和女性在受教育方面的差距很早就产

生了%已确定的阻碍教育发展的因素包括(对文化反应冷淡-难以适应从

小学到中学的过渡以及学生的学习期望值较低%此外"毛利族男性与女

性在学习内容#如商业$和学习方式#如全日制$方面也存在差异%#7"85$

上述研究表明"仅仅关注语言透明度不足以解释研究结果%

+"&"$#文化约束&双语教学

在@A#@1(,.B48中已经探讨了有关语言学的问题!'$%93**3($*""458[#"其

中专门有几章讨论了学校语言与日常语言不同的学生的问题%韦罗妮卡'萨伦吉

!个人交流#在小组讨论中对类似的问题进行了直接说明"她曾报告了坦桑尼亚和

其他邻近国家的情况!关于这一问题的更深入的讨论"见第C章#(

.8/ 毛利族是新西兰的少数民族"使用毛利语%)))译者注
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坦桑尼亚和其他东非国家的语言和整数学习问题很复杂%学习者第

一语言有多种"这使得难以用学习者第一语言进行数学教学%例如"坦桑

尼亚有845多个拥有自己语言的民族部落"尽管这些部落属于几个主要

的语言群体"如班图语-尼罗河语和库希特语%

有时口语并不是课堂上最好的人工制品%一项分析了澳大利亚学困生!多数

情况下以英语为第二语言#表现的研究!#&**3%$+.=$%%3+"458Z#表明"通过具有

丰富图形表征的特定数学语言的项目"有助于提高儿童在国家算术测试中的表现%

巴特沃思!',((3%9)%(0#还在全体会议上说明了图形表征对澳大利亚儿童的重要

性!另见',((3%9)%(03($*""455]&第45章#%

8"/#结束语!未来的挑战

在小组讨论中"我们分析了不同的设计者或教师的意图"以解释或确认人工制

品和任务的匹配性%下面的讨论倾向于积极的方面"关注可以促进学习的每一个

问题"而不关注可能会阻碍学生学习的问题%这里绝对没有全部列举"只是展示了

小组讨论中与会者一致认同的观点%

认识论问题##在该问题下"数学的一致性很重要(增强学生自己对小学算术

的重构能力&鼓励学生参与有意义的数学活动&提高学生在不同表征方式之间的灵

活性&提升洞察力%

认知问题##在该问题下"学生的学习过程很重要(让数学更常见"更容易接

触&协助学生进行数学探索$研究$定义和证明&鼓励肢体参与"如用手指计数或在

数线上跳动%

情感问题##在该问题下"学生的动机和信念很重要(创造积极的学习环境&

鼓励$支持学生"培养毅力%

在这一章中"我们讨论了影响整数学习的一些问题"列举了一些可能促进或阻

碍整数算术学习的人工制品和数学任务的例子%我们收集了丰富的!虽然不完

整#文化人工制品和教具"包括一些通过虚拟技术实现的"我们还提供了一些关于

整数算术的数学任务的例子%在特定的文化和制度背景下"人工制品和数学任务

必须看成是不可分割的%

我们已经提到了语言和文化的一些特征"这些特征有时隐藏了数学意义"并且

可能带来教学障碍%对位值制的发展而言"我们以经典的加法体系为例"讨论了认
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识论障碍的文化根源%

这种关系非常复杂%由此可推测"未来的挑战在于教师教育%工作组讨论了

学前和小学教师教育的两个具体方案!见第\"8"8"C节#"一个来自加拿大"一个来

自泰国%这两个方案中处理认识论和文化问题的方式充实了工作组的讨论"促使

与会者思考教师要如何在课堂教学中更好地设计和实施整数算术教学"同时还要

考虑到特殊的语言和文化的约束%尽管有一个小组专门讨论了教师教育及其发展

问题!第8̂ 章#"但这个问题一直是本工作组讨论的背景%
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A03K$**$%."a""` ')-<0"#"!458Z#"_&.$<(&<(%$+-7)-&(&)+&+:$(03:$(&<-3.,<$(&)+"@+1"

U3%:$+ !M."#"*3=D='"#&<$7"A (768&(76$=4&<;=76$"3 !77"8̂5 8̂Z#"_)%.%3<0((

17%&+E3%"

A)*3"#"!8\\6#"!;'6;%7'#4D=8"'"5DH>"3=&73<A;6;%&<$4=$#'$3&"A$:;%&.E3"#?(L03

'3*J+$7D%3--"

A)+(&"?"!8\45#">%$6(&6$=7#&%'7#%$(7='744&&'&(&367%&"F&%3+X3('3:7)%$.3F&E*&)"

Y3(%&3K3.V%):0((7(22999"&+.&%3"&(2$%<0&K&2.&$"

_u?:)%3"'""Y$.V)%."U""` '$E+&"!"!4586#"P;-(T<,*)-37&-(3:)*}E&<)-B73%-73<(&K$

-)<&)<,*(,%$*.3*$:$(3:T(&<$"@+'"_u?:)%3`U"Y$.V)%.!M.-"#"*34&f73R7D7#%&3<$R7T&

<&'74(76&(g6$=74(F%"G'&(744&($h6$="4"&#$46&("'h5$="4D#%g=6$="4 !77"86̂ 8\Z#"

')E)(T(M.&()%&$*O+&K3%-&.$._&-(%&($*F%$+<&-<)2)-W.3A$*.$-"

_&3+3-"d"D"!8\6C#">3&L#&%$(&367'46;<D"A(768&(76$=4'&7%3$35"U)+.)+(R,(<0&+-)+"

_)+EI2))+E"H""F3%%&+&I#,+.B"2""̀ 1V$%."?"!4584#"R)9.)3-*$+E,$E3&:7$<((03*3$%+&+E

)V:$(03:$(&<-4A):7$%&-)+)VM+E*&-0$+.H)%3$+-73$J&+E,+&K3%-&(B-(,.3+(-u.&-<),%-3-)+

&+V&+&(B"@36&%376$"37'P";%37'"A*<;=76$"37'M&4&7%=8"[82[4"]6 85]"

M+E3-(%i:"a"!8\]̂ #"1&7%3$35 GD &L#73<$35(>3 7=6$I$6DE68&"%&6$=7' 7##%"7=8 6"

<&I&'"#(&367'%&4&7%=8"R3*-&+J&(P%&3+($IH)+-,*(&("

M+E*&-0"U"!M."#"!8\\̂ #"+768&(76$=7'%&74"3$35(>37'"5$&4"(&67#8"%4"73<$(75&4"

#$09$0(U$9%3+<3M%*;$,:?--)<&$(3-"

F$,K3*"2""̀ K$+#$$+3+"2"!M.-"#"!4555#"Y$46"%D$3(768&(76$=4&<;=76$"3H,8&@!+@



)))##
打好基础!小学整数教与学
国际数学教育委员会第#$届专题研究

-(,.B"_)%.%3<0((H*,93%"

R&3;3%("2""` =3$%+3"_"!8\\C#"@+-(%,<(&)+$*($-J-"<*$--%)):.&-<),%-3"$+.-(,.3+(-u

*3$%+&+E&+-3<)+.IE%$.3$%&(0:3(&<">(&%$=73 *<;=76$"37' M&4&7%=8 P";%37'"C5!4#"

C\C Z4["

R)B*3-"A""` U$E%$+E3"2"'"!M.-"#"!4585#"+768&(76$=4&<;=76$"373<6&=83"'"5DE

%&68$3N$3568&6&%%7$3H,8&8̂68@!+@46;<D">39a)%J(17%&+E3%"

@+7%$-&(0$"#""` @-).$"#"!3.-#"!4585#")6;<D C$68D";%A%$&3<4(+768&(76$=4A"%

&'&(&367%D4=8""'8465%7<&"H0)+H$3+(H*,+E+$+$9&(($B$"!@+L0$&#"

@+7%$-&(0$"#""`2$&I)+"H"!4586#",8&#"6&36$7'"A<G""NF%"6"6&7=8C8"'&3;(G&%

7%$68(&6$=H.P+*&+3/"Y3(%&3K3.)+#$%<086"4586"V%):(0((7(22999"<%:3"JJ,"$<"(02L03

7)(3+(&$*)V.;))JD%)Mb3:7*$%Cf4"

@-).$"#"!4584#"D%);*3:I-)*K&+E$77%)$<0().3K3*)7:$(03:$(&<$*(0&+J&+E"@+@-).$"#"̀

H$($E&%&"1"!M.-"#"+"3"5%7#84"3'&44"346;<DA"%6&7=8$35(768&(76$=473<4=$&3=&4 )

Z"'H8(+768&(76$=7'68$3N$35E8"C6"<&I&'"#$6$368&='744%""(H!77"8 4]#"1&+E$7)%3(

=)%*.1<&3+(&V&<"

2$<);-3+"U"M"!8\]C#"O-3)VJ+)((3.-(%&+E$<<),+(&+E%3<)%.-&+)*.R$9$&&$+.$+<&3+(

A0&+$",8&>==";36$35Y$46"%$734P";%37'"85!4#"[C 64"

H$%7"?""` 1<0,;%&+E"!"!M.-"#"!458Z#"Y73<G""N"368&8$46"%D"A (768&(76$=4

&<;=76$"3">39a)%J(17%&+E3%"

H$,%"'"!4585#"?-(,.B)V:$(03:$(&<$*($-JV%):(0%33<*$--%)):-&+1&+E$7)%3"@+a"

10&:&X,"'"H$,%"Y"R,$+E"` _"2"A*$%J3!M.-"#"+768&(76$=7'674N4$3='744%""(4

7%";3<68&C"%'< !77"8[ CC#"Y)((3%.$:(13+-3D,;*&-03%-"

H3:7&+-JB"R"!8\48#")"%&=83&3C$%G$48;3<&%6;3<<7%iG&%8$37;4H*$3&>3'&$6;35Ai%<&3

M&=8&3;36&%%$=86G&4"3<&%4 <&4 RC&$6&3 )=8;'T78%&4"U3&7X&E( S3%*$E .3% _c%%u-<03+

',<00$+.*,+E"

H)%.3:-JB"'"?"!8\\4#",8&+"4="C#;RR'&4(C[\(768&(76$=7'%&=%&76$"34">39 a)%J(

_)K3%"

U$:"U"a""̀ ?+E"L"1"!455Z#"Q'&&6$35A""646&#4(,%7=$3568&="3=&#6$"3"A7%$68(&6$=73<

7'5&G%7$373=$&36!8$37"1&+E$7)%3(=)%*.1<&3+(&V&<"

#3$+3B"L""L%&+&<J"L""̀ F$&%0$**"O"!4584#"!"''7G"%76$356"(&&6'735;75&=87''&35&4$3

$3<$5&3";4(768&(76$=4='744%""(4">39a)%J(17%&+E3%"

#3++&+E3%"H"!8\6\#"K;(G&%C"%<473<3;(G&%4D(G"'4(>=;'6;%7'8$46"%D"A3;(G&%4"

A$:;%&.E3"#?(L03#@LD%3--"!L%$+-*$(3.V%):(03!3%:$+3.&(&)+)V8\[]#"

#&**3%"2""̀ =$%%3+"M"!458Z#"Mb7*)%&+EM1U-(,.3+(-u,+.3%-($+.&+E)V:$(03:$(&<-&+(03



第二部分

工作组研究及述评
))*##

3$%*BB3$%-(F$<()%-(0$(:$J3$.&VV3%3+<3"+768&(76$=4*<;=76$"3M&4&7%=8P";%37'"46!Z#"

\̂8 ]85"

#&+&-(3%&,:Vc%1<0,*3,+. =3&(3%;&*.,+E.3-U$+.3->)%.%03&+I=3-(V$*3+ !#1= >Y=#"

!455]#"M$=86'$3$&3 ;3< 1&8%#'j3& Ai% <$& V%;3<4=8;'& $3 K"%<%8&$3EO&46A7'&3"

+768&(76$N"F%3<03+(Y&((3%;$<0"

#&+&-(%B)VM.,<$(&)+1<&3+<3$+.L3<0+)*)EB!#PM1L#"!4554#"F%$(7%D&<;=76$"34D''7G;4(

Z"';(&6C"">$&%);&(H3+B$@+-(&(,(3)VM.,<$(&)+"

#)+$E0$+"2""L%),<03"U""`')%93&+"2"!4586#",""'473<(768&(76$=4H@346%;(&364A"%

'&7%3$35">39a)%J(17%&+E3%"

#,%$B$:$"H""D3J%,+"Y""U&<0(3+V3*."1""`K): R)V3"Y"!458C#"D%3.&<(&+E*)+EI(3%:

E%)9(0&+-(,.3+(-u:$(03:$(&<-$<0&3K3:3+((L03,+&j,3<)+(%&;,(&)+-)V:)(&K$(&)+$+.

<)E+&(&K3-(%$(3E&3-"!8$'<J&I&'"#(&36"]Z!Z#"8Ẑ[ 8Z\5"
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!第!*章 !

从数学家角度谈小学数学教师培训工作中的
人工制品和数学任务!第$章述评

""""""""""""""""""""""""""""""""""

贝尔纳!Y"霍奇森

#'3%+$%.Y"R).E-)+$

!9"!#绪言

本章重点是小学数学教师在小学整数算术教学方面的准备工作 .8/%我的评

论主要是基于我自己作为一名职前教师教育的数学工作者的经验和思考"以及我

在在职教师培训中受到的偶然启发%

因此"本章的主要目的不是探究实际教学中学生在课堂上学习算术时可能发

生的状况"而是聚焦于*成人的数学经验+"即为了更好地成为指导者"更好地让学

生学习与整数算术相关的概念并掌握相应的技能"未来的教师需要知道的数学%

霍奇森和拉乔伊!R).E-)+$+.U$Q)&3"458[#简要介绍了两门数学课程的背

景"这两门数学课程是我就职大学的数学系专门为培养未来小学教师而开设的"其

中一门课程致力于研究算术%这里简单说明一下"这两门课程开设至今已有四十

多年"并且我校认为教育学院应当与数学系共同承担起培养未来数学教师的责任%

因此在教育学院"师范生要学习三门数学教育课程%很显然"在这样的教学环境

中"课堂的教学情况和学生的学习需求会更紧密地结合在一起%因此"霍奇森和拉

乔伊!458[#强调了数学家和数学教育家在这一尝试中所发挥的互补作用%然而"

正如贝德纳茨!'3.+$%X"4584"表8和表4#的研究中所指出的"在加拿大"我校在这

方面所采用的模式是比较罕见的%

.8/ 小学数学教师对于整数算术教学必须有一定的准备"例如需要对数的概念有一定的理解"对整数
如何定义与表示有一定的理解"对教学中有哪些人工制品有一定的理解"对教学中有哪些数学任务有一定的
理解%)))译者注
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为了深刻理解我们为小学数学教师开设的算术课程"并明确其主要意图"我希

望在本章中探讨这个算术课程的本质和相关组成部分%这使我思考了第\章!影

响整数学习的因素(文化的人工制品和数学任务#的两个核心主题(!8#支持学生学

习整数算术的人工制品!通常具有文化性和历史性#的重要性和多样性&!4#数学任

务所发挥的作用"其中数学任务的目的是丰富介由人工制品传递的*数学信息+%

我将在这里讨论从我们的算术课程中选取的具体例子"目的是说明在第\章着重

强调的一个重要结论"即人工制品和数学任务是不可分割的%在此之前"我将首先

对小学教师在整数算术方面的教学培训工作提出一些一般性的建议%

!9"##为算术教学做好数学准备

人们不应该22过于延迟把抽象化作为整体教学的内容的时间(为

每一位学生和每一次学习"探索从直观形式向抽象形式转变的恰当时机

是一位真正的教育家伟大的技能%#',&--)+"8\88$

我们设计的算术课程的基本理念基于如下信念(充分发挥教师的指导作用"以

及使教师成为高效的沟通者%小学教师应该达到如下数学能力水平"即确保自己

完全掌握将来在教学中所需的数学工具%换句话说"教师自己对于小学算术的数

学判断是*自主+的%因此"我们为师范生提供了一个机会"让他们以数学方式重构

自身的小学算术知识"从而使他们能够阐明并发展小学算术教学中的基本概念%

对于未来教师而言"这项工作可以说是揭开了数学的神秘面纱"使它明白易懂"特

别是算术%

希望这样的经历能让他们对自己的数学专业知识!这种专业知识具有非常特

殊的性质#充满信心"施之于小学教育%

著名数学家欧拉!U3)+0$%.M,*3%#的一句名言很好地说明了我们与师范生在

算术这一主题上所达成的部分目标%值得一提的是"欧拉出版了许多有影响力的

教科书%8̂C]年"在圣彼得堡科学院出版的一本俄罗斯小学算术教科书!,计算的

艺术-#的序言中"欧拉写道(

仅仅学习一些没有基本原理的计算既不足以解决所有可能发生的情

况"也不足以使头脑变得敏锐"后者应该成为我们的具体目标%22因
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此"如果一个人既掌握了计算规则"又能清楚理解它们的原理和起源"那

么在某种程度上"他将能够制定自己的新规则"并能利用这些新规则解决

原有的规则解决不了的问题%与没有解释的原始规则相比"算术的学习

不会更加困难"也不需要更多时间%因为人们更容易理解和记住已知原

理和起源的规则%#M,*3%"8̂C]"77"C Z$

我从不认为我们的算术课程的目标或方法是新的或者是具有革命性的%很长

一段时间"许多研究者认为需要改进职前数学教师的教学培训工作"并且提出了各

种各样的方法"其中有的方法极具创新性%一个典型的例子是@A#@第一任主席

!任期(8\5])8\45年#克莱因!F3*&bH*3&+#在45世纪初为教师开展了一系列著名

的讲座!H*3&+"8\C4#%尽管当时克莱因讲座的主要对象是中学数学教师"但他的

一些评论"特别是在第一章*用自然数计算+中"是与小学算术直接相关的"他认为

小学教师应该熟悉数学知识背景"从数学的视角看问题%另一个例子是在*新数学

运动+时期"我校数学系的威滕伯格!=&((3+;3%E#等人!=&((3+;3%E3($*""8\6C#抵

制了当时相当著名的有关数学教学的*布尔巴基运动+"同时"他们反思了当时的许

多改革"他们指出(

有时"一些人似乎把自己困于一个令人惊讶而天真的信念里"认为在

一个领域里"深思一个人的思想就足够了#这个人的思想是世代相传"并

且是千真万确的$"而且认为凡是读过布尔巴基#'),%;$J&$的人"就什么

都读过了%#=&((3+;3%E3($*""7"88$

他们提出了一种*遗传学方法+!E3+3(&<$77%)$<0#"让实习教师和未来教师用

新的眼光看小学数学"也就是说"站在学生的角度看并反思其内部结构!7"8C#%

我们为教师开设算术课程的目的虽然不是要呈现整数相关基本概念的完整

*起源+"但也希望尽可能遵循原始的概念%为了达到这个目的"我们的算术课程在

很大程度上依赖于一个基本但有效的人工制品(记数序列"利用它能够有效处理数

字方面的一些问题!第85"Z节#%这使我们能够逐步建立一个关于!一组#整数的

知识体系"其重点是在一定程度上严格地确定一些基本属性%因此"我们向师范生

提出了一种关于小学算术的结构性观点"这使讨论上升到抽象水平%对一些师范

生而言"这可能是新颖而又陌生的观点"但是正如法国著名教育家费迪南多'比松
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!F3%.&+$+.',&--)+#在45世纪初所表达的"这样一个抽象的观点是整个教学过程

的核心%

在算术课程中所谈到的数学方法与当前或近期的几项研究有明确的联系"例

如格罗斯曼$威尔逊和舒尔曼!!%)--:$+"=&*-)+$+.10,*:$+"8\]\#的研究强调

了教师具有良好数学知识内容的重要性%这与马立平!#$"8\\\#的著名研究中所

涉及的*对数学的深刻理解+有关"也与鲍尔和巴斯!'$**$+.'$--"455C#关于*教学

中的数学知识+的研究有关%在这种情况下"我认为从数学家的角度来评论在算术

教学中使用的一些人工制品和数学任务是非常有意义的%

!9"$#走进数的概念

*数是如何产生的4+"这是@A#@的第八任主席!任期(8\6̂ )8\̂5年#弗赖登

塔尔!R$+-F%3,.3+(0$*#在他的著作,作为教育任务的数学-!8\̂C"7"8̂5#的第88
章!*数的概念(客观的形成途径+#开头所提出的问题%他从数学和教学的角度出

发"依次讨论了数作为计数的数$数量的数$度量的数和计算的数的概念的产生"提

出了数的概念的四重特质%

克莱因!8\C4#在一篇标题为*整数运算的逻辑基础+的文章中"对弗赖登塔尔

提出的问题作出了另一种解释"特别是在文章的第88"8C页"正如那一节的标题

所示"当有关心理学和认识论的问题亟待解决时"克莱因基于一系列逻辑观点和论

点"提出了一种数学思考"其中包括了一个纯形式化的数字理论%

虽然弗赖登塔尔对数的概念进行了各种丰富的讨论"但由于篇幅所限"我不能

全面论述这些讨论的细微差别%不过我想将他的框架作为思考的基础"并与为小

学教师开设的算术课程中的一些核心要素建立联系%

!("$"!#计数的数

弗赖登塔尔将计数的数的概念描述为*一口气说出一串自然数+!8\̂C"7"8̂5#%

他注意到"儿童掌握*数字是无穷的连续序列+这个概念并不像学习颜色和字母那么

容易!8\̂C"77"8̂5 8̂8#%这里的关键是*后继+的概念"它是皮亚诺!!&,-3773

D3$+)#结合数学归纳法原理所提出的算术公理化方法的核心%这种*后继+概念所产

生的结果实际上是引入了一种顺序"因此便有了序数的一般概念%

计数的数的概念或许可以通过单符记数序列这一人工制品来呈现%实际上"

单符记数序列在我们的课堂中起着基础性作用%*后继+的概念很容易被理解为在
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给定记数序列后面简单添加一个新的符号"而且*显然+可以无限次重复累加!至少

在原则上是这样#"我将在第85"Z节中谈论这种特殊的人工制品%

儿童早期在学习计数表时"就已经接触过计数的数"比如用数字书写或者用母

语表达连续的项"儿童还常借助童谣来背诵常用的口语计数表%在这方面"或许可

以向教师布置一个任务(检查一首诗或一首歌是否真的可以用来计数%一首好的

*计数歌曲+!或列表#应该具备哪些特性呢4 比如"为了计算教室里的学生人数"可

以用一首像,月光下-!?,<*$&%.3*$*,+3# 这样的歌曲做到吗4 !在第\"4"4"[节

讨论了用于算术的歌曲和诗歌的其他内容%#

在第一天的算术课程中"我会给师范生布置一个特别的任务(用一些给定的字

母表中的符号建立一个书面的计数表!为了让大家意识到字母在符号表中有一个

特定的顺序#%在未讨论位值记数系统之前"我提议将可用的数字作限制"例如5$

8$4和C!以这个顺序#"利用它们建立一个计数表"类似于通常的数字表"但仅使用

这些符号%虽然有些人可能会建立一个相当新颖的表"但大多数人会建立一个类

似于十进制列表的*四进制+列表%如果给定由?$'$A和_组成的字母表"那么典

型的答案是

?"'"A"_"??"?'"?A"?_"'?"''"7"__"???"??'"7

这清楚地表明人们非常熟悉的计数表!十进制#使用了一个特别的符号(5%

学习常用的口语计数表可能会引入一些语言特性"通常是针对某一特定的语

言而言的%例如用法语计数时"一个有趣的文化任务是观察十个十个计数中*有规

律+的读法

<&+j,$+(3![5#"-)&b$+(3!65#"-37($+(3!̂5#")<($+(3!]5#"+)+$+(3!\5#

和比较常见的读法!取决于国家#

<&+j,$+(3![5#"-)&b$+(3!65#"-)&b$+(3I.&b!65f85#"

j,$(%3IK&+E(-!]5#"j,$(%3IK&+E(I.&b!]5f85#

之间的区别%从后一种读法中的一部分数中"可以看出二十进制计数的残余痕迹

!见第C"4"4节#.8/%

!("$"##数量的数

弗赖登塔尔甚至用动物能够识别小数作为案例"指出*也许从遗传学上说"数

.8/ 例如"或许会联想到莫里哀 !#)*&e%3#的,吝啬鬼-!Uu?K$%3#!866]#"当阿巴贡!R$%7$E)+#的一个
仆人奉承他将是一个长寿的人时"对他说(*老实说吧"刚才我不是说一百岁吗4 哼"您得活过一百二十呢8+
!D$%:$V)&"Q3.&-$&-<3+($+-":$&-K),-7$--3%3X*3--&bIK&+E(-%#!第二幕第五场#
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量的数比计数的数要早+!8\̂C"7"8̂8#%他的评论指出了如下事实(不需要计数一

眼就可以认出对应于四个点!即使是随机放置的#的数字是*Z+"这是一项简单的任

务!这种能力被称为感数"见第 "̂4"8节#"即人们可以立即*看到+四个点%但是对

于大多数人而言"当观察图85 8!8#中的点时"可能并不能快速识别出点的数量%

然而"人们却能对于图85 8!4#中点的数量一目了然0与图85 8!4#所示结构特

征有关的人工制品的评论"请参见第\"C"Z"4节1%

图!0 !#点的聚集度

数量是基于在不对物体一一编号的情况下"确定与某一情形相对应的*自然

数+的可能性%其思想是将给定情形与另一情形联系起来分析"因而这时的问题不

是*有多少+"而是*是不是有那么多+%弗赖登塔尔认为"虽然这种处理整数的方法

所依据的等势!或一一对应#的概念很自然!它将在第85"Z节讨论记数序列时发挥

重要作用#"但是借助于康托基数!<$%.&+$*+,:;3%s*$A$+()%#的一般概念将其形

式化是有问题的0或许我们还可以注意到"克莱因!8\C4"7"84#对康托提出的这种

*近代+的方法持相反态度1%弗赖登塔尔!8\̂C"7"8]8#非常强烈地表达了他的

意见(

#8$从数学角度"认为数量的数"即)势*"足以成为自然数的基础是

错误的%

#4$在自然数中"数值与计数是不相关的%

#C$对于自然数的教学"只谈数量的数是不够的%

然后"弗赖登塔尔用了超过8[页的篇幅阐述了他的反对意见%

霍奇森和拉乔伊!458["7"C5\#提到"在45世纪 5̂年代早期开设的算术课程

以集合论为背景"将自然数作为有限集的基数来引入"并通过集合论运算来定义数

的运算%从8\̂8年由O>M1AP组织$@A#@资助的研讨会的报告中的*小学数学+

一章中可以看出"这种课程的设定符合当时的时代精神(
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所有经过改革的现代课程都把集合的学习引入到数学教学当中%这

也许是小学数学教学变化中最明显的特征%22使用集合来详尽阐述基

数或自然数的概念"以及自然数的四种有理运算是一种普遍的趋势%

#O>M1AP"8\̂C"77"[ 6$

最终"我们的课程决定不采用之前基于集合的想法来介绍整数"而是更本质

地"把整数自身视为*原始+对象"将整数以及定义在整数上的运算一起来介绍"这

样我们就引入了记数序列%

!("$"$#度量的数

弗赖登塔尔讨论了在一般情况下度量的数的概念%当要度量一个量时"我们

会用给定的单位去度量这个量"有时能完全量尽"有时又不能%如果不能完全量

尽"那么就产生了带余除法!最恰当的称呼是欧几里得除法#"或者是将单位等分"

形成分数%最终"产生古希腊意义上的可公度和不可公度%

自然数的基本理论!古希腊"ABCDEFGCHF�$%&(0:z(&Jz.8/#的核心概念可以通过

度量的概念凸显出来(这正是欧几里得的,几何原本-中引入整除概念的方法%这

里使用的两个有效的人工制品是古氏积木!第]"4"8节和第\"C"8"8节#和数线!第

\"4"4"Z节#%

虽然在大多数人的印象中"古氏积木随着*新数学运动+的开展出现"但它本身也

有优点"因此未来的教师应该熟悉这个人工制品%然而"令人遗憾的是"许多师范生

在学校里从来没有接触过它!就仿佛成堆成箱的古氏积木被留在学校的地下室里*睡

觉+#%观察一列长度为8]!一根橙色积木和一根棕色积木#的*火车+如何以五种不同

的方式!8]节白色$\节红色$6节浅绿色$C节深绿色$4节蓝色#分成一系列相同的

*车厢+"这毫无疑问是解决因数问题的一种具有启发性的方法!图85 4#%

图!0 +#用古氏积木呈现!2的因数

.8/ ?%&(0:z(&Jz即$%&(0:3(&<"今译*算术+%在古希腊是指研究自然数的学问"类似于今天的*数
论+%)))译者注
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在这里我们可以举一个相关例子%例如"对8]进行因数分解(8]l4q\"可以

认为*把4看作一个单位整体+重复\次与*把\看作一个单位整体+重复4次是有

区别的%

更一般地说"将问题转移到数线上是瞬间的事%如第\"4"4"Z节中所强调的"

欧几里得用线段*看+数字"包括整数%那么数字*可度量+或*不可度量+的问题就

可以很容易地通过数线上的线段来解决%

为了研究初等数论"我想在这里强调另一个来自古希腊的人工制品(形数"即

用几何方式把一堆点排列起来%正如之前所讨论的"这种关于整数的观点并不强

调度量的概念%毕达哥拉斯学派就提供了一个动态的情境"来揭示给定数之间的

关系%例如"将一个给定的边长为3的正方形变成一个边长为3f8的正方形"需

要加上一个*拐尺形+!E+):)+IJK�EKJ#"它由两个长为3$宽为8的长方形和一个

单位正方形组成%图85 C!8#通过形数呈现了3lZ的情况"而图85 C!4#使用

了更加传统的面积图%这里需要指出后一种人工制品有很长的历史"基本上它存

在于所有的古代数学传统中%图85 C中的两种人工制品都可以作为 !3f8#4l

34f!43f8#的直观证明%

图!0 ,#3+2"34!#+

!("$"%#计算的数

弗赖登塔尔!8\̂C"7"8̂8#使用计算的数的表达式来强调与整数运算相关的算

法%这是古希腊的算术!*)E&-(&JzLMICNGCHF�#"即在计算过程中涉及小学算术运算"

尤其是*四则运算+%我们现在的看法和前文所提及的欧拉在教科书中所写的是一

致的%

在为教师开设的算术课程中"我们可以从两个不同的角度来考虑计算过程%

经过约一个月的教学"我们介绍了算术基本法则"并且对位值制的计算!以85为基

数#进行了全面的复习"那么就有可能对运算法则的功能进行全面的讨论和论证%
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针对标准的运算法则"教师的一项具体任务是分析算术法则在给定算法中的作用

方式%例如"关于乘法4Cq8["我们提供了一个详细的计算过程!图85 Z#"其中

呈现了48行解答过程的前85行"而学生的任务就是识别出每一行的数学基本

事件%

4Cq8[l!4q85fC#q!8q85f[# !8#

l.!4q85fC#q!8q85#/f.!4q85fC#q[#/ !4#

l.!4q85#q!8q85#fCq!8q85#/f.!4q85#q[fCq[/ !C#

l.!4q85#q85fCq85/f.!4q85#q[fCq[/ !Z#

l.!4q85#q85fCq85/f.[q!4q85#fCq[/ ![#

l!4q85q85fCq85#f.[q!4q85#fCq[/ !6#

l!4q85q85fCq85#f.![q4#q85fCq[/ !̂#

l!4q85q85fCq85#f!85q85f8[# !]#

l!4q854fCq85#f!854f8[# !\#

l!4q854fCq85#f!8q854f8[# !85#

图!0 .#+,?!3的计算片段"详细样式#

当然"我们不会要求学生这样去计算"因为这并不是一个真正需要学生投入精

力和时间的任务%我们也不认为教师以后会对自己的学生有如此严格的要求%但

对于教师而言"我们相信准确地观察!一生中至少一次#算术基本法则在标准的运

算法则中的作用方式是一次宝贵的经历%

另一个任务是让我们的学生去寻找$观察和理解四则运算中的非标准的运算

法则%我们还向他们展示了其他具有历史意义的人工制品"如用于乘法的格子乘

法$纳皮尔骨!见第\"4"4"C节#$埃及算法!MEB7(&$+$*E)%&(0:# %

在第一天的计算课程中"我们会引出另一个关于计算的观点(给学生布置一个

任务!要求在下一节课之前完成#"利用他们的四则运算的算法知识)))让这些运

算法则知识充当人工制品)))完成不基于十进制的计算%我们和学生一起开始这

项任务"并简要回顾了十进制的计算方法"然后问他们如果使用八进制的方法进行

计算会怎样%我们需要确保他们产生一种合理的直觉"即知道一个数字以一个非

常规的基数!比如八进制#表示意味着什么"这样剩下的任务就是利用已经掌握的

基本运算法则进行计算%一路走来"我们让学生意识到"为了在八进制的情况下完

完全全地做好这个任务!而不是通过十进制来*作弊+#"他们需要获得一位数的加
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法和乘法的信息%因此"一个额外任务是让学生自己在这种新情境中构建用于计

算的人工制品"即基于八进制且用于加法和乘法的毕达哥拉斯图!从人工制品的角

度对毕达哥拉斯图进行评论"参见第\"4"4"C节#%而下一节课的内容将取决于他

们在此期间的完成情况%

最终"我们明确告诉学生"这项任务背后的目的其实是在某种程度上*动摇+他

们对基本算术技能的看法"这些技能在他们初看时好像*轻而易举+%通过这种方

式"就创造了一种情境"使学生进入到对算法的深度思考模式"即他们已经知道如

何运用这些算法"但可能无法作出清楚的解释或证明%在此之后"许多学生认识到

这项*非十进制计算+的任务是真正发人深省的%

!9"-#整数的定义和表示

在一些供教师阅读的关于基本算术法则的文献中"通常会以等式的形式

表示加法交换律"例如CZ[f6̂ l6̂ fCZ[%虽然用等式可以很好地解释加法

交换律"但这种方法的运用也引起了有关数的许多方面的混淆"特别是在阐述

自然数的性质或本质!或定义在自然数上的运算#和通过数字系统表征数字之

间关系的时候)))无论这种表征方式在实践中是否重要"我们都不能忽视这

种混淆%

对我们而言"在为教师开设的课程中"至关重要的是把自然数作为 *本身+引

入"而不提及表示自然数的系统%在早期课程中"自然数是作为!有限#集合的基数

被引入的%然而"基本算术的学习方法已经发生了重大转变%我们决定把集合限

定为用于交流的*语言+工具"而不是构建整个算术体系所基于的原始概念!第

85"C"4节#"并且我们决定使用!历史上原始的#记数概念来引入整数!第

\"4"4"8节#%

!("%"!#记数&一个对整数而言有效的人工制品

除了在棍子上刻道道儿计数"所有的书写都可以丢掉%

+++莎士比亚#10$J3-73$%3"8[\Z$"&亨利六世'"第二部分第四幕第

七场#PbV)%.M+E*&-0_&<(&)+$%B"4586$%

如前所述"可以直接将自然数视为计数的数!参见第85"C节中弗赖登塔尔的
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评论#%在书面表达中"这种设想可以通过基本的人工制品来具体呈现"即记数 .8/

和记数序列%

自然数被*自然地+定义为一个有限的记数序列%接受一个空的序列并不是一

件困难的事情!特别是对成人而言#"同时加法出现时5的引入是重要的%自然数

集由所有有限的记数序列组成"这可以作为未来教师在工作中一直使用的定义%

如果暂时不考虑空的记数序列!可以先用一个特殊的符号来表示"如倒三角

形#"那么计数的!无穷的#序列就这样开始了

*后继+的概念在这一人工制品中得到了充分体现%

为了获得必要的概括性"可以使用符号

表示任意长度为3的记数序列%

在对自然数构建了这样具体的模型之后"我们要讨论的一个基本概念就是两

个给定自然数的相等性"这可以通过验证相应的记数序列是否相同来证明%验证

这一想法的最自然的方式是在这两个序列之间建立双射连接 .4/%在目前的情况

下"这种记数序列之间一一对应的方案似乎是最自然的人工制品"并且不需要复杂

的集合论来支持%当进行一一对应时"其中一个序列的记数比另一个早用完的情

况"引导了自然数之间顺序的定义%

类似地"我们也可以通过对记数序列进行运算来引入自然数的运算%在这种

情况下"我们认为记数序列是自然而又原始的%例如"将两个给定数字3和( 的

相加定义为相应的记数序列的并置(

!根据定义二者是相等的#"3f( 的和很容易被视为自然数%同样"可以将3和(
的乘积定义为重复地用( 的记数序列替换3的记数序列中每个记数的结果%为

.8/

.4/

传统意义上"记数!($**B#也可以使用具有相同含义的刻度!+)(<0#$记分!-<)%3#或笔画!-(%)J3#来
表示%记数被简单地认为是一个标记"通常可以用短线段来表示"在我们的课程中"用棍子!;�()+#!法语#来
表示%

双射即一个映射"从>到S"若这个映射既是单映射"又是满映射"则这个映射是双射%)))译者注
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了方便起见"3q( 的结果可以表示为一个记数序列的矩形数组!或矩阵#(

从这些定义!也考虑空的记数序列的概念#可以立即得出两个基本的算术事

实(当3f( 的和为5时"( 和3都为5&当3q( 的积为5时"( 和3中至少有一

个为5%

值得注意的是"还有一个类似的用于计数的人工制品是库兰特和罗宾斯

!A),%$+($+.Y);;&+-"8\Ẑ "7"4VV#在研究整数算术规律时使用的对齐点盒模型%

在这一人工制品下"加法相当于*将相应的盒子首尾相连放置并移除分隔线+

!7"C#(

而乘法3q( 是通过具有3行和( 列的点构成的盒子来定义的!最终重组为一个

对齐点盒#%

!("%"##建立算术基本法则

记数这种人工制品有一个优点"那就是可以证明算术基本性质"而不仅仅是陈

述或说明%例如"在本节开头提到的加法交换律"就相当于如下内容(给定两个任

意记数序列3和("其并置的顺序并不重要"因为它取决于明确的一一对应关系"

序列3f( 中( 的最右边的记数与(f3中( 的最左边的记数相对应"依此类推%

序列3f( 和(f3的数将同时对应完%

继而"可以用同样的方法证明加法和乘法的其他基本性质"这也就确定了

*算术基本法则+!加法和乘法的结合律和交换律"单位元"等式中加法和乘法

的兼容性"加法和乘法的化简"乘法对加法的分配性"有关运算顺序的法则#

0参见克莱因!8\C4#"第]页"其中简单地陈述了这些规则1%对于教师而言"

重要的是要强调这些性质说明了数字本身的表现方式和定义在它们上面的某

些运算"并且这些性质独立于数字"即在给定的系统中*写下+数字的方式与数

字本身无关%

可以注意到"记数的人工制品!作为整数的具体模型#在使用上有局限性%例
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如"给定两个序列)))8555个记数和8558个记数"通过寻找可能的一一对应来比

较它们的大小是相当麻烦的%但这并不是这个人工制品背后的重点"真正关键的

是我们对任何给定的自然数*是什么+有一个明确的共识%这种独立于任何记数系

统的观念是教师的基本意识%

感兴趣的读者会注意到这种记数方法非常接近数学归纳法的原理和完整的皮

亚诺公理%需要说明的是"我们并不认为在为小学教师开设的课程中坚持这样一

个抽象的观点是恰当的%

!("%"$#整数的表示

当然"在我们为教师开设的算术课程中"先前记数定义中出现的数的概念应该

与标准的算术练习相联系"特别是与常用的十进制的位值记数系统相联系%经过

历史演变流传下来的许多表征数字的载体和变体都是非常有用的人工制品"在书

写或记录数字时"要区分好如下两个基础问题(用于记忆或交流"用于计算%

关于数字的记忆或交流载体"我们可以见到许多有趣的人工制品"而且它们通

常具有强烈的文化特性"例如"记数$埃及数字$罗马数字$奇普等%当重点放在便

于计算的载体上时"我们可能会想到一些不同的人工制品"尤其是算盘"位值的概

念是这些人工制品的一部分!有关历史上用于整数算术的人工制品目录参见第

\"4"4节#%

当从计算的角度考虑时"我们不应该低估位值在数字系统中的作用 .8/"而且

强调位值的人工制品在这方面起着至关重要的作用%在第\章中"我们已经讨论

了许多这样的人工制品"特别是在第\"C"8"4节!第纳斯木块#和第\"C"8"C节!计数

器#%对于第纳斯木块而言"位值是通过第纳斯木块的体积大小来表示的&而对于

计数器而言"它是通过算盘上给定的细杆来表示位值的%

在第\"C"8"C节中提到了或许可以把不同颜色的珠子堆积在算盘的不同细杆

上"以便更明显地区分珠子所表示的位值的不同%随后人们观察到"*使用颜色似

乎是不可取的"因为大家会更关注颜色和变换规则"而不是顺序和位置+%

我完全同意在学习位值时强调顺序和位置的重要性"而且我仍认为一件引入

颜色甚至强调通过颜色代码进行交换的人工制品"可能本身更有趣"至少在教师使

用过程中是这样%

.8/ 这一点与格雷戈尔'赖施!!%3E)%Y3&-<0#的,哲学诛玑-!+7%57%$67#8$'"4"#8$=7#!8[5C#中的一
幅著名版画有异曲同工之处"表明了位值在过去和现在地位的变化!193(X$+.H$(X"4588#%
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我想在这里再简单描述一个人工制品"它基于古氏积木"通过积木的长度和颜

色来推动位值系统的发展"勒迈!8\̂[#称它为*货运方法+%这个人工制品促使了

一种机械化交换方式的产生"即在不用计算的情况下"就可以用一根特定的积木来

替换一组特定的积木%

我们首先选定一根特定的积木作为数的基础)))这里所说的*基础+一词是真

正物理上的意思%以图85 [为例"我们使用粉色积木!长度为Z#作为基础"并将

其水平放置%交换过程遵循以下规则(如果多个相同颜色的积木可以并排直立且

可以完全覆盖它"那么这个整体可以换成高度与整体总高度相同的积木!仍然直

立#%图85 [!8#显示了一些白色积木被一根红色积木替换"图85 [!4#显示了一

些红色积木被一根浅绿色的积木替换%

图!0 3#勒迈的%货运方法&

这种方法显然产生了一种完全成熟的位值记数系统!在本例中是以Z为基

数#"即连续的积木的长度对应于给定数字的值%

这种人工制品与严格涉及颜色代码的人工制品有关"而古氏积木只是用颜色

标记来替换%这种人工制品的替换规则要求对给定颜色的标记进行分组!例如"通

过计数#"以便用一种颜色的标记来替换另一种颜色的标记%尽管听上去可能比较

抽象!因为颜色本身并不能表示一个数字的位置#"但是这种系统毫无疑问是重要

的%通过这个人工制品"我们可以联想到历史上两个重要的人工制品(埃及和罗马

的!加法#数字系统%在罗马的!加法#数字系统中"符号U对应于[5"伊弗拉

!@V%$0"4555"77"8]̂ 455#明确指出"虽然罗马字符的历史非常有趣"但是这种对

应并没有!直接的#物理联系%

因此"上述人工制品传达了如下理念"即某一特定元素的价值可能严格取决于

人们的一种认同"而不是其物理性质%尽管位值很重要"但就这个问题而言"第纳

斯木块并不能表示出数字的整体含义%非实物的!或者可以说是抽象的#交换代码

也存在于具体的人工制品!和日常情况#中"比如货币系统%例如"在加拿大的货币
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系统中"85<2的硬币比[<2的硬币小"但是孩子们却能够认同85<2硬币的价值大于

[<2硬币的价值%!在加拿大以8<2硬币为单位"不过最近它从加拿大的实物货币交

易中消失了%而这一事实也引起了其他有趣的数字问题"例如[<2硬币并不是由[
个8<2硬币堆在一起构成"而是从抽象认同中取定它的价值%#

!("%"%#记数的历史%逻辑和教学背景

霍奇森和拉乔伊!458[#考察了从石器时代早期到近几个世纪以来"使用记数

进行计数的人工制品的悠久而多样的历史%他们也从伊弗拉!4555#的文章中了解

到这种数字处理方法在众多文化中是如何体现的%

记数序列也可以被看作是古代的一种实用的人工制品"即使在今天"当计算量

不太大时"它仍然被大量使用%记数序列经常是以*五+进行分组来实现的(

在现代"与逻辑相关的著作中经常出现有关自然数*一元+的概念%可能是在

谈论认识论的背景时"作为*自然数的一种原始符号形式+!1(33+"8\̂4"7"Z#&还可

能是在通过图灵机!H*33+3"8\[4"7"C[\#!_$K&-"8\[]"7"\#定义的可计算性概念

中 .8/%在后一种情况下"需要注意的是"为了获得5的简单符号"会在图灵机的

*无限长的纸带+上用含3f8个记数的记数序列表示自然数3%斯蒂恩!1(33+#强

调了记数序列的生成情况"即从由单个记数组成的序列开始"将其他记数不断加入

给定的序列"以此作为构造规则%0参见洛伦岑!U)%3+X3+"8\[["7"848VV#在*具体

数学+一章中的内容 .4/1

举一个最近的教学应用的例子%洛伦岑提出的*自然数的建设性!或可操作

性#基础+"特别是之前提及的*计数运算+"被维特曼!=&((:$++"8\̂["7"65#所认

可"他认为他提出的关于自然数教学的反思就基于此%

.8/

.4/

图灵机指一个抽象的机器"它有一条无限长的纸带"纸带分成了一个一个的小方格"每个方格有不
同的颜色%有一个机器头在纸带上移来移去%机器头有一组内部状态"还有一些固定的程序%在每个时刻"
机器头都要从当前纸带上读入一个方格信息"然后结合自己的内部状态查找程序表"根据程序输出信息到纸
带方格上"并转换自己的内部状态"然后进行移动%可计算性是指一个实际问题是否可以使用计算机来解
决%)))译者注

值得注意的是"在逻辑上出现的另一个自然数的人工制品具有更高阶的性质"是冯'诺依曼序数
!K)+>3,:$++"8\4C#%相当于将每个序数定义为先前的序数集合!空集合被作为起点"即序数5#%例如"在
这种情况下"Cl=5"8"4>"即C是具有三个元素的特定集合%这样定义的优点是能轻松转移到超穷序数%但
这超越了小学算数水平%
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!9".#小学算术中的一些人工制品和数学任务

现在"我简要地说明我们在课程中使用的一些与小学算术有关的其他人工制

品和数学任务%

!("&"!#聚焦余数的人工制品&时钟算术

今天是星期二"从今天算起的8]天后是星期几4 或者(现在是8[(C5"从现在

起8555个小时后是什么时间4 这些问题与日常的基本算术相关"强调了如下事

实(在许多与除法相关的情境中"余数可能比商更有意义%熟悉84小时制!和4Z
小时制#计时是重要的学习基础%这可能是支持一般模算术的主要思想的起点"即

使用时钟算术作为人工制品%

图!0 /#1小时制

图85 6显示了一个稍微特殊的时钟"即*̂小时+时钟!用5代替 "̂与标准时

钟不同#%在这种环境下"可以很容易定义基本的*时钟运算+"例如"加法(4f8]l

6!可以理解为今天是星期二"8]天后是星期六#%减法和乘法也很容易实现(我们

在整数环!1231#内展开 .8/%

!("&"##寻找质数的人工制品&六列筛

埃拉托色尼筛!L03-&3K3)VM%$()-(03+3-#是一个著名的寻找质数的人工制

品%经验表明"学生经常将自然数列为十列"以便寻找质数%然而"用六列筛作为

人工制品!图85 #̂"只要去掉前两个质数的倍数"就可以发现一个很好的现象(除

4和C外"所有质数的形式都是6Nf8或6Np8%这是一个很好的直观证明的例

子(人工制品本身*就是+这个结果的证明%筛的形式使得筛分过程变得相当容易%

.8/ 1231表示一个集合!群#"它的元素也是集合"这些集合是(属于1且除以3余5的所有数"属于

1且除以3余8的所有数"属于1且除以3余4的所有数"77属于1且除以3余3p8的所有数%)))译
者注
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!详见R).E-)+"455Z"77"CCZ CC[#%

图!0 1#六列埃式筛"质数不超过30#

与此相关的一个关键任务是(为什么是六列呢4 尽管一些初等数论)))使用

6小时时钟算术"或者是与其两个相邻的数#p8和#f8一起检查质数#)))有

助于揭示如下事实(除了4和C之外"*我们知道+任何质数都与6的倍数相邻%但

是"这个人工制品本身值得在小学教育中研究%

!("&"$#寻找因数的人工制品&墙上的砖

前面已经提到!见第85"C"C节#古氏积木是如何呈现一个给定数的因数的%同

样"可以用它寻找两个数的公因数"这样也就可以*看到+两个数的最大公因数%类

似的方法也适用于寻找两个数的公倍数和最小公倍数%

!("&"%#应用于因数的人工制品&长廊酒店问题

据卡西迪和霍奇森!A$--&.B$+.R).E-)+"8\]4#所说"对小学教师而言"在

文献中一个众所周知的问题便是*长廊酒店问题+%其中蕴含的人工制品如

下(沿着一条有3个房间的长廊走"3个客人依次连续地*开或关+门"其中客

人N改变门号为N的倍数的门的状态!从门N开始#%问在这个过程结束后"

哪些门是开着的"哪些门是关着的%这个问题可以归结为识别给定门号数的

因数"准确来说是确定该门号数的因数个数的奇偶性(完全平方数在这里会显

得格外有趣 .8/%

!("&"&#应用于最大公因数和最小公倍数的人工制品&圆形酒店问题

卡西迪和霍奇森!8\]4#将前面的问题作了一个变式"在提出问题时使用了*如

果不是这样便如何+的策略"并将其过程应用到一个环形走廊上%而*圆形酒店问

题+提供了一个很好的观察时钟算术作用方式的情境%在这种情况下"只有一扇门

.8/ 完全平方数的因数个数一定是奇数%)))译者注
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在过程结束后仍然是开着的"具体门号数取决于3的奇偶性%

在这种情境中"可以提出各种额外的问题"例如"求客人N在停下来之前!即再

次碰到同一扇门之前#绕过的走廊的次数或客人N在此过程中碰到的门的数量%

这些问题的答案与3和N的最大公因数和最小公倍数有关"并且与几十年前的一

个著名的人工制品)))万花尺!繁花曲线#相关%图85 ]!8#为一个万花尺产生的

图像"该万花尺中"一个C5颗齿的小轮在一个有85[颗齿的大轮内滚动"这与圆形

酒店有C5位客人$85[间客房时的情境相对应%

作为人工制品"万花尺本身就具有特殊的意义"因为它生成的优雅而美丽的图

案可以*吸引人们注意力+"促使人们进行下一步研究%例如"关于星形多边形族

=32<>的研究0图85 ]!4#1"这些!广义上的#多边形是通过在标有3个等距点的

圆上"每相隔< 个点用线段依次连接而得%霍奇森的研究!R).E-)+"455Z"

77"C4Z C4]#讨论了这些问题%

图!0 2#繁花曲线0!031,02和星形多边形011+2

!("&"'#用于算法的人工制品&欧几里得算法

理解和应用欧几里得算法来寻找两个数的最大公因数可以看作是一个适合未

来小学教师的任务%欧几里得算法有非常积极的影响"因为这个算法对大多数师

范生而言是全新的%这个算法提供了一个很好的学习机会"因为未来教师与他们

未来的学生在第一次接触这一特定算法时的情况是一样的%

通过伯祖!'WX),(#等式"这个算法成为解决*常见+问题的一个很好的人工制

品"例如是否有可能使用容量已知的两个桶量得一定量的水%

!("&")#直观的人工制品&无言的证明

使用图案来说明)))甚至以其自身来*证明+)))一个给定的算术等式已经有

很长的历史了%例如"在欧几里得的,几何原本-中蕴含着大量的视觉元素!但这当
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然不是欧几里得方法的精髓#%一个经典的例子是关于边长为7fG的正方形的面

积0命题O"Z"附有一个类似于图85 C!4#的图形1.8/%欧几里得的另一个结果

!命题O"8#涉及一个大矩形的面积"这个矩形被分割成更小的矩形0图85"\!8#1.4/%

用现代术语来说"这种情况可以解释为乘法对加法的分配性%

类似地"克莱因!8\C4"7"46#也提出了图85"\!4#作为公式!7pG#!=p<#l

7=p7<pG=fG<的证明材料%

图!0 -#算术基本规则的直观证明

再补充一个例子"希望可以供读者思考%利用一个棱长分别为7$G和=的直

角棱柱"证明乘法结合律(7!G=#l!7G#=!提示(一种方法是垂直切割"另一种方法

是水平切割#%

!("&"*#支持位值的数学任务

最后"我介绍一些旨在增进对位值记数系统!特别是十进制的系统#理解的任

务"以此结束对其他人工制品和数学任务的简要研究%

$;"%"4"$#进制转换

当遇到基数不是85的数字系统时"自然而然就要考虑如何将给定的数字!基

数是85#转换到新的基数上"反之亦然%最终"这个问题可以通过使用任意基数7
和基数G解决(从一个系统直接转换到另一个系统"不用经过十进制的变换%毕达

哥拉斯图是非常有必要的人工制品%经验表明"师范生独自面对这项任务时"往往

会经历如下三个步骤(

.8/

.4/

如果一条线段被截成两段"以该线段为边的正方形的面积等于分别以两条小线段为边的正方形的
面积之和再加上以两条小线段为边所构成的矩形面积的两倍%)))译者注

两条线段"其中一条被截成若干小线段"那么以这两条线段为边构成的矩形的面积等于分别以各
小线段与未截的那条线段为边所构成的矩形面积的和%)))译者注
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步骤8(将给定的数字除以目标基数!在最初的基数上计算#%

步骤4(用目标基数对给定的数作带余除法!也在最初的基数上计算#%

步骤C(在目标基数中计算数!在目标基数上计算#%

为便于理解"我们以十进制的*84+转变成二进制的*8855+为例来说明!译者加

注图8#(

译者加注图!#十进制的%!+&转变成二进制的%!!00&

理解每一步骤背后的原理有助于理解计算的重要方面%

$;"%"4"##书籍分页

以下是关于问题解决的任务"为计算提供了很好的视角(

( 给一本 ]̂\页的书加上页码共需要用到多少个数字!即印刷字符#4

( 反过来"如果用3个字符给一本书加上页码"那么这本书有多少页4

( 类似地"当写下从8到\\\\\的所有数字时"用了多少次数字 4̂

$;"%"4"!#阶乘和分数

强调基数中素因数所起作用的两个问题(

(^̂ 8 末尾有多少个54

( 拓展到有理数"人们可能会问(分数7
G

!以最简形式#何时与十进制有限小

数相对应4

$;"%"4"'#舍九法

一个有着悠久历史的很好的人工制品就是*舍九法+"它可以测试某个给定计

算的合理性"例如乘法的计算%在时钟算术的基础上检验这个算法的功能"为我们

了解数字系统的功能提供了很大的帮助%关于这个测试可以提出一个好的问题(

*假阳性+的问题 .8/%那*舍三法+或*舍十一法+如何呢4

更一般地"理解可除性准则是一项促进对位值理解的任务%

.8/ 即通过测试也可能是计算错了%)))译者注
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!9"/#结论

我们向未来小学教师提出了算术课程的一个中心目标"即帮助他们发展扎实

的*概念理解+"让他们知道数学不仅是一堆需要记忆的事实"而且是一个协调的思

想体系%我们希望这种方式有助于培养他们自主性和批判性的分析技能%

这篇论文集中讨论了教师在数学!尤其是基础算术#方面的能力"这是他们培

训中的一个重要方面!但不是全部#!参见第\"C"Z"4节#%感兴趣的读者可以阅读

霍奇森和拉乔伊!458[#的简短评论"其中描述了整数算术方法是如何作为其他数

集!整数集和有理数集#的基础的"以及小学教师如何利用诸如记数序列之类的人

工制品来准备教学内容%

在第\章多次提出了一个重要的观点(人工制品和数学任务紧密地联系在一

起%虽然人工制品有利于学生在整数算术学习中建构数学概念!第\"Z节开始#"

但从教育学的角度来说"它们并不独立存在"而是一定与一些数学任务有关%反

之"正如本章反复指出的"给定的数学任务通常是基于确定的人工制品"无论是物

理工具$算法"还是诸如记数序列的工具"都具有可具体实施的一面和作为抽象概

念的一面%

尽管绪言中有一个评论"即实际教学中学生对算术的学习不是我们与师范生

一起合作的直接目标"但我坚持认为"我们的算术课程以及本章讨论的许多人工制

品和数学任务可以转移到学生身上"但是需要进行必要的调整"因为我们的目标对

象既包括已经具有丰富!即使有时是薄弱的#数学知识的教师"又包括对这些概念

不熟悉的学生%

致谢#我要感谢卡罗琳娜'拉乔伊和弗雷德里克'古尔多!F%W.W%&<

!),%.3$,#"他们就本章的主题进行了极富启发性的讨论%我还要感谢拉瓦尔大学

的会期讲师!-3--&)+$**3<(,%3%#琳达'莱萨尔!U&+.$U3--$%.#"C[多年来"我一直

与她密切合作"为未来小学教师教授算术和几何%

本章也是为了纪念威廉'1"哈彻!=&**&$:1"R$(<03%"8\C[)455[#%他是我

在数理逻辑领域的导师"也是我以前的同事"他在很大程度上影响了我们在小学教

育课程中发展起来的关于算术的基本观%
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!!"!#绪言

!!"!"!#章节概述

##基于在澳门举行的@A#@1(,.B4C会议中的主题Z"本章着重介绍用于探寻整

数学习$教学和评估之间复杂关系的各种理论和方法"其目的是将这些不同的理论

和方法用于有关会议的论述中%

主题Z是关于学生全面学习和数学理解能力的培养"其重要性是显而易见的%

在会议讨论文件!本书附录4#以及本书的其他章节中强调了该主题的重要性%国

内外有许多关于整数算术教学和评估的方法"但是在一章中呈现所有的方法是不

可能的%因此"我们基于澳门一所小学的@A#@1(,.B4C的与会者观察的课例"来

探讨关于整数算术的教学$学习和评估的问题%

本章分为]节!包括本节关于主题Z的概述#"每节的重点是在整数算术学习

的过程中"教师如何促进学生元认知策略的发展%每节各讲述了主题Z的一个重

要方面%第88"4节介绍了澳门小学的课例"这为除了聚焦于教科书的第88"̂节外

!因为在该课例中没有明确地使用教科书#的后续各节提供了背景信息%我们用变

易理论!第88"Z节#和教学情境理论!第88"[节#阐释了这节课例%第88"C节讨论

.8/ 电子补充材料(本章的网络版本 包含了补充材料%
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了教师的知识是如何与教学方法相联系的"第88"6节和第88"̂节分别关注课堂评

估和教科书"这些是整数算术教与学的重要范畴%

本章讨论的每个专题对教师教育都有重要影响 .8/"其影响将在第86章中具

体讨论%此外"第四工作组在会议期间商讨了会议讨论文件!本书附录4#中提到

的几个问题"并将讨论结果整合成与主题Z相关的文章发表在,国际数学教育委员

会第4C届研究论文集-!@!+@)6;<D-lF%"=&&<$354#中%为了展示第四工作组

与会者讨论的丰富性"在第88"8"4节中概述了有关专题的所有论文"对详细内容感

兴趣的读者可以在,国际数学教育委员会第4C届研究论文集-中找到相应的论文%

!!"!"##会议概述

主题Z提出了整数算术教学和评估的一般方法和具体方法%主题组考虑了能

够呈现整数学习$教学和评估之间复杂关系的理论和方法%主题Z的所有文章的

研究问题与本章的研究问题相同(在整数算术学习的过程中"教师如何促进学生元

认知策略的发展%

基于来自8C个国家和地区的作者写的关于主题Z的8Z篇论文"第四工作组

从不同角度讨论了整数算术的教学和评估%这些来自不同国家和地区与会者的论

文为整数算术教学和评估的不同方法的比较"提供了一个难得的机会%

为了便于介绍和讨论"我们根据论文主旨"将主题Z所涉及的论文分为五组%

接下来的概述就按照上述分组来展开%同样"我们意识到当关注论文主旨时"将这

些论文分成没有交集的小组是不可能的%注意(组别之间没有等级之分%

$$"$"#"$#教学方法

艾斯丘!?-J39"458[#研究了南非二年级教师对位值的教学%他认为"在班级

授课中"让学生不仅仅是再现教师的演示!算法#来学习数学"仍是有可能的%

曹一鸣等人!A$)3($*""458[#特别强调了乘法表的教学"从内容$组织$教学

安排$呈现方式和认知需求水平等方面展示了中国传统教学方法的特点%

$$"$"#"##教师知识

埃克达尔和鲁内松!MJ.$0*$+.Y,+3--)+"458[#调查了三名南非三年级教师

在教授加法缺项填空问题 .4/的部分与整体关系时"对学生错误答案的反应的变

化"并对调查结果展开了讨论%

.8/

.4/

教师教育是指对教师教学进行培训指导%)))译者注
加法缺项填空问题是指如[f4 l]等的计算问题%)))译者注
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林碧珍!U&+"458[#关注了多位数乘法标准运算的教学结构"认为猜想是教授

多位数乘法的一个有效教学方法%

巴里等人!'$%%B3($*""458[#探讨了决定加法问题难度的变量"他们发现决定

难度的变量因教师而异%他们认为这些差异源于教师教学观念的不同%

$$"$"#"!#课程

这一组的论文并不完全相同"其中包括关注不同国家整数算术课程的论文$关

注应用课程的结果的论文以及关注使用不同类型教科书的影响的论文%

考尔!H$,%"458[#介绍了新加坡的小学数学课程"并重点介绍了模型方法!一

种表征和关系可视化的工具#%在新加坡"这是一种学生用来解决整数算术问题的

主要探索工具%

翁等人!=)+E3($*""458[#报告了8\\\年后的8[年里中国澳门的小学数学

教育经验%他们认为"没有一个教育体系能够为中国澳门提供现成的课程模式%

申塞文等人!13+-3KB3($*""458[#分析了设置法国一年级整数算术课程的原

则和基本原理%

布隆巴赫尔!'%):;$<03%"458[#在约旦开展了一项!旨在提高小学数学成绩

的全国性研究#活动%他认为"每天有意识$有结构地关注基础整数!运算#技能可

以帮助儿童发展数学理解能力%

$$"$"#"'#教科书

阿拉法勒克等人!?*$V$*3j3($*""458[#考察了中国$印度尼西亚和沙特阿拉

伯的小学数学教科书是如何引入整数的相等和不等关系的 .8/%

张侨平等人!d0$+E3($*""458[#对中国香港使用的四套小学数学教科书中的

内容进行了分析%

$$"$"#"%#对整数算术的评估和评价

赵晓燕等人!d0$)3($*""458[#讨论了中国小学教师在应用课堂评估技术时

所面临的挑战%

杰尔瓦索尼和帕里什!!3%K$-)+&$+.D$%&-0"458[#展示了对4555名澳大利

亚小学生进行一对一评估的结果%他们强调!教学中#满足每个学生的学习需求是

一种挑战"并说明了课堂教学的复杂性%

皮尔!D3$%+"458[#对比了一所学校!课程相同#的四年级教师对他们的学生在

.8/ 通过判断两个集合的物体个数是否一一对应来说明是等式还是不等式%)))译者注



)"!##
打好基础!小学整数教与学
国际数学教育委员会第#$届专题研究

整数算术测试中结果的反应%

!!"!"$#工作组的讨论

工作组组织了八场以小组讨论和集体讨论两种形式召开的会议"每场会议时

长8小时%前五场会议专门讨论了接收的与会者的论文"根据论文所涉及的主旨

将其进行分组!分为教学方法$教师知识$课程$教科书$对整数算术的评估和评

价#%后三场会议讨论的专题是(教师对学生的理解能力$学习行为和性格特征的

了解"有助于教师制定有效的教学策略&方法和整数算术教学的多元文化传统&教

科书和教具在整数算术教学中的作用&为整数算术教学专门设计课程对提高学生

整数算术学习的能力的作用%这项工作中的部分工作是由小组讨论和集体讨论共

同完成的%

哥斯达黎加的玛利亚娜拉'孙巴多'卡斯特罗!#$%&$+3*$d,:;$.)

A$-(%)#的文章 !A?>D#丰富了@A#@1(,.B4C会议中主题Z的讨论%她的报

告包括哥斯达黎加数学课程中数字意义的重要发展%她强调了精确计算和估

算的方法以及使用多重表征的方法解决问题%这些内容从实际应用的视角强

调了学生行为%她强调数字在一年级到六年级的数学中占据了很重要的位

置"为了促进学生数学学习和积极态度的培养"要关注到数字与生活以及其他

学科有着密切的联系%

很明显"第四工作组研究的主题与其他工作组包括研究教师教育的工作组的

研究主题是有关联的%每个工作组从不同的角度讨论了共同的主题"它们是互

补的%

!!"##澳门小学的一节两位数加法运算的数学课

!!"#"!#绪言

##中国澳门小学教师与世界各地的小学教师一样"在努力改变他们自己的数学

教学方法%他们非常重视学生在学习数学时对概念的深刻理解和创造性思维的发

展%在本章中"我们将458[年6月在澳门濠江中学附属小学观察到的一节数学课

作为课例来探讨整数算术教学中的问题%我们所观察的一年级学生都很活跃"并

且全神贯注于整个课堂中的活动和学习%我们了解到"这所学校的教学宗旨是培

养学生养成良好习惯$享受生活$发展创造性思维%校长认为由8Z名教师组成的

数学团队是具有进取心和创新精神的%他们每周至少进行一次不同级别的研讨"
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研讨的主要内容是他们的教学目标和教学活动%除此之外"他们还参与以学校为

单位"旨在促进教师教学和学生学习积极变化的教研活动%每位教师在一学年里

都必须上一节示范课"并且听45节课"这样数学教师之间可以相互学习%学校还

为从幼儿园到九年级的参加数学竞赛的学生所组成的队伍提供培训"该培训旨在

提高学生的逻辑思维能力和基于项目的实践能力%

!!"#"##课例

我们观察的一年级学生每周有五节数学课和一节数学阅读课!数学阅读课包

括带有故事情境的问题解决$数学游戏$项目活动和实践活动#%课例的教学从学

生进行C分钟心算练习开始"然后学生探索了一系列两位数加法运算的情境和策

略%在整个课堂中"教师巡视观察"与学生讨论"并挑选个别学生向全班学生描述

和解释他们的运算策略%在课堂的某一环节中"四人小组使用模型来表示运算过

程和答案"并且调查$解决和讨论了各种生活实际运算和纯数学运算问题 .8/%我

们观察的一年级学生都非常活跃"并且全神贯注于整个课堂中的活动和学习!电子

补充材料(1,+"458̂;#%

课例的设置和活动顺序见表88 8%

表!! !#课例的设置和活动顺序

课前座位安排

一年级44名!6岁#学生成对坐在课桌前%!图88 8# 图!! !#座位安排

介绍和欢迎

这节课以教师热情的问候和学生恭敬的鞠躬开始%
!图88 4# 图!! +#介绍和欢迎

.8/ 纯数学运算就是如4fC等的运算"生活实际运算是指带有生活情境的运算%)))译者注
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#续表$

第一阶段!引入#(熟练掌握数字事实

这节课的第一项活动注重于让学生练习数字事实问题!和
为85的数字组合#%教师给学生展示了一组要解决的数
字事实问题!图88 C#"并记录他们的答案和完成时间%
在此过程中教师四处巡视"观察学生的作答情况%

将!学生#答错的!题#归为一组"!再次让他们进行练习#"
目的是让学生缩短作答时间并且提高正确率%教师鼓励
学生自我评估"是否已经缩短了作答时间并且提高了正
确率%

图!! ,#引入!快速准确
计算数字事实

第二阶段!创设情境#(利用真实情境的图示计算两位数和
一位数的非进位加法

在本节课的这一环节"教师呈现了一个可供学生探索的真
实情境%第一个问题是根据呈现的放糖果的图示(Z包糖
果!每包85颗#和C颗糖果!图88 Z#"学生需要计算出糖
果总数"即Z5fClZC%

图!! .#创设的第一个情境

接下来呈现的是另一种放糖果的图示(每个托盘上有85
颗糖果"托盘旁还有一些零散的糖果"计算结果是4[f4l
4̂ %教师在学生得到结果后引导学生讨论在运算过程中
所使用的策略%图88 [显示了把4[颗糖果分成85颗一
组和一颗一颗零散的%

图!! 3#创设的第二个情境

最后"学生考虑了一种情境(每个盒子中有85支铅笔"还
有一些零散的铅笔!图88 6#%4[f45的计算涉及两位数
加法运算%教师和学生讨论的解决方案是将有85支铅笔
的盒子组合在一起"再加上零散铅笔的数量%

4[f45lZ[

45f45f[lZ[
图!! /#创设的第三个情境
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#续表$

第三阶段!小组合作计数和展示#(两位数和一位数的进位
加法

在这一阶段"教师希望学生进行讨论$概念化和探究%
接下来是*讨论时间+(用糖果表示4Zf\lCC的情境和运
算策略%四人一组讨论计算的可能策略%在这一过程中"
教师负责观察$倾听和与学生讨论"并挑选学生到教室的
前面用投影仪和交互式白板解释他们的运算策略%教师
和全班学生一起探讨了三种不同的策略"她在上课前预设
了这些策略"并准备了展示这些策略的材料%!图88 #̂

4Cf!8f\#lCC

45f!Zf\#lCC

!4Zf6#fClC5fC

图!! 1#小组合作计数和展示

第四阶段!练习阶段#(速算比赛

这一阶段由三部分组成%
练习阶段8(当教师四处巡视并与学生讨论策略时"学生找
到了不同的解决问题的方案%教师又挑选了几个学生到
前面来解释他们的计算策略"并仔细强调了不同策略的使
用情境!图88 ]#%然而"在学生仅仅完成了黑板上四个
计算题中的一个后"就进入了第二阶段%
练习阶段4(两人一组"每人从信封中选择他们最喜欢的数
字"组成一个新的两位数%之后"教师给了他们另一张卡
片"上面有加法符号!f#和一个数字!\或者 #̂"要求学生
将一位数和两位数相加%全班学生展示了几个不同的运
算策略%

图!! 2#练习阶段!

一个学生解释了一个和超过855的运算(\[f\l85Z%她
向全班展示运算策略时遇到了困难"教师帮助了她%!图
88 \#

图!! -#练习阶段+
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#续表$

练习阶段C(学生继续!练习阶段8#速算比赛"教师鼓励学
生展示他们的答案和运算策略%!图88 85#

图!! !0#练习阶段,

课堂小结

这一阶段是教师对学生在课上所展示的运算策略和学习

内容的总结%教师强调学生可以使用*凑85+法来计算一
位数和两位数的加法%

!!"$#教师的教育学$学习策略$关于数学和学生"认知$社会$情感$语境
等#的知识对学生学习整数算术的影响

!!"$"!#绪言

##许多日常计算涉及一位数和两位数的加法运算%无论是在购物$剪裁$建筑工

程中"还是在分析雨量图中的数据时"都是如此%这也部分说明了为什么一位数和

两位数的加法运算是小学数学教学的重点%然而"这类运算的教学方法在一个国

家内部和不同国家之间各不相同%现在"许多国家的教学方法强调学习各种运算

策略"这样学生就可以成功且有效地进行心算%其中一些方法倾向于借鉴教科书

中的方法"即让学生学习运算的标准笔算方法%教师必须理解各种教学方法对学

生学习整数算术的作用和局限%

!!"$"##对学生已有整数算术知识的处理

上一节介绍的澳门课例的插图给出了一个计算一位数加两位数计算方法的例

子%这种方法在许多国家!如新加坡$德国$澳大利亚$加拿大$泰国#都得到了认

可%教师利用她现有的教育学知识和对学生现有的数学知识的评估"选择了具有

!适当#挑战水平并符合课堂期望的任务%

她鼓励学生积极参与课堂活动$努力提高知识水平$努力学习%教师给学生提
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供了自主学习和小组讨论!想法与解决方案#的时间"并预留了观察和聆听学生提

出的策略的时间%这表明她在设计课堂时可能受到了社会文化视角的影响

!3"E"SBE)(-JB"8\]5#%当然"这也可能是她所任职的学校的教学模式%关于任

务"教师在纯数字的计算任务和与生活情境相关的计算任务之间找到了平衡%在

课堂中"让学生有机会使用材料和图片来模拟他们的解决方案"以支持他们的数学

推理%让学生理解他们正在使用或聆听的策略是重中之重%然而"这与考尔

!458[#和布鲁纳!'%,+3%"8\65#所倡导的方法相反"他们很少使用材料来帮助学生

从基于具体表征的运算推理发展到基于图形和抽象表征的运算推理%相比之下"

中国澳门数学课例中的方法是要求全班学生在课堂的特定时刻接触具体表征$图

形表征和抽象表征%教师没有利用形成性评估为个别学生基于他们的现有知识选

择具体$图形或抽象表征方式"或者鼓励学生自己选择不同的表征方式%

这节课的一组任务是让学生进行如4[f\这样的计算%用一盒零食!十个

装#的图片和散装零食的图片来表示数量"并利用图片模拟教师预设的各种解决策

略%这些解决策略是基于学生本身引出的"以小组讨论的形式促进学生的理解"并

且为学生提供了他们可能没有自发考虑到的策略%这使得在课堂中学生能够讨论

所涉及的与数字相关的各种策略的优点%这种邀请学生展示和讨论各种解决策略

的教学方法在日本 !#,%$($$+.F,-)+"4556#$荷兰!Y#M&K$+.3+R3,K3*I

D$+0,&X3+$+._%&QK3%-"458Z#$德国!13*(3%"8\\]#和澳大利亚!A*$%J33($*""

4554#等国家广泛流传%

全班学生计算相同题目的一个优点是他们都可以参与关于所使用的各种运

算策略的讨论%然而"像4[f\这样的任务对培养学生的创造$挑战或坚持能力

没有什么帮助%另一种方法是使用开放式任务"让学生能够创造和讨论一系列

解决策略%例如"*如果两个数字相加的和大于C4"那么这两个数字是什么4+这

种开放式任务鼓励学生提出一系列具有创造性且复杂的解决方案"从而促使他

们深入思考%然后"可以把解决方案和运算策略作为一个类别来讨论"从而扩展

学生对所有问题的理解%苏利万等人!1,**&K$+3($*""458[#更提倡这种方法%

在前面所描述的课堂中"教师所面临的挑战是设计分层的学习内容以及如何

培养学生创造性的数学思维"这是澳门濠江中学附属小学规定的目标"也是许多国

际环境中数学教育的重要目标%在观察的课堂中"似乎所有学生都能够成功完成

计算%但是"显然有些学生更有信心"如果有机会"这些学生也许能够解决更复杂

的问题%虽然教师在观察或与学生讨论的过程中收集了一些形成性评估数据"但
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是教学任务和教学行为并未有所调整%在考虑高效的整数算术教学时"分配任务

和培养学生的创造性思维是重要的影响因素%此外"在一些国家和地区"当班级规

模很大时"学生知识的差异可能会给教师带来挑战%因此"在学生学习整数算术

时"教师的重要任务是任务分层和个别指导%

!!"$"$#基于学生现有知识的差异化教学

关于学生的加法和减法运算探索性策略发展"已经有了很好的描述 !3"E"

1(3VV33($*""8\]]&#,%$($$+.F,-)+"8\\̂ #%这类研究为描述六个加减策略增

长点奠定了的基础"六个增长点建立在描述学生在算术领域学习行为的*早期算

术研究项目+中!A*$%J33($*""4554#%在教师使用详细的访谈文件对学生进行

一对一访谈评估后"最终确立学生在该领域学习策略的增长点 !A*$%J33($*""

4554#"这是在澳大利亚和新西兰常用的评估方法 !');&-3($*""455[#%访谈评

估的一个特点是教师能够直接观察学生解决问题的情况"以确定学生使用的策

略或错误的理解!!3%K$-)+&$+.1,**&K$+"455̂ #"教师也能够通过思考性提问

!=%&E0(3($*""4555#和观察倾听 !#&(<03**$+.R)%+3"4588#的方式"探究学生

的数学理解能力%

在*缩小计算能力差异项目+!'%&.E&+E(03>,:3%$<B!$7D%)Q3<(#期间"

!!3%K$-)+&3($*""4588#"研究者收集了近4555名一至四年级学生的增长点!图

88 88#"结果表明每个年级学生的加减策略增长点分布广泛%这些数据表明"

在澳大利亚"\6N的一年级学生$̂[N的二年级学生$Z6N的三年级学生和C5N
的四年级学生在计算!例如"ZfZ"85pC#时使用基于计数的策略%事实上"仍然

有很多四年级学生依赖于计数和具体的计算模型"几乎没有四年级学生可以通

过心算解决两位数和三位数的运算!增长点6#"这与四年级教科书中的更大数

字计算的要求不匹配%这些数据表明教师需要通过观察学生的计算策略来了解

他们的现有知识"了解该领域典型的发展途径"了解针对学生个人需求的教学策

略"以便能够合理分配任务%教师不可能只使用书面测试题或一本教科书来进

行无差异教学!A*3:3+(-$+.M**3%()+"8\\[#和扩展学生理解%相反"如果教师

观察到学生使用了全部计数策略!增长点8#并将其应用到学习框架中"那么教

师就会意识到学生转向了使用向后计数策略!增长点4#或基础策略!增长点Z#"

这时教师需要隐藏一些具体模型"以促使学生在脑海中产生一个形象"从而能够

进行抽象计算或推理%
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图!! !!#一"四年级学生的加减策略增长点分布

译者对图88 88的说明(

5"无策略 #>)(a3($.

8"全部计数策略 #A),+($**$.

4"向后计数策略 #A),+()+$(指在加法运算中"̂f4是在^的基础

上往后数4个.

C"向前计数策略 #A),+(;$<J$(指在减法运算中的一种策略.

Z"基础策略 #'$-&<-(%$(3EB$(指选择)凑十*等已知的事实做运算.

["衍生策略 #_3%&K3.-(%$(3EB$(指选择学过的方法做加减法.

6"拓展策略 #Mb(3+.&+E1?77*B&+E$(指运用所学的知识拓展到两位

数的加法%

总之"没有单一的*公式+可以用来描述学生现有的整数算术知识或特定年级

学生的学习需求%为满足学生多样化的学习需求"教师需要了解每个学生现有的

数学知识"从而进行针对性教学%这需要丰富的初始评估工具和形成性评估工具%

要利用各类工具来揭示学生的整数算术知识和运算策略所处的水平"发现能够指

导教师课程和教学决策的相关增长点框架%协助学生学习数学的过程是复杂的"

如果教师具备必须的教学知识和执行力"就可以满足学生多样化的学习需求"并能

向学生传授经验$为学生提供机会"使他们能够学好数学%



)#)##
打好基础!小学整数教与学
国际数学教育委员会第#$届专题研究

!!"-#从变易理论的视角看课例 .8/

近十年来"变易理论作为设计$描述和分析课堂学习的视角"在世界不同地区

逐渐受到重视 !R,$+E3($*""4556#%我们研究变式问题的*本土+!&+.&E3+),-#方

法!1,+"4588$"4588;"4586#"以便给出业内人士对课程!设计和功能#的看法"并

用所观察的澳门的课例作为国际讨论!3"E"#$%()+3($*""455Z#的案例%

!!"%"!#业内人士的视角&(变式)理论的(本土)实践

在本节中"我们用*变式+理论的*本土+实践!变式教学#作为业内人士的视角

来审视课例"以增强对课例的全面理解%在本节中"我们主要关注糖果盒问题%为

了理解课堂过程"首先需要描述学生过去的经历!按照中国教科书中描述的中国课

程#&其次我们必须强调教科书在中国课堂中的重要性"因为在课堂教学过程中"中

国教师非常严谨地遵循!根据课标编写的#教科书的指示%课例内容的上课时间接

近学年末"因此学生已经对这节课之前的内容非常熟悉%

$$"'"$"$#学生现有知识

学生现有的关于不同加减法运算的知识已经得到了发展(按照中国传统教学

中的分组$重组和解组 .4/%图88 84是从一年级教科书的前面的章节中选取的

活动的例子%

图!! !+#中国教科书中 %分解!0&的例子"人教版(数学)一年级上册'+003#

图88 84的左图描述的明确的变式是一个很好的例子%在第一行中"有*分

.8/

.4/

本章及以后的课例专指第88"4节中所观察的澳门数学课堂%)))译者注
可以将进位加法概括为7fGl!78f74#fGl78f!74fG#l结果%)))译者注
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解85+的不同方式%在下面每一行中"运用上述一种分解!问题情境"以图标形式

给出#%根据变式教学!PD#A"即一题多变"1,+"4588;#"每个问题都可以用不同

的方式!加法或减法#来解释%对于同样的问题"可以同时关注不同的解释方式"从

而在加减法之间建立非常严格的联系"并且侧重于代数思维!理解数字之间的

关系#%

在图88 84的左图中"另一个明显的变式表示的是(增加了缺失项并改变它

们在数学表达式中的位置%这两种变式教学预期在一节课中完成"这种教学安排

与一些西方国家的安排非常不同"在那些国家"加法和减法是分开教授的!1,+

3($*""458C&'$%()*&+&',--&3($*""458C#%

图88 84的右图为利用85进行分解来解决问题"从而可以用不同的方式解

决\f[的重组计算!PD#1"即一题多解"1,+"4588;#%

除此之外"课例中"学生已经知道整十的运算和不进位的两位数加法的运算策

略%因此"学生知道这节课的重点是利用糖果盒解决如4Zf\的进位加法运算%

$$"'"$"##关于整数进位加法的教学设计

根据中国公开课的设计!第86章#"!教师#会提前几天给国际观察员提供教学

设计%教学设计包含课堂相关的详细信息(教学主题!两位数和一位数的进位加

法#$学习目标和学生现有知识等!'$%()*&+&',--&$+.1,+"458[#%

这节课的教学情境是糖果盒问题(在教学设计!摘录#中"详细描述了这一情境

!表88 4#%

表!! +#教学设计"摘录#

创设情境

问题解决

小组讨论并分享

#交流%概念化%探究$

!8#教师为全班学生创设情境(今天我们学校来了很多客
人"阿曼达小姐为他们准备了一些食物%同学们能快速地帮
她计算食物的数量吗4

!8#学生分小组讨论%

!4#给每个小组提供一些糖果"让他们计算糖果总数%

!8#请一些小组报告他们如何计算糖果总数%

!4#让小组发表意见"并使用多媒体展示三种不同的计算糖
果总数的方法%现在左边有4Z颗糖果"右边有\颗糖果%
第一种放糖果的方法(
学生移动左边的Z颗糖果和右边的6颗糖果来*凑85+%最
后"C5颗糖果加C颗糖果总共等于CC颗糖果%

8[
分钟
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#续表$

第二种放糖果的方法(
学生移动左边的8颗糖果和右边的\颗糖果来*凑85+%最
后"4C颗糖果加上85颗糖果总共等于CC颗糖果%
第三种放糖果的方法(
学生移动左边的Z颗糖果与右边的\颗糖果加起来等于8C
颗糖果%然后"8C中有一个*85+%最后"45颗糖果加上8C
颗糖果总共等于CC颗糖果%

表88 4中的三种放糖果的方法隐含了不同的*凑85+的方法(

)))4Z增加到C5!三个十#&

)))\增加到85!一个十#&

)))4Z减少到45!两个十#%

教师预计到一部分学生在操作过程中可能会遇到困难"因此她准备引导学生

使用*凑85+的方法"并要求学生利用分解)合成策略进行计算%

$$"'"$"!#课堂实录

虽然预设的解决问题的时间非常短!8[分钟#"但是学生成功地解决了问题"

并在较短的时间内找到了教师期望学生发现的三种解决方案%这个过程可以在课

堂实录中观察到%课堂第三阶段的图中!图88 #̂显示了各组最终发现的解决

方案%

55(55#现在有一些糖果"我们要算出总共有多少颗糖果#每组都有

放在桌子上的糖果盒供计算使用$%想一想如何利用糖果算

出结果%你们可以将糖果分开"并在左右两边的糖果盒之间

移动%

22

学生进行小组学习%

54(8Z#你完成了, 很好5 你呢, 你完成了吗, 你呢, 很棒5

54(C4#非常快5 非常好5

54(C\#让我们一起看白板%

22

第一种方法(4Zf\l4Cf#8f\$lCC
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5C(5̂ #让我们看看她是怎么做的#把小组解答投放在白板上$%告

诉他们你是怎么做的"为什么这么做%拿走8个并放在另一

个盒里"为什么这么做, 我明白了"这样你右边的总和是

85"一共是三组85"共C5"对吗, 那么总共是CC%

5Z(55#还有不同方法吗, 还能继续思考其他方法吗, 举手回答%

你们还有其他方法吗, 来"带着你的盒子上来%

22

第二种方法(4Zf\l45f#Zf\$lCC

56(5[#做得很好5 还有其他方法吗, 还有其他不同的思考吗,

22

第三种方法(4Zf\l#4Zf6$fClCC

5](5C#现在我们已经有许多不同的方法了"还有不同的方法吗, 你

是怎么移动糖果的, 和第一种方法一样%其他方法呢, 你

是怎么做的, 都一样的"你也是%还有其他方法吗, 告

诉我%

5\(55#数学中只有一个解决方案吗,

#大家回答(不是$

我们可能有许多不同的解决方案%你们已经对这个问题提出了不同

的解决方案%为了将两位数和一位数相加"我们可以使用不同的方法进

行分组和移动"得到正确的结果%

22

C8(ZC#数学中只有一种解决方案吗, 不是%我们可以使用任何方

法"只要得到正确的结果"而且我们可以找到最快的方法%

#电子补充材料(1,+"458̂$"458̂;$

除了分解)合成策略之外"值得关注的是教师对变式的强调"这似乎是这节课

的主线%在最后总结用口算或笔算解决问题!C8(ZC#时"教师强调了在这节课的其

他环节中使用的不同的*凑85+的解决方案%这节课的教学设计与实际实施的教

学过程之间的一致性非常高%根据一些学者的观点!=$+E3($*""458[#"*近年来

数学教育国际研究发现"教学的高度一致性是中国教学的显著特征%+!7"884#在整

个课堂中"教师的话语表现出高度的一致性"显然"学生也对正在学习的内容产生
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了一种感觉并且能对某些问题给出统一答案%

$$"'"$"'#简短总结

本节中"我们试图从专业角度介绍*本土+实践%这种实践"即问题变式"在

中国数学课程中被广泛称为*一题多解+!多种解答#$*一题多变+!改变条件和结

论#和*多题一解+!改变表现形式#%我们给出了前两种类型的例子"关于这类变

式问题的更全面的总结见第C章"对马顿!#$%()+#的变易理论的完整的讨论和

比较参见孙旭花!1,+"4588;#的相关研究%变式教学旨在发展学生的抽象能力

和概括能力"侧重于让学生发现数字之间的关系而不是练习运算"这与发展代数

思维的目标是一致的!A$&"455Z&1,+"4586#%这种*本土+实践具有明确的界

限"能够使人们明白在中国课堂中如何使用问题变式"以及将其转移到其他背景

下使用的真实效果可能如何!'$%()*&+&',--&3($*""458C#%本书第C章讨论了将

中国的变易理论用于意大利课堂的例子%

!!"%"##西方人的视角&马顿的变易理论

必须强调"下面是对这节课例的一种特殊的*解读+"尤其是对给学生思考的例

子的选择及其背后意图的解读%这种事后对选择意图的解读并不意味着*解读教

师的心思+)))很可能选择背后的实际理由与这里提出的解读并没有相关之处%

事实上"解读的目的并不是明确地说明教学设计中所蕴含的教学意图"而是将课堂

作为思考变易理论!由马顿提出#的起点"说明变易理论在教学设计中可能是有用

的"能够给学生提供学习整数算术的良好机会并使教师明白在教学设计中需要考

虑哪些数学知识的教学%

最初的观点源于沃森和梅森!=$(-)+$+.#$-)+"4556$#提出的*练习+的定

义"即*练习+是*程序性问题或任务的集合+%与其分别审视学生在课堂上做的每

道题目"不如把它们看成是一个大致具备数学及教学结构的集合"一个*练习+%因

此"课堂观察的重点在于练习"其中包括一些非连续的问题"这些问题都是基于一

个一位数和一个两位数的加法"并且这个*练习+的选择$排序和解题方法确保了课

堂的连贯性"使教学效果更优于由单个问题合起来的总和%

为了对此进行研究"我们将详细介绍这节课中的两个特定例子(4Z颗糖果加\
颗糖果的问题和学生自己选择两位数进行计算的问题%研究核心是探讨教师如何

使用高度相关的示例序列!=$(-)+$+.#$-)+"4556$#以及如何同时处理示例中
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的水平变式和示例中的垂直变式 .8/!=$(-)+$+.#$-)+"4556;#%

$$"'"#"$#变易理论

由马顿及其同事!#$%()+3($*""455Z#提出的变易理论是一种学习理论"而不

是一种包罗万象的教育学理论%例如"虽然研究变易理论的学者认为学习环境的

特征很重要"但是变易理论不能说明集体学习是否优于个人学习"或者实体材料是

否比图片或图像更有用%由马顿及其同事提出的变易理论的总体目标是关注学生

学习的各个方面"侧重于特定的数学内容%变易理论与其他学习理论有所不同"其

他学习理论是独立于学习的实际内容去说明学习是如何发生的%一群在中国香港

从事*学习研究+的教师和研究人员利用变易理论来研究在多元化的课堂中学生是

如何学习特定内容的(

我们认为一个人不能脱离思想的对象而独立地发展思想"这与一些

教育理论家的观点有所不同%学习是指对某些东西的学习"我们不能只

谈论学习而不关注正在学习的对象%#U)3($*""455["7"8Z$

本章的中心论点是对研究对象建构的学习$辨别和变化"并不涉及变易理论的

所有细节%

变易理论承认教学的指向性(教学总是指向特定的学习目的%或者用变易理

论的用语来说"指向特定的对象%教学目标从来都不是单一的(任何教学活动总是

不可避免地指向至少两个学习目标%学习者通常最关注学习的直接目标)))在这

节课中就是两个数的加法%正如别人问*你今天学到了什么+"回答*如何做加法+

所揭示的那样%除此之外"每一个教学活动包含一个或多个比直接目标更广泛的

一般能力目标"如解释能力或概括能力"这些能力就是间接学习目标!#$%()+3(

$*""455Z#%

鲍登和马顿!')9.3+$+.#$%()+"8\\]#认为"我们学到的是我们所能够辨别

和区分的结果%但是"只有当经历发生变化时"我们才能区分事物(

当某个现象或某个事物的一方面发生变化"而其他方面保持不变时"

.8/ 水平变式是学生能区分问题表面形式特征变化背后的结构特征变化"不增加认知负荷&垂直变式
是问题表面变化部分"可按问题结构的变化分成不同层级"增加了认知负荷%)))译者注
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变化的方面需要被识别出来%因此"变化以识别为前提%#')9.3+$+.

#$%()+"8\\]"7"C[$%

变化是能够辨别的关键%正如沃森和梅森!=$(-)+$+.#$-)+"4556$#所认为

的"如果希冀学习者能区别任务或情境的某个方面!学习的对象#"那么*相对于其

他不变的特征"强调这个方面的变化"它更有可能被识别出来+!7"\]#%换句话说"

没有变化的方面和有变化的方面一样重要%因此"教师可以通过构建*范式+

!=$(-)+$+.#$-)+"455[#"即发挥特定功能的例子!d$XJ&-$+.U3&J&+"455̂ #"来

控制*实施的学习内容+%同样"如果变化太多"那么可能什么也看不到或者注意到

不适当或不相关的特征%正如鲁内松!455["7"̂4#所注(*研究表明"接触变化对学

习的可能性至关重要"所学内容反映了学习情境中存在的变化模式+%

$$"'"#"##课例中的变易

第一个例子是在课堂教学的主要环节中开展的一位数和两位数的加法运算%

这个例子是围绕着教师创设的情境中的*4Z颗糖果上加\颗糖果的问题+展开的%

每组学生都分到四盒糖果"其中两盒"每盒中有85颗&另外两盒"一盒中有Z颗"一

盒中有\颗%当小组成员努力解决问题时"教师四处巡视"关注学生采用的不同方

法"并邀请某些小组与全班分享他们的方法%正如报告中所指出的"教师已经为展

示三种策略准备了材料"并且在寻找策略与她预期相符的小组%

教师要求每个小组展示他们的解决方案%首先在白板上呈现两个糖果盒!一

个糖果盒里有85颗糖果"另一个有Z颗糖果#"然后让学生利用糖果模拟他们的解

决方案%通过这种方式"引出了三种对其中一个数字进行分解的策略%其中一种

是将4Z分解为4Cf8"并进行有效运算4Zf\l!4Cf8#f\l4Cf!8f\#l4Cf

85%类似地"有4Zf\l!45fZ#f\l45f!Zf\#l45f8C和4Zf\l4Zf!6f

C#l !4Zf6#fClC5fC!虽然方法不同"但是三种解决方案均涉及分解策略#%

在第一个例子中"我们看到有微小变化的方面和没有变化的方面%没有变化

的方面是指定数字的计算和分解策略"其策略是*凑+整十来加另一个数字%因此"

虽然学习的直接目标是计算总和"但间接目标包括加法$结合律以及通过*凑+整十

来简化计算%我们建议对一个例子进行水平变式"并且通过仔细确定该变式中的

变化来确定计算策略%因此"从变易理论的角度来看"教师的引导对于学生发现解

决方案是至关重要的"虽然可能有人认为"教师预先确定她所寻求的解决方案限制

了其他方面发展!如学生的创造力#的机会%
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第二个例子是让学生使用两张数字卡片构成自己的两位数!个位和十位的数

字可以调换#"教师假装随机选择一个数字"学生将这个数与自己的两位数相加%

但是从教师的动作来看"她选择\并不是完全随机的%同样"当学生在计算时"教

师四处巡视"并选择了三个学生展示他们的计算过程!学生通过投影仪展示他们的

计算过程"而不仅是计算结果#%第三个学生展示的\[f\的计算让全班学生都很

兴奋%这一情况再次表明"教师经过仔细思考"选择了展示计算过程的三个学生并

确定了展示顺序%从变易理论的角度来看"有变化的是两位数的选择"但加\!或

加 #̂保持不变%另外"选择\"不仅是因为它接近85!可能会鼓励学生关注凑85的

倍数#"也是根据三种仍然显示在白板上的4Zf\的计算方法做了一个小的垂直变

式%因此"这是鼓励学生在刚刚完成的练习的基础上再接再厉"而不是立刻将两个

数字都进行变化%

虽然在这节课中"教师占据主导地位"但是这种教师主导的实质是在一个精心

建构的例子中"通过一个精心设计的练习"帮助学生掌握有效的计算方法%

!!"%"$#理论比较

对第88"Z"8节和第88"Z"4节中的两种变易理论的方法进行比较"会发现它们

有许多相似之处"但也有一些实质性的差异%产生差异的根本原因可以简单概括

为(马顿的理论是一种学习理论!H,**;3%E"4585#"而*本土+实践!变式教学#是一

种教学任务设计方法%关于变易理论的更多信息可以参见第C章%黄和李

!R,$+E$+.U&"458̂ #出版了一本关于变式教学的综合性书籍%

!!".#从教学情境理论的视角看课例

布鲁索!'%),--3$,"8\\̂ #的教学情境理论是分析教学片段的一个有效工具%

在教学情境理论中"有两种类型的知识(认知知识!<)++$&--$+<3#和学科知识

!-$K)&%#%在这一节中"我们将布鲁索!8\\̂ "7"̂4"编者注#介绍的法语术语解释翻

译成(*前者指的是个体的智力认知结构"通常是无意识的&后者指的是社会共享和

公认的认知结构"必须明确表达出来%+

!!"&"!#教学情境

我们总结了在教学设计中创设的教学情境的主要特征 !'%),--3$,"8\\̂ &

'%),--3$,$+.1$%%$XB"4554#%在教学情境中"教师设计并实施行动计划"例如"

明确表明她将为学生修正或创造一些知识"并将通过活动表达自己%有一些教学
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情境"即所谓的非教学情境!$I.&.$<(&<$*-&(,$(&)+-#"!有意地#被部分从教师的直

接干预中解放出来%非教学情境是学生个人或集体活动的自主部分&学生对这种

情况的适应表明了他的认知 !J+)9&+E#%

该理论根据情境的结构!活动的$表述的$验证的等#对情境进行了分类"这种

分类决定了知识的类型!隐含模型$语言$定理等#%图88 8C显示了教学情境的

结构%

图!! !,#教学情境的结构

在活动的非教学情境中"认知是通过对环境!:&*&3,#.8/的决策和正规且有效

的活动表现出来的"学生是否能识别$明确或解释必须的知识与环境的相互作用不

重要%

表述的非教学情境需要至少两个参与活动的学生与环境建立联系%他们的共

同成功需要其中一方为另一方表述有关知识"以便将其转化为关于环境的有效

决策%

在验证的非教学情境中"解决方案要求学生共同确定这种情境的特征知识的

正确性%

知识的模式化通过将某种知识从解决活动的$表述的或验证的情境的角色转

变为一种新的角色!即作为未来个人或集体使用的参考角色#"并成为一种知识而

得以展现%

权力下放是指教师在非教学情境中让学生自己处于非教学情境中且成为一个

简单活动者的过程 .4/%

!!"&"##课例中教学情境要素

为了描述课例中教学情境理论的特征"我们对课例的第三阶段!小组合作计数

.8/

.4/

*环境+!:&*&3,#一词指的是作用于学生的一切活动和!或#学生所从事的一切活动%
权力下放即学生在创设的教学情境中自主发现的过程%)))译者注
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与展示(两位数和一位数的进位加法#进行分析"该阶段是在学生已经熟练掌握两

位数和一位数的非进位加法运算后进行的!图88 8Z#%

图!! !.#电子白板上的图示

第三阶段的教学目标是通过计算4Zf\来实现的%教师在教室前面的电子白

板上对预设的活动进行了解释%*十+用一个装有85颗糖果的糖果盒来表示"并按

图88 8[上的方案表示4Zf\!重组或转移#%

图!! !3#计算+.4-

##

图!! !/#糖果盒

图!! !1#+.4-的不同表示

全班小组学习(每组学生都分到了可以装85颗糖果的糖果盒%4Z颗紫色糖

果装满两个盒子后"在第三个盒子中放Z颗紫色糖果"还有6个空格!图88 86#%

在另一个盒子里"放了\颗黄色糖果%在计算糖果总量时"学生试图在一个没有装

满的糖果盒中放更多的糖果装满它 !可以是两种颜色的糖果#%因此"有三种装满

糖果盒的方法!图88 #̂%教师在教室里四处巡视"并记录各个小组采用的方法"



)$)##
打好基础!小学整数教与学
国际数学教育委员会第#$届专题研究

有时会参与一个小组的讨论%通过三种方法的展示"学生获得了重组4Zf\并计

算其和的知识%这种非教学情境部分的教学相当有限"不能给学生提供太多的自

由来与环境打交道!甚至填充盒子的方案也是预先设定的"给小组提供给定数量的

盒子"并以某种确定的方式将糖果放入盒子中#%

在教师主导的课堂活动中"对现有知识的表述和验证是一起的%教师要求小

组代表到教室前面操作糖果盒来展示他们的解决方案%与此同时"教师投影了一

个展示过程的示意图"并在固定在白板上的盒子下方添加了解决方案的符号记录

!图88 8̂ #%

知识的模式化是通过解决类似问题实现的%课例中"学生在练习册上练习"随

后个别学生展示了他们的计算结果!投影学生练习册"并且学生解释了结果#%教

师没有结束一个环节的演示"而是引出了其他环节%她敦促学生尽快完成计算!解

题速度似乎是中国课堂上的一个重要因素#%教师坚持让学生独立描述和解释他

们解决问题的每个步骤%

从使用模型解决问题到使用数学*抽象+符号解决问题的过程"对学生而言是

顺畅的并且是可理解的%

!!"/#整数算术课堂评估

数学教师需要评估学生在整数算术方面的学习进展"以便在学习过程中提供

恰当的指导%教师需要了解学生已有知识"这是必要的"否则教学甚至无法进行%

因为教师的教学应该建立在学生已有知识的基础上"并与学生已有知识相联系%

换句话说"教师需要洞察体现学生数学思维的方法!!3$%0$%($+.1$b3"455[#%数

学教师在课堂上提供的指导对于帮助学生理解是有效的"有效性多少取决于他们

在教学中是否理解学生的需要和进一步发展的可能性!',((3%9)%(0"458["7"4](

进行正确的评估是适当干预措施的基础#%在不断努力向学生提供尽可能好的解

释的过程中"几乎每个时刻"教师都需要了解班里每个学生在课堂上的理解情况%

这与舍内费尔德!1<0)3+V3*."458Z#的说法相似"即教师要在学生需要的时候提供

*有效的指导+"使他们有进步的机会!7"Z5̂ #%教师可以通过定性评估和整体评估

了解学生的整数算术能力"如在课堂上观察学生的学习情况并给他们安排开放式

任务"为了解学生发展提供机会 !'*$<J"458Z#%这种形成性评估为教师提供了充

分评估学生理解能力的可能"从而直接影响他们的整数算术教学%教师可以利用

课堂形成性评估的结果作教学决策"例如"决定是否调整教学以适应学生当前的数
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学理解水平"是否重复进行特定的练习或解释%如果学生已经具备令人满意的数

学理解能力"那么继续原教学计划%课堂形成性评估完全掌握在*教师的手中+

!K$+.3+R3,K3*ID$+0,&X3+$+.'3<J3%"455C"7"6]C#%

!!"'"!#对澳门课例中适于评估的片段的思考

在澳门课例中"有些情况下教师似乎是在评估学生的技能"然而她似乎没有充

分利用从学生的回答中收集的信息%这节课的引入阶段可以看作是一个使用形成

性评估的过程"通过学生对和为85的数字组合的回答"教师可以发现学生是否记

住了这些数字事实%她可以基于这些信息来决定如何继续下一步的教学%正如她

在这节课中所做的那样"检验学生对85的数字组合的了解是一个非常有见地的起

点"因为这种了解是这节课后期进行更复杂计算的先决条件"即通过重新组合

!85#做855以内的加法%然而作为形成性评估的片段"它只能提供有限的有用信

息"因为只能收集确证的信息(给出所有不同的组合"从\f8"]f477到4f]"

8f\和85f5"学生必须尽可能快地在组合列表的每一项旁边写出每个*计算+的

结果"即85%显然"可以通过几种方法完成这些问题"但这些方法中真正涉及的只

有先前所记忆的数字事实%其他方法对于一年级学生来说相当容易"例如"不计算

只识别问题中的微小变化"从而得出所有答案必须是85"或逐个快速计算所有组

合%速算比赛是一个有趣的练习"学生可以自己记录计算花费的时间"可以发现加

法和减法之间建立了非常严格的联系并且着重关注代数思维!数字之间的关系#%

这一活动有其优点"但如果教师考虑形成性评估的目的"就可能提供更多的信息%

因此为了进一步给予指导"教师不能忽视速算比赛的记忆和速度目标"但也有必要

从只关注正确率转变为评估学生%对学生进行评估的目的是更好地利用学生的技

能$理解水平和数字事实知识来调整教学%

!!"'"##使用课堂评估代替课堂引入

在相同背景下"可以将以下活动作为课堂评估的任务(为了确定学生是否真正

掌握了85的数字组合并把它们作为数字事实进行记忆"可以采用一种信息丰富的

互动技术作为课堂活动%所有的学生都有一张红色和一张绿色的卡片"他们可以

用卡片来表示对一系列陈述的判断%陈述可以是*这些数字加起来是否超过85"

是!绿色#或不是!红色#"如4和 "̂[和Z77+等%所有的学生都能立即作出判断"

并出示一张红色或绿色的卡片!参见荷兰三年级教师使用这种评估技术的经验"

S3*.0,&-$+.K$+.3+R3,K3*ID$+0,&X3+"458Z&S3*.0,&-$+.K$+.3+R3,K3*I
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D$+0,&X3+"458[#%这种课堂评估技术为教师提供了学生理解的基本情况"不仅是

他们回答的正确性或速度"还包括他们是否能够毫不犹豫地展示答案"或者他们在

看同学展示的卡片时是否改变选择 !同伴反馈#%此外"这一活动的互动性质为学

生创造了课堂讨论的空间"学生可以讨论判断陈述是否正确时所采用的策略"从而

使教师能够向学生提供关于这些策略的反馈%这种评估技术提供了另一种可能

性"即可以用同样的方式评估学生关于855甚至8555的组合的理解或知识%通过

这种方式"教师会更具有评估意识"这意味着教师可以区分让学生练习和对学生评

估%课例中"教师只要略调整引入活动"并使用形成性评估"就可以更好地根据学

生的需求调整教学%当然"在不改变课堂引入的情况下"采取不同的方法"更多地

关注个别学生也是可行的%澳大利亚采用的方法是!!3%K$-)+&$+.D$%&-0"458[#(

教师进行客观的个人评估访谈"这些访谈可以提供学生整数算术学习需求的有价

值的额外信息%类似地"数字日志 !13+-3KB3($*""458[#要求个别学生定期写下

他们在以前的课堂中所学到的数学知识"这可以帮助教师进一步加深对学生理解

水平的了解%

!!"'"$#课堂评估和教学设计

为了有效地使用收集的评估信息"教师需要灵活地使用教学设计%当将教师

预先制定的教学设计与我们观察到的课堂进行比较时"发现她设计的活动内容$顺

序和类型与实际课堂所采用的似乎是一一对应的"从具体的实物材料$白板上的展

示材料到幻灯片投影上不同问题的隐藏答案"一切都准备得很好%教师提出的问

题似乎主要集中于引导学生回答出教师事先准备好的答案%学生要解决的所有问

题都有且只有一个正确的答案"证据就是教师揭示问题答案的方式"即正确的答案

隐藏在演示的幻灯片中"显然她预先确定了一个答案%因此"教学和学习是专注于

获得唯一正确的答案"而不是关注对问题的不同解释和问题的不同解决方案%

在南非也观察到教师在整数算术教学中的类似行为"如基本忽略学生的错误

答案"很少将正确和错误的答案看得一样重要 !MJ.$0*$+.Y,+3--)+"458[#%对

于照本宣科的示范课而言"这种方法相当合理"但与形成性评估的思想相悖%在形

成性评估中"教学设计必须具备适应性"因为教师收集的关于学生理解的信息是用

来对学生评估后调整实际教学的%这次观察的中国澳门课例所使用的教学设计映

照了中国南京!关于除数教学#的一项发现 !d0$)3($*""458[#(中国数学教师的除

法教学设计占主导地位"不会随着教学中学生的反馈而改变%中国教师确实使用

了!形成性#课堂评估技术"但他们似乎无法灵活地改变教学设计"因此没有使用形
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成性评估的信息%

!!"0#教科书在整数算术教学中的作用

研究者普遍认为教科书在教学中起着主导和直接的作用%罗比塔耶和特拉弗

斯!Y);&($&**3$+.L%$K3%-"8\\4#指出"对教科书的依赖*可能是数学学科相较于其

他学科的一个特点+!7"̂56#"这是由于数学课程的权威性所决定的%教师对教学

内容和教学策略的选择通常直接由他们所使用的教科书决定!F%33:$+$+.

D)%(3%"8\]\&Y3B-3($*""455Z#"因此教科书在很大程度上决定了学生的学习机

会!1<0:&.(3($*""8\\̂ &L)%+%))-"455[#%这意味着如果在特定课程中使用的

教科书不同"学生将得到不同的学习机会!R$EE$%(B$+.D37&+"4554#%一些研究

还证实了所使用的教科书与学生的数学成绩之间有密切关系 !3"E"L)%+%))-"

455[&/&+"455̂ #%

毫无疑问"教科书对教师教授整数算术是有影响的%不同教育体系下的教科

书中关于整数算术的知识可以为教师如何教授整数算术提供深刻的参考%整数算

术的课程因教育体系而异"教科书中的课程与官方文件中规定的课程相融合的程

度也因各地的教育体系而异%例如"在中国!>&"458[#和新加坡!H$,%"458[#"教

科书和相应的教学材料是用于实施全国性课程的最重要工具%教科书的编写和出

版受到政府部门的密切监督"只有少数官方指定的出版商可以编写教科书和教学

手册%然而"荷兰!K$+d$+(3+$+.K$+.3+ R3,K3*ID$+0,&X3+"458Z#和法国

!A0$:;%&-"458[#等一些国家的情况并非如此"这些国家的政府只规定要教授的内

容"出版商可以不受任何限制编写教科书%同样"在澳大利亚和德国"课程由各州

遵循商定的框架自行制定"教科书由出版商自行编写"没有任何规定课程设置的教

育当局参与!D3(3%IH))73($*""458[#%有时"当出版商在没有指导的情况下编写

书籍时"可能会出现不匹配的情况"正如杨!a$+E"458[#发现的那样"尽管中国台

湾的课程强调数感"但在其小学教科书中很少发现与数感相关的活动%

此外"在一些教育体系中"教师确实比其他人更经常使用教科书%在教育当局

参与教科书编写的大多数地方"例如"新加坡 !H$,%"458[#$中国香港!d0$+E3(

$*""458[#和中国内地!A$)3($*""458[#"在小学阶段教师使用教科书教授整数算

术课程%在其他教育体系中"例如澳大利亚"学校里可能使用各种各样的教科书"

但教师通常不用教科书教学"而是自己设计任务或利用各种资源!资源可能包括教

科书#%在德国"绝大多数教师使用小学可选用的主要教科书中的一种来教整数算
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术!D3(3%IH))73($*""458[#%泰国也是如此 !@+7%$-&(0$"458[#(昌斯里

!A0$+E-%&"458[#和因普拉西塔!@+7%$-&(0$"458[#指出"泰国教师使用只注重常规

练习的教科书"这可能是导致泰国学生数学成绩差的原因%

教授整数算术所使用的教科书中不可避免地存在一些传统文化和观点%在中

国",同文算指-0一部由中国学者李之藻和意大利人利玛窦 !#$((3)Y&<<&#翻译的

关于笔算的书1对运算教学和教科书的设计产生了重大影响!1&,"458[#%同样地"

教科书中出现的数线似乎是西方教授整数算术的辅助手段"并且在大多数西方国

家的早期教学实践中可以找到使用数线的痕迹 !'$%()*&+&',--&"458[#%

从教科书中可以明显看出整数算术的教学随着时间的推移而不断发展%45
世纪]5年代"在法国"经过严密改编后"教科书和用于教师教育的书籍中经典自然

数理论消失了!A0$:;%&-"458[#%自45世纪]5年代以来"新加坡教科书采用了具

体)图像)抽象的路径来教授整数算术%此外"模型方法)))一种表征和关系可

视化的工具"一直是被学生用来解决整数算术文字型应用题的主要探索方法

!H$,%"458[#%

国家内部和国际之间的教科书比较研究也揭示了整数算术课程在世界各地的

深度和广度%张侨平等人!458[#发现"他们研究的四套中国香港教科书在教学单

元的设计上都遵循相同的课程标准"因此教科书中两位数减法的内容结构和顺序

只有细微的差异%然而"万赞托和范登赫费尔 潘休曾!K$+d$+(3+$+.K$+.3+

R3,K3*ID$+0,&X3+"458Z#在对荷兰的两版教科书的研究中发现"教科书的不同编

排反映了对855以内减法的不同观点"即是否做基于十的退位减法%因普拉西塔

!458[#和昌斯里!458[#对泰国学校中的整数算术教学进行了研究"这些教学使用

了日本数学教科书中的课程学习和开放式方法"展示了日本教科书是如何对泰国

课堂中整数算术教学采用的课程材料和教学方法产生影响的%阿拉法勒克等人

!458[#发现"中国$印度尼西亚和沙特阿拉伯的教科书中的引入整数比较的方式高

度统一%

最后一点"教科书也有缺陷"有时书中使用的符号会产生错误的结论%例如"

库珀!A))73%"458[#指出"在以色列小学数学教科书中"当4[除以C时"结果是商

为]余数为8"写作]!8#"即4[|Cl]!8#&类似地"当Z8除以[时"结果写作Z8|[l

]!8#%这导致了4[|ClZ8|[的荒谬推论产生%库珀建议"若符号修改为4[|Cl

]!8|C#"将避免任何关于等价关系的错误结论%教科书也倾向于将专题视为孤立

的单元"与其他单元几乎没有联系!1)9.3%3($*""8\\]#%例如"希尔德和多尔
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!10&3*.$+._)*3"458C#发现教科书在解决比例推理问题的算法时"与小数$比率$

比例和百分比等相关专题几乎没有或根本没有联系%

对教科书中数学内部和外部之间联系的关注以及对教科书中算法$封闭答题

形式和简单关联的研究是许多文献讨论的热点%例如"458Z年国际数学教科书研

究与发展会议!@A#LI458Z年#的几篇论文强调了这一问题(韦朗德!S3&*$+.3"

458Z#在对拉脱维亚五年级数学教科书中的整数算术问题和数学奥林匹克中的问

题进行比较研究时"发现教科书中的问题通常侧重于数学运算和数学理解"而奥林

匹克中的问题则侧重于数学性质和数学思维%教科书中的问题呈现和解决也是北

欧数学教科书研究网络!(03>)%.&<>3(9)%J)VY3-3$%<0)+ #$(03:$(&<-

L3b(;))J-#开展的主要主题!!%3K0)*:"4588#%

!!"1#结束语

整数算术的教学和评估是一个相对较大的领域"不可能在一章中涵盖所有方

面%因此"有必要选择一些可以解决的方面"正如我们在本章中所做的那样%

本章视角的选择受几个方面的影响%第一"在会议讨论文件!本书附录4#中

规定了核心主题"这代表了@DA所有成员的一致意见&第二"@A#@1(,.B4C关于主

题Z的讨论进展很大"在本章的开头已经展示了讨论的丰富性&第三"作者团队决

定以他们在澳门所观察的课例作为会议讨论的一部分"进而对其提出建议%使用

该课例将本章中关于整数算术教学和评估方面的讨论联系起来"其目的不是批评

任何特定的方法或课程资源的使用"而是展示如何使用各种理论和方法来解释该

课例%
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!第!"章 !

如何进行整数算术的教学和评估!第%%章
述评

""""""""""""""""""""""""""""""""""

克莱尔!马戈里纳斯

#A*$&%3#$%E)*&+$-$

!#"!#关于教学与评估的初步思考

教师要在课堂中与学生互动"也要评估学生的学习%然而"如第四工作组成员

在澳门所观察的课例一样"这些看得见的行为只是教师工作的一部分"教师的工作

还包括(

)))不仅要设计一节课"还要设计一系列课"并且需要整体思考和设计整个数

学专题!如整数算术的专题#的教学"而这通常取决于教师所选用的资源%

)))选择在课堂!或一系列课#中使用的教具$启发师生思考的教科书$!可能

是由其他人设计的#可用的任务!通过与同事共享$浏览互联网等方式获得#$课堂

评估的题目等%

教学工作的这些方面依赖于教师自身的知识"但这些知识不容易观察到%因

为这些知识是通过教师对教学活动的解释来体现的"而教学活动是教师的重新建

构&同时"这些知识是通过教师在课堂中所做的事情来体现的"但所做的事情可以

有多种解释%

不同的框架涵盖了教师知识的不同方面"所有的框架都考虑了学科教学

知识!10,*:$+"8\]6#%鲍尔等人!'$**3($*""455]#改进了框架"他们研究了

数学教学知识对教学质量的影响!R&**3($*""455]#%因此"我的目的是阐明

整数算术教学知识的某些方面"这些方面似乎对于创设引发学生兴趣的情境

!'&J+3%I?0-;$0-3($*""458Z#"进而促进学生元认知策略的发展是很重要的%
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!#"##整数算术与数学教学知识

第88章和第四工作组会议提到了*整数算术的教学和评估+"这种表述导致整

数算术被认为是单一的领域%然而"会议论文探讨了一些不同的方面(

)))对数字的理解&

)))位值和书面数字&

)))对运算的理解&

)))笔算!标准和非标准#&

)))对数字事实的记忆(加法和乘法%

本主题基于所观察课例的"即对进位加法的理解%然而"连贯的整数算术教学

需要系统的整数算术知识!?-J39"458[#和具体的概念知识!'$%%B3($*""458[(关

于加法问题的研究#(

)))哪些子问题是相关的4

)))这些子问题是如何联系在一起的4

)))教授运算的重点是什么4

为了探讨与整数算术的教学和评估相关的问题"我将举三个例子"然后再回归

到澳门的课例进行说明%

!#"$#记忆数字事实

在小学早期阶段"学生参与各种不同的记忆活动(记忆儿歌$诗歌$数字名称$

星期名称$月份名称$他们朋友的名字等%几年后"他们会记住大量的事实和规则"

包括语法方面的$历史方面的和数学方面的等%

教师需要什么特殊的知识来帮助学生记忆数字事实吗4 数字事实的记忆不同

于儿歌的记忆吗4 不同于语法规则的记忆吗4 对所有的数字事实的记忆都一

样吗4

让我们从第一个数字事实的记忆开始(口头计数%数字序列与所有的歌谣有

一些相同的属性(有些部分是由没有关联的单词组成的!例如"一$二"再如

R,:7(B_,:7(B#&有些部分是相类似的!例如"48和C8的表述是相似的#"而且必

须按正确的顺序说出来%然而数字单词是特殊的 .8/(因为它们被用于计数"所以

.8/ 数字单词指的是)+3$(9)$(0%33等基数词以及V&%-($-3<)+.$(0&%.等序数词%)))译者注
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必须清楚地分开!是8$4$C"而不是84C#"单词的准确性和顺序至关重要%如果是

基于十进制语言进行口头计数!世界上有许多语言以45为基数"也称为二十进

制#"那么你至少要记住十个不同的术语 .8/%这些术语与其他术语!一周中的每

一天$每一首歌曲等#没有什么不同"这取决于使用的语言!本书第C章#%如果

幸运"你可能生活在一个基于十进制进行有规律地口头计数的国家(如85I8
!88#"85I4!84#等&如果不那么幸运"你将不得不记住其他更多术语"例如"英语

中要记84个不同的术语"法语中要记住多达86个术语%除术语外的其他数字"

有些会具备一些规律性而有些则无规律"如英语中的8C是*(0&%(33++而不是

*(0&%.I(3++"再如某个以45为基数计数的地区!如在法国是从65直到\\#%教

师必须意识到语言的细微差别"以便清楚什么时候必须像对待一首歌一样对待

数字名称"什么时候引导学生理解数字是如何建立的%这显然是用于教学的数

学知识而不是数学常识%例如"大多数法国人没有意识到他们记数是以45为基

数!这与比利时$加拿大和瑞士均不同#"但是教师需要知道(虽然用*-)&b$+(3I

.&b+!65 85#表示 5̂很奇怪"但如果想到 5̂的写法"自然而然就知道用

*-)&b$+(3I3(I)+X3+!65 88#表示 8̂%

如果现在要记住关于加法运算和减法运算的数字事实"首先要注意的是"你不

能明确知道什么时候真正进入加法运算策略的学习%例如"如果你需要说明在数

字序列中"6是在[之后的"也就是说如果把[个物体和另一个物体放一起"那么总

共有6个物体"这与数学式子[f8l6相关%无论如何"这意味着这些!f8的#加

法运算是以一种完全不同的方式学习的"如与[fCl]是不同的%

如果继续思考关于加法运算事实的记忆"就会发现有不同的迅速给出答案的

方法!A$)3($*""458[(关于乘法表的记忆#%记住每一个加法运算事实是最先要

做的%对于小于85的数字"有85q85个事实要记忆"但是如前文所述"也许不需

要把f8作为一个加法事实来记忆"因此可以去掉85个数字事实%如果知道6f

8l̂ "是否必须学习8f6l̂ 呢4 或者是否必须知道加法交换律4 我们需要在对

数字事实的记忆和对数学性质的记忆之间找到一种平衡0这是代数思维的第一要

素&参见翁等人!=)+E3($*""458[(对于其他代数问题的思考#1%

回到6f̂ 的运算"可能你已经记住了剩余的\5或Z[个算式的答案"或者你

可以想到*六加四得十"十加三得十三+%为了快速得到结果8C"你应该记住和为

.8/ 术语指的是8$4$C$Z$[$6$̂$]$\$85%)))译者注
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85的数字组合!当了解加法交换律时"只需要记住[个数字组合#以及利用85或整

十数计数的步骤%因此"我们也需要在陈述性记忆和程序性记忆之间找到一种平衡%

此外"方法的选择至关重要%同样"对于6f̂ 的运算"如果已经学会以[作为

基数来计算"你会想到*6f̂ l![f8#f![f4#l[f[f8f4l8C+"而不是*6f

l̂6f!ZfC#l6fZfCl85fCl8C+%

这些数学思考对加法运算事实的教学和评估有很大的影响%例如"如果教

师想引导学生以[为基数来进行加法运算"那么教师从数字教学开始就要以[
为基数来教授所有的数字分解"如6l[f8"̂l[f4等"这样学生就能记住这些

与[相关的数字组合%这些结果和思维过程会被用来评估学生对加法运算结果

的记忆%例如"如果学生以[为基数来进行加法运算"那么计算84f8C是简单

的任务"计算86f8Z是比较困难的任务"而计算8̂ f8]是更困难的任务%但如

果学生以85为基数记住了加法运算结果"那么计算86f8Z应该是最简单的%

如果研究人员能帮助教师理解特殊的数学因素是如何对他们在设计教学$选

择材料$突出*记忆+不同方面时的决策产生影响的"那么在数学教育中"研究人员

的作用可能会对教学和评估产生很大影响%

!#"-#数和式的书写

数学表达的有些方面是特定的"而有些方面是所有语言表达所共有的经验

!13+-3KB3($*""458[(基于列数学式子的设计#%这两种情况的共有特征是(书

写可能可以避免专注于记忆事实"因此书写总是与口头记忆同步进行的%另外"

书写具备与他人交流的可能性"这种交流超越了空间和时间的限制&而且书写还

有形式化功能"例如"当你在书写时"可以采用一列或一行的方式有规律地组织

那些无法用口头表述的对象!!)).B"8\]6#%读和写之间有显著不同"如486不

是读作*二一六+"*48+读作*二十一+"但当读*486+时"需要读作*二百一十六+"

你听不到*二十一+!这很难理解"因为这个数字中有48个85#%另一个显著的

不同是我们对书写数字单词和书写阿拉伯数字的不同理解%因此"数字书写的

应用应该是数学教学的一个特定部分"而不仅仅是书面的标准运算!d0$)3($*""

458[#%

例如"假设用每个蛋杯盛放一个鸡蛋!?*$V$*3j3($*""458[(教科书中的等量

问题#"如果第一天吃了几个鸡蛋"那么第二天就空出了几个蛋杯"但这样很难记住

鸡蛋的数量"这种情况就可以利用书写来完成任务%当教师为学生!["6岁#创设
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这种情境时"学生需要用数字来记录%根据鸡蛋的数量和现有的列数学式子的知

识"学生可能很难找到合适的记录方式%

一些学生会尝试使用适当的颜色和形状来表示鸡蛋"但他们并未得到正确的

鸡蛋数量%他们会意识到在面对蛋杯时"他们的记录并没有提供任何有用的信息%

一个比较好的方法是利用鸡蛋的空间位置"用一个圆形代表一个鸡蛋"尝试用鸡蛋

的位置绘制一张*地图+&另一个比较好的方法是画一些短线段"用一条短线段代表

一个鸡蛋%教师应该把这个过程看作是学生的非常有趣的符号化尝试"并鼓励这

种行为"而不仅仅是考虑用数字来记录%记录数量有不同的方法"这些方法的效果

取决于所处的情境%在特定的情况下"为了记录8[件物品"即使是一个成年人也

可能会用@@@@@@@@@@@@@@@来记录%

只认可列数学式子是整数算术的一个重要部分是不够的%整个过程是如何进

行的"根据教师的理解会有所不同"他们似乎把列数学式子视为一套固定的规则或

者是一种数学思考的方式%我将用一个例子来说明这一点!U$7$%%$$+.

#$%E)*&+$-"455\#%在某一观察课堂的某一教学环节中"学生被要求解决以下问

题(*假设一个盒子里红色和蓝色的正方形共有84个"红色正方形有[个"那么蓝

色正方形有多少个呢4+学生在解决这个问题时遇到了一些困难(第一"他们之前没

有学过减法运算&第二"这是他们第一次必须通过语言表述来解决问题%在课堂中

的某个时刻"当所有学生都确信蓝色正方形是^个时"教师让学生通过写或画一些

东西来解释他们的答案%哈姆迪画了84个正方形"其中[个正方形打了叉"̂个正

方形未打叉%他对问题的表述非常准确!图84 8#%

图!+ !#哈姆迪对正方形问题的表示

如果看到哈姆迪列的数学式子(84f[l̂ "我们可能会认为他犯了一个大错误

!教师就是这么想的#"但是哈姆迪是绝不可能认为十二加五等于七的%哈姆迪写

的错误式子展示了他现有的符号运算知识%他按照问题中给定的数字顺序!84"["

#̂写下这些数字"这也是他解题时使用数字的顺序%尽管这个数学式子的结构是

正确的"也是符合语言规则的"但它的数学意义是错误的%哈姆迪知道计算结果通
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常写在等号后面"但他不知道如何结合他已经学过的符号!f和l#表示他的推理%

现在我们来思考一下弗洛里安娜采用的方法 !图84 4#"虽然很难理解弗洛

里安娜的求解过程"但是会发现一个非常有趣的等式([fLl84%

图!+ +#弗洛里安娜对正方形问题的表示

这两种方法都有各自的特点"它们揭示了评估书面列数学式子的难度%不幸

的是"教师只关注书面加法运算的结果是否正确%

在数学教育中"为了在所有年级的教学中准确传达关于数与式的书写的系统

知识"确实有必要开展集体工作"这对于教师教授整数算术至关重要%

!#".#加法结构领域

*加法结构领域+的表述始于韦尼奥!S3%E+$,."8\]C"7"C8#"他的工作成果对

于理解加法和减法运算至关重要!关于中国传统"参见第88"Z"8节#%

韦尼奥的一个工作成果是关于减法运算)))数量之间的比较只是减法的一个

含义(

幼儿关于减法运算的第一个概念是)减少*一些初始量22

例8(约翰有]颗糖果"他吃了C颗%他还有多少糖果,

将这种概念记在心中"把减法理解为互补的关系就变得不那么困

难了%
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例4(多萝西生日时"一张桌子周围有]个孩子"其中C个是女孩%

那么有几个男孩, #S3%E+$,."8\]C"77"C8 C4$

在论文的后面"韦尼奥列举了减法的其他概念"并作了举例说明%减法作为加

法的逆运算"也是状态之间$比较量之间和变换之间的一种差异关系"最后他总结

道(*人们可以很容易地想象出"学生把减法的含义从最初的5减少6概念扩展到所

有不同的情况时会遇到什么困难+!7"C4#%韦尼奥指出"学生在很小的时候就能解

决第一个问题"但是在小学毕业时他们才能解决更难的问题!即使同样是计算]p

C"结果也是一样的#%加法运算也存在同样的概念差异"这两种运算都需要在加法

运算结构领域中重新组合%

这些区别对于教师的数学知识而言是至关重要的"因为他们必须明确提出的

问题的性质"以便于进行加减运算的教学和评估%比较的优势存在争议!第88"Z"8
节"H$,%"458[&d0$+E3($*""458[#"尤其是在教科书中"因为它会潜移默化地对

教师的观念产生影响!第88"̂节#%

!#"/#对澳门数学课例的说明

本节我将根据前面介绍的几个方面来说明澳门数学课例中教授加法运算的

概况%

第一个要说明的是这节课的主题(众所周知"与减法相比"加法即使是进位加

法也是非常容易的!D3$%+"458[#"我很想知道这所学校中经验丰富的教师会如何

教授这一具有挑战性的主题 .8/%即使我知道这不是由工作组做出的选择"但有一

个有利于对整数算术教学和评估进行科学讨论的环境是重要的%

这节课本身非常有趣%从某种意义上说"它代表了这一类型课的教学模式"这

种模式在其他国家也可以观察到(

.8/ 其他工作组的另一组参与者在另一所学校观察了一堂关于减法的教学%)))译者注
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)))这节课从口头回忆数字事实!和为十的数字组合#开始"在此期间鼓励学

生非常快速地给出答案%

)))随后教师引入了一种教学材料!糖果和糖果盒#"学生使用这种材料进行

计算并阐述了他们的想法%学生在教师的引导和帮助下列数学式子%

)))这节课的核心主题是研究进位加法!以4Zf\为例#%在此之前"通过对

数学情境问题和数学算式的表述!Z5fC$4[f4$4[f45#介绍了不同难度的加法

问题%

)))教师知道进位加法问题!4Zf\#有好几种可能的解题方案"她确定了三种

方案"用提前准备好的数学算式展示了这几种方案%

)))教师在这节课结束时的*课堂总结+中明确强调了*凑十+法%

口算阶段!第一阶段#描述了几乎所有和为85的数字组合!除5f85外#"因

此这一阶段的答案就是十%前五个问题是按顺序给出的!加法中的一个数字每

加8就增加一个数字组合#"因此这节课的第一阶段不是为了练习速算"而是展

示和为85的数字组合%有趣的是"根据我的经验"教师低估学生口头计算的流

畅性这一情况是很常见的!至少在法国是很常见的#%一般来说"大家都认为口

述不是真正重要的!!)).B"8\̂ &̂P+E"4554#"尽管它有独特的了解和组织事实

的模式%在这节课中"这些问题以书面句子的形式出现并分成两列"第一列数每

增加8"第二列数相应地减少8"这一事实在某种程度上是*易察觉的+

!#$%E)*&+$-$+.U$7$%%$"4588#%教师通常很少意识到口算和笔算有很大不同"

例如"在澳门课例中"教师需要选择用口算!口头提问答案不等于85的问题#还

是笔算来解决关于凑十的数字组合的问题%由于某种原因"即使口头速算非常

有用"但是并没有被重视"而笔算也不能与计算器相媲美(毕竟相比于纸和铅笔"

更容易在口袋里找到手机%

第二$三阶段使用的材料也很有趣"因为可能世界各地一些不同国家和地区也

在使用这些十进制材料%这两个阶段所使用的材料具有一个不常见的特殊属性(

该材料是有4q[个网格的糖果盒"可以在这个糖果盒中取出或放入糖果%在其他

一些分类中"一组85个是不能分解的"因此会有很多个一和十"且如果有85个一"

可以用8个十来表示%世界各地都在讨论位值的两个概念之间的区别(十是十进

制数!85#中的第一组"或者十本身就是一个单位%课例中的材料显然会引出第一

个概念"但使用它至少基于两个不同的原因%第一"是纯材料%对于4Zf\"假设

一个学生展示了两个装满85颗糖果的糖果盒"一个装有Z颗糖果的糖果盒"一个
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装有\颗糖果的糖果盒%如果教师说*你不可以在没有装满一个糖果盒时就装下

一个+"在这种情况下"学生只是对与十进制关系并不密切的物体进行操作&但是如

果教师说*你们要以85为基数来对糖果进行分组"在可能的情况下"你能用你的糖

果再做一个十颗的组合吗+"此时情况便有所不同%第二"教师在第二阶段和第三

阶段展示了不同的解决方案"旨在引出第二个概念"因为学生使用示意图展示了将

糖果重新组合成十个一组的不同方法%然而"我们不知道如何一方面考虑糖果盒$

糖果和书面计数之间的关系"一方面考虑口头计数的作用%特别是当口头计数与

书面计数结果不一致时!欧洲的主要语言就是这种情况(如口头表达是二十而不是

两个十"而在大多数亚洲语言中口头计数是有规律的#%例如"可以数十$二十$二

十三!图88 #̂"用习惯的方式写为*4C+"来表示*二十三+&或者可以先说二十"且

直接在左边写4表示4个十!十位的位值#"再说三"同时在右边写C表示C个一

!个位的位值#%使用相同的材料时"两种写法!二十三和4C#都是可以的"但这与

教学观点有很大不同%

简单加法问题!Z5fC$4[f4$4[f45#的选择凸显了教师的选择和团队的数学

知识(第一个问题"Z5fC"整十数和个位数的加法运算是各个数位独立处理的&第

二个问题"4[f4"第一个数的个位与第二个数的个位相加&第三个问题"4[f45"两

个数都是两位数"方法是一样的"对十位也作同样的处理%因此"最后一个问题!计

算4Zf\#作为这节课的核心"它的环境不仅是由教学材料组成的"也是由教师精

心准备的数学知识组成的%在考虑更一般的因素!材料的存在$对材料的熟悉度

等#时"这些运算也是环境!:&*&3,#的组成部分!'%),--3$,"8\\̂ &'%),--3$,3($*""

458Z#"但环境不仅仅是教学材料%

教师已经提前确定了计算4Zf\的可能方案"而且引人注目的是"她已经提

前准备了所有的材料!第88"6节#%在这种情况下"算式不能以解释解决方案的

方式出现"而且课堂中容不下错误的解决方案!MJ.$0*$+.Y,+3--)+"458[#%学

生知道答案"或者是因为其他学生说是CC"或者是因为他们一个一个地数糖果%

因此"学生可能列出了正确的算式!4Zf\lCC#"但并不是利用十进制性质解决

的%错误的解决方案可能会引发学生记起什么是十进制(当学生见到十"便对其

进行分解p合成!这对于个位和十位都是正确的"依此类推#%例如"用Z和\可

以凑出8个85(用Zf6!\剩下C#"或者\f8!Z剩下C#%学生会得到Zf\l

8C"知道里面包含8个十和C个一"这时教师就可以陈述三种不同解决方案的算

理%这显示了预先设计所有过程的弊端(可能仍然无法解释这些解决方案的推
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理过程%

最后一点与这节课的总结部分有关%任务设计者!=$(-)+$+.P0($+&"

458[#通常会仔细描述任务的*活动+部分(要解决的问题和问题所处的环境%然

而"他们通常不考虑告诉学生学到了什么$必须记住什么%如果我们采用布鲁索

!'%),--3$,#的术语!第88"[节#"任务设计者通常更关注学生参与学习的过程"而

不是知识的模式化过程!'%),--3$,"8\\4&#$%E)*&+$-"455[&#$%E)*&+$-$+.

U$7$%%$"455]#%澳门课例的总结部分清楚地表明了教师对学生未来的期望(学习

*凑十+的数字组合并了解如何使用它们%此时"整节课便作为一个整体呈现在学

生和观察者的面前%

!#"0#结论与建议

第88章和第四工作组考量了教师工作中的一些重要步骤%为了完善这项工

作"我把重点放在教学所需的数学知识"目的是强调研究者需要考虑他们自己对整

数算术概念的理解"以及研究者自身的理解会影响他们研究和分析教师工作的

方式%

如果我们认真思考第88"C"4节中提出的有趣的建议"即将封闭的问题转

化为开放的问题!1,**&K$+$+.U&*;,%+"455Z#"那么我们不仅要考虑它所暗示

的角色转变"还应考虑学生可能学到的数学知识和教师所需要的数学知识%

正如结论部分所显示的"澳门课例的目的是教学生利用*凑十+法计算进位加

法"这对心算和笔算都是有用的%研究中所提出的开放性问题的目的是完全

不同的(它包含学生做加法"并将加法作为一种运算!甚至作为一种函数"因为

可以用线性函数DlCCpL来建模#%研究者面临的挑战可能是找到具有同样

目的的更好的问题"这是一个非常不同的问题"即*关注日常生活+的问题

!'%):;$<03%"458[#%

总体上"我认为我们经常低估教师所需要的知识%教师不仅要选择具有挑战

性和高密度的任务"还要在一个确定的任务中评估!!3%K$-)+&$+.D$%&-0"458[#并

满足学生的不同需求!第88"C"C节#%对数学教育研究者而言"即使是在整数算术

领域"即使只观察一堂课!U&+"458[(关于乘法算法的发展#"描述课堂教学中教师

所需要的知识也不是一个小挑战"本书无疑是朝着这个方向迈出了非常重要的

一步%
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!第!#章 !

结构和结构化活动!联结整数算术基础与数
学其他领域的活动

""""""""""""""""""""""""""""""""""

哈姆萨!文卡特"茜比拉!贝克曼

#R$:-$S3+J$("1B;&**$'3<J:$++$

谢斯廷!拉松斯"忻燕萍"亚历山德罗!兰普劳德"陈丽敏

#H3%-(&+U$%--)+"a$+7&+E/&+"?*3--$+.%)Y$:7*),."$+.U&:&+A03+$.8/

!$"!#引言

本章的重点是将结构和结构化活动作为教学的关键手段"以此将整数算术与

数学其他领域相联系%和其他章节一样"在这一章中"仍以@A#@1(,.B4C的几个

研究论文为例说明结构和结构化活动"论文主题是小学数学整数研究%@A#@

1(,.B4C的论文是本书的主要前身%我们先在引言部分介绍专题组的研究"他们

研究的重点是整数算术和数学其他领域之间的联系"并且基于这些研究的概述解

释了为什么结构和结构化活动是建立联系的关键%除此之外"我们还记录了本章

的重点与其他专题组和@A#@1(,.B4C的会议报告中讨论的重点!在本书其他章

节中也有所涉及#之间的联系%

!$"!"!#会议概述

主题会议聚焦于整数算术与数学其他领域之间的联系"主要涉及如何通过结

构和结构化活动建立联系%这些研究关注学生学习$教师教学和教师教育以及课

程层面的结构和结构化活动"这些研究主要来自于美洲$欧洲$非洲$亚洲和大洋洲

等地%此外"还包括秘鲁的@A#@IA?>D观察员埃斯特拉'巴列霍!M-(3*$

S$**3Q)#的研究%

.8/ 电子补充材料(本章的网络版本 包含了补充材料%
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在会议上"报告分为五个部分(第一$二部分是关于整数算术和早期代数的&第

三$四部分是关于整数算术和乘法推理的"分别在学习层面和教学层面展开&第五

部分是关于整数算术能力的"它与语言能力和教师的发展有关%

$!"$"$"$#整数算术和早期代数

有两篇论文研究的是描述和组织结构关系的直观方法%梅洛内和兰普劳德

!#3**)+3$+.Y$:7*),."458[#分析了在俄罗斯和中国的小学中"用来教授加法关

系的*图形方程+%由于文化的差异"他们讨论了意大利学生使用该方法时需要进

行的文化转换"发现结构性方法和代数方法使加法关系变得更直观%忻燕萍!/&+"

458[#研究了在使用加法和乘法情境的结构模型时"学习有困难的美国学生的数学

成绩显著提高"这项研究成果使人们关注了这种情境下问题的代数结构%

有两篇论文研究的是有关模式的任务%艾拉奇和古柏曼!M%$JB$+.!,;3%:$+"

458[#发现在以色列的五$六年级中"使用数值模式的学生比使用图形模式的学生更

具概括能力"他们强调需要培养学生更复杂的结构性概括和阶段性概括的能力%费

拉拉和吴蔼蓝!F3%%$%$$+.>E"458[#研究了意大利的三年级学生参与的一项图形模

式任务"他们认为在学习过程中"学习是学生个体和学习材料之间分配后的一种能动

的结果"他们探讨了在代数思维发展的过程中学生算术意识的培养%

$!"$"$"##整数算术和乘法推理

从学习层面看"韦嫩夏诺等人!S3+3+<&$+)3($*""458[#报告了夏威夷的一项

研究"在该研究中发现测量的思想促进了学生对位值的理解%他们发现学生从最

初关注数量的比较逐渐发展为意会到在计算中需要重组单位%拉松斯和彼得松

!U$%--)+$+.D3((3%--)+"458[#调查了瑞典学生如何解决加法和乘法混合运算中

的共变问题%他们发现优秀的学生往往善于从速度关系推断距离关系"而较弱的

学生往往依赖单一计算步骤且关注问题的表面意思%陈丽敏等人!A03+3($*""

458[#调查了中国学生在有理数乘除的学习任务和测试任务中的表现%学习任务

分为三种不同类型(计算$解决问题和提出问题%研究结果表明学生在提出问题类

型任务中的表现很重要%

在教学层面上"贝克曼等人!'3<J:$++3($*""458[#讨论了利用乘法的量化定

义"来帮助美国初中职前教师围绕*比和比例+等进行探究思考%多尔等人!_)*33(

$*""458[#报告了澳大利亚的一项课程研究"他们发现教师通常不知道从低年级到

九年级中有多少主题给学生提供了比例推理的机会%文卡特!S3+J$("458[#讨论

了南非的一个教师教育项目的研究"该研究展示了将整数按比例扩大)))这种具
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有代表性方法的使用"是如何促进教师的数学学习和数学教学的%

$!"$"$"!#整数算术能力与语言能力'教师发展的关系

张娟等人!d0$+E3($*""458[#介绍了一项关于中国幼儿的语言能力与数学技

能之间关系的研究%他们发现语言能力与非正式的数学技能!如计数#的联系比语

言能力与更正式的数学技能!如加法和减法#的联系更紧密%巴尔金!'$*.&+"

458[#提供了基于教学知识框架的在职教师发展模式的数据"在巴西该模式被用来

加深教师对整数算术的认识并提高教师对整数算术的实践能力%

!$"!"##工作组的讨论内容

工作组会议上的发言与讨论非常活跃"研究人员在发言讨论和思考下一步措施

的过程中"建立了真正的合作与友谊%本次讨论的重点是与整数算术相关的关键数

学概念发挥重要作用的情境%这些概念包括乘法与比例思维$测量$归纳以及结构化

和普遍化的数学模型%有些报告的中心思想表明有必要进一步发展教师教育"以便

促进对整数算术内外联系的理解"其他研究也曾涉及这一点%会议中的发言与讨论

还强调了创建表征的重要性"如可以利用动作$手势$思维模型和图表等"来构建数学

关系%

在总结发言和讨论的成果时"工作组确定并拓展了跨领域研究主题%工作组

制作了一个概念图"将会议讨论的内容分为七个主题(论证"加法和乘法思维"结构

性关系"语言"模型$建模和表征方式"一般或特殊教育"教师教育%在这些主题中"

结构和结构化活动作为一个贯穿始终的主题将报告和讨论的内容组织并联系在一

起"使其形成一个整体%

!$"!"$#与其他工作组%小组%全体会议的联系

由于数学主题之间的联系无处不在"并且数学过程具有全面性"所以将对数学

思维$学习和教学的讨论划分成不同的类别"是既困难又没有意义的%因此"第五

工作组的想法与其他工作组$小组$全体会议讨论的想法有许多联系%在这里列举

一些与我们的研究重点特别相关的问题%

从表面上看"争论可能在于什么时候引入早期代数%马立平在全体会议报告

中!本书第8]章#"表达了对在小学低年级安排学生学习代数的担忧%相反地"工

作组的一些项目报告侧重于研究早期整数算术的代数结构%马立平指出"学校数

学的理论核心是单位的基本概念和两个基本的数量关系!加法和乘法#%然而"正

如本章中列举的一些论文所阐明的那样"一些*早期代数+的方法似乎也有助于促
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进学生发展单位概念和理解算术运算的结构%因此"引起争论的可能是那些被称

为*早期代数+的问题"而不是问题的实质%

*特殊需要+小组!本书第86章#的成员马利根!#,**&E$+#从模式的角度来研究早

期代数"并报告了一项长期研究项目)))模式和结构在数学学习中作用的研究%研

究结果包括(!8#数学模式和数学结构的意识是可以教授的&!4#低年级学生的数学成

绩与他们的意识水平有关%马利根认为数学课程应当促进学生的结构性思维%

像所有教与学存在的问题一样"整数与其他领域之间的联系必然与教师教育

有关%因此"在第五工作组的发言和讨论中"教师教育问题多次被提及不足为奇%

*教师教育+小组!本书第8̂ 章#的研究成果在多个方面能与第五工作组的有联系%

例如"考尔讨论了新加坡使用的模型方法"该方法与梅洛内和兰普劳德!458[#讨论

的*图形方程+方法$韦嫩夏诺等人!458[#提及的测量方法和贝克曼等人研究的一

种比例关系方法直接相关%巴斯!'$--#的全体会议报告!本书第8\章#也与*教师

教育+这一主题相关"他强调了数线的作用以及可以将数字视为测量活动的结果%

我们强调了与第五工作组相关的另一篇论文"因为它表明了数学思想之间的

联系有多深"每个人"甚至是专业数学家"都需要了解它们%库珀!A))73%"458[#在

为第一工作组撰写的论文中"讨论了数学家!作为专业教师发展课程的指导者#如

何更深入地理解带余除法及其与整数算术以外专题!包括分数和除法#的联系%

!$"!"%#本章的结构

将整数算术与数学其他领域的联系作为本章的标题"清晰地表明研究的重点

是在其他领域和整数算术之间建立联系的必要性和方式%即使不断有证据表明"

解决问题的方法经常是局限的$碎片化的和固定的"这一重点仍然很重要%这种碎

片化是由于书本中数学知识之间的割裂所造成的!1<0)3+V3*."8\]]#%因为在世界

范围内的大多数数学课程中"整数算术是数学的入门课程"所以在入门课程中着重

考虑数学主题的拓展以及数学主题之间的联系是尤为重要的%在这一章中"基于

这一考虑"关于如何处理整数算术的传统教学内容"我们提出了更通用的建议(一

方面"关注那些在整数算术领域中开始构建但最终可以拓展到整数算术领域之外

的数学结构&另一方面"为教师和学生提供参与结构化活动的机会"这是一个关键

的数学实践活动"这种实践活动同样可以始于整数算术领域"也可以拓展到整数算

术领域之外%在本章中"我们通过文献来说明关注结构和结构化活动的意义%在

正文中"我们展示并讨论了一些例子"说明关注结构和参与结构化活动也有利于整

数算术领域之外的学习%这些例子中的方法适用于学生的数学学习$教师的数学
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教学以及教师教育课程%

!$"##数学%结构&和%结构化&

虽然人们普遍认同数学中*结构+的重要性"但却不清楚结构究竟指的是什么%

斯法尔迪!1V$%."8\\8#将*结构+的概念与*运算+的概念进行对比"他认为*结构+

是指把过程固化成*静态的结构+!7"45#%梅森等人!#$-)+3($*""455\#用以下术

语描述数学结构(

数学结构是对一般化属性的识别%这些属性在具体情形中体现为元

素之间的关系%#7"85$

数学属性在这个表述中非常重要"研究者认为"识别元素之间的关系本身并不

是结构性思维的标志%只有当这些关系被识别为*属性的体现+时"才是结构性思

维的开始%因此"尽管在*结构化+活动中"识别模式和关系是至关重要的"并被视

为关注结构的重要前奏"但教学活动需要为这些关系提供关联根本属性的机会%

在整数算术的背景下"论文中介绍了一系列基本性质与思想%例如"与等价性$结

合性和互补性相关的思想"以及加法运算结构和乘法运算结构的性质和区别%所

有性质最初都是在自然数的背景下举例说明的"但是也可以拓展到整数算术范围

之外%有理数为这些拓展的研究提供了一个关键基础"拓展的研究又为研究运算

性质是如何变化的提供了依据)))例如乘法不是必然*变大+"除法不是必然

*变小+%

考虑到将特殊关系与一般性质联系起来的重要性"结构和结构化活动的方法

通常与代数思维联系在一起%因此可以预见"代数内容和代数思维是研究整数算

术与数学其他领域之间联系的焦点%

基于文献"可以推断出关于数学结构的两个广泛的观点%可以根据有助于问

题解决的*现成+的结构"或通过结构化活动产生的结构来区分两个观点%在数学

教育中"特定方法通常倾向与其中一个观点更为一致%例如"布尔巴基学派

!'),%;$J&$+#的方法从强调结构的角度出发!A)%%B"8\\4#"而*现实数学教育+

!Y3$*&-(&<#$(03:$(&<-M.,<$(&)+#理论更强调将结构化活动作为重构数学结构的

手段!K$+.3+R3,K3*ID$+0,&X3+$+._%&QK3%-"458Z#%因此"基于与性质有关的基

本定义来构造结构是运用结构的一个关键标志&而以一种更直接的方式对结构进
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行*共享+的重构"则是结构化活动的一个关键标志%梅森等人!455\#注意到"无论

哪种情况都是对一般性质的认识"而不是对数学对象间的内在联系的认识"这是结

构作为思维工具的存在原因与潜力%

虽然这两种观点都有支持者"但在这些观点及后续主张的实施中"也需要重视

一些有价值的评论%弗赖登塔尔!F%3,.3+(0$*"8\̂C#指出"传统数学教学存在的一

个主要问题是*在自上而下的教学设计策略中使用的5教学法的颠倒6.8/"这种策

略中的静态模型来源于明确的专业数学知识+!!%$K3:3&Q3%$+.1(370$+"4588"

7"8Z6#%阿蒂格!?%(&E,3"4588#赞同这一评论"指出*学生不知道哪些需求可以通

过学习数学专题获得+"伴随而来的是他们*在数学学习中几乎没有自主性+

!7"48#%在教学中"用*现成+的格式呈现结构可以理解为纳入了该主张的某些元

素%文卡特等人!458Z#指出"在南非小学的低年级教师教育中"如果教师不能关注

在示例背景下战略性地应用性质"那么可能他对性质定义!这是结构关系的关键标

志#的关注是不够的%他们列举了一项关于小学低年级教师的小研究中的数据"研

究者要求小学低年级教师举一些交换律的例子"其中要包括第一个数字大于第二

个数字的例子"也要包括第二个数字大于第一个数字的例子%他们给出了一段摘

录"描述了一位教师对\fC的解释(

根据交换律"我们可以说这与Cf\相同%

这个解释表明该教师清楚地意识到什么是交换律"以及将交换律应用于加法

运算意味着什么"但对于什么情况下可以使用交换律的认识仍不足%同样"也没有

解释*在一般定义下结构性质适用的所有加法例子的全集+和*在特殊情况下结构

性质适用的部分加法例子的子集+之间的区别%文卡特等人!458Z#从*定义性+而

不是*规划性+的角度"描述了结构性质的缺陷%他们认为研究中的发现表明将定

义作为结构的唯一来源有局限性"并指出如果要灵活且战略性地处理数学性质问

题"就需要把其他特征作为探究的一部分%

相比之下"其他研究人员从不同角度评论了个人再创造活动"其中包括如下观

点(一些方法更多的是由于政治意识形态所产生的"而不是有效的教育"因此取决

于它们是否适用于当前的政治环境!L$;,*$9$"455C#%回顾教育研究的重点领

.8/ *教学法的颠倒+由弗赖登塔尔提出"指不经历知识的探索过程而直接学习结论的教学%)))译者注
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域"有很多证据表明了以下内容的有效性(

在对初级到中级学习者的教学中"直接有力的教学指导是有效的"而

不是基于建构主义的最小化指导%22非指导性的教学不仅效果较差"

而且有证据表明"当学生获得错误概念-不完整或杂乱的知识时"这种教

学可能产生负面结果%#H&%-<0+3%3($*""4556"77"]C ]Z$

特别是在结构化活动方面"希夫特!1<0&V(3%"4588#虽然不主张直接指导"但她

指出可以通过开展注意结构的任务而获取经验"来加强对结构的关注&她也强调可

以在整数算术的背景下开展任务%她提供了两个解决以下案例的对比方法(

奥斯卡有\5张贴纸"分给朋友Z5张%贝基也有\5张贴纸"分给朋

友C[张%谁剩下的贴纸更多,

在第一堂课上没有进行更深入的讨论"只让学生计算奥斯卡和贝基剩下的贴纸

数量"然后比较两个得数来回答问题%在第二堂课中"在确认学生都学会用减法式子

\5pZ5和\5pC[来表示这两种情形后"教师明确地告诉学生"希望他们可以不通过

计算来回答谁剩下的贴纸更多&接着"教师组织了一场讨论"重点是比较*拿走更多+

和*拿走更少+对剩下数量的影响%因此"重点是思考和阐明减法的性质"而不是减法

的运算%其他学者赞同了这种广泛的*文化+观点"认为结构化技能依赖于结构化活

动"也是参与结构化活动的结果!3"E"=%&E0(3($*""4556#%然而"也有研究指出"教

师至少需要事先了解整数算术结构的文化背景"并将其作为一个理论基础"如基于

十进制结构体系的整数算术表示法%如果含有这些结构的人工制品的数学设想得

以实现"那么就能够在数学课堂上有效地利用这些结构!'$J0,%-("8\\8#%

在本章中"我们的研究重点是通过举例来证明两个观点%这些研究本身包含

了整数算术与数学其他领域!包括有理数和度量#之间的联系"但是本章的重点是

学者们在研究结构和结构化活动时的观点%本章探讨了两个观点中使用的方法"

以及认识与建立模型方法上的差异%我们这样做是为了探讨两个观点的异同"可

以通过结构和结构化活动来建立整数算术和代数思维之间的联系%我们还关注是

否有证据表明这些方法中的哪一种可能更适合小学数学教师的教育%
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!$"$#结构化活动的理论基础与调查研究

在世界各地的数学课程中"模式任务和序列任务由于注重结构性和归纳性而

得到推广 !_%&-<)**"8\\\#%休伊特!R39&(("8\\4#提出了将空间表征和图形表征

!而不是数值表征#联系起来作为切入口"并将其一般化%他还注意到*识别模式+

表征的方法(将空间排列转化为表格或数字排列"限制了特定空间结构的构造方法

的切入口"从而可以在不同实例之间建立相似的新结构%艾拉奇和古柏曼

!458[#研究了图形模式的序列!如排列规律的点图#"发现了在直观图形模式中建

立空间结构的方法%研究者注意到"大部分以色列小学生用直观图形模式进行一

般性表述比用数字形式更困难%但是"他们还需要*更深入地研究构建序列的规

则+!7"[Z]#"这部分至少反映了休伊特的观点"即相比于普遍的数字路径"关注空

间模式的格式$模式的构建以及结构的口头表达更有助于理解结构%

我们更感兴趣的是数值$代数和空间方法与结构化活动之间的联系%费拉拉

和吴蔼蓝!458[#提供了一个在直观模式任务背景下发展代数思维的理论"这个理

论聚焦于两个三年级学生在人力$物力$资源交融的背景下构建数学结构的方法%

他们着眼于结构的建立"而不是学生正确识别一般功能性表征的能力%通过对学

生的访谈"研究者发现具体的空间结构会导致学生越来越关注部分元素的数量"或

者对元素之间的排列和数量关系有了更全面的认识%费拉拉和吴蔼蓝还注意到(

包括任务和任务条件在内的实物人工制品以及学生的手势和言语"都有助于学生

学习整数算术和培养功能性思维%

沃伦和库珀!=$%%3+$+.A))73%"455\#介绍了两种互补的表征)))天平和数

线"以便在对4"6年级学生的纵向研究中建立等量模型%他们在研究中提出了一

个关于学习或教学路径的理论"加强了学生对相等性的一般理解%他们推测"转换

有效表征是理解整数算术结构的关键点之一"这种方式可以推广到整数算术之外%

他们构造了超级结构"是由多个模型嵌套和集成的"以此来说明和解释*超级结构

的作用是不可低估的+!7"\4#%

有一小部分工作涉及了对结构和结构化的研究%这些研究涉及不同结构的任

务"以及在计算中运用结构和关系来提高效率的任务"这些任务都能让学生更加关

注结构层面%在夏威夷的测量计划项目!#3$-,%3O7#中"教学方式以达维多夫

!_$KB.)K#的观点为基础"即在度量的背景下以一般概念为出发点"而不是数字的

概念!S3+3+<&$+)3($*""458[#%韦嫩夏诺和她的同事报告了一年级学生是通过测
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量不同基数的连续量"而不是通过关注十进制结构中特殊的离散数来学习和理解

位值的概念%他们培养了学生关注相邻位值单位之间确定比例的能力"并强调度

量单位是*在概念上和在物理上逐步认识单位的关键工具!例如"三分之几的基数

是C"十分之几的基数是85#+!7"[]8#%同时指出"通过这种方法来认识测量背景

下的位值"学生有机会认识*参考单位+的概念"并体验以不同的基数作为测量单

位%在这项促进学生结构化活动的研究中"核心是教学任务和工具"而教学任务和

工具的选择依赖于教师对结构重要性的认识%

拉松斯和彼得松!458[#的论文聚焦于区分乘法情境和加法情境"详细介绍了

关于瑞典六年级学生解决两个共变问题!一个乘法问题和一个加法问题#的研究"

两个问题都涉及儿童游泳的相同情境%他们发现"成功解决了两个问题的学生都

能识别速度在数学上的显著特征%这些学生进一步推断出速度对游泳者之间的距

离有影响"这表明他们理解了这种结构关系的相关性质%作者从与两个学生)))

乔纳森和马库斯!所有名字都是化名#的谈话中摘录了关于这种理解的部分(

乔纳森(因为他游得更快#乔纳森的一根手指在桌子上移动"同时另

一根手指移动得更快$%

马库斯(如果他们同样快"那么当然会保持同样的距离#马库斯双手

保持固定的距离"并以同样的速度向前移动$#7"[64$%

未成功解决问题的学生没有意识到速度的重要性"或者尽管他们意识到了"但没

能从速度推断出游泳者之间的距离关系%玛蒂尔达和汉娜在解决这两个问题时发现

了差异"但这并没有让他们质疑自己的解决方案"他们认为两个问题都具有可加性(

玛蒂尔达(第一题他们是同时开始的"但是第二题不是同时开始%

汉娜(第一题两个人游得不一样快"但第二题两个人游得一样快

#7"[6C$%

在这个研究中"在给定情况下区分数量之间结构关系的能力是成功解决数学

问题的核心%

努内斯等人!>,+3-3($*""4584#讨论了区分加法和乘法情境的能力"以及根

据不同的加法或乘法情境对问题的数学结构进行推理的能力"并把这些能力称为
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数学推理%他们开展了一个历时[年的纵向研究"涉及86]5名儿童%该研究基于

两个类似的问题"即计算同向或反向行进的两个人之间的距离"其中一个问题通过

减法解决"另一个通过加法解决%他们发现"学生识别数学结构的能力是预测日后

数学成绩的强有力因素"比算术技能$逻辑思维或工作记忆更有效%因此"建议教师

在数学教学中更加重视数学结构的推理%这项研究的结果与万多里等人!K$+_))%3+

3($*""4585#的发现一致(在解决类似问题之前对问题进行分类的学生比没分类的学

生更成功%这些问题均与拉松斯和彼得松!458[#研究中的问题类似"即加法和乘法

共变问题"以及一种以类似形式表述的非共变问题"例如*如果煮[个鸡蛋需要]分

钟"那么同时煮85个鸡蛋需要多长时间4+无论有多少鸡蛋"煮鸡蛋所需的时间都不

变%先分类后解决问题的学生不仅更善于区分数学结构"也能正确解决更多的问题&

而且在分类任务上"他们也比不分类解决问题的同龄人做得更好%

这一发现与埃利斯!M**&-"455̂ #对算术运算和量的运算的区分也相关%算术

运算的目的是评估数量"而量的运算的目的是评估给定情况下数量之间的结构关

系%因此"如果用这些术语来表述"那么拉松斯和彼得松研究的任务的重中之重是

量的运算"而不是算术运算%这种强调识别结构相似性的导向在艾斯丘!?-J39"

455[#的*单词难题大书+!S$5S""N"AO"%<F%"G'&(4#的系列任务中也可以看

到%埃利斯发现在课堂上推广这两种方法的任意一种时"不同类型的*归纳行为+

普遍存在"这是结构化活动的进一步推进%她认为*联系+是归纳活动的一个关键"

这可以从以下内容之间的联系体现(

两个或多个问题-情境-想法或数学对象%)联系*包括学生回忆之前

的情境"创建一个新的情境"关注当前数学对象的相似性质或形式%

#7"Z[Z$

这种*联系+"在鼓励学生关注量的运算多于算术运算的课堂上更为普遍%

陈丽敏等人!458[#基于对学生提出问题的能力$计算和解决问题的能力的思

考"在他们的研究中增加了一个新的维度%与多尔等人!4584#的早期工作一致"陈

丽敏等人!A03+3($*""458[#强调学生课堂学习经验!包括计算$解决和提出情境问

题#中重点的变化"以及习题集中的具体数字和数字关系"均会影响学生在问题情

境中解释结构关系的方式%在计算活动中"要求学生计算由不同数字组成的]个

不同类型的式子0即把小于和大于8的数分别作为乘数!或除数#和被乘数!或被除
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数#1(其中"Z个是小数乘法式子!即8"Cq4"̂"4"Zq5"\"5"]qC"6和5"6q5"̂#"Z
个是小数除法式子!即C"6�8"4"["Z�5"\"5"]�8"6和5"6�5"4#%在解决情境问

题的活动中"学生必须利用小数乘法和小数除法的运算解决涉及以上数学式子的

]个文字型应用题!例如"每千克香蕉的价格为8"C元"买4"̂千克该付多少钱4#%

在提出情境问题的活动中"要求学生根据上述]个数学式子来提出问题"例如"根

据数学式子8"Cq4"̂提出情境问题%

陈丽敏等人!458[#发现"学生在计算和解决情境问题的活动中能够很好地解

释乘法或除法运算的结构关系"但在提出情境问题的活动中却做得不好%此外"他

们还发现在这三种不同的学习活动!提出$计算和解决#中"小数乘法!除法#运算中

乘数!除数#小于8比乘数!除数#大于8的结构关系更难解释%被除数小于除数的

结构关系比被除数大于除数的结构关系更难解释%例如"在计算*5"]�8"6+时"给

出错误答案*4+的学生很少!̂N#&而在计算应用题*若8"6千克胡萝卜是5"]元"则

每千克胡萝卜多少钱4+时"给出错误答案*8"6�5"]l4+的学生较多!CCN#%还有

一部分学生!8[N#在根据数学式子 *5"]�8"6l5"[+提出问题时"给了如*小华买

了5"]千克香蕉"花了8"6元%每千克香蕉多少钱4+的错误答案%

综上所述"这些发现表明在埃利斯 !455̂#的量的运算的分类中"侧重于解决问

题的任务和侧重于提出问题的任务之间可能有区别%沃森和梅森!=$(-)+$+.

#$-)+"455[#强调了要鼓励学生举有特定约束条件或特定关系的例子"鼓励学生适应

结构方式"从而摆脱由计算主导的传统数学教学方式%这一建议可能特别重要%虽

然他们的研究中列举的例子涉及多个数学主题和数学水平"但也有一些例子呈现的

任务和方法鼓励了学生去关注整数算术领域下的结构"以及关注整数算术领域外性

质和关系的转变方式%示例包括以下任务!根据我们的目的略有调整#(

写一对乘积为855的数字%

再写一对22

再写一对22

再写一对乘积为855的数字"但是其中一个数字必须在[5到855
之间%

再写一对乘积为855的数字"但是其中一个数字必须大于855%

在这里"学生对结构关系和相等性的关注是最重要的"他们通常关注围绕乘法
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构建的示例%在这些任务中"为了创造更普遍的概念"学生需要注意性质转换和重

构的方式%

我们要鼓励学生通过寻找一般关系"从而关注结构与量的运算%一个例子是

鼓励六年级学生对特设但是错误的策略进行评价!U$%--)+"458[#%例如"当计算

8\q46时"误用45q4[代替"基于像做加法一样"把8从46移到8\的想法%这种

计算策略是在与参加过评价的学生的交谈中了解到的%当将这个策略用到其他计算

时!因此是关注量的运算而不是算术运算#"一些学生不仅发现了这个策略是错误的"

而且解释了策略错误的原因%学生的解释包括结构性的观点"以及对在何种情况下

答案会比原来的结果大的详细说明%经过与同伴讨论"一名学生得出如下结论(

如果增大较小的乘数"减小较大的乘数"那么结果总是变大%

这位学生还说"他只研究了在整数算术背景下的方法"还没有检验有理数背景下

是否正确%部分学生只是通过计算比较两个乘法式子的结果来解决问题!这时任务

变为算术运算练习#"这些学生锻炼了计算技能"并且可以判断出方法是错误的"但是

不能给出理由%他们通常会说"当把一个因数换成另一个因数时"就变成了另一项任

务%可以把这个例子与史密斯和汤普森!1:&(0$+.L0):7-)+"455]#所区分的*数值

!计算解#+和*量!概念解#+!7"85̂#联系起来%在关于早期代数应该关注哪些内容的

讨论中"他们认为低年级时"在整数算术背景下学习的量的推理以更广泛$灵活的方

式为学生之后的代数学习打下了基础&在关注量的推理时"他们认为数值推理和量的

推理的界限是模糊的"并指出数值推理可以且应当作为思考数学关系的起点%

以结构为重点的数值推理是*彼得的方法+!D3(3%u-:3(0).#的核心"斯蒂芬斯

!1(3703+-"455Z#在一项针对小学生的研究中采用了这种方法%*彼得的方法+是(

将被减数加上一个数"这个数可以使得式子减85以后与原式相等"这样可以避免

退位减法%研究者给学生展示了一个两位数减[的例子"先加[再减85"如

ZCp[lZCf[p85%如果学生在讨论这一题或类似题目时表现出了结构推理的能

力"那么该能力就会延伸到除[以外的数字上"如减6"学生面临的挑战是找出要加

哪个数才能再减85来计算答案"例如(

CZp6lCZf4 p85%

研究还发现"那些不考虑被减数是多少就能解决问题的学生也可以回答*彼得的

方法+为什么有效以及是如何实现的"这与一开始就计算等号左边结果的学生形成了
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对比%寻找数值答案而不是给予一般性解释"似乎会阻碍学生进行量的推理%虽然

这是一个数值计算背景下量的推理的例子"但它的适用性使结构成了被关注的焦点%

在这个意义上"该方法与拉松斯!458[#在关于评价错误计算方法的研究中讨论的方

法相同%巴斯特布尔和希夫特!'$-($;*3$+.1<0&V(3%"455]#把类似的活动和课堂观察

描述为一种为运算从整数算术扩展到有理数领域作的准备"这些活动和课堂观察来

自于对整数算术例子的研究"但需要让低年级学生去辨别相关性质和结构性质%

!$"-#学生层面上的构造方法

对结构的关注体现在对一般定义的陈述和讨论$对数量之间关系的建模和表示

上%虽然学生和教师使用的人工制品之间有相似之处"但他们围绕这些人工制品讨

论的重点往往不同%我们将在学生和教师层面上分别讨论强调结构的研究%

梅洛内和兰普劳德!458[#利用*文化转换+的工作理念"研究了意大利学生学

习一个图形方程模型的过程"该模型体现了俄罗斯和中国常用的加法关系的结构%

文化转换是一个过程"在这个过程中"*不同的文化背景可能产生不同的意义和数

学教育观点"不同的数学教育观点反过来又构成了不同的文化背景"促进不同的学

校数学实践方式的产生+!#3**)+3$+.Y$:7*),."458["7"[̂8#%他们认为"图形

方程中部分)部分)整体模式在俄语和汉语语境中的侧重点和作用不同"这与文

化和语言在意义$特性和分类上的差异有关%在他们对中国常见的*变式问题+的

分析中"明确表示图形方程是解决一类变式问题的统一方式"并且图形方程可以表

示加法关系的一般性质%相比之下"他们认为达维多夫!8\]4#提出的部分)部

分)整体模型对从图形!非量化#模式转向基于代数的符号模式"起到了过渡作用%

然而"多尔蒂和斯洛温!_),E03%(B$+.1*)K&+"455Z#对这种把图形方程作为转变

的*媒介+的看法与*达维多夫关联+!_$KB.)KI*&+J3.#方法中的观点有所不同"他们

认为需要同时而不是依次呈现图形和符号的结构模型"以便支持学生有意义地创

造%这两种方法都强调在整数算术的背景下"从任务一开始就推动代数思维的发

展"而不是将代数推迟到下一个阶段学习%

我们对意大利小学五年级学生解决以下问题的方法进行了研究"研究提供了

与结构性关注和文化转换有关的实验数据"这些结构性关注和文化转换涉及源于

不同背景的不同方法(

祖母一共给了她的孙子和孙女弗兰卡-尼古拉和斯特凡诺68]欧元
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作为礼物%弗兰卡的钱是尼古拉的两倍"斯特凡诺比尼古拉多85欧元%

弗兰卡-尼古拉和斯特凡诺各有多少欧元,

学生在小组活动中解决了这个问题%本章的重点是研究结构"而梅洛内和兰

普劳德!458[#的实验数据的一个重要特征是关注了学生利用图形方程找到解决方

法的方式%数据库!电子补充材料(Y$:7*),.3($*""458̂ #中也记录了一个重要的

课堂活动(一个小组与全班分享他们解决问题的方法%从图8C 8中学生的手的

动作可以明显看出尼古拉的金额!用较短的线段来表示#"被当作绘制图形方程的

一个单位%对我们而言"重要的不是关注算术问题"而是关注非形式化的代数问题

的相关结构%表达式>q4的出现!图8C 4#是转变的重要表现%在这个例子中"

我们可以看到意大利受到了俄罗斯传统文化的影响"并有文化转换"俄罗斯强调量

的连续表示"而中国强调数值的大小%

图!, !#学生的解决过程

##

图!, +#表达式Q?+

梅洛内和兰普劳德!458[#进行了文化转换)))将表示加法关系的图形方程应

用于意大利五年级的课堂"并报告了他们的有效成果"指出这种模型强调的是结

构"而不是数值"这是为了帮助学生更自然$更灵活地使用代数语言%这一结果支

持了早期研究成果并增加了文化差异的研究"他们指出在整数算术背景下"鼓励学

生关注结构且关注一般性质"以此作为一种促进数值计算和过渡到形式化代数的

方法 !A$&$+.H+,(0"4588&1<0&V(3%"4588#%

为了进一步构建跨文化课程评估体系"忻燕萍和同事开展了基于概念模型的

解题!<)+<37(,$*I:).3*I;$-3.7%);*3:I-)*K&+E"简记为AP#D1#方法的研究!/&+"

4584#"该方法与数学建模和概念模型的理论框架相一致!3"E"'*):0{Q"455Z&

U3-03($*""8\]C#%AP#D1方法强调等式模型中一般数学关系的代数表示%例

如"*部分f部分l整体+是加法文字型应用题的概念模型&*单位率q单位量l乘

积+!O+&(Y$(3q>,:;3%)VO+&(-lD%).,<(#是平均分组!M!#的乘法问题 .8/的

.8/ 平均分组的乘法问题"即若干个含有等量元素的组的乘法求值问题%)))译者注



第二部分

工作组研究及述评
*''##

概念模型!图8C C#%利用AP#D1提供的一般数学模型"就可以用代数等式建模

并表示一系列涉及四种基本运算的文字型应用题"这可以用来帮助学生解决问题%

为此"忻燕萍设计了一套含有故事结构的文字型应用题!图8C C$8C Z$

8C [和8C 6#"以帮助学生利用等式模型表示各种应用题"再利用代数方程求

解"即求解方程中的未知量%在此过程中"解决各种文字型应用题的运算方法由模型

方程!部分f部分l整体"因数q因数l乘积#决定%在解决M!问题时!图8C C#"

例如"当组数未知时!比如"丹共用88Z美元给他的朋友买礼物"如果每份礼物8\
美元"他能买多少份礼物4#"模型方程!8\q7l88Z#表明将乘积!88Z#除以已知因

数!8\#就可以得到未知因数!7l6#%在解决乘法比较!#A#问题的过程中

!图8C Z#"例如"当参考单位未知时!比如"帕特有45Z颗弹珠"帕特拥有的弹珠数

量是鲍勃的 8̂ 倍"鲍勃有几颗弹珠4#"由模型方程!7q8̂ l45Z#可知"乘积

!45Z#除以乘数!8̂ #可得未知量!7l84#%通过这些模型"学生无须*碰运气+选择

哪种运算"也不必采用寻找 *关键字眼+的策略%

如图8C C$8C Z$8C [和8C 6"忻燕萍!458[#提出用代数表示的结构"来

表示加法和乘法情境下的一般概念模型"并利用它们启发学习有困难的中小学生

解决问题%实验数据表明"使用AP#D1方法的学生在解决数学问题方面进步明

显!/&+3($*""4588#%

图!, ,#平均分组的乘法问题的概念模型"RGC'+0!+'8"!03#
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图!, .#乘法比较问题的概念模型"RGC'+0!+'8"!+,#

图!, 3#部分$部分$整体问题的概念模型"RGC'+0!+'8".1#
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图!, /#加法比较问题的概念模型"RGC'+0!+'8"/1#

!$".#教师层面上的构造方法

在教师教育方面"近期的研究提出了满足教师需要的一系列方法"以便使教师

在教学中更多地利用结构方法%我们讨论了几项研究"这些研究是关于教师如何

使用给定的结构来推理乘法和比例关系的%本节与本书中关于教师教育的章节

!第8̂ 章#有相似或重叠之处%

贝克曼等人!458[#在与未来的Z)]年级教师的合作中"从乘数$被乘数和乘

积的角度分析乘法结构"由于乘数和被乘数所处的地位不同"因此他们从两种不同

角度"即*组数+或*每组元素个数+"来思考比例关系!'3<J:$++$+.@X-TJ"458[#%

在他们的方法中"乘法由一个等式表示(

+'KlF"

其中乘数+ 是组数"被乘数K 是指一组中的元素个数"乘积F 是+ 组元素的总

数%在研究中"未来的教师往往采用这一定义作为首要标准%这一定义是侧重于

量的"而不是纯粹的数值"因为乘数$被乘数和乘积都带有度量单位!*组数+和*个

数+#%正因为是量的定义"所以乘数和被乘数的地位不同"使用定义时要求教师在

情境中寻找并识别结构%因此"提出这种结构的目的是促进学生审题"并在解题时

注意细节%
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例如"图8C ^和8C ]呈现了贝克曼等人!458[#研究的未来的教师解决

比例问题的两种方法%题目是(将氮和磷以]|C的比例混合制成一种肥料"现

在有C[千克氮"若把它们都用于制成该种肥料"需要多少磷4 教师的第一个解

决方案是从*组数+的角度出发"她把肥料看作是若干组]千克氮和C千克磷的

混合物"将C[千克的氮分成若干组"每组]千克"那么所需磷的量就是同样组数

的C千克磷的总量!图8C #̂%

图!, 1#从%组数&角度推理比例关系

图!, 2#从%每组元素个数&角度推理比例关系
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对这一问题"该教师的第二个解决方案是从*每组元素个数+的角度出发%这

一次"教师将肥料视为]份氮和C份磷"每一份的质量相同%她通过将C[千克的

氮分成]份来确定每份的大小"那么所需磷的量就是这样大小的C份!图8C ]#%

尽管贝克曼等人的研究结果是初步的"且只是一个正在研究的大型项目的一

部分"但在他们的研究中"为解决比例问题"许多未来的教师也一样能从两个角度

提出合理的观点%我们还注意到"研究中提出的结构也许能更好地解决这些问题%

多年来"在数学教育研究中从*组数+的角度解决比例关系问题已广为人知"但直到

最近人们才单独讨论了*每组元素个数+的角度!'3<J:$++$+.@X-TJ"458[#%甚

至人们已经认识到*组数+的角度存在局限性!H$7,($+.=3-("8\\Z#"并且从*每

组元素个数+角度的解决问题的方法是以前就有的%例如"新加坡使用的模型方法

!H$,%"458[#本身就是从*每组元素个数+的角度出发的%通过乘法量的定义来构

建比例关系时"我们发现了两种不同的比例关系的量的定义方式%

文卡特!458[#也指出"在学习了具有推广性的双数线模型后"南非在职教师在

教授有关比例的内容时的表现有所改善%双数线模型是在整数背景下引入的"但

也适用于小数背景的问题%在她的方法中"结构是通过乘法情境结构的关键特征

来呈现的)))如双数线$比例或表格)))这些在教师教育方案中有介绍$讨论和使

用%对在职教师的测试结果表明"对于部分教师而言"这些*结构化的+表征是有助

于成功解决数学问题的工具"从而能够得到正确的答案%而对于其他教师而言"同

样的结构化表征可以作为教学内容"同时给出相关解释"从而更好地帮助学生得出

正确的答案%这两种教师群体都详细地教授了解决问题的过程"而大量文献表明

他们教授的方式对教学是有用的%

该发现与一些基于小学数学教师知识的文献有关"在这些文献中"有大量证据

表明"能自学数学的人在一定程度上也能教别人学数学%从本质上说"是因为教别

人学数学的能力需要一个额外的*特有的+知识库!'$**3($*""455]#%我们工作组

认同这个观点"但是从文卡特!458[#的研究中可以发现"在整数算术的背景下引入

并讨论关键表征似乎是重要组成部分"这个组成部分可以促进数学教师的专业研

究能力和数学教学能力的发展%在南非"教师教学中的差距是显著的"在这样的背

景下"关注结构一般表征的方法被用于完善学习路径"这种方法被形容为教师的

*数学教学对话+%这方面"阿德勒和龙达!?.*3%$+.Y)+.$"458[#的论文是目前

最新的研究成果%

多尔等人!458[#将学生在认识和运用乘法推理时遇到问题的原因归结为*小
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学课程只能有限地帮助乘法结构的学习+!7"[C[#%多尔的团队希望通过实施在职

教师发展计划来解决这个问题"他们提出并讨论了一些在澳大利亚课堂上出现的

比例关系"这些比例关系来自于其他学科领域和现实生活"他们启发教师关注比例

关系与加法关系的相似点与不同点%通过这种方法"研究者注意到教师对课程主

题之间联系的认识发生了变化"他们以前认为这些主题是独立的%研究者也注意

到教师在处理含有乘法结构的情境时能指出这些相似点%

!$"/#结论$影响和未来方向

在研究核心是*结构+和*结构化活动+的论文中"人们普遍认为"为了促进早期

代数思维发展"关注培养结构意识应该是整数算术研究的一个重要组成部分%此

外"还有一些有用的方法)))有望在整数算术的背景下发展对结构的关注的方法"

这些方法可以延伸到整数算术的范围之外%有证据表明"从自然数向有理数过渡

时"学生在认知上存在困难!K$+R))V3($*""458C#"并伴随着*自然数偏见+.8/

!>&$+.X0),"455[#"且后者尤为突出%我们在此总结这些方法"并关注了证据中

的特定特征和阶段的重点(

)))有迹象表明"涉及空间意识的情境可以为整数算术教学提供有用的跳板"

使整数算术以相对*自然+且有效的方式展开"并使学生关注结构关系%

)))区分加法和乘法情境"明确加法和乘法情境中的不同结构"似乎是理解这

些情境中不同基本结构的重要途径%由于提出一个与给定结构相关的问题可能并

不容易"因此鼓励学生联结和构造具有给定结构关系的问题似乎是需要进一步关

注的重要领域%

)))对教师和小学的高年级学生而言"以概括性的文字和句子或代数形式来

表示*自上而下+的结构"似乎有助于他们去关注所处理的数量关系的本质%这很

可能与之前遇到大量的加法和乘法情境有关!这种猜测已经得到了认可#%对幼儿

来说"似乎更适合用表征基础结构的图形模型"利用相似的方法%在加法$乘法以

及其他涉及结构关系的图示情境中"这些图示模型可以更有力地论述数量关系的

性质%

数学教育研究者已经认识到一系列问题情境中结构关系意识的重要性%在这

一章"重点是通过区分两个关键选择来发展结构关系意识%无论是使用给定的结

.8/ 自然数偏见"即学生所掌握的自然数认知和运算规律"不全适用于有理数%)))译者注
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构还是通过参与结构化活动来构建关系"共同的核心是使学生或教师更深入地思

考问题的数学结构%努内斯等人!4584#指出"这种思维可以且应当在整数算术的

背景下发展"对加法和乘法关系情境的学习从数学学习的最初阶段就为学习和区

分结构提供了肥沃的土壤%这两种方法都是以数值和空间的情境!更一般地说"是

数学情境#为背景"基于这个背景可以认识结构或进行结构化活动%我们可以认为

这些数学活动本质上与识别结构和可能存在的一般性质有关%某种程度上"这使

得整数算术被认为具有连续性"并能延伸至有理数和实数算术中%更重要的是"聚

焦于结构和结构化活动有助于打破整数算术领域下算术运算的*高墙+%在此之

前"世界上各地的学生甚至教师"都难以攀登和爬越这道*高墙+%
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$+.&:7*&<$(&)+-)V90)*3+,:;3%;&$-"*<;=76$"37'F4D=8"'"5$46"Z5!8#"4̂ [4"

>,+3-"L""'%B$+("D""'$%%)-"Y""` 1B*K$"H"!4584#"L03%3*$(&K3&:7)%($+<3)V(9)

.&VV3%3+(:$(03:$(&<$*$;&*&(&3-():$(03:$(&<$*$<0&3K3:3+("S%$6$48P";%37'"A*<;=76$"37'
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#"!"103%&+"S"Y"2$<);-"` Y"?"D0&*&77!M.-"#"+768&(76$=46&7=8&%3"6$=$35()&&$35

68%";586&7=8&%42&D&4!77"45Z 445#">39a)%J2U)+.)+(Y),(*3.E3"

1<0)3+V3*."?"R"!8\]]#"=03+E)).(3$<0&+E*3$.-();$.%3-,*(-(L03.&-$-(3%-)V593**I
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1:&(0"2"D""@@@"`L0):7-)+"D"="!455]#"k,$+(&($(&K3%3$-)+&+E$+.(03.3K3*)7:3+()V

$*E3;%$&<%3$-)+&+E"@+2"H$7,("_"A$%%$03%"` #"'*$+()+!M.-"#">'5&G%7$368&&7%'D

5%7<&4!77"\[ 8C4#">39a)%J(U$9%3+<3M%*;$,:?--)<&$(3-2>$(&)+$*A),+<&*)VL3$<03%-

)V#$(03:$(&<-"

1(3703+-"#"!455Z#"L03&:7)%($+<3)VE3+3%$*&-$;*3+,:3%&<$*3b7%3--&)+-"@+'"A*$%J33(

$*"!M.-"#"@36&%376$"37'#&%4#&=6$I&4"3'&7%3$3573<6&7=8$35 (768&(76$=4 !77"\̂

888#"!i(3;)%E(>$(&)+$*A3+(%3V)%#$(03:$(&<-M.,<$(&)+"

L$;,*$9$"Y"!455C#"@+(3%+$(&)+$*$&. $E3+<&3-"*3$%+3%I<3+(%3. 73.$E)EB $+. 7)*&(&<$*

.3:)<%$(&X$(&)+(?<%&(&j,3"!"(#7%76$I&*<;=76$"3"C\!8#"̂ 46"

K$+.3+R3,K3*ID$+0,&X3+"#""` _%&QK3%-"D"!458Z#"Y3$*&-(&<:$(03:$(&<-3.,<$(&)+"@+

1"U3%:$+ !M."#"*3=D='"#&<$7"A (768&(76$=4&<;=76$"3 !77"[48 [4[#"_)%.%3<0(2

R3&.3*;3%E2>39a)%J2U)+.)+(17%&+E3%"

K$+_))%3+"=""_3')<J"_""S*3,E3*-"H""` S3%-<0$VV3*"U"!4585#"2,-($+-93%&+E""")%

(0&+J&+E4 A)+(%$-(&+E7,7&*-u-)*,(&)+-$+.<*$--&V&<$(&)+-)V:&--&+EIK$*,39)%.7%);*3:-"

+768&(76$=7',8$3N$35[1&7%3$35"84!8#"45 C[".)&(85"85]5285\]65655\5CZ6[]56"

K$+R))V"2""U&Q+3+"L""S3%-<0$VV3*"U""`K$+_))%3+"="!458C#"?%3-3<)+.$%B-<0))*
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-(,.3+(--(&**0$:73%3.;B(03+$(,%$*+,:;3%;&$-4 ?%3$<(&)+(&:3-(,.B)+V%$<(&)+

<):7$%&-)+($-J-"M&4&7%=8$3 +768&(76$=4*<;=76$"3"8[!4#"8[Z 86Z".)&(85"85]52

8Ẑ\]54"458C"̂\̂ Ẑ̂ "

S3+J$("R""?-J39"#""̀ Y,+3--)+"O"!458Z#"_3V&+&(&)+$*K--(%$(3E&<3b$:7*3-7$<3-V)%

:3+($*-(%$(3E&3-"1378-()C%."M?YU@1@!\<)+V3%3+<3(D03+):3+)E%$70B$+.K$%&$(&)+

(03)%B(PbV)%."

=$%%3+"M""` A))73%"L"!455\#"_3K3*)7&+E,+.3%-($+.&+E$+.$;-(%$<(&)+(L03<$-3)V

3j,&K$*3+<3&+(033*3:3+($%BB3$%-"+768&(76$=4*<;=76$"3M&4&7%=8P";%37'"48!4#"̂6

\[".)&(85"855̂2'F5C48̂[Z6"
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='744%""(C$68Z)]ED&7%E"'<4"U)+.)+(1$E3D,;*&<$(&)+-"
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/&+"a"D""d0$+E"_""D$%J"2"a""L):"H""=0&77*3"?""̀ 1&"U"!4588#"?<):7$%&-)+)V

(9):$(03:$(&<-7%);*3:I-)*K&+E-(%$(3E&3-(F$<&*&($(3$*E3;%$I%3$.&+3--",8&P";%37'"A

*<;=76$"37'M&4&7%=8"85Z!6#"C]8 C\["

A&(3.7$73%-V%):1,+"/""H$,%"'""̀ >)K)(+$"2"!M.-"#"!458[#"A)+V3%3+<37%)<33.&+E-)V

(03@A#@-(,.B4C(D%&:$%B:$(03:$(&<--(,.B)+90)*3+,:;3%-"Y3(%&3K3.F3;%,$%B85"

4586"V%):999",:$<":)2V3.2@A#@4C2.)<2D%)<33.&+E-3@A#@31LO_a34C3V&+$*"7.V"

'$*.&+"a""#$+.$%&+)"#"A""#$(()-"F"Y""̀ !,&:$%$3-"U"A"!458[#"?'%$X&*&$+7%)Q3<(

V)%(3$<03%-)V7%&:$%B3.,<$(&)+(A$-3)V90)*3+,:;3%-!77"[85 [8̂ #"

'3<J:$++"1""@X-TJ"?""` ~*:3X"@"'"!458[#"F%): :,*(&7*&<$(&)+()7%)7)%(&)+$*

%3*$(&)+-0&7-!77"[8] [4[#"

A03+"U""K$+_))%3+"="2&+E"#""` S3%-<0$VV3*"U"!458[#"MVV3<()V*3$%+&+E<)+(3b()+

-(,.3+(-,+.3%-($+.&+E)V(03:,*(&7*&<$(&)+$+..&K&-&)+%,*3V)%%$(&)+$*+,:;3%-!77"[46

[CC#"

A))73%"2"!458[#"A):;&+&+E :$(03:$(&<$*$+.3.,<$(&)+$*73%-73<(&K3-&+ 7%)V3--&)+$*

.3K3*)7:3+(!77"[46 [CC#"

_)*3"1""R&*()+"?""R&*()+"!""` !))-"#"!458[#"D%)7)%(&)+$*%3$-)+&+E(?+3*,-&K3

<)++3<()%)V-<0))*:$(03:$(&<-<,%%&<,*,:!77"[CZ [Z8#"

M%$JB"?""̀ !,;3%:$+"Y"!458[#"!3+3%$*&-$(&)+$;&*&(B)V[(0)6(0E%$.3%-V)%+,:3%&<$*

$+.K&-,$*I7&<()%&$*7$((3%+-!77"[Z4 [Z\#"
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[[]#"
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!77"ZZ] Z[[#"
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K$%&$(&)+7%);*3:-!77"[[\ [66#"
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<,*(,%$*(%$+-7)-&(&)+!77"[6̂ [̂Z#"

S3+3+<&$+)"U""1*)K&+"R""` d3+&E$:&"F"!458[#"U3$%+&+E 7*$<3K$*,3(0%),E0$

:3$-,%3:3+(<)+(3b(!77"[̂[ []4#"

S3+J$("R"!458[#"Y37%3-3+($(&)+$*$77%)$<03-()7%&:$%B(3$<03%.3K3*)7:3+(&+1),(0?V%&<$

!77"[]C []]#"

/&+"a"D"!458[#"A)+<37(,$*:).3*I;$-3.7%);*3:-)*K&+E!77"[]\ [\6#"

d0$+E"2""#3+E"a""R,"'""A03,+E"1"H""a$+E">""̀ 2&$+E"A"!458[#"L03%)*3)V3$%*B
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!第!$章 !

建立结构意识!第%!章述评

""""""""""""""""""""""""""""""""""

约翰!梅森

#2)0+#$-)+$

!-"!#绪言

能够阅读第8C章"我感到荣幸之至%第8C章的视野十分开阔"涉及数学结构

在小学课堂的整数背景下所发挥的不同作用"同时也对构建课堂学习任务提出了

许多建议"有助于我们深入探索数学结构%

正如托尔斯和戴维斯!L)93%-$+._$K&-"4554#所观察到的那样"在数学教育

中"我们使用了*结构+一词两种截然不同的意义"它在词源上与*散播+和*理解+相

关联%在生物学中"*结构+是皮亚杰!D&$E3(#遗传认识论的基础"它是指同时出现

的复杂且不断进化的形式%这种形式随物而变"并且有内在联系%在建筑学中"

*结构+是指静态互锁的部件%斯泰费和基伦!1(3VV3$+.H&3%3+"8\\6#认为"这两

种含义的混合已经阻碍了教育研究的发展%

我在此想提出一些课堂学习任务的例子"以补充第8C章的观点%这些例子在

我看来有益于进一步探索数学结构"并能为其未来发展提供建议%首先"根据我自

己的数学教学经验提供一些论述"说明可以通过关注具体对象的性质来识别关系"

并实现向一般化的过渡%我之所以要提这些是因为它们能体现我的认识上的成

长"即数学结构被无意地回避或绕开是因为不合适的教学选择所致%这就引出了

关于注意力和结构变式的评论%然后"我在充分利用第8C章的基础上"为未来研

究和发展提出一些有潜在价值的方向%

!-"##在识别关系中察觉数学结构

在8\̂5年代"随着越来越关注与数学教学和学习相关的议题"我深刻受到了
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米德兰数学实验!#&.*$+.-#$(03:$(&<$*Mb73%&:3+("8\6Z#的启发%在实验中"

我发现用火柴棒$正方形和圆等形状可以构造各种图形序列"这令我感到很兴奋%

因为在我看来"它们为学习者提供了多种机会"凭借某些固定关系可以扩展已有信

息"想象尚未呈现的对象%它们也为学习者提供了多种表示这些关系的机会"促进

了学习者用代数形式表示序列中组成具体但未知图形的元素的数量%

!%"#"!#表示一般性

我设计和整合了数十个涉及图形序列的任务"这些设计的素材可以帮助幼儿

到中学所有年级数学教师的教学!#$-)+"8\]]"8\\6#%对我来说"重要的原则之

一是学习者必须能口头描述"说明规律如何继续下去"或者说明已有的图形是否适

合给定的规律%只有这样"对所求对象的计数才是有意义的%有一个图形我非常

喜欢"我们可以用它来评估未来教师和实习教师的资格提升问题!图8Z 8#%

图!. !#一个小棒结构

此题选择[5和C4的理由是(观察答题者"使用缩放操作!将列乘85#的情况"

是在没有真正考虑情境前就开始使用"还是为了简便计算%然后"我们应当暂时停

止这个看似可用的操作"并考虑是否有其他更合适或更有效的操作%因此"这个任

务为研究内部任务!&++3%($-J-#$元任务!:3($($-J-#以及外部任务!),(3%

($-J-#提供了可能!L$0($"8\]8&#$-)+$+.2)0+-()+I=&*.3%"455Z"4556#%

如果我自己使用这个任务"我会充分利用如下事实"即不同的人可能会*观察+

到不同的结构%我甚至可以把这个任务扩展为*要求至少找到三种不同方式表示

小棒数量"并且要说明这些表达式是在哪些不同的视角下观察到的图形构造+%这

就是通过识别关系!注意力的形式之一#来寻找结构%这样做是为了促进观察方式

的多样性"并能使用符号表达出这些观察视角%由于要用那些已有的$看起来却不

一样的形式来表示相同的东西"这种多样性不仅自然而然地产生了代数法则"而且

还可以和前面暂时停止的操作联系起来"从而加强对前者的认识%

在最初的评估中"我们发现许多教师可以在一个方向!列数#归纳出规律"但不

能同时归纳行和列的规律%我建议自己画一个这样的图"并注意如何找到解决问
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题的有效方法!也许是先逐行"或是先逐列#%*注意你在做什么+!=$(<0=0$(

a),_)"简记为==a_#这句口号"是一种提醒你怎么做的方法"并且这个方法适

用于你专注于任何具体对象的时候%也就是说"为了获得结构关系的感觉"你可以

从构造一个简单的具体例子开始%这也被概括为*具体操作)获得感觉)表达清

楚+!F*)B.3($*""8\]8&#$-)+$+.2)0+-()+I=&*.3%"455Z"4556#%

在许多不同的情境下"寻找同一种性质的多种表示最终会导致一个问题出现"

即是否存在一种方法可以在等价表达式之间进行切换"而不必再用口头描述它们

表达的意思%我们称其为多重表示"并将其作为一种通向代数的途径"因为当学习

者有这种愿望时"他们可以自己发展和表示那些操纵字母的*法则+!#$-)+3($*""

8\]["8\\6#%

几年后我才明白"当玛丽'布尔!#$%B'))*3#谈到一条通向概括的具体途径

时"她的意思是指什么!L$0($"8\̂4#%我称其为*追踪算术+"是指在实际进行计

算时不必变动初始的一个或多个数%以小棒的题目为例"这意味着我们需要找到

一种计算小棒数量的方法"但不要变动[!列#或4!行#"即要用这两个数来表示%

因为水平方向的小棒数量为[q!4f8#"竖直方向的小棒数量为4q![f8#"对角

线的小棒数量为4q["所以需要Cq!4q[#f[f4根小棒%分别用%和=替换没

有变动的4!行#和[!列#"就可以给出所需棒数的表达式C%=f%f="为了方便转

换"也许我们先要将所有出现的4标记为行数$[标记为列数%要注意%和=之间

的对称性%

对于*拒绝代数的人+"即那些认为代数不适合他们的学习者"人们已经证明使

用追踪算术!#$-)+3($*""455[#是他们学习代数的一条有效途径%不用字母"而

是用一朵云来代表房间外的某个人正在想的一个未知数&然后"继续让他们表示一

些关系"他们惊讶地发现自己所做的其实正是代数8

进一步的发展!主要但不单是在中学#就是探索是否存在一个特定对应小棒数

)的图形%因为)lC%=f%f="所以C) f8l\%=fC%fC=f8l!C%f8#'

!C=f8#%因此"当且仅当C) f8可以表示为两个数的乘积"且这两个数均是C的

倍数加8时"可以构造由)根小棒组成的图形%此外"这种结构推理可以被一般

化"可以用于任何如*7LDfGLf=Df<+形式的式子"要对G$=和<的值进行适当

调整%虽然儿童可能无法理解这种推理"但至少值得提出这样的复原问题"以便能

让学习者沉浸在无处不在的$创造性的*做和复原+的主题中(无论何时"当你发现

能进行某些操作时"即*做+"再问一下自己"可否或在什么情况下能复原它
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!#$-)+"455]#%

毫不夸张地说"在开始计数之前"决定如何绘制所有的图形!即使是尚未显示

的图形#"是非常重要的%在其他情境中"至关重要的是要有一些预定的规则或结

构来生成序列的项%例如"图8Z 4是带状图案的一部分"如果没有任何其他信

息"你将无法确定如何继续扩展%但是"如果再知道它是由某一组方格图形重复生

成的"并且这一组重复的方格图形至少出现了两次"那么你就只能以一种方式扩展

这个带状图案了!#$-)+"458Z&图8Z 4#%

图!. +#带状图案的一部分

只有当你确定了带状图案是如何继续扩展下去的时候"提出类似*第855个单

元格!或第3个单元格#的颜色是什么+*第855个出现!或第3个出现#的浅阴影单

元格的编号是多少+的问题才有意义"这些都是有关做和复原的问题%==a_仍

然是恰当的%

学龄前儿童已经开始探索这种问题了"他们可以自己构造复杂的图形规律"并

扩展自己或他人构造的图形!3"E"D$7&<$+.#,**&E$+"455̂ &F3%%$%$$+.1&+<*$&%"

4586#%稍大一点的儿童可以在适当的支持下计算一般情况下所求对象的数量"甚

至可以将他们的思维扩展到负数!3"E"#)--$+.'3$((B"4556#%扎齐奇斯和利耶

达尔!d$XJ&-$+.U&*Q3.$0*"4554#报告了多个研究"这些研究表明"学习者可能会觉

得这样的问题不简单"但这通常可以归结为如下原因(对于把表示一般规律作为数

学思维的基本部分"学习者还不熟悉%正如第8C章所指出的"这一点与教学法有

关"是与教师思考数学的方式吻合而且一致的"也就是说"教师要将数学教学视为

一种创造性的工作"而不是训练学生盲目执行程序的过程%因此"有效的教学不仅

仅与数学结构或者支配情境的结构关系有关"也不仅仅是与选择什么任务或考虑

如何构造这些任务有关"它还与教师设计问题和与学习者互动时"教学过程的顺序

和结构有关%从数学的视角和经验出发"正是这些因素赋予数学思维和答案同等

重要的价值%

多年之后"我才意识到学习者的行为是多么容易被训练"以及学习者是如何

!常常是无意中#试图来逃避思考!主动认知#的%例如"我以前总是按顺序展示前

三个或四个图形"但后来我意识到"这会导致学习者更加关注图形是如何从一个变

化到另一个的"而不是关注每个图形的内部结构!1($<3B"8\]\&1($<3B$+.
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#$<!%3E)%"8\\\"4555#%有时这种归纳的方法很有效"并且确实是解决问题的唯

一方法%但是任务的主要目的是让学习者在序列中归纳一般性"并能获得表示一

般性的方法"在不借助之前的图形的情况下计算出第3个图形所需对象的个数%

这些任务的目的是发展学生的能力"因此每个课题的教学都应当与一般性表示$合

理性证明紧密联系%可以提供几个零星的图形"甚至只是一个*具有普遍意义+的

图形"这种方法能避免学习者落进仅靠一种特定方式就去解决任务的陷阱%

这里我有一个疑问(在不同的情境下"当学生能识别和表示一般性时"他们关

注的是什么4 若不能"他们关注的又是什么4

!%"#"##注意力

我花了很长时间试图弄清楚人们为什么关注某些东西"最终基于贝内特

!'3++3(("8\66"8\\C#的思想"我得到了[种关于注意力的形式或结构"发现它们

和万海勒!K$+R&3*3I!3*.)V"8\[̂ &K$+R&3*3"8\]6#的层次很接近%我的结论与

其显著不同之处在于"在我的经验中"人们关注事物的方式是非常容易变的"观察

事物的方式不是层层递进像楼梯一样可以攀爬的%我将注意力的形式描述为*抓

住整体+!聚焦于一些可视的或想象的*事物+#$*察觉细节+!某些细节可能作为一

个整体被看待#$*识别关系+!在一个特定的情境下#$*感知性质+!从特殊例子中获

取一般性质#和*基于规定的性质进行推理+五种!#$-)+"455C#%

核心之处在于"人们可以在*识别关系+!仅在特定情境下"一种以结构关系的

形式呈现的结构感#和*感知性质+!当概括性的结构关系被具体化时#这两者之间

来回切换%我猜想许多学生在数学中很少甚至从来没有明确地感受到具体对象的

性质"因此数学世界对他们而言仍然是封闭的%在英国"我用一个口号来推广这件

事(*不让学习者进行数学归纳的课"就不是一节数学课+!#$-)+3($*""455[#%换

句话说"归纳概括是数学思维的生命和灵魂"是数学思维的核心%因此"当进行图

形归纳推广时"我们只为学习者提供归纳的经验%我们一直以来都在提倡"数学教

学应该让学习者沉浸在归纳概括的课堂氛围中"促使学习者表达出概括性的话"并

把它们作为猜想"然后证明这些猜想!经过适当修改后#是对的"让学习者自己和他

人信服%这适用于任何课题和课堂"并且与达维多夫!_$KB.)K#所倡导的方法是

一致的"即在引入数之前先关注数的单位%

!%"#"$#结构变式网格

结构变式这个概念产生自一个情境%在哥伦比亚通哈镇"当被问及如何教不
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会计算!p8#q!p8#的学习者对二次式因式分解时"我想出了*通哈序列+!L,+Q$

-3j,3+<3-#!#$-)+"4558#%这个想法就是要让学习者自发地去扩展熟悉的序列"

然后让他们使用沃森!=$(-)+"4555#所说的*纵向$横向剖析+来解释他们的所做

的事%表8Z 8提供了一个学生可以在整数范围内使用的简化版本%

表!. !#一个网格

#Cq!8f8#
lCq8fCq8

#Cq!8f4#
lCq8fCq4

#Cq!8fC#
lCq8fCqC

7

#Cq!4f8#
lCq4fCq8

#Cq!4f4#
lCq4fCq4

#Cq!4fC#
lCq4fCqC

7

#Cq!Cf8#
lCqCfCq8

#Cq!Cf4#
lCqCfCq4

#Cq!CfC#
lCqCfCqC

7

7 7 7 7

*纵向剖析+的意思是能够通过识别"利用熟悉的自然数序列来预测每个单元

格中的情况"这类似于劈木%*横向剖析+的意思是意识到为什么每个单元格中的

两个计算结果总是相等的"这类似于看树桩的年轮的结构%

利用应用程式"就能在该网格中的任何一个单元格里表示出等号的两边"也就

可以轻松表示出一些单元格的几个部分"然后我们就可以请学习者猜想和证明"并

用结论检验其他的单元格%这种方式可以引导学习者概括"之后我们可以要求学

习者自己建立一个类似的网格%在另外一天"可以改变乘数C"学习者很快就可以

猜想并清晰表达算术!以一般形式表示#及代数的分配律%小学高年级或初中低年

级可以使用类似的网格来阐明合并同类项和因式分解!#$-)+"458[#%需要注意"

结构变式网格是否有效并不在于它本身的结构!尽管这一点起着重要的作用#"而

在于教师的教学选择%无论是在备课还是在上课时"教师都要依据*有利于学习者

主动学习+这个观点来开展数学教学%

构成算术的结构关系被呈现出来"学习者通过直接经历能清晰地表达出结构

关系"然后内化成自己的东西%类似地"学习者可以用一个向左和向下扩展成负数

的乘法网格来学习负数的乘法"即纵向剖析行和列并填充单元格"横向剖析识别为

什么乘负数会如此%要让学习者认识到每个单元格中的计算结果都是正确的"并

且左右两边的式子可以颠倒"学习者要关注特定的结构关系"并能概括出单元格中
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的一般规律%还有一些涉及分数运算的网格%

!%"#"%#评论

我之所以呈现一些个人在理解学习障碍时的过往经历"是因为想要提供一些

数学结构的具体例子"并说明从认识特定关系转变到从特殊例子中获取一般性质

是如何成为学校数学教学的核心的%算术被视为研究自然数性质的最有用方法"

得到具体计算的答案可以是一种副产品"而不是关注的焦点%

!-"$#可能的发展方向

在我看来"如果数学家和数学教育家就如何思考数学课题达成某种共识"不论

是基于他们自己的经验"还是基于与其他数学课题和整体数学思维有关的经验"那

么将对数学未来的发展有很大的帮助%在提出建议前"我从第8C章摘录了一些相

关内容%

!%"$"!#表示一般性

有迹象表明"涉及空间意识的情境可以为整数算术教学提供有用的跳板"使整

数算术以相对*自然+且有效的方式展开"并使学生关注结构关系%

正如第8C章所言"越来越多的证据表明"儿童可以探索$复制$扩展模式"甚至

可以自己创造复杂的模式%教师几乎可以在任何其他活动中设计恰当的任务!例

如"在关于北极地区的主题活动中"制作关于北极熊$企鹅$海豹或其他需要关注的

事物的序列#%重要的是教学方法的多样性促进了儿童数学思维能力的发展"使儿

童从重复模式规律发展到能数出可见事物的数量"再到能计数想象中的事物"最后

儿童就能表示出一般性!#$-)+"8\\6#%教师如何让小学生做到这些4 小学生如

何自我创造4 这些问题的清晰答案对教师将会很有帮助%

!%"$"##加法和乘法推理

区分加法和乘法情境"明确加法和乘法情境中的不同结构"似乎是理解这些情

境中不同基本结构的一个重要途径%由于提出一个与给定结构相关的问题可能并

不容易"因此鼓励学生联结和构造具有给定结构关系的问题似乎是需要进一步关

注的重要领域%

第8C章的报告研究表明"双数线和空数轴等结构有助于呈现可用于数的计算

的可视的结构%除此之外"还可以使用诺米块$古氏积木和弹性训练!将乘法表示

为缩放"其中重复加法是一种特殊情况&R$%K3B"4588#%但最重要的不是这些学
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具本身"而是如何使用它们%只有当人们*看到+数学被具象化时"数学才体现在实

物中"因此这完全取决于教学法的选择%关于教学选择是如何影响学习者理解数

学的具象的"我们还需要做更多的工作%

!%"$"$#数学视野

鲍尔!'$**"8\\C#指出"教师数学视野!数学眼界#的重要价值在于联结数学的

不同内容"加强一般数学课题之间的联系"激发学习者数学思考的本能"特别地"将

某个内容应用于曾经学习过的内容%在第8C章中"我们可以看出学习者几乎意识

不到他们做的事情中哪些事情是符合大局的"这可能是因为教师同样不具有大局

意识%这里"我引用阿蒂格!?%(&E,3"4588#的话来说明这点"即*学生不知道哪些

需求可以通过学习数学专题获得+"伴随而来的是他们*在数学学习中几乎没有自

主性+!7"48#%教师可以抓住每一个机会"让学生做出有意义且常规的选择来培养

学生的自主性%

学生通过认识各种数学主题"如变与不变$做与复原$自由和约束"加强数学联

系"开阔数学视野!#$-)+$+.2)0+-()+I=&*.3%"455Z"4556#"这是教师准备教授

任何课题的架构的一部分%在公开大学"我们开发了这样的架构"在后来的表现形

式中被称为*1)$L+!1(%,<(,%3)V$L)7&<"一个课题的结构#%它呈现了数学课题

的6个方面"在一定程度上与西方心理学所承认的人类心理的C个方面相对应"即

认知$情感和实施%

认知维度涉及诸如概念表象!关联$与课题产生有效关联的表象"概念表象#以

及针对该课题学习者出现的典型困惑和疑惑%实施维度包括在课题中寻找专用的

术语究竟是如何从可以有效地帮助学生实施技术和程序以及程序本身相关的日常

用语$*内在咒语+或*喋喋不休的话!4#+中衍生出来的!=&+E"4586#%情感维度与

情感和动机有关"因此在愿望和倾向方面"它包括课题所能解决的各种问题和历史

上引发该课题的问题"以及课题在情境中的有效性&还包括教学选择如何才能使课

题所包含的语言$概念和技巧朝着积极的方向发展%

由于处于不同情况的学生群体是不同的"因此试图找到一种向学生介绍代数

的完美有效方法似乎并不明智%另一种选择是去发现其他通往代数的途径!如概

括结构关系并表达这些关系"追踪算术"用多个表达式表示同一事物"用代数法则

表示算术公理#%在任何一节课中"关注什么内容取决于人和情境"这就是教师的

艺术所在%那些以教科书为基础的课堂"是基于单一假设的学习轨迹!1&:)+$+.

LX,%"455Z#"这种课堂并非总能成功%成功的教学要求教师既要关注数学!课题
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和思维#"也要关注学习者"因为数学教学是一项充满关怀的职业%平衡对数学和

学习者的关心绝非易事%众所周知"两个人共同设计一堂课"然后再各教一次"由

于种种差异"他们最终所呈现的课堂完全不同%从根本上讲"问题在于教师所意识

到的东西!可以使用哪些教学和数学行为#以及他们在课堂上的关注点均有所不

同%这就是有效!长期#和成功!短期#教学之间的区别%

教师需要数学思考"无论是单独还是集体思考%一旦思考停止了"教师的职业

精神和对学习者的关注度就会逐渐消失%

!%"$"%#文字型应用题

文字型应用题的使用和滥用已被广泛讨论!!3%)V-JB"8\\6&!%33%"8\\̂ &

S3%-<0$VV3*3($*""4555&#$-)+"4558$";#%由于我们似乎不能避免碰到文字型

应用题"因此明智的做法是从结构上解决它们%有人试图教会学习者分析口头陈

述"查找关键字并从中找出答案"而*新加坡方法+是使用条形图刻画数量"然后用

其解决问题%但是"最终都必须使学习者用心理意象理解情境"并在情境下识别$

表示关系%只要能达到这个目的"可以使用任何工具和表征模型%如果学习者为

了逃避思考而与题目*保持距离+"那么就无法有效地解决文字型应用题%

贝德纳茨等人!'3.+$%X3($*""8\\6#指出"在算术中是从已知到未知的"而在

代数中是从未知向已知推进%但是"正如玛丽'布尔!L$0($"8\̂4#所指出的那

样"你要做的是承认自己的无知"并用某个符号表示你暂时未知的内容"然后使用

另一符号表示你已知的内容%这相当于追踪算术"当你开始尝试验证某个猜测是

否正确时"追踪该猜测并将其替换为符号"从而得到一些需要求解的方程%

如果将解文字型应用题视为一种游戏和探索"那么学习者就可以构造自己的

问题"如更改情境和数值参数"然后他们就会乐于想象情境$识别结构关系并表示

这些关系"而不是害怕解题%以一个简单的分享弹珠的题目为例(

如果安妮将C颗弹珠给约翰"那么他们的弹珠数量将相同%开始时"

安妮比约翰多多少颗弹珠,

当然"还可能是知道安妮或约翰最后拥有的弹珠数量%但是"要关注所有可能

发生变化的情况以及所有可以更改的性质(安妮送出的弹珠数量"她把弹珠送出后

的结果!也许那时她拥有的弹珠数量是原来的两倍或一半"也许比约翰多[个或少

6个#"参与的人数"给予和接受的次数!也许约翰后来给安妮一些弹珠"给别人一
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些东西"等等#"动作的本质!也许安妮用她的红色弹珠交换约翰的两个蓝色弹

珠#和被交换的东西!糖果$小圆片$泰迪熊$企鹅等#%学习者可以自己改变条件并

尝试解决问题从而获得乐趣"不仅可以在这一个特殊例子中做"在所有的应用题中

都可以做%在简单的情境下"很小的孩子也可以完成"从而引导或培养他们用数学

思维进行思考%

再次强调"这不仅仅与数学结构有关!一页充满*问题+需要*做+的书该有多让

人望而生畏4#"也不仅仅与问题和互动的教学结构有关"而是这两者的结合"它是

由教师的敏锐性所调节和维系的"教师既要敏锐地抓住培养学生数学思维的时机"

也要关注学生的特殊思维%

!%"$"&#教学选择

教师和年龄较大的孩子更多*自上而下+地用概括性的词句或代数式来呈现结

构"这似乎有助于促使人们关注正在处理的数量关系的性质%这很有可能与先前

遇到的$大量的加法和乘法的情境有关%揭示基本结构的图形模型能更好地为年

幼儿童提供类似方法"在相似的情况下"这些模型可以更有助于解释加法和乘法中

的数量关系"以及解释与结构相关的含有规律的情境%

第8C章暗示了用*直接指导+这样的术语来指广泛的实践还是很含糊的%例

如"他们引用基施恩等人!H&%-<0+3%3($*""4556"77"]C ]Z#的观点"大意是*非指

导性教学!通常#不如强有力的指导性教学有效+"但一定没有人提出*非指导性教

学+%即使是备受诟病的由布鲁纳提出的*发现学习+"也从来都不意味着学习者在

没有任何干预或指导的情况下独自去*发现+%对于学习者受影响的意识以及元意

识的微妙性和重要性!#$-)+"8\\]#"怎么强调都不为过%

*自上而下+或*直接指导+通常是指教师用一个经过处理的例子或通过一系列

的指令告诉学习者应该做什么"但在进行班级授课时不必这样%相反"教师可以在

呼吁学习者利用和发展自己能力的同时"引导学习者的想法"并注重对学习者的直

接关注!L)93%-"8\\]&L)93%-$+.D%),*b"458C#%如果教师可以唤起学习者过

去的经验"那么学习者就可以一点点地讲出来了%当教师在一个合适的时机使用

这种方法时"它就是有效的!U)K3$+.#$-)+"8\\4"8\\[#%是时候让学习者发挥

主观能动性了"去培养他们的表达能力或阐述能力!A0&$+.'$--)J"8\]\#%让学

习者尝试与同学交流和倾听其他学习者的叙述也同样重要%但似乎最重要的是"

不要指令性地规定教师该怎么上一节课%相反地"教师要发展敏锐性"要注意和了

解学习者思考了什么"是如何思考的"从而充分使用课堂任务%保持教学的复杂性
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也是至关重要的"教师应该正视并利用人类心理的复杂性"而不是像在装配线上工

作一样"试图简化教学行为%梅森!#$-)+"8\̂\#在贝内特!8\66"8\\C#的系统学

基础上概述了6种交互模式"为构建师生互动作出了贡献&基尔帕特里克等人

!H&*7$(%&<J3($*""4558#提出了[条数学能力的建议&舍内费尔德!1<0)3+V3*."

458Z#提出了*数学力量课堂+的[个维度&科科!A,)<)"8\\6#等人提出了思维习

惯"可能还有许多其他人做了相关研究%研究者还需要做更多工作来简化和协调

各种不同的方法"使教师在规划和进行有效教学选择时能够有所准备"与此同时要

认识人类心理的复杂性"但不要将它过分复杂化%

例如"戴维斯!_$K&-"8\\6#介绍了*解释性倾听+的概念"是指教师倾听学习者

的话"观察学习者在做什么"而不是听教师想听或看教师想看的东西%马拉拉和纳

瓦拉!#$*$%$$+.>$K$%%$"455C#所说的*咿呀学语+是一种方法"能够使人们更敏

锐地倾听"类似于一个婴儿在床上还不会说话却能发出声音%*咿呀学语+可以提

醒人们注意听语言背后的内容"即学习者试图表达什么"尽管他们可能没有使用正

确的术语%所以"*咿呀学语+可以成为解释性倾听的触发器%*教学张力+!#$-)+

$+._$K&-"8\]\#一词来源于布鲁索!'%),--3$,"8\\̂ #的一些研究工作"表明教师

越清楚$越准确地指明想让学习者表现出来某种行为"学习者就越容易表现出这种

行为"从而导致学习者无法真正自发产生这种行为%这就解释了为什么解释性倾

听)))通过倾听学生来教学是如此重要%教师很容易陷入*训练学习者行为+的局

面"没有为学习者产生*教育自己的意识+提供条件 !!$((3E+)"8\̂5&#$-)+"

8\\]#%托尔斯和戴维斯!4554"7"CC]#写道(

这些注意的和试探性的课堂参与模式"与那些以问答方式和控制为

导向的课堂互动模式形成了鲜明的对比"对其我们可以再次作如下描

述+++对于结构一词"我们已经从建筑学转变到生物学来定义它%这种

教学方式的一个重要因素是它接受了课堂中一些模糊性和偶然性%

有一个关于教学选择的领域似乎并不经常被提起"那就是教学选择与让学习

者参与选择有关%通过让学习者作出重要的数学选择"并且让他们构建数学对象$

练习和例子"他们可以尽其所能地调动自己"而不是依靠教师提供一系列适合不同

学习者的例子!=$(-)+$+.#$-)+"455[#%如果能让教师亲自进行有效实践"这

些或其他教学策略就可能会引起广大教师的注意%
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!%"$"'#推理%论证和证明

*证明+是数学教育中正在再次流行的另一个数学内容%但是让学生通过数学

推理来证明猜想的正确性"可能并不像直接灌输学生知识那样容易*教+%当学习

者发现他们能够在数学中*确信某事+时"不是因为有人告诉他们"也不是因为他们

看到了许多令人信服的例子且相信这些例子总是正确的"而是因为他们可以自己

推理"推理可以加深他们对数学思维的兴趣$参与度和倾向性%如莫利纳和梅森

!#)*&+$3($*""455]&#)*&+$$+.#$-)+"455\&#$-)+3($*""455\#等研究者认为

的"要想探究学习者对关系的认识"尤其是对性质的认识"可以提高教师的敏锐性"

使教师关注那些可能对学习者有用的例子"教师教学选择的有效性也会因此而提

高"而且这关系到教师数学推理能力的发展%提醒教师把握这样的教学机会"注意

在教学过程中促进推理并让学习者意识到他们的推理%这是一个要不断坚持的

过程%

要想成功地进行推理"就需要认识一般性质"感知从具体例子获知的性质"而

不是仅在某些特殊情境中才能识别一些关系%只有这样"学习者才有可能合理利

用先前确定的性质得出新的结论%但并非所有的推理都必须是学习者的原创(开

始时"教师可以引导学习者参与讨论并进行推理"使他们沉浸在推理的氛围中并自

发进行推理&教师也可以向学习者展示比他们预期构造的更复杂的推理的例子"这

样就可以使学习者扩展和丰富推理经验%我们永远欢迎教师这样做%

!-"-#超越整数

正如戴维斯指出的!_$K&-"8\]Z#"如果孩子们学习了很长一段时间的加法运

算"紧接着是减法运算"再是乘法运算"然后是除法运算"最后遇到不是整数的

*数+"那么每当他们遇到不知道该做什么的情况时"就会回到加法上"这一点不足

为奇%他们会自然而然地采取第一个可行的行动%如果孩子们学会了停下第一个

行动"那么他们就有机会深入探究"找出真正涉及的内容"否则他们很可能会令教

师失望%

将自然数看作一个复杂的整体"尽早纳入四种运算"并借鉴达维多夫的理念"

即在单位和度量概念的背景下引入自然数"更有可能让人们把算术理解为对自然

数属性的研究"而不是对答案的计算!L0):7-)+3($*""458Z#%如果同时在缩放

和重复的情境中"乘法就不能被认定为与重复相同"那么人们即使还不能真正理解
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数学基础知识"仍然有机会重视及领会它%过于简单化的教学并不能很好地教授

复杂的性质"即通过分离成分"期望学习者将它们重组成一种复杂的理解%

在课堂上"教师时时刻刻都展现他的数学的*存在+"并让学习者潜移默化地接

受%教师通过亲身参与数学思考$丰富数学结构感$展示数学的*思维习惯+!A,)<)

3($*""8\\6#$处理数学中的基础结构!如变式#!L0):7-)+$+.A$%*-)+"458̂ #$丰

富所能接触到的各种教学行为"保持自己的活力"从而为学习者提供一个即时和丰

富的课堂"使他们有所得%未来人们所需要的是一种真正充满人文关怀的相互

教育%
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Y3-3$%<0!%),7)V?,-(%$*$-&$"R);$%(!S)*"4"77"[\8 655#"?.3*$&.3(#MY!?"

1<0)3+V3*."?"!458Z#"=0$(:$J3-7)93%V,*<*$--%)):-"$+.0)9<$+93-,77)%((3$<03%-&+

<%3$(&+E(03:4*<;=76$"37'M&4&7%=8&%"ZC!]#"Z5Z Z8Z"

1&:)+"#""` LX,%"Y"!455Z#"Mb7*&<$(&+E(03%)*3)V:$(03:$(&<$*($-J-&+<)+<37(,$*

*3$%+&+E(?+3*$;)%$(&)+)V(030B7)(03(&<$**3$%+&+E(%$Q3<()%B"+768&(76$=7',8$3N$3573<

1&7%3$35"6!4#"\8 85Z"

1($<3B"H"!8\]\#"F&+.&+E$+.,-&+E7$((3%+-&+*&+3$%E3+3%$*&-&+E7%);*3:-"*<;=76$"37'

)6;<$&4$3+768&(76$=4"45!4#"8Ẑ 86Z"

1($<3B"H""̀ #$<!%3E)%"#"!8\\\#"L$J&+E(03$*E3;%$&<(0&+J&+E),()V$*E3;%$"+768&(76$=4

*<;=76$"3M&4&7%=8P";%37'"88!8#"4[ C]"

1($<3B"H""` #$<!%3E)%"#"!4555#"U3$%+&+E(03$*E3;%$&<:3(0).)V-)*K&+E7%);*3:-"

P";%37'"A+768&(76$=7'S&87I$";%"8]!4#"8Z\ 86̂ "

1(3VV3"U""̀ H&3%3+"L"!8\\6#"Y$.&<$*<)+-(%,<(&K&-:$+.:$(03:$(&<-3.,<$(&)+"P";%37'A"%

M&4&7%=8$3+768&(76$=4*<;=76$"3"4[!6#"̂88 ĈC"

L$0($"_"!8\̂4#">S""'&737368"'"5D()&'&=6&<C%$6$354"A +7%DS""'&"3(768&(76$=4

&<;=76$"3"_3%;B(?--)<&$(&)+)VL3$<03%-)V#$(03:$(&<-"

L$0($"_"!8\]8#"1):3(0),E0(-$%&-&+EV%):(03+39>&<)*3(V&*:-"+768&(76$=4,&7=8$35"\Z"

4[ 4\"

L0):7-)+"D""̀ A$%*-)+"#"!458̂ #"S$%&$(&)+"<)K$%&$(&)+"$+.V,+<(&)+-(F),+.$(&)+$*9$B-

)V(0&+J&+E :$(03:$(&<$**B"@+2"A$&!M."#"!"(#&3<$;(A"%%&4&7%=8$3 (768&(76$=4

&<;=76$"3!77"Z48 Z[6#"Y3-()+(>$(&)+$*A),+<&*)VL3$<03%-)V#$(03:$(&<-"

L0):7-)+"D""A$%*-)+"#""'B3%*3B"A""` R$(V&3*.">"!458Z#"1<03:3-V)%(0&+J&+E9&(0

:$E+&(,.3-(?0B7)(03-&-$;),(V),+.$(&)+$*%3$-)+&+E$;&*&(&3-&+$*E3;%$"@+H"#))%3"

U"1(3VV3"̀ U"R$(V&3*.!M.-"#"*#$46&($=7'5&G%746;<&364(*(&%5$35("<&'4"A46;<&3642

7'5&G%7$=N3"C$35 !S)*"Z"77"8 4Z#"U$%$:&3(O+&K3%-&(B)V=B):&+E"

L)93%-"2"!8\\]#"L3**&+E($*3-"P";%37'"A!;%%$=;';(,8&"%$R$35"8Z!C#"4\ C["

L)93%-"2""̀ _$K&-"'"!4554#"1(%,<(,%&+E)<<$-&)+-"*<;=76$"37')6;<$&4$3+768&(76$=4"

Z\!C#"C8C CZ5"

L)93%-"2""` D%),*b"2"!458C#"?+3+$<(&K&-(73%-73<(&K3)+(3$<0&+E :$(03:$(&<-(
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Y3<)+<37(,$*&-&+E$+.3b7$+.&+E(3$<0&+E $<(&)+-"+768&(76$=4 ,&7=8&% *<;=76$"3 73<

J&I&'"#(&36"8[!8#"[ 4]"

K$+R&3*3"D"!8\]6#")6%;=6;%&73<$34$586(>68&"%D"A (768&(76$=4&<;=76$"3"U)+.)+(

?<$.3:&<D%3--"

K$+R&3*3I!3*.)V"_"!8\[̂ #"L03.&.$<(&j,3-)VE3):3(%B&+(03*)93-(<*$--)V-3<)+.$%B

-<0))*"@+_"F,B-"_"!3..3-` Y"L&<0*3%!M.-"#"8\]Z"*35'$486%734'76$"3"A4&'&=6&<

C%$6$354"AJ$37I73Y$&'&EV&'<"A73<F$&%%&+HZ73Y$&'&">$(&)+$*1<&3+<3F),+.$(&)+"

'%))J*B+A)**3E3"

S3%-<0$VV3*"U""!%33%"'""`.3A)%(3"M"!4555#"+7N$354&34&"AC"%<#%"G'&(4"U&--3(

193(-`d3&(*&+E3%"

=$(-)+"?"!4555#"!)&+E$<%)--(03E%$&+(#$(03:$(&<$*E3+3%$*&-$(&)+&+$E%),7)V*)9

$(($&+3%-"K"%<$4N+76&(76$NNJ$<7N6$NN!K"%<$=)6;<$&4$3+768&(76$=4*<;=76$"3#"]!8#"

^ 44"

=$(-)+"?""̀ #$-)+"2"!455[#"+768&(76$=4747="346%;=6$I&7=6$I$6D()6;<&3645&3&%76$35

&L7(#'&4"#$09$0(U$9%3+<3M%*;$,:"

=&+E"L"!4586#"U3$%+&+E(037$((3%"+768&(76$=4,&7=8$35"4[8"8Z 8̂ "

d$XJ&-"Y""`U&*Q3.$0*"D"!4554#"!3+3%$*&X$(&)+)V7$((3%+-(L03(3+-&)+;3(933+$*E3;%$&<

(0&+J&+E$+.$*E3;%$&<+)($(&)+"*<;=76$"37')6;<$&4$3+768&(76$=4"Z\!C#"Ĉ\ Z54"

$ %
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!第!"章 !

整数算术的传统

""""""""""""""""""""""""""""""""""

费迪南多!阿萨雷洛"纳迪亚!阿兹鲁"玛利亚!!#巴尔托利尼!布西"萨

拉!伊内斯!冈萨雷斯!德洛拉!苏埃德"孙旭花"萧文强

#"#$%&'('%)*$+($#,,)"-(%&(*+$)."/($&(!01($2),&'&1.33&"4($(56'73

!)'+8,#+%#9)$(4.#%":.5.(4.'"('%/(';#.'<4&.$

!"#!$概述!费迪南多"阿萨雷洛#$%&'()*)'+,&-*&%..+$%

!传统"一词在#韦氏词典$%=&中有以下两层含义'定义=()

%%%历史传承而来的"具有一定特征的思想&活动&行为模式#如宗教

活动或社会习俗$'

%%%与过去有关的"在历史上未被证实的信仰或故事(

该词典还指出*传统是!一代人通过+口口相传,或+手手相传,的方式把信息-

信仰-习俗传给另一代人"'定义>(*并代表!在社会态度-习俗和制度中的文化连

续性"'定义?(.

从这些定义中显而易见的是*整数的读-写-想-教和学的方式是传统的一部

分.因此*研究人员和教师需要从传统的多元文化-认识论-心理学和神经学等不

同角度来考虑这些因素.

部分因素与不同的文化和传统相关联*所以或多或少带有一些强烈的!当地"

色彩.相比之下*其他因素似乎因其所具有的普遍性而显得更为通用.因此*所谓

的!几近普遍的传统数学"'1($2)'*>@@A*B0=@(的概念可能与这些!当地"事例相冲

突.由于一个合理的整数学习轨迹不可避免地要讨论其传统根源*又将!几近普遍

%=& 见电子补充材料 .
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的传统数学"作为其主要目标*所以其中可能存在的冲突性对于教师来说是一个重

大的挑战.

本小组的讨论是基于上述背景展开的*旨在对这些不同的文化根源进行深层

次分析/并综合目前研究和实践中的新发现*以明确这些教学过程的结果.

在介绍小组成员的学术成果之前*让我们先考虑一些普遍性的问题.

!"#!#!$用不同的符号表示数

在历史和不同文化中*对整数的表示存在大量不同的符号系统*包括但不限于

语言.

!"#!#!#!$数和文字

用不同语言表达数的方式提出了一个复杂的问题*这个问题已经在大量研究

中得到了证实.从门宁塔'/#''&'<#$*=CDC(的开创性著作到最近的研究

'E(3,(F3GH*=CI?/6J$(5*=CAK(*都引用了毕晓普'1&35)B*=CC=(关于数的表现形

式有其数学文化内涵的论证'也见*3L5#$*=CC=/4#,&'('%MN*OP$)3&)*>@@@/

1($Q#,,#2(,0*>@=K(.

整数的表达和书写方式是一个重要的文化特征*它可以揭示各种不同的文化

因素*而在进行早期算术的教学时需要考虑这一方面.一些众所周知的例子总结

如下'也见第?章(.

在许多语言中*==!>@的数是根据一种特定规则拼写的*它不同于>@!?@的

拼写规则.这些规则可能会隐藏如下这些数的数学结构)=>与!2Q#,F#"'剩余二(/

=R与!S.(22)$%&L&"'意大利语*四 十(/=I与!%&L&(33#22#"'意大利语*十 七(.类

似地*法语D@!CC的数是以>@为基底来拼写的*这是一些凯尔特语的典型特征.

例如*要说CI*法国儿童必须先学会说!S.(2$# F&'<2 %&T 3#B2"*即!四'倍(二

十 十 七"/德国儿童要说!4&#P#'.'%'#.'+&<"'七和九十(/意大利儿童则是

!')F('2(3#22#"'九十 七(/等等.相比之下*中文里数的语法结构更加规则*这可

能为学生学习数提供了优势.一位意大利教师布鲁纳0维拉'1$.'(U&,,(*

>@@D(为当地的一年级儿童开发了一种有效的学习方法*教他们如何掌握整数的机

制'第=K0?0?节(*她的设计基于布里西奥-克莱克和乌祖利亚斯'1$&33&(.%*V,#$L*

('%W.+).,&(3*>@@>(*且被她称为!小中国龙"的方法'U&,,(*>@@D/电子补充材料)

*$+($#,,)*>@=I(.儿童在接受意大利语的数字系统之前以一种类似中文的结构

来表达数1例如*==是!十 一"而不是!.'%&L&"/>=是!二 '乘(十 一"而不是

!F#'2.')"2.通过这种方式*她能够缩短掌握整数=!=@@'用意大利语和标准算术
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表示(所需的时间*并用它们进行算术运算.在第=K0?0?节中*将会更详细地说明

和讨论这一过程.

巴顿'1($2)'*>@@A(在他的著作中阐述了一个更加吸引人的例子*即数在毛利

语中的表达方式*研究表明在同一种语言中*数的拼写方式与数学结构之间存在着

巨大差异.在与欧洲接触之前*毛利语中的数与动词类似*因为它们表达了动作*

例如*说!25#$#Q#$#2Q)B#$3)'3'有两个人("就类似在说!25)3#B#$3)'32Q)X#%
'那些人有二(".当涉及否定时*这种差异更加明显)!为了否定毛利语中的动词*

使用了+G()$#,这个词33与英语否定动词和形容词都需要使用+')2,这个词不同

的是*在毛利语中*否定形容词要使用+#5($(,这一不同的词'B0R(."因此*在英语翻

译中*如果忽视了毛利语中数的动词特征*那么这样的数学过程也就违背了毛利语

的原始内涵'第?章(.

其他研究人员已经指出*数在日常语言中的使用方式会干扰数的数学意义.在

一本出色的书中'遗憾的是只有意大利语(*语言学研究者卡拉0巴扎内拉'V($,(

1(++('#,,(*>@==(指出*数在日常用语中的表现形式并不像典型的基数含义*而是带有

强烈的不确定性和模糊性'第?章-第R章-第=K0>0>节和第=K0R0>节(.

!"#!#!#$$数的非语言表达

研究人员还讨论了数在不同文化中的不同非语言表示方式'Y)3#B5*>@==(*例

如*当缺少表达数的单词时*使用身体的某些部分'包括但不仅限于手指/4(T#*

>@=R(或复杂算术计算中的空间排列将其表达出来'第R章(.

许多研究人员已经指出*儿童在使用语言和手势来感知数的时候有一些典型

步骤*如利用手指进行计数和加法运算.例如*韦尼奥'U#$<'(.%(对皮亚杰

'Z&(<#2(的图式概念作了改编*他将其定义为特定情境下行为的不变组织

'U#$<'(.%*=CCI*B0=>(*并讨论了当儿童使用计数策略时*与手势相关的认知转

变是如何发生的)

该策略的另一个特征是在语音中标记基数的方式)最后一个数的发音

代表整个集合的基数"而不仅仅是最后一个对象(这种带语音的标记不仅

包括重复#=">"?"R"K"*K$"还包括重音#=">"?"R*K$(从这个例子中可以

清楚地看出"语言与该策略的功能密切相关"并且在产生+感知%运动,的手

势中发挥作用"该手势的组织形式取决于对象的性质和排列"以及要解决的

问题"即将不变的数与给定集合相关联(#U#$<'(.%"=CC="B0A@$
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对于加法策略*巴特沃思等人'1.22#$Q)$25#2(,0*>@==(描述了一种类似的-

更加基于神经学立场的多步骤过程)

如果将两个数#如?和K$或两个不相交的集合加在一起"在最早的阶

段"学习者会数两个集合中的所有元素"即先数=&>&?"再继续数R&K&D&

I&A"数的过程中始终记住第二个集合中的数(在之后的阶段"学习者将

接着第一组中的数字往下数"即从?开始数R&K&D&I&A(在更后面的阶

段"学习者将从两个数中较大的一个开始数"即从K开始"只数D&I&A(可

能在这个阶段"加法的概念就已经在学习者的长期记忆中有所体现(

#B0D?=$

最近对民族数学和神经学的研究为语言问题及其作为算术活动的资源作用提

供了一个全新的-更广泛的视角'从神经科学角度进行调查)M#5(#'#('%

1$('')'*>@==(.巴特沃思等人'>@==(给出了一个有趣的例子*指出计数策略并不

是人们用于发展算术能力的唯一方法)

我们在澳大利亚北部地区的两个偏远地方"对年龄在R!I岁之间&

说瓦尔皮瑞语#[($,B&$&$和阿宁地拉克瓦语#*'&'%&H(GQ($的儿童进行

了测试"这些儿童广泛使用空间策略"且正确率很高(而那些说英语的儿

童却很少使用空间策略"他们依赖于计数枚举策略来完成加法运算(澳

大利亚土著居民以其著称的视觉记忆能力能够探索被加数与加数的空间

模式(这些研究结果表明"计数远非精确算术所必需的"它仅仅是提供了

一种策略'并且建议数的空间模型不应该是一维的向量#如心理数字线$"

可以至少是二维的(#B0D?@$

神经学的进一步研究支持了这些与数学有着更广泛的特征相关性的主张.例

如*瓦利等人'U($,#H#2(,0*>@@>(表明)

一旦这些与数学有关的资源到位"数学就可以在没有语言体系下的

语法和词汇资源的情况下得以维持(正如在+心理理论,的推理任务中语

法与表达之间的关系一样"语法被视为一种可以支持数学推理表达的增
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选系统"但拥有语法既不保证也不妨碍在计算问题上的成功表现(

#B0RI@$

蒙蒂等人'/)'2&#2(,0*>@=>(也指出)

我们的研究结果表明"处理语言的语法会引出已有的基础性语言能

力"而代数运算则会调动先前处理数量表达的双侧顶叶脑区域(这种双

重分离表明语言不能提供跨所有认知领域的思想结构(#B0C=R$

最后*一些研究指出*数的意义不仅依赖于外部符号与数的表示之间的一一对

应这一离散方法*还基于近似数系统'如在无法正确识数的情况下*估计两个集合

中的数目(*而这依赖于基数之间的比率而非它们之间的差别'!(,,&32#,('%

!#,O('*>@@@(.根据这些研究*这种连续的类比系统出现在我们的进化过程中*

并先于离散方法而被编码在我们的大脑中.这些发现为传统和语言问题及其作为

算术活动的资源作用提供了新的视角.

需要特别注意的是*在小组中有这样一些主要问题)

'=(教师如何以数的语言和文化根源为基础进行算术任务设计4

'>(具体的传统算术方法是否需要根据对数进行神经学研究所取得的结果而

作出修正或扩展4

!"#!#!#%$用文化制品表示数

在对数的符号表示的研究中*一种分析研究了计算工具'不仅限于算盘(*这些

工具将数的特定表示法和完成算术运算的活动结合在一起'6J$(5*>@@=(.计算工

具与语言紧密相连*并且可以与小学阶段所使用的教学设计相结合.许多教师将

这些工具与现代技术结合使用*以在虚拟技术下的课堂环境中介绍具体的文化制

品及其模拟操作.例如*辛克莱和梅祖亚宁'4&'L,(&$('%/#2+.H('&O*>@=R(使用

平板电脑将这些形式进行了整合*其前提是触摸屏设备可以提供进行算术的直观

体验界面.该设备还适合小学生*能让他们使用手指和手势来探索数学思想并表

达自己的数学理解.此外*苏里 拉韦涅和马斯基耶托'4).$H 9(F#$<'#('%

/(3L5&#22)*>@=K(在小学阶段通过使用旧的Z(3L(,机器*以实体和虚拟的方式来

解决算术方面的问题.这些内容以及进一步的例子在第C章已有所讨论.

这类研究为小组提出了以下有趣的问题)
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'=(当前技术如何体现传统实物/

'>(在技术环境中*文化根源的整合是否可以弥合!旧式"传统与!几近普遍的

传统数学"之间的鸿沟/

该小组由C位学者组成 %=&*在数的教学中代表不同文化传统*他们分别是纳

迪亚0阿兹鲁'-(%&(*+$).*亚希亚0费雷斯大学数学教师-数学教育博士(-玛利

亚0!0巴尔托利亚0布西'/($&(!01($2),&'&1.33&*意大利摩德纳0雷焦0艾米

利亚大学数学教育专业教授(-萨拉0伊内斯0冈萨雷斯0德洛拉0苏埃德'4($(5

6'73!)'+8,#+%#9)$(4.#%*多米尼加圣母天主教大学数学教育专业教授(和孙旭

花':.5.(4.'*中国澳门大学教育学助理教授(1讨论员为萧文强'中国香港大学

名誉研究员(.

!"#/$不同语言下的口算和笔算&以阿尔及利亚为例#纳迪亚"阿兹鲁$

!"#$#!$后殖民国家!以阿尔及利亚为例

$$小学阶段*将学习数及一些辅助数的学习的概念'例如*数的位值*数线和十进

制(*如果学习不当*则会削弱学习的效果.数和其他基本算术概念的学习会受文

化*尤其是语言的影响.在有着不同国籍移民者的多元文化学校课堂中*以及在阿

尔及利亚等后殖民国家*历史-文化的演变及内外力量的影响都将直接影响学校的

系统*这在多元文化的班级中更为明显.

我们该如何处理这些现象呢/ 事实证明*学校数学的全球化有其局限性.全

球化旨在统一具有不同文化和语言背景的国家的课程*并假定学习者必须服从该

国的主要语言.从不同的角度来看*乌夏斯坎'D3&3E&'*=FF>(认为*差异为课程的

开发和实施提供了最佳的环境1戈尔戈瑞欧和普拉纳斯'!)$<)$&G('%H,('(3*

>@@=(指出*如果语言是文化的主要载体*那么!数学课堂语言"传达了作为数学社

会群体的课堂文化*以及其规范性和合法性.

对于教师而言*特别是那些以传统的-可传播的方式进行教学的教师*这显然

是一项挑战.大多数教师认为!正常"的学习环境是单一语言的课堂*儿童知道学

校的!规范"'通常受主导文化的影响(*并且也已经掌握了教学语言.在这种情况

下*教师应该承认与文化和语言多样性有关的各项问题之间的相关性*了解这些问

%=& 萨拉0伊内斯0冈萨雷斯0德洛拉0苏埃德由于身体原因无法出席此次小组讨论*但是她在这一
章的讨论中也提供了相关看法.
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题如何影响学习过程*并能对其进行有效的管理*以促进儿童的学习.特别地*教

师应该要能够识别儿童在用非母语学习数时可能会遇到的困难*并创造机会将这

些困难转化为优势.此外*我同意戈尔戈瑞欧和普拉纳斯'>@@=(的观点*他们认为

没有一个课堂的语言资源能得到公平分配.因此*看似极为!不同"的环境可能与

主流做法无关*而与所有课堂中的沟通问题有关.

我们需要进一步的研究来阐明数学语言是如何被教授的*并研究数学课堂语

言-数学语言和数学知识建构过程之间的关系'!)$<)$&]('%Z,('(3*>@@=(.然

而*已经有一些见解能帮助解决教师如何通过考虑数的语言特征和文化根源来开

发他们对算术基本概念的任务设计*也可通过对情况作分析来获得一些答案.

!"#$#$$数的命名"位值和十进制

语言在数的命名方面存在不规则现象是很常见的*且不同语言中的不规则现

象也并不相同.在欧洲*每种语言都有其自己的命名系统*并具有相应的不规则

性.例如*与法语-西班牙语和意大利语类似*英语中=?!=C的数会先确定最低位

值的数字*它根据数字和其他数的降序位值从左到右排列*这与书面形式相矛盾.

此外*英语中的!2#'"一词在十三'=?(到十九'=C(之间几乎与意大利语中的!2#'"

相同*但法语中的!2#'"'!%&T"(在=>!=D的数中却没有出现'如!S.(2)$+#"=R*

!3#&+#"=D(*尽管=I被读成!%&TX3#B2".在阿拉伯语中*==!CC的数是从低位读

到高位的*与从右到左的书面形式完全一致.在丹麦语中*I@是!5(,FĴ#$%3"*是

!5(,FĴ#$%X3&'%3X2HF#"的缩写*意思是!?个半乘>@"或者是!?个>@加上半个>@"

?_=
>' (̀ >@% &.在德语中*=?!CC的数的书面形式和口头形式之间没有对应关

系*且这些数的读音是按照低位到高位的顺序.在法语中*A=!CC的数表示为!R
个>@"加上=!=C的数.从这些不规则现象和差异中*可以发现不同语言与旧式数

系统的历史根源之间的关系.然而*在同一种口头语言中或在从一种语言转换到

另一种语言时所出现的不规则现象可能是儿童遇到困难的根源所在.研究表明*

在一些亚洲国家*由于他们有固定的数的命名系统*因此儿童在位值-计数和十进

制运算方面表现更好'/&.$(#2(,0*=CCR(.尽管如此*数的不规则现象和差异也

给学生提供了机会*让他们能在教师的指导下注意到十进制数书写时的重要特征*

如数字的位值制*并能对其进行反思.参照上述例子*教师可以在教学中充分利用

同一语言中不规则的数的表达形式'在大多数欧洲语言中(和数在不同语言中的表

达方式之间的差异.
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阿尔及利亚的案例十分有趣.大约十年前*某项政治决策要求在各年级的

数学教学中用拉丁字母从左到右书写公式和符号'过去用阿拉伯字母从右到左

书写(*同时保留在经典阿拉伯语'从右到左(形式下的解释和名称*这种变化随

后影响了儿童如何构思-理解和学习算术.因此*教师应以此为契机*让儿童认

识到数学并非与文化和语言相分离*并理解数学的演变也会受到历史和政治的

影响.

!"#$#%$数学语境

正如哈利迪和哈桑'a(,,&%(H('%a(3('*=CAK(所定义的那样*数学语境记录

了日常语言是如何以新的方式来体现数学词汇的意义的*即使像!两倍-更少-更

多"这样的词汇在日常语言中可能也有不同于数学中的含义.这些差异可能会导

致一些儿童无法解决由于误解文本而引起的问题.例如*在阿拉伯语中*用于表示

乘法运算的动词是!打'P#(2("'因此会吓到儿童(*即!我们将>乘R"是!我们用>
去打R"/在英语中*!多两倍"或!少两倍"之类的措辞听起来可能模棱两可.当儿

童用日常用语来建构数学概念时*他们表达出来的数学概念和隐含着的逻辑关系

往往是错误的*所以儿童需要学习与这些词相关的语言模式.学习数学和数学语

言*即数学语境*对所有儿童来说都是挑战.教师可以通过有效地使用数学语境并

以一些精心准备的方式来组织语言*即从日常用语转变为专业的数学语言*从而促

进儿童的学习过程.如果学生对用语言来表达数学过程有困难*那么教师可以通

过用母语解决数学问题来促进他们的数学思维'*%,#$*=CCI(.因此*强烈建议教

师对学生的母语能有一定的了解*并考虑所用词汇的规范性和语境.教师的目标

应该是在学生所习得的语言中来发展他们的数学表达*而要做到这一点*教师需要面

对并克服将数学概念翻译成学生的母语时所遇到的困难'4L5,#BB#<$#,,*>@@I(.

!"#0$从数线到两种不同文化传统之间的有效对话&意大利与中国#玛利
亚"1#巴尔托利尼"布西$

!"#%#!$数线

$$数线是一种很受欢迎的教学工具'1($2),&'&1.33&*>@=K/电子补充材料)

1($2),&'&1.33&*>@=I(.意大利教师可以从数学课程标准'/6\b*>@=>(中找到有

关数线的具体描述.数线起初是由整数组成的*随后将其扩充到了有理数*并在三

年级结束时提出了以下目标'第一次明确列出目标()
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以十进制读写整数"认识位值'能比较整数的大小并正确排序"能将

其在数线上表示出来(#B0D=$

能读写&比较小数的大小"并将其在数线上表示出来**#B0D=$

在小学结束'五年级(时*总结并强化了如下目标)

在数线上表示已知的数"并在对科学与技术有意义的情况下使用刻

度尺(#B0D>$

最后一个目标暗示了可能将数线作为建模的工具*历史课程中也有类似的做

法*即在小学结束'五年级(时*提出了以下目标)

使用时间轴来组织信息&知识片段&时段"并标明事件发生的次序&并

发事件和事件持续的时间(#B0K?$

意大利国家数学评估框架'6-U*946*>@=>(强调了数在数线上的表示'各个

级别(.意大利数学课程的一般方法在数学课程标准'/6\b*=CAK(中有所体现)

必须利用学生以往的经验"如在游戏&家庭和社会生活中记数和识别

数的符号的活动来促进整数概念的发展(整数的概念是复杂的"需要一

种多方面的方法#顺序&基数&度量等$'且是在小学及以后基于越来越高

的内化和抽象化水平而获得的(

这一观点得到了广泛认同*并在其他课程文件'#0<0/6\bX\/6*>@@=(中得

到了证实*这些文件对最新标准'#0<0/6\b*>@=>(的制定有着十分重要的影响.

在数线上*顺序和量度是前提.但是*数线不能很好地将整数的其他属性'如

基数-位值的表示(表现出来*因此需要单独进行教学.这样做符合多元化的方法*

即通过不同的路径去探索并发展整数这一复杂概念.

相反*正如孙旭花'>@=K(所说*在中国*整数算术的教学似乎不太重视数线*而

是逐步通过系统的方式进行对整数其他性质'如部分与整体的关系-结合律(的

教学.
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!"#%#$$文化之间的对话!走向文化转移

关于数线的小组讨论是来自不同文化背景的学者进行真正对话的范例*讨论

的重点不是确定最好的-!普遍"的选择*而是要理解数学课程是如何在自己的文化

背景下发展的以及为何这样发展.朱利安'Y.,,&#'*=CCD(认为*当思维进行碰撞

时*每个人都会质疑自己原有的想法'B0"(.从这个意义上说*当看到意大利和中

国使用的方法存在差异后*可以促使我们对内容进行文化分析'1)#$)('%!.(,(*

>@@A(.经过仔细分析*发现文化制品能传达出当时制作过程中的许多文化.为了

使用不同的文化制品来开展活动*有必要进入文化转移的过程)

在这个过程中"不同的文化背景产生了不同意义和数学教育观的可

能性'反过来"数学教育观又以不同的方式来组织情境和学校的数学实

践(#/#,,)'#('%b(OB,).%">@=K"B0KIA$

!"#%#%$文化转移的案例

第一个案例涉及使用计数小棒来发展位值的概念.几年前*我们分析了中国

一年级的数学教材'人教版#数学$>@@=年版*下同(*并注意到教材中会使用单根

小棒和成捆的小棒将数和数量联系在一起.该版本教材共=>=页*教学时间大致

从C月=日到来年=月底.先教学=!=@的认识和加减法及相关问题解决*再进

行=@!>@的数的教学.在该教材的第AK页*给出了如下活动'图=K =(*这是第

一次引入两位数'从==开始(的教学活动.

图!" !$人教版!数学"对数字十几的引入#课程教材研究所$小学数学课程教材研究开发中心%#$$"&
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可见*描述时总是使用准确的量词)根-捆/!个"同时用来描述!一"和!十"*这

就是位值的来源'第?章(.

如果学生能够在没有教师的帮助下给予数正确的命名*那么这个过程将会是

十分快速的.因为用汉语识别数的方式是学生日常生活经验的一部分*而且有关

位值的概念也十分简单明了*所以这个过程完全有可能在中国课堂中实现'第?
章(.因此*在学校里就不需要专门的教学过程来教授这些知识.相比之下*在其

他语言或文化背景下*在设计教学环节时就需要考虑这一专门的教学过程.例如*

在意大利语中*数的命名既不规则又不简单明了.因此*让学生用一捆小棒和一根

小棒来给==命名是不太可能的'意大利语是!.'%&L&"*英语是!#,#F#'"(.在将根

和捆的表示与名称-符号联系起来之前*有必要设计两个并行的教学过程.在这些

名称和符号中*!一捆"表示=@*是作为高阶单位的概念*学生需要先学习这些数的

意大利语表示*由此才有可能将这些过程一一衔接起来.因此*意大利数学课堂所

需要的教学时间要比中国的多.

基于同样的内容*意大利教师维拉提出了另一个文化转移的例子'第=K0=0=0=
节/电子补充材料)*$+($#,,)*>@=I(*同时引入了两个并行的教学过程.在一年级

伊始*教师讲述了一个关于小中国龙的童话故事*这条小中国龙来到课堂中教大家

如何来表达数.由此*学生学会了用两种方法来表达数)

#=$像汉语一样十分有规则地来表达数)==就是+十 一,">=就是

+二十 一,'

#>$意大利语式的不规则命名)==是+.'%&L&,'>=是 +F#'2.'),(

教师引出了两个虚拟人物*一个是!小中国龙"'扮演一条龙的时候*有故事-有

图画*甚至可以戴头套(*另一个是!妈妈"*代表了学生日常经验中'意大利(成人的

角色.为了避免歧义*教师花了数个月来帮助学生理解相关经验.通过这种方式*

教师在介绍不同文化背景下观点的同时*成功地进行了位值概念的教学.

涉及文化转移的例子还包括在中国澳门濠江中学附属小学一年级观察到的解

决关于蛋糕的文字型应用题*并将其引入到了意大利的课堂之中'第==章(.在这

个案例中*沿用了中国课堂的教学过程*即以不同的方式将数视为一个!部分5部

分5整体"的系统'WZ/4的变形*4.'*>@==(.意大利的学生不习惯于解决这类

问题*因此在意大利的课堂中进行这样的文化转移时*需要在现有任务的基础上引
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入额外的任务.

还有其他变式问题的案例'#0<01($2),&'&1.33&#2(,0*>@=?(*经过试点研究*

意大利'见第I章中的意大利Z#$V)'2($#项目(已经编制了一些课程材料*并且明

确向教师告知了其中的文化内涵.这可能是对小组提出的最后一个问题!不同文

化传统下有关文化的问题来自哪里"的解答.我们之所以能够利用文化转移来进

行教学*是因为意大利的课程标准给了教师进行试点实验的自由.现在我的问题

是)是否有可能在中国进行试点实验以开发新的教学活动4 即使有固定的教科书*

如何将文化的差异融入既定的教学方法中4

!"#2$利用数和文化制品的文化根源对于拉丁美洲儿童学习整数算术的
作用#萨拉"伊内斯"冈萨雷斯"德洛拉"苏埃德$

!"#&#!$基于数的语言文化根源的算术学习任务设计

$$大多数时候*整数算术的学习与学生的实际生活环境并没有很大关系*这是因

为学习任务的设计与当地的文化背景相背离.对于课堂上文化与数学之间的弱关

系*丹布罗西奥'MN*OP$)3&)*>@@=(指出)

当教师认识到数学和文化之间的联系时"他们往往只是出于好奇而

让学生参与到多元文化的活动之中(但是"这些活动所涉及的文化常常

都是那些过去的文化"并且与学生所接触到的文化相距甚远(#B0?@A$

同时*他也指出)

当我们的学生经历多元文化的数学活动时"通过从这些活动中反映

出的来自不同文化背景的人的知识和行为"不仅可以让他们学会重视数

学"而且也可以对与自己有着不同文化背景下的人产生更多的尊重(

#B0?@A$

教学数学*尤其是整数算术*若利用学生文化中鲜活的例子'例如*利用学生现

实生活中的问题情境来引入数学概念或程序(*对学生来说这些数学概念才会变得

有意义.

丹布罗西奥强调)



第三部分

论坛
!$!$$

我们可以通过认识到文化对学生个体身份的重要性"以及文化是如

何影响学生的思维和学习的"来帮助学生充分发挥其数学潜力(我们必

须让学生重视数学课堂上的多样性"并了解文化对数学的影响以及这种

影响如何导致数学在使用和交流时的不同方式(通过对民族数学的研

究"我们得到了这番理解(#B0?@A$

此外*如果把整数算术的教学与拉丁美洲的许多土著居民等隔离人口的文化

相背离*情况就会变得更加复杂.在>@=?年的报告!跨文化公民身份)拉丁美洲土

著人民政治参与的贡献"中*联合国开发计划署'25#\'&2#%-(2&)'3M#F#,)BO#'2

Z$)<$(OO#(指出*拉丁美洲大约有K@@@万土著人*约占总人口的=@c.然而*在

秘鲁和危地马拉等国*土著人口几乎占总人口的一半/在玻利维亚*土著人口占总

人口的D@c以上.这些土著民族说着自己的语言*且他们中的许多人由于不说西

班牙语而被边缘化.这些文化各自有其将整数概念化的方式*且目前对拉丁美洲

土著文化中的数学已进行了许多研究.为了教这些土著人民的孩子*教师需要理

解当地的数学方法*以便进行整数计算.根据法律要求*危地马拉所有的孩子都必

须会使用玛雅语下的数系和十进制.

!"#&#$$数和文字

表=K =列出了分别在玛雅语-克丘亚科拉奥语和西班牙语中=!>@的名称.

依据西班牙皇家语言学院*第四栏列出了由西班牙语衍生出的拉丁语词根.值得

注意的是*表格中数的命名很有趣.例如*每种语言中=!=@的名称之间没有任何

关系.玛雅语中*==-=>也是如此/然而*=?!=C的名称是由?!C的名称与=@
',(5.'(的名称结合而来的.在克丘亚科拉奥语中*==!=C的命名是由=@
'L5.'G((的名称和=!C的名称加上后缀!'&H.G"组成的*且把=@放在前面.在西

班牙语中*==!=K的名称和其相应数之间的关系并不明显.然而*当看到西班牙

皇家语言学院的字典中所描述的这些词的拉丁语词根时*就似乎能够看出==的意

义是!一和十"*=>是!二和十"等.该字典中并没有包含=D!=C的词根*但是这些

数的含义对孩子来说是较为清楚的*且更容易理解'即!十和六"*!十和七"等(.

此外*在克丘亚科拉奥语中*?@是!G&O3(L5.'G("*R@是!2(Q(L5.'G("*K@是

!B&L5S(L5.'G("*等等*可以解释为?乘=@-R乘=@等.在西班牙语中*?@是

!2$#&'2("*拉丁语词根是!2$&<&'2("/R@是!L.($#'2("*拉丁语词根是!S.(%$(<&'2("/

K@是!L&'L.#'2("*拉丁语词根是!S.&'S.(<&'2("/等等.这样看来*对克丘亚科拉
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奥的学生来说*根据数的形式来学习数的名称似乎更为容易.

表!" !$前哥伦布时期对数的命名

数 玛雅语 克丘亚科拉奥语 西班牙语 拉丁语词根

= a.' a.G \') \'.3

> V(( 63G(H M)3 M.)

? WT ;&O3( d$#3 d$#3

R V(' d(Q( V.(2$) e.(22.)$

K a)) Z&L5S( V&'L) e.&'S.#

D \(L 4.S2( 4#&3 4#T

I \.L e('L5&3 4&#2# 4#B2#O

A \(T(L Z.3(S WL5) WL2)

C 1),)' 63S.' -.#F# -)F#O

=@ 9(5.' V5.'G( M&#+ M#L#O

== 1.,.L V5.'G(5.G'&H.S W'L# \'%#L&O

=> 9(5L( V5.'G(&3G(H'&H.G M)L# M.)%#L&O

=? WT,(5.' V5.'G(G&O3('&H.G d$#L# d$#%#L&O

=R V(',(5.' V5.'G(2(Q('&H.G V(2)$L# e.(22.)$%#L&O

=K a)),(5.' V5.'G(B&L5S('&H.G e.&'L# e.&'%#L&O

=D \(L,(5.' V5.'G(3.S2('&H.G M&#L&3#&3

=I \.L,(5.' V5.'G(S('L5&3'&H.G M&#L&3&#2#

=A \(T(L,(5.' V5.'G(B.3(S'&H.G M&#L&)5)

=C 1),)',(5.' V5.'G(&3S.''&H.G M&#L&'.#F#

>@ a.';(, 63G(HL5.'G( U#&'2# U&<&'2&

!"#&#%$符号表示法在学习整数算术中的作用

布拉德福德'b(%J)$%*>@=R(讨论了符号表示和文化制品对认知和学习的影

响*并指出)

从认识论与认识论角度而言"关于工具和符号的作用问题始终困扰

着我们%%%也许由于当代科技水平较高"当下这一问题比以往任何时候

都更加困扰着我们(所以"如今我们仍然试图弄清楚我们是如何通过符

号和文化制品来思考和学习的(我们认为"与现实的互动在学习中起着

至关重要的作用"根据个人经验而建构的意义使人们对理论建构有了更
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深的理解(从这一角度看"人类的感知和行为"更广泛地说"与文化制品

的互动"对于学习数学是至关重要的(#B0R@D$

阿萨雷洛等人'*$+($#,,)#2(,0*>@@K(指出)

+行动即学习,的具体观点强调了将行动和语言&心理活动联系起来

的重要性(虽然这种说法在理论上得到了广泛认可"但在学校的教学实

施中还是存在着一定困难(#B0KD$

例如*在多米尼加共和国*学习整数时所用的具体操作工具*如十进制木块和

古氏积木*仅在大约>@年前才被公立学校引进'全国AKc的学校(.实践表明*这

一方法能够促进学生和教师更好地表达数的概念和进行运算*并让教师在其专业

发展中获得更高水平的成就'!)'+8,#+#2(,0*>@=K(.以秘鲁本地学生为例*他们

会使用一种曾被!奇普专员"'印加帝国的会计人员(使用的叫尤帕纳的文化制品*

因为这种工具植根于这些学生的文化中*所以他们使用起来十分得心应手.关于

印加人如何使用尤帕纳有几种假设.其中*基于威廉0伯恩斯'[&,,,&(O1.$'3(的

假设*在>@世纪A@年代*玛尔塔0比利亚维森西奥0乌贝卢奇'/($25(

U&,,(F&L#'L&)\P&,,f3*=CC@(利用尤帕纳开发了一套有序列的方法以用于全面学习

十进制计数系统和基本运算/且该方法首次应用于普诺'Z.')(的双语教育实验项

目*目前在秘鲁的双语学校内被广泛应用.学生还可以通过在计算机-手机和平板

电脑中安装应用程序来使用尤帕纳*从而进行模拟的算术运算'b)̂(3X!(O($$(

('%42#B(')F(*>@=K(.

!"#"$中国算术传统及其对当前课程的影响 %=&#孙旭花$

!"#"#!$中国算术传统

$$中国古人将数学运算称为算术'一种计算的艺术(*它反映了中国悠久的历史

及计算传统.有趣的是*中国人表达整数的传统方法是用基数而不是序数*序数指

在数之前冠以一个!第"字.在某些情况下*中文里会使用基数*而英语和其他西方

%=& 这项研究项目得到了中国澳门大学研究委员会的支持.项目编号)/gb!>@=K!@@>@?X"hM.
本节中的观点均来自本节作者.
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语言则使用序数.例如*在英语里说!一个人住在一栋大楼的第四层"*用中文表达

则会说!这个人住在四楼"*而不是!第四楼".中文里*I月的第>@天会说成I月

>@日.

图=J >是世界上最早的十进制乘法表.这张表来源于约公元前?世纪的战

国时期*是由竹简制成的.位值的概念是数字和计算工具'算筹和算盘(中最重要

的原则*它可以作为常规系统'基础(以为整个算术2代数的开发提供优势.

图!" #$世界上最早的十进制乘法表

在汉语里*表示!K(25#K(2&L3"的术语是数学或算学*其含义是对数或运算进

行研究.直到=I世纪*利玛窦'/(22#)M&LL&*=JJ>3=N=@(和徐光启'=JN>3

=N??(翻译了欧几里得'O.L,&%*约公元前??@3公元前>IJ(的#几何原本$后*几何

才被纳入中国学校的数学课程中.#几何原本$反照了中国的计算传统*并源于当

地的世界观.中国古人认为*认识世界的唯一途径是计算*这在#易经$中已有普遍

反映.在#孙子算经$的序文中*也表达了这样的观点)

夫算者)天地之经纬"群生之元首"五常之本末"阴阳之父母"星辰之

建号"三光之表里"五行之准平"四时之终始"万物之祖宗"六艺之纲纪(

#英译见9(K('%*'<">@@C"B0>F$
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#数术记遗$'约公元>世纪第一本有关计算和计算工具的中文书(详细记录了

=C种计算方法和=?种计算工具.其中*只有珠算和有关二进制'与计算机有

关(的计算流传了下来.所有数学书籍都基于十进制*其中位值是汉语数字和计算

工具中最重要的原则'第?章(.

!"#"#$$中国算术课程

中国数学教育以其稳固的基础教育而闻名'P5('<*>@@N(.在中国的数学课

堂中很少使用数线*这可能反映了中国对数的理解的一些文化趋势'4.'*>@=J(.

学习整数的基本方法是与算盘'第F章(相结合的*算盘被视为表示位值的传

统工具.对于珠算*尽管学生在市面上能够买到相关书籍*但并不需要他们掌握这

一内容.然而*带有珠子的计数器'类似于算盘(作为一种文化遗产*在当下的数学

课程中被广泛应用'图=J ?(.

图!" $$人教版!数学"中的算珠与小棒#课程教材研究所$小学数学课程教材研究开发中心%#%%"&

值得注意的是*中国的数学课程旨在在早期阶段发展学生的数字推理能力.在

加法-减法-数这三个概念之间*除了有着紧密相连的关系之外*还有着隐性的关联*

加减法的逆运算之间也有着隐含的关系'!Q"R#等价于!R"S#(.即使是在第一

节计算课中*中国数学教科书的编写者就将减法概念与加法概念联系了起来'4.'*

>@==(.图=J C给出了=S>R?-?Q=R>的范例'课程教材研究所-小学数学课程教

材研究开发中心*>@@J*BB0>@ >=(*其目的是帮助学生理解加减法和!相等"之间的关

系.中国数学教科书中的典型例子就是变式问题*有关变式的更多详细信息请参见

第==章.
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图!" &$人教版!数学"中加减法概念的关联#课程教材研究所$小学数学课程教材研究开发

中心%#$$"&

$$中国数学教材编写者在所有关于加减法的章节中都使用了以下较为明确的原

则*从而将加减法和数这三个核心概念联系了起来)

555=加一个数*得到这个数的相邻数/

555再将这个相邻数减去=*就得到了原来的数.

这种方法不仅可以促进需要死记硬背的计数和记忆*还可以促进推理.相比

之下*在许多西方课程体系中*数-加法和减法的思想被彼此孤立555被放置在单

独的章节中呈现.

书上呈现的例子是=_>j?-?i=j>'图=K R(*教材编写者也希望学生能

够将其迁移到十和千的运算上'图=K K()

=@_>@j?@/?@i=@j>@

=@@@_>@@@j?@@@/>@@@i=@@@j=@@@

图!" "$人教版!数学"中将计数单位拓展到十#左边&和千#右边&#课程教材研究所$小学数学课

程教材研究开发中心%#$$"&
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这种归纳概括法在中国数学课程中得到了广泛应用'4.'*>@=D(*>@=DP(*是

计数单位从十到千的变式问题的又一例证'人教版#数学$>@@=年版*>@@K(.

中国数学课堂在对数进行教学时*避免了尽可能多地进行计数*这与西方教学

不同.中国课堂对这一内容的教学强调组合6分解的方法*这可能是从古代珠算中

继承而来的/且这种方法在教授=!=@'将R*K*D*I*A*C*=@分解在I节课

中(的过程中使用了七次'4.'*>@=?(*这样学生就能将学习数的核心方法内化于

心'4.'*>@=K(.这种方法旨在发展学生对结合律和交换律-数的属性*以及加减

法灵活性操作的基础隐性理解.对=@的分拆也进行了深入研究*从一开始就把=>

这样的数看作是=个十和>个一*且汉语中数的命名与这种方法相一致'见第?

章(.对数的分拆与重组的强调自然地引申出书面的算法.

口算的速度和准确性是中国数学课程标准评价的重要内容.在课堂上也十分

重视计算*因为整数被认为是!整个学科的基础"'课程教材研究所-小学数学课程

教材研究开发中心*>@@K*B0=(.这一说法与数学课程标准相一致*即)

口算是学习数学的基础"对学生基本的笔算能力有非常重要的影响"

能培养学生的观察能力&综合思维能力&创新能力和反应能力(

这种对计算技能的高度重视反映在对口算'心算(和笔算速度和准确性的高要

求上.例如*每分钟应该完成A!=@道=!>@内的加减法*?!R道>@!=@@内的加

减法/另外*每分钟应该完成?!R道=!=@以内的乘法*=!>道两位数的乘法*且

正确率都应该达到C@c.

中国数学的发展涉及土地测量-商业贸易-建筑-政府统计和税收等问题*并在

现有的课程中以简单到复杂的变式问题出现.这些问题旨在加深概念的联系及其

运用*提升学生举一反三的能力'#0<01($2),&'&1.33&#2(,0*>@=?/4.'*>@==*

>@=D(*>@=DP(.第==章对变式问题作了进一步讨论.

!"#"#%$结语

这节简短的论述突出了在传统影响下*中国和西方'美国和欧洲(课程之间的

显著差异*这一主题的详细内容也可参见第?章.本次讨论的目的是开启不同文

化之间的对话.布西-孙旭花和兰普劳德'1($2),&'&1.33&*4.'*('%b(OB,).%*
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>@=?(认为*不同文化背景下的学者之间开展对话的真正目的不是确定最佳的!普

遍"选择*而是了解自己国家数学课程的发展情况*这有助于反思在教育大背景下

还未思考过的特征.

!"#3$讨论#萧文强$

!"#'#!$概述

$$这个小组中的大多数成员都谈到了这个话题的语言特点和文化特点.作为一

名数学家*我将试图通过更多地关注数学背景来补充此次讨论.首先*请允许我描

绘数学教与学的一般框架.

我们从一个!没有数学"的世界开始.这句话有点言过其实*因为数学在我

们的世界里无处不在*在日常生活中经常出现*甚至可能我们都没有注意到它的

存在.但是*如果你把自己置于一个不懂!正式数学"的幼儿的立场上*你就会明

白我的意思.在学习了一些初等数学*形成了关于数学对象-概念-理论和技术

的一些印象之后*我们便认识了这个世界.然后*当我们对这些数学对象-概念-

理论和技术的印象进行提炼时*我们开始理解更多!正式"的数学概念.这就是

巴顿所提出的!几近普遍的传统数学"'第=K0=0=0=节(.最后*我们尝试运用所

学的数学来解决不同问题.在某种意义上*!几近普遍的传统数学"在文化上是

独立的/然而*当我们教授数学的时候*文化转移'第=K0?0>节(也是一个有用的

概念.

中小学要学习的基本概念相对较少*但是这些基本概念在学生的小学-中学甚

至大学本科教育中却反复出现.因此*我想扩展整数算术的范围*谈谈其他的数系

统.这里*我的论述与第=C章中关于达维多夫'M(FH%)F(方法的讨论有关.

!"#'#$$数

让我们从学校教科书中经常出现的树状数图的概念开始.回顾自己的学

习经历*可以看到数系统的概念并不是一下子就完整呈现出来的*而是以一种

模糊的-螺旋式的方式获得的.就我个人而言*我在中学那几年就可以不费吹

灰之力地使用实数*但我不知道'甚至不知道自己不知道(什么是实数*直到我

在本科阶段学习这门学科并等到作为一名年轻的博士生来讲解数学时*我才

对它有了足够的了解.就像人类经历获取知识的过程一样*历史上也出现了
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同样的进程.如图=K D所示*树状数图很可能出现在幼儿园-小学-中学-大

学的各个阶段.

图!" '$不同的数系统

法国数学家约瑟夫0路易斯0拉格朗日'Y)3#B5X9).&39(<$('<#*=I?Di

=A=?(把算术和几何称为!数学的翅膀".另一位法国数学家亨利0庞加莱'a#'$&

Z)&'L($7*=AKRi=C=>(评论了实数系统的构造)

算术如果与几何学没有任何掺和的机会"那么除了知道整数以外"就

什么也不知道了(正是为了适应几何学的要求"才发现了其他的东西(

#Z)&'L($7">@@?"B0=?K$

!"#'#%$欧几里得#几何原本$的汉语翻译

在这里*我将试图解决其他小组成员提出的关于算术和几何的问题.有小组

成员提到了数系统的离散6连续和代数6几何特征*并询问为什么数线在中国课堂

上没有像在西方课堂上那么突出.布西'第=K0?节(讨论的是离散数线*请允许我

将其扩展为实数线.
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=I世纪初*明朝士大夫徐光启与意大利耶稣会士利玛窦合作将欧几里得的

$%&'&()*译成中文*这本书的书名被定为#几何原本$'!几何原本"的字面解释是

!数量的源头"(.!几何"是!<#)K#2$T"的现代汉语翻译*有些人认为这种翻译是希

腊语!<#)K#2$&("的音译*但是却有充分的理由反驳这一说法.事实上*#几何原

本$第五卷的汉语翻译中明确指出*!几何"是对!K(<'&2.%#"这一术语的翻译*而对

徐光启而言*它的内涵则表示中国古代数学经典中经常出现的!多少"'4&.*>@==(.

因此*徐光启从一开始就注意到了西方数学中量的意义和欧氏几何中的度量性质*

以至于他选择了这一术语并将其作为译本标题的一部分.

!"#%#&$"九章算术#

在中国古代传统中*几何学和代数或形状和数是一体的.让我们看一下约公元

=世纪左右成书的中国数学经典#九章算术$第C卷的第=>题'U5#K,(('%!.)*

>@@C(*问题是)!今有积五万五千二百二十五步.问为方几何/"文中给出了一种求平

方根的算法*图=J I清楚地解释了这种方法.

文中接着解释道)!若开之不尽者*为不可开*当以面命之."可见*中国古代数学

家已经知道对无理数的平方根的估算.

$$
!R>@@

$
$
!>RC@@@@

JJ>>JQC@@@@R=J>>J

"R?@

$
$

">S>!"R=>F@@

=J>>JQ=>F@@R>?>J

#RJ

$
$$

#>S>#'!S"(R>?>J

>?>JQ>?>JR@

+R>@@S?@SJR>?J

图!" &$开方术
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我再举#九章算术$中的一个例子来说明代数和几何是如何在中国古代数学传统
中结合的.#九章算术$第C卷第>@题说)!今有邑方不知大小*各中开门.出北门二
十步有木*出南门一十四步*折而西行一千七百七十五步见木.问邑方几何4"'图

=K A(在现代数学语言中*我们可以把它作为二次方程来求解*即+>_?R+jI=@@@.

+>_?R+jI=@@@
+'+_?R(j>̀ >@̀ =IIK

jI=@@@

图!" )$正方形小城和树木问题

#九章算术$中所述的方法是对开方术的推广*称之为!开带从平方".图=K C
更为清晰地解释了这个方法.

'!_"_#(>_?R'!_"_#(jI=@@@
!%7@*=@@*>@@*3*C@@8

"%7@*=@*>@*3*C@8

#%7@*=*>*3*C8

!j>@@

$
$
!>_?R!jRDA@@
I=@@@iRDA@@j>R>@@

"jK@

$
$

">_>!"_?R"j>R>@@
>R>@@i>R>@@j@

#j@
+j>@@_K@_@j>K@

图!" *$开带从平方
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更有趣的是在几何背景下建立方程的方式'图=K =@(.我之所以列举这些例

子*目的是想让大家看到中国古代传统中的代数和几何-形状和数是如何结合在一

起的.然而*在这个传统中*数线似乎并不是常见的表示方法*这可能是由于其算

法性质所导致的.

图!" !$$在几何背景下建立二次方程

!"#'#"$#同文算指$

小学数学教育既重要也困难.困难是因为没有一门学科是容易的*特别地*没

有一门学科比另一门要容易.在我看来*其困难性还有另一个原因*且许多人都受

这一困难的影响*不仅是小学教师和学生*还包括大多数人*尤其是小学生的家长.

然而*大多数人认为*他们知道什么是小学数学教育*而且知道应该如何去处理这

些困难*因为他们曾经都是小学生.换言之*所有人都认为他们是这方面的专家*

并不认为能从别人那里学到东西.作为这一领域的半个外行*我很荣幸能够参加

6V/642.%H>?与大家共同学习*就像中国古代经典著作#学记$中所说的!教学相

长".我特别高兴能加入第一工作组'第K章(*以文化作为重点内容展开研究是这

个小组的主题*当然也包括传统.

我在第一工作组的陈述聚焦于#同文算指$*它是由明朝士大夫李之藻'=KDK5

=D?@(与利玛窦合作汇编而成的*并首次将笔算传入中国'4&.*>@=K(*>@=KP(.!同

文"字面意思是共同的文化*表示尽管数学传统不同*但对数学的共同文化根源有

着深刻的理解.

徐光启在#同文算指$的序言中写道)
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数之原"其与生人俱来乎- 始于一终于十"十指象之屈而计诸"不可

胜用也(五方万国风习千变"至于算数无弗同者"十指之赅存无弗同耳(

李之藻在利玛窦的译著#天主实义$的序言中写道)

东海西海"心同理同(所不同者"特言语文字之际(

!"#4$结论

前一节引用李之藻的话深刻地阐述了小学整数教与学的基本原理和存在的问

题.事实上*语言和文字包含了不同的文化意义*根据这些意义*数在不同的文化

中被加工-构思*进一步体现了不同文化背景下*使用和解释数时其表征方式的

不同.

数学和整数的许多基本概念都显示出数学在其作为一门通用语言与其特定的

文化特性之间存在着戏剧化的二重性*这一小组的贡献也广泛说明了这一点.

这种情况给教学带来了巨大的挑战*存在着具有悖论的意味.一方面*抽象-

普遍的数学概念是教学的目标/另一方面*这一目标只能通过具体的方式来实现*

即通过特定的文化工具*从口头和书面文字到各种表现形式'图片-身体语言等(来

阐释这些概念.这一挑战正是让数学教育工作者觉得着迷的地方*让我们觉得对

这一问题进行的研究是值得的.

由于世界正面临着巨大的社会变化和经济变化*所以在这个问题上获得新的

认识是至关重要的.近年来*经济全球化-通用技术的发展和有关的人力技能需求

为引进统一的学校数学课程标准提供了强有力的历史性动机.然而*只有从多元

文化的视角出发*我们才能了解到在数学及其文化相关性方向存在着不同的认识

论和文化立场*才能认识到课程改革与各国数学文化之间的距离.任何教学计划

都必须以其与学生文化的关系及其对课堂的贡献为基础*这将有助于避免学生与

他们的文化背景相疏远*使他们能够以富有成效的方式进行学习.

这个小组明确指出了需要解决的关键问题*以避免在文化上拒绝创新和文化

的离间*避免失去世界不同地区存在着的文化丰富性.



!%%$$
打好基础!小学整数教与学
国际数学教育委员会第/0届专题研究

参考文献

*%,#$*Y0'=CCI(0*B($2&L&B(2)$HX&'S.&$H(BB$)(L5('%25#O#%&(2&)')JO(25#O(2&L(,G')Q,#%<#

&'(O.,2&,&'<.(,L,(33$))O0$,-#!)./(!%0)-,.&*.(1!)2&'!).#**??'?(*>?K >KA0

*$+($#,,)*"0*b)P.22&*W0*k1(++&'&*90'>@@K(0*L2&'<&3,#($'&'<)")L.3)'25#L)'32$.L2&)'

)JO(25#O(2&L(,L)'L#B2303!'"4.,5&6/-4(!%/7$,-#!)./(*?K'=(*KK DI0

*3L5#$*/0'=CC=(0$)2(/'!)2&'!).#*)8 '-%).#-%)-4!%9.&:/7'!)2&'!).#!%.,&!*0Z(L&J&L

!$)F#)1$))G36V),#Z.P,&35&'<0

1($2),&'&1.33&*/0!0*4.'*:0*kb(OB,).%**0'>@=?(0*%&(,)<.#P#2Q##'L.,2.$#3(P).2

2(3G%#3&<'J)$B$&O($H3L5)),06'V0/($<),&'(3'h%0(*;4/#&&,.(5*/7)2&<()&4(!)./(!%

3/''.**./(/(1!)2&'!).#!%<(*)4-#)./(0)-,=>>)>!*?,&*.5(.('!)2&'!).#*&,-#!)./(

'BB0KRC KKA(0WTJ)$%0522B3)665(,0($L5&F#3X).F#$2#30J$65(,X@@A?R@KR0*LL#33#%>@Y('>@=D0

1($2)'*10'>@@A(0>2&%!(5-!5&/7'!)2&'!).#*)>&%%.(5'!)2&'!).#!%)!%&*0-#Qg)$G)

4B$&'<#$0

1($Q#,,*b0*V,($G3)'*Z0*a(,(&**0*;(+&O(*/0*/)3L5G)F&L5*Y0*Z,('(3*-0*4#2(2&

Z5(G#'<*/00*U(,#$)*Z0*k U&,,(F&L#'L&) \P&,,f3*/0'h%30(0'>@=K(01!)2&'!).#*

&,-#!)./(!(,%!(5-!5&,.9&4*.)=)>2&>=*)<31<*)-,=0-#Qg)$G)4B$&'<#$0

1(++('#,,(*V0'>@==(0@-'&4.A&4A!4%!4&01($&)9(2#$+(0

1&35)B**0Y0'=CC=(01!)2&'!).#!%&(#-%)-4!)./()8#-%)-4!%A&4*A&#).9&/( '!)2&'!).#*

&,-#!)./(0M)$%$#L52);,.Q#$*L(%#O&LZ.P,&35#$30

1)#$)*Z0*k!.(,(*h0'>@@A(0M#F#,)BO#'2)JO(25#O(2&L(,G')Q,#%<#('%P#,&#J3)J2#(L5#$3)

d5#$),#)JL.,2.$(,('(,H3&3)J25#L)'2#'22)P#2(.<5206'Z04.,,&F('k d0[))%'h%30(*

<()&4(!)./(!%2!(,"//?/7'!)2&'!).#*)&!#2&4&,-#!)./('F),0=*BB0>>? >RR(0b)22#$%(O)

4#'3#Z.P,&35#$30

1$&33&(.%*b0*V,#$L*Z0*k W.+).,&(3**0'>@@>(06B!AA4&(,*%&* '!)2* 5 3; !9&#

>#2/-0Z($&3)b#2+0

1.22#$Q)$25*10*b##F#*b0*k b#H'),%3*"0'>@==(0\3&'<O#'2(,$#B$#3#'2(2&)'3)J3B(L#

Q5#'Q)$%3($#.'(F(&,(P,#)42.%&#3)J#'.O#$(2&)'('%($&25O#2&L&'&'%&<#').3*.32$(,&(0

6/-4(!%/734/**C3-%)-4!%;*=#2/%/5=*R>'R(*D?@ D?A0

V5#O,(*;0*k!.)*40V0'郭书春(0'>@@R(0D&*@&-732!A.)4&*)D&3%!**.E-&1!)2F'!).E-&

,&%!#2.(&8(#.&((&&)0&*3/''&()!.4&*0Z($&3)M.')%0

MN*OP$)3&)*\0'>@@=(0[5(2&3#25')O(25#O(2&L3*('%5)QL('&25#,BL5&,%$#'&'3L5)),34



第三部分

论坛
!%&$$

>&!#2.(532.%,4&(1!)2&'!).#**I'D(*?@A ?=@0

M#5(#'#*40*k1$('')'*h0/0'h%30(0'>@==(00A!#&*).'&*(-'"&4.()2&"4!.()0&!4#2.(5

7/4)2&7/-(,!)./(*/7'!)2&'!).#!%)2/-52)09)'%)')h,3#F&#$0

h,#O#'2($H/(25#O(2&L3M#B($2O#'20'>@@K(0/(25#O(2&L32#(L5#$O('.(,)!$(%#='U),0=(0

$1#&̂&'<)Z#)B,#h%.L(2&)'Z$#330%6'V5&'#3#&0

!(,,&32#,*V0b0*k !#,O('*b0'>@@@(0-)'XF#$P(,'.O#$&L(,L)<'&2&)')"$)O $#(,32)

&'2#<#$30>4&(,*.(3/5(.).9&0#.&(#&**R'>(*KC DK0

!)'+8,#+*40*U(,F#$%#*!0*b)'L(<,&),)*b0*k9.'(*h0'>@=K(0G&A/4)&7.(!%,&%;4/54!'!

,&$*#-&%!*$7&#).9!*;H311 5 1<@$GICH08<I04('2&(<)%#,)3V(P(,,#$)3)Z)'2&J&L&(

\'&F#$3&%(%V(2],&L(/(%$#H/(#32$(0

!)$<)$&]*-0*k Z,('(3*-0'>@@=(0d#(L5&'< O(25#O(2&L3&' O.,2&,&'<.(,L,(33$))O30

$,-#!)./(!%0)-,.&*.(1!)2&'!).#**RI'=(*I ??0

a(,,&%(H*/0*0;0*ka(3('*b0'=CAK(0D!(5-!5&*#/()&+)*!(,)&+))8*A&#)*/7%!(5-!5&

.(!*/#.!%C*&'./).#A&4*A&#).9&0WTJ)$%)WTJ)$%\'&F#$3&2HZ$#330

6J$(5*!0'=CAK(0J4/'/(&)/K&4/L8-(.9&4*!%2.*)/4=/7(-'"&4* '901(&$*d$('30(0-#Q

g)$G)U&G&'<Z#'<.&'6'L0'W$&<&'(,Q)$GB.P,&35#%=CA=(0

6J$(5*!0'>@@=(0>2&-(.9&4*!%2.*)/4=/7#/'A-).(5)J4/')2&!"!#-*)/)2&E-!()-'

#/'A-)&40-#Qg)$G)[&,#H0

6-U*9460'>@=>(0M-!,4.,.G.7&4.'&()/L;4.'/#.#%/,..*)4-K./(&L;4/9!,.1!)&'!).#!0

522B)66QQQ0&'F(,3&0&263'F>@=>6%)L.O#'2&6eMb6e%b9/(2969L&L,)0B%J0*LL#33#%>@Y('>@=D0

Y)3#B5*!0!0'>@==(0>2&#4&*)/7)2&A&!#/#?)@/(C$-4/A&!(4//)*/7'!)2&'!).#*'?$%#%0(0

$Z$&'L#2)')Z$&'L#2)'\'&F#$3&2HZ$#330

Y.,,&#'*"0'=CCD(00.A!4%&49!*!(*,.4&)I-%/5/*&),B!-)4&*4&**/-4#&*0Z($&3)4#.&,0

9(O*90*k*'<*d0'>@@R(0J%&&).(57//)*)&A*04&'<(B)$#)[)$,%4L&#'2&J&LZ.P,&35&'<0

/(25#O(2&L32#T2P))G%#F#,)B#$<$).BJ)$#,#O#'2($H3L5)),0'>@@K(01!)2&'!).#*01#&̂&'<)

Z#)B,#N3h%.L(2&)'Z$#330%6'V5&'#3#&0

/#''&'<#$*;0'=CDC(0@-'"&4:/4,*!(,(-'"&4*='"/%*)8#-%)-4!%2.*)/4=/7(-'"&4*0

V(OP$&%<#*/*)d5#/6dZ$#330'd$('3,(2#%J$)O25#!#$O('#%&2&)')J=CKA(0

/6\b0'=CAK(0;4/54!''.,&%%!0#-/%!$%&'&()!4&*IL;LGL=>7&""4!./=CAK*(=@R0522B)66

QQQ0#%3L.),(0&26($L5&F&)6')$O#6B$)<$(OO&6#,#O#'2($#052O,#/*dh/*d6V*0*LL#33#%>@

Y('>@=D0

/6\b0'>@=>(0<(,.#!K./(.(!K./(!%.A&4.%#-44.#/%/A&4%!*#-/%!,&%%B.(7!(K.!&.%A4.'/#.#%/

,&%%B.*)4-K./(&0522B)66QQQ0&'%&L(+&)'&'(+&)'(,&0&26%)L.O#'2&96'%&L(+&)'&9'(+&)'(,&6&'%&L(+&)'&9

'(+&)'(,&9&'J('+&(9B$&O)9L&L,)0B%J0*LL#33#%>@Y('>@=D0



!%'$$
打好基础!小学整数教与学
国际数学教育委员会第/0届专题研究

/6\bX\/60'>@@=(01!)&'!).#!>@@=0522B)66QQQ0.O&XL&&O0&26QBXL)'2#'26.B,)(%36>@=?6=@6

O(2>@@=0+&B0*LL#33#%>@Y('>@=D0

/&.$(*60d0*WG(O)2)*g0*;&O*V0V0*V5('<*V0X/0*42##$#*/0*k"(H),*/0'=CCR(0

V)OB($&3)'3)JL5&,%$#'N3L)<'&2&F#$#B$#3#'2(2&)')J'.OP#$)V5&'(*"$('L#*Y(B('*;)$#(*

4Q#%#'*('%25#\'&2#%42(2#30<()&4(!)./(!%6/-4(!%/7N&2!9./4!%I&9&%/A'&()*=I'R(*

R@= R==0

/)'2&*/0/0*Z($3)'3*90/0*kW35#$3)'*M0-0'>@=>(0>2/-52)"&=/(,%!(5-!5&)@&-4!%

,.**/#.!)./(/7!%5&"4!!(,(!)-4!%%!(5-!5&09)'%)')Z3HL5),)<&L(,4L&#'L#0

Z)&'L($7*a0'>@@?(00#.&(#&!(,'&)2/,0'"0/(&2,('%*d$('30(0-#Qg)$G)M)F#$0'W$&<&'(,

Q)$GB.P,&35#%=C@A(0

b(%J)$%*90'>@=R(0W'25#$),#)J$#B$#3#'2(2&)'3('%($2#J(L23&'G')Q&'<('%,#($'&'<0

$,-#!)./(!%0)-,.&*.(1!)2&'!).#**AK'?(*R@K R>>0

b)̂(3X!(O($$(*/0*k42#B(')F(*/0'>@=K(04&32#O(%#'.O#$(L&]'6'G(#',(g.B('(H#,

;5&B.0G&9.*)!D!).(/!'&4.#!(!,&$)(/'!)&'O).#!*A'?(*RD DA0

4(T#*!0'>@=R(03-%)-4!% ,&9&%/A'&()/7 '!)2&'!).#!%.,&!*);!A-! @&: P-.(&!

*)-,.&*0V(OP$&%<#)V(OP$&%<#\'&F#$3&2HZ$#330

4L5,#BB#<$#,,*/0Y0'>@@I(0d5#,&'<.&32&LL5(,,#'<#3)JO(25#O(2&L32#(L5&'<('%,#($'&'<)*

$#3#($L5$#F&#Q0G&!,.(5Q R4.).(5M-!4)&4%=)S9&4#/'.(5D&!4(.(5I.77.#-%).&**>?'>(*

=?C =KC0

4#,&'*a0*kMN*OP$)3&)*\0'>@@@(01!)2&'!).#*!#4/**#-%)-4&*)>2&2.*)/4=/7(/(C:&*)&4(

'!)2&'!).#*0M)$%$#L52)4B$&'<#$0

4&'L,(&$*-0*k /#2+.H('&O*h0'>@=R(09#($'&'<'.OP#$Q&25d).L5V).'23)d5#$),#)J

#O)2&)'3('%25# P)%H&' O(25#O(2&L(,L)OO.'&L(2&)'0>&#2(/%/5=*T(/:%&,5& !(,

D&!4(.(5*=C'=(*A= CC0

4&.*/0;0'萧文强(0'>@==(0=D@I*(H#($)J'3)O#(3&<'&J&L('L#)d$('3,(2&)')J25#J&$32

h.$)B#('2#T2&'O(25#O(2&L35h,#O#'2356'2)V5&'#3#06'1($P&'*h0*;$)'J#,,'#$*/0*k

d+('(G&3*V0'h%30(0U.*)/4=!(,&A.*)&'/%/5=.( '!)2&'!).#*&,-#!)./( 'BB0KI?

KAC(0U&#''()U#$,(<a),+5(.3#'0

4&.*/0;0'萧文强(0'>@=K((0d)'<Q#'4.('+5&'同文算指(('%2$('3O&33&)')JP&3.(''笔算

Q$&22#'L(,L.,(2&)'(&'V5&'()"$)O (' aZ/ 'a&32)$H('%Z#%(<)<H)J /(25#O(2&L3(

F&#QB)&'206/-4(!%7/4U.*)/4=/71!)2&'!).#**>A'D(*?== ?>@0

4.'*:0'>@==(0U($&(2&)'B$)P,#O3('%25#&$$),#3&'25#2)B&L)JJ$(L2&)'%&F&3&)'&'V5&'#3#

O(25#O(2&L32#T2P))G#T(OB,#30$,-#!)./(!%0)-,.&*.(1!)2&'!).#**ID'=(*DK AK0

4.'*:0'>@=?(0d5#32$.L2.$#3*<)(,3('%B#%(<)<&#3)J+F($&(2&)'B$)P,#O3,&'25#2)B&L)J



第三部分

论坛
!%($$

(%%&2&)'('%3.P2$(L2&)')J@ C&'V5&'#3#2#T2P))G3('%$#J#$#'L#P))G30;4/#&&,.(5*/7)2&

$.52)23/(54&**/7$-4/A&!(G&*&!4#2.(1!)2&'!).#*$,-#!)./( '3$G1$ A*RP=D(*

>>@A >>=A0

4.'*:0'>@=D((0#螺旋变式5中国内地数学课程与教学之逻辑$新加坡八方文化创作室00A.4!%

9!4.!)./()82.,,&()2&/4=)/.()&4A4&))2&%/5.#)/,&*.5(32.(&*&'!)2&'!).#*#-44.#-%-'

!(,.(*)4-#)./(.('!.(%!(,32.(!04&'<(B)$#)[)$,%4L&#'2&J&LZ.P,&35&'<0

4.'*:0'>@=DP(0\'L)F#$&'<V5&'#3#Z#%(<)<H)4B&$(,F($&(2&)'525#.'3B)G#'B$&'L&B,#J)$

(,<#P$(25&'G&'<2)%#F#,)BL.$$&L.,.O('%&'32$.L2&)')J+d[W1*46V4,0<(9.)&,A!A&4.(

=?)2<()&4(!)./(!%3/(54&**/(1!)2&'!).#!%$,-#!)./('<31$C=?(0

\3&3G&'*E0'=CC>(0d5).<523)J('6V/h$#<.,($0J/4)2&D&!4(.(5/71!)2&'!).#**=>'?(*

=C >@0

U($,#H*b0*0*;,#33&'<#$*-0Y0V0*b)O(')Q3GH*V0*0Y0*k4&#<(,*/0'>@@>(0*<$(OO(2&L

P.2'.O#$(2#0@!)-4&G&9.&:*L@&-4/*#.&(#&*?*RD> RI=0

U#$<'(.%*!0'=CC=(09('<(<##2B#'37#%('3,N(BB$#'2&33(<#%#3 O(257O(2&S.#30G&9-&

J4!(V!.*&,&;F,!5/5.&*CD*IC AD0

U#$<'(.%*!0'=CCI(0d5#'(2.$#)JO(25#O(2&L(,L)'L#B2306'd0-.'#3kZ01$H('2'h%30(*

D&!4(.(5!(,)&!#2.(5 '!)2&'!).#*)8(.()&4(!)./(!%A&4*A&#).9& 'BB0K >A(0a)F#)

Z3HL5),)<HZ$#330

U&,,(*10'>@@D(0@-'&4.#.(&*.Q/%)4&0522B)66<),%0&'%&$#0&26'.)F)6<#'6L#$L(X30B5B4 B($),(j

-.O#$&_L&'#3&_c>D_),2$#k3.PO&2jV#$L(0

U&,,(F&L#'L&)\P&,,f3*/0'=CC@(0D!'!)&'O).#!&(%!&,-#!#.W(".%.(5X&)&%#!*/,&;-(/0

9&O()Z$)<$(O(%#h%.L(L&]'1&,&'<l#XZ.')0

E(3,(F3GH*V0'=CI?(0874.#!#/-()*)@-'"&4!(, A!))&4(.( 874.#!(#-%)-4&0V5&L(<))

9(Q$#'L#a&,,1))G30

E5('<*M0'>@@D(0>2& +):/"!*.#*,)1!)2&'!).#*)&!#2.(5.( '!.(%!(, 32.(!0%6'

V5&'#3#&045('<5(&)45('<5(&h%.L(2&)'Z$#330

V&2#%B(B#$3J$)O4.'*:0*;(.$*10*k-)F)2'(*Y0'h%30(0'>@=K(0V)'J#$#'L#B$)L##%&'<3)J

25#6V/632.%H>?)Z$&O($HO(25#O(2&L332.%H)'Q5),#'.OP#$30b#2$&#F#%"#P$.($H=@*

>@=D*J$)OQQQ0.O(L0O)6J#%66V/6>?6%)L6Z$)L##%&'<396V/694d\Mg9>?9J&'(,0B%J0

1($2),&'&1.33&*/0!0'>@=K(0d5#'.OP#$,&'#)*+[#32#$',2#(L5&'<(&%'BB0>CA ?@D(0

/#,,)'#*/0*kb(OB,).%**0'>@=K(0*%%&2&F#32$.L2.$#)*'#%.L(2&)'(,#TB#$&#'L#)JL.,2.$(,

2$('3B)3&2&)''BB0KDI KIR(0

4&.*/0;0'>@=KP(0Z#%(<)<&L(,,#33)'3J$)O>/(5:&(0-!(K2.'同文算指()d$('3O&33&)')J

".*-!('笔算Q$&22#'L(,L.,(2&)'(&'V5&'('BB0=?> =?C(0



!&)$$
打好基础!小学整数教与学
国际数学教育委员会第/0届专题研究

4).$HX9(F#$<'#*40*k /(3L5&#22)*/0'>@=K(0-.OP#$3H32#O('%L)OB.2(2&)'Q&25(%.))J

($2&J(L23)d5#B(3L(,&'#('%25##XB(3L(,&'#'BB0?I= ?IA(0

4.'*:0'>@=K(0V5&'#3#L)$#2$(%&2&)'2)Q5),#'.OP#$($&25O#2&L'BB0=R@ =RA(0

& '
获取权限说明

本章内容已获!知识共享署名R0@国际许可协议" 的许可#允许在任何媒体以任何格

式使用$共享$修改$发布和复制#只要您向原作者%们&表示感谢#指出来源并提供!知识共

享许可协议"的链接#并说明是否对原文进行了修改'

本章中的图像或其他第三方材料都包括在本章的!知识共享许可协议"中#除非对材料

另有说明'如果材料没有包含在本章的!知识共享许可协议"中#并且您的使用不被允许或

超过允许使用范围#您必须在使用前获得版权所有者的许可'
( )



!第!#章 !

整数算术研究与教学的特殊需求

""""""""""""""""""""""""""""""""""

利芬!韦尔沙费尔"安娜!巴卡利尼 弗朗克"乔安妮!马利根"玛利亚!范登

赫费尔 潘休曾"忻燕萍"布里安!巴特沃思

#9&#F#'U#$3L5(JJ#,"*''(1(LL(<,&'&X"$('G"Y)(''#/.,,&<('"/($̂(F('

%#'a#.F#,XZ('5.&+#'"g('B&'<:&'"('%1$&('1.22#$Q)$25$

!3#!$概述!利芬"韦尔沙费尔#5(%6%)7%&89:*;;%.$%

在数学学习上*许多孩子存在困难或问题.尽管这些困难或问题可能会发生

在学生数学学习的任何阶段*但迄今为止*研究人员和一线教师最关注的是小学数

学领域*更确切地说是整数算术.尽管越来越多的研究开始关注有特殊数学学习

需要的儿童的诊断和指导*但与其他学术领域'如阅读(相比*对此的研究目前仍然

落后.接下来*将列出尚待研究和实践的主要问题.

首先是专业术语问题.如何定义数学学习困难-问题或障碍 'O(25#O(2&L(,

,#($'&'<%&JJ&L.,2&#3*B$)P,#O3)$%&3(P&,&2&#3*以下简称 /9M(并非易事'1#$L5('%

/(++)LL)*>@@I(.尽管这个领域已经奠定了扎实的基础*但是如果能在术语的使用-

障碍本质和严重程度的判断上达成一致的标准*那么将有助于理解和解决/9M*并

将取得重要进展.事实上*对于/9M的定义*有的明确指向基于生物学上的障碍*有

的强调把孩子的数学成绩和其智力间的差异视为主要判断标准*还有的仍然侧重于

儿童对干预措施的反应.同样*对于/9M中的!数学"构成也缺乏一致的界定.在

/9M的研究中*主导方向向来集中在算术事实的记忆以及算术过程的自动化上.减

少在神经心理学方面的主要影响*增强多学科的融合*可能会给我们带来更加广阔-

连贯-均衡的视野.也就是说*在思考算术学习的同时*还要考虑其他同等重要的思

维方法*如空间推理与几何推理*数学关系与模式*以及其他更能对抽象和概括产生

潜在作用的数学思维模式'a)$%('%:&'*>@=K//.,,&<('*>@==(.显然*除了存在

/9M的儿童以外*还有其他一些儿童在数学教育上也需要特殊的支持*尽管他们没
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有被诊断为/9M*如智力障碍儿童*听力-视力或运动障碍儿童*情绪或行为障碍儿

童*长期受到不良教育或受教育不足的儿童'M#4O#%2#2(,0*>@=?(.

引起本领域研究者关注的第二个要点*是解读与 /9M发展有关的各种认知

机制.研究者已经提出了多种关于/9M的认知性解释*现有关于/9M的研究大

多涉及一般领域的认知因素*如工作记忆欠佳和长期记忆中语音信息提取困难.

最近在神经影像学研究成果的背景下*也有人提出/9M是由于人脑特定领域的

受损而造成的*该特定领域影响数感-表示和处理数值大小的能力'1.22#$Q)$25*

>@@K/9('%#$,#2(,0*>@@R(.例如*/9M儿童在比较两个数值的大小和将数字在

数线上表示出来方面感到特别困难*而这两者都可以衡量一个人对数值大小的理

解.尽管研究者已经提出了各种认知因素来解释/9M*但现有的数据仍处于起步

阶段.根据卡拉吉安纳基斯等人';($(<&(''(G&3#2(,0*>@=R(的研究*尽管该领域

内的许多分支已有所发展*但不论是出于研究目的*还是为了给数学教师提供反馈

信息*始终没有一个框架或模型可用于全面-精细地解释学生的数学困难.最近*

这些研究人员从多元神经认知缺陷的角度出发*在现有文献的基础上提出了/9M
的分类模型*该模型描述了可能存在特定缺陷的四个认知领域.

第三*>@世纪I@年代对/9M的初步记载表明*/9M是由于脑部异常所致.

随着现代神经影像技术的出现*研究人员已经开始着手解决这个问题.越来越多

的证据表明*在数字处理和算术过程中*额顶网络处于活动状态'*'3($&*>@@A(.

目前*对/9M儿童额顶网络检测的研究正在缓慢而稳定地展开.这些少数研究

一致表明*/9M儿童在额顶网络中存在结构和功能的变异*特别是在顶内沟和

'前(额叶皮层中*其中*前者是支持处理数值大小的大脑回路*后者被认为在工作

记忆中对维持中等程度的心算具有辅助作用.有人认为*/9M儿童的这些脑部异

常可能是遗传导致的*但/9M的遗传基础在很大程度上仍然是未知的*并且尚未

发现与数学能力'障碍(有关的基因.医学遗传学领域的研究表明*一些已知遗传

原因的疾病*如特纳综合征和>>S==缺失综合征*表现出与/9M相符的模式.此

外*还有一些早期证据表明*它与自闭症谱系障碍和阿斯伯格综合征有关.

第四个也是最后一个问题)对于/9M儿童来说*什么是适当的教育干预4 起

初*普通的知觉运动训练是改善学习障碍的主要方式*但这种训练的效果已经大打

折扣了.最有效的方法是针对 /9M儿童在数学上有困难的某个部分进行干预

'M)QG#$*>@@A(*包括评估儿童在数学上的强项和弱项*且评估结果也被应用于改

善学生的数学技能.然而*仍然存在以下几个主要问题)诊断/9M和实施具体干
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预的最佳时机是什么时候4 /9M儿童是在常规课堂之外的个性化干预中受益更

多*还是在常规课堂中受益更多4 这些儿童是否需要特殊的干预*或者和不存在

/9M的儿童一样接受相同的教学*他们是否已从中获益最大4 更具体地说*以建

构主义为导向的概念教学是否适用于有学习障碍的儿童':&'('%a)$%*>@=?/:&'

#2(,0*>@=D(4 另一个问题是*在假设 /9M儿童可以做什么而不是他们不能做什

么时*是否真的没有盲点呢'Z#,2#'P.$<#2(,0*>@=?(4 最后*在对/9M儿童的改

善教学中*除了数感*我们是否也关注到了数学的其他方面4 例如*从空间推理发

展而来的概念关系.显然*试图从所有在数学学习上存在严重困难的儿童这一角

度来回答这些问题*可能不会有什么成效.

尽管在过去的几十年里*关于 /9M的诊断-补救和预防的研究在迅速增长*

但仍有许多工作要做.我们需要进行纵向研究以确定发展前兆*并描绘 /9M的

发展轨迹.当然*这些困难的神经学基础及其与课堂表现的关系还需要进一步探

讨.了解/9M在行为-认知和神经生物学这些不同层面上的不同特征*将有助于

进行适当的教育干预.在未来的研究议程上*补救性干预措施的设计和评估需要

优先考虑*这些干预措施不仅可以解决儿童的学习困难*而且可以预防其产生.最

后*除了仅集中在计数和算术层面的诊断和干预*很有必要把目光投向涉及数学思

维且更有助于抽象和概括的其他方面.

6V/642.%H>?中研究特殊需求方面的小组的目标是)探索和讨论上述问题*

并将重点放在最后一个问题上*即针对 /9M儿童的教学目标和干预措施.小组

由四位学者组成*在/9M儿童和整数算术课程的特殊需求方面*他们的专业领域

是互补的.四位学者分别是安娜0巴卡利尼 弗朗克'*''(1(LL(<,&'&X"$('G*比

萨大学(*乔安妮0马利根'Y)(''#/.,,&<('*悉尼麦考瑞大学(*玛利亚0范登赫费

尔 潘休曾'/($̂(F('%#'a#.F#,XZ('5.&+#'*荷兰乌特勒支大学(和忻燕萍

'g('B&'<:&'*美国普渡大学(.作为在计算障碍的认知性根源及其解决方法这一

领域内的世界知名领军者*布里安0巴特沃思教授'1$(&'1.22#$Q)$25*英国伦敦

大学学院(也参与了讨论.

!3#/$'计算障碍(是否取决于小学教育的启蒙)%=&#安娜"巴卡利尼 弗朗克$

本节*我将解决以下问题)'=(/9M儿童是在常规课堂之外的个性化干预中受

%=& 本研究由Z#$V)'2($#项目支持.
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益更多*还是在常规课堂中受益更多4 '>(这些儿童是否需要特殊的干预4 或者和

不存在/9M的儿童一样接受相同的教学*他们是否已从中获益最大4 '?(对于所

有类别的/9M儿童*上述问题的答案都是相同的吗4

让我从最后一个问题开始回答.假设!所有类别的/9M儿童"是一个定义明

确的概念'尽管我不这样认为(*我认为这个问题的答案是!否".

首先*对于同一个儿童*在他人生的不同阶段*答案可能也有所不同.例如*在

作出任何诊断之前'有些人认为*即使是在此之后(*许多人至少在最初可能会声称

儿童应该在!常规"课堂上体验基于概念和以建构主义为导向的教学.但是*如果

在一整年*甚至在整个小学阶段'K至D年(*由于种种原因儿童没有在数学课堂上

参与讨论*对此该怎么办4 例如*如果课堂文化在很大程度上以书面语言为基础*

而儿童没有克服使用这种媒介的相关困难*这就是阅读障碍的一种常见情况.这

样一来*这个儿童将浪费他多年的岁月*甚至更糟的是*他会对他当初未能参与讨

论而心生厌恶.如果儿童经历了一段时间的特殊教育*该课堂提供了一种以更合

适的方式促进他参与讨论的环境*让他体验到在数学课堂上的参与感和成就感*那

么外界也许会更能意识到他在书面语言方面的困难.

然而*多年'诱导或自愿地(被排除在数学讨论之外*使得儿童'现在是青少

年(从未真正进行过数学学习.如果将他放在一个!常规"课堂上*即以建构主义为

导向的教学*并且该教学在很大程度上建立在学生从未构建过的概念上*这种做法

仍然合适吗4 他的数学肯定会永远不及格.

相对地*若将学生的困难考虑在内*并施以个性化的干预措施*那么他可能会

迅速恢复信心*开始参与到数学讨论中去*并能使用不同的方式获取信息-产生信

息.同时*他还会受到教师和其他参与者'甚至是!常规"教室中的参与者(的认可.

纵观我在不同环境下帮助学生学习数学的经验*我目睹了许多与上述相似的典型

案例.

在例子中*我提到了使用书面语言的困难.然而*还有许多其他的认知情况*

例如*记忆步骤或知识的困难*概述过程的困难*逻辑推理的困难等*这些都会导致

这类儿童在数学学习上的失败*并最终被排除在!常规"课堂的数学讨论之外.我

认为*对于教师-临床医学者或其他教育工作者而言*至关重要的是识别这些困难

并!因应解决"它们*帮助学生意识到这些困难*同时设法解决-攻克任何能处理的

问题.当然*这不是一件容易的事*毕竟每名学生都是完全不同的:

回到最后一个问题*似乎还有一种情况)在某个既定的时间点*不同的学生可
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能具有不同的特征.例如*从认知角度来看*似乎有可能将关于/9M的现有假设

重新组合*从而形成一个可用于描述学生数学'认知(学习概况的四重模型

';($(<&(''(G&3#2(,0*>@=R(.基于这一假设的研究表明*在数学测验'也用于诊断

/9M(中获得相近'或相同(低分的学生*他们的个人情况实际上是不同的

';($(<&(''(G&3('%1(LL(<,&'&X"$('G*>@=R/;($(<&(''(G&3#2(,0*>@=A(.换句话

说*研究表明)在认知水平上未能克服数学学习中的困难*并不总是与模型中特定

领域的单一缺陷有关*也不能被认为是某几种缺陷共同导致的后果'对所有学生都

一样(.这支持了这样一种观点*即探寻所有数学成绩不佳的学生的认知特征不一

定是一个富有成果的研究方向.

我们可以'并且应该(问的是)!为什么有些孩子无法克服其他人能够克服的数

学学习困难4"原因可能包括以下几方面)学生的认知特征/身处社会而形成的!内

在"倾向'如上所述(/学生以往的数学学习情况/学生及教师的情感因素/教师对教

学内容的选择以及选择'或不选择(的引入方式/学校政策和教师看待/9M的态

度/对/9M学生!学什么"或!学多少"的隐性或显性假设/等等.

我认为*数学教育者开展的研究应着眼于如何最大限度地减少由于儿童个人

特定的学习特征而导致的数学失败*且越早越好555至少在正式教学开始之前'大

多数国家是从幼儿园或一年级开始(*这就是我们最近在意大利'>@==5>@=R(所开

展的为期?年的项目中试图要做到的.该项目的团队由数学教育者和心理学家组

成*以符号学中介理论'1($2),&'&1.33&('%/($&)22&*>@@A(和具身认知理论

'!(,,#3#('%9(G)JJ*>@@K(为框架*设计了相关的数学课程材料*旨在为一年级和

二年级的所有学生提供!动手"'动觉5触觉(体验*包括对实物模型的操作*从而帮

助学生在这些体验及随后的数学讨论中发展数学意义'包括程序(.

例如*为了帮助儿童学习!乘法表"*教师介绍了用正方形纸剪出矩形的操作方

法'第I章第I0R0>节(*他们学习如何将这些矩形剪切并粘贴在一起*从而找出未

知的乘积/然后*只需'在笔记本上或黑板上(画图就可以将其推导出来/最终*儿童

将在没有外部帮助的情况下使用它们*并作为心算策略'第I章第I0R0>节中的示

例(.数学活动的一个基本环节是分享和讨论*在这个过程中*所有参与其中的学

生都将贡献自己的力量'确实做到了(.

在视频的第四部分'电子补充材料)1(LL(<,&'&X"$('G*>@=IP(*教师要求学生

分享计算À D的策略*并在黑板上演示.一名学生将A分为三部分'K->和=(*他

认为这样做会!容易"*因为这些数字他都知道如何计算.然后*他乘K以获得第一
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部分的结果*并在脑海里将第二部分识别为D_Dj=>*将最后一部分识别为=̀ D*

最终得到?@_=>_D.这名学生的水平总体处于中等偏下*但通过对他执行所建

议的活动及偶尔在家里进行额外的练习*他能够跟上班级的进度.另一名学生将

A分解为=@i>*并通过!隐形矩形"%=&来说明他的理由*!隐形矩形"这个术语在课

堂上很快流行起来.这些矩形能使计算变得更容易*但随后需要将其取走.她使

用!隐形矩形"将A视为=@的一部分*先得出乘积=@̀ D'jD@(*再减去>̀ D'j

=>(.在最后的心算'D@i=>(中*她犯了一个错误)起初*她忘了从D@中拿出第二

个=@*所以她得到的结果是KA*而不是RA/然后*在教师的提示下*她迅速纠正了错

误.我们发现*当这两名学生在隐性地使用分配律'以前未正式出现过(时*他们似

乎都非常自如.

该项目的一个重要发现是*在一年级和二年级期间使用实验材料*极大地减少

了在三年级时会被归类为 /9M的儿童数量'1(LL(<,&'&X"$('G('%4L)$+(*>@=?/

1(LL(<,&'&X"$('G('%1($2),&'&1.33&*>@=K/1(LL(<,&'&X"$('G*>@=K(.此外*有

Z#$V)'2($#项目学习经验的学生能够想出各种策略来处理不同的数学情境*尤其

是在计算方面*这些学生获取数字的准确性更高*策略更多样化*计算速度更快.

事实上*与对照组中表现较好的学生相比*所花!成本"和自动化程度都有?个月的

滞后.

调查结果表明*持续使用特定的课程材料可以显著减少三年级时被诊断出计

算障碍的儿童数量*我们发现这与文献中声称计算障碍是一种先天性缺陷的说法

存在显著矛盾.事实上*学生样本表明*计算障碍似乎取决于最初的小学教学*这

完全是一种与!文化"相关的经历.当然*可以通过多种方法来解决这一困境*例

如*抨击诊断测试的有效性'至少在意大利使用过(-过于笼统的诊断标准*或是没

有给/9M一个明确的定义.事实上*令人惊讶的是*这一定义尚未在各研究小组

中达成共识'#0<0/(++)LL)('%bm3m'#'*>@=?(.

这使我回到了之前的想法)作为教育工作者*我们应该继续研究为什么早期有

过特定数学经历的学生会较少出现数学不及格的情况*我们将其称之为良性实践.

我认为*应该尤其注重发展良性实践*并研究其对不同儿童样本的影响.当确定了

一套良性实践后*着手探寻是否还有学生数学不及格*并研究为什么会出现这种情

%=& 根据符号中介理论'1($2),&'&1.33&('%/($&)22&*>@@A(*!隐形矩形"可看作是一个!支点符号"*且
被教师广泛使用.
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况/然后根据研究成果进一步改善实践*或者同时开发专门的补救性干预措施.我

个人认为*相比于全班教学*很多现在被归类为/9M的儿童并不可能会从个性化

干预中受益更多/而全班学习提供了多种参与数学讨论的方式*并能够顾及所有学

生的学习倾向*从而使得/9M儿童能充分利用良性实践.当然*这还是一个悬而

未决的问题.

!3#0$<5=是否与缺乏对数学模式和关系的潜在认识#相比自然数意识的发
展*这种认识与空间能力的关系更为密切$有关) #乔安妮"马利根$

$$为了解决本章引言中提到的一些问题*基于对数学!模型和结构"的认识*我将

从综合性的视角对数学发展和/9M的潜在认知基础提出更清晰的观点.我的研

究重点不是整数算术领域*而是通过及早识别模式和关系以及发展相关的空间过

程*从而支持数学的一般化发展.

近年来*为了解释和描述儿童早期数学能力的巨大差异*数学教育研究越来越

关注其他研究领域和跨学科研究.

早期数学能力的研究在很大程度上强调了儿童的数字能力*如计数-感数

'快速准确地感知较小的数量(-数字表示-比较数值大小以及在数线上找到数的

位置'M#4O#%2#2(,0*>@=?/"&(3('%"&3L5#$*>@@K(.另一种则侧重于儿童对数

字和数量关系的自发关注'a(''.,(('%9#52&'#'*>@@K(*且研究发现能以此预测

儿童以后的成绩.相关研究强调了知觉感数'/LM)'(,%*>@=K(和数组中组的空

间结构'42($G#H('%/LV('%,&33*>@=R(的关键作用/神经认知研究'1.22#$Q)$25

#2(,0*>@==(也提供了儿童的数字发展与算术和空间过程之间的关联的补充性论

据.数字概念取决于多个方面*如感数-数值大小的比较-数线上寻找数的位置-

轴线的差异性和对称性'#0<0M#5(#'#*>@@C(.对于存在 /9M和表现低于指定

标准的学生*相关干预措施已涉及上述的某些方面*但侧重于计数和算术而非基

本的数学属性.

特别是对于存在/9M的学生*我们仍不清楚数学能力各个组成部分之间的

相对影响*以及它们在数学发展中的相互关系.此外*这些因素中的某个或某些成

分对个体数学发展的影响可能会大相径庭.

最近的研究表明*空间能力的早期发展对数学发展具有积极影响'U#$%&'##2

(,0*>@=R(.数学教育中的其他研究强调了空间推理能力从幼年起就持续发展555

这些能力是可塑的*可以随着时间的推移而增强*但如果不加以强化则会减弱
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'M(F&3*>@=K(/空间能力也与图形和早期代数能力的发展'V,#O#'23('%4($(O(*

>@==/Z(B&L#2(,0*>@==(以及与其他概念'如数量和度量(之间的关系'/.,,&<('#2

(,0*>@=?//.,,&<('#2(,0*>@=K(有关.由此提出了一些关键性问题*即是否需要为

空间能力较差的学生提供差异化的教学-评估和干预计划*而不是只针对那些存在

/9M的学生.

澳大利亚Z*4/*Z项目'第I章第I0?0?节(是针对R!A岁儿童的一组相关

研究*其重点是评估各种能力水平的儿童'包括/9M儿童(的数学结构'/.,,&<('

#2(,0*>@=?(.这些研究考虑到了数学能力各组成部分的复杂性*并从更综合的视

角分析了以下问题)早期数学发展的共同显著特征是什么4 识别模式和结构的能

力是与生俱来的*还是可以后天培养的4 为什么一些 /9M儿童缺乏这种能力4

空间推理的作用是什么4

该项目历时十年*开发并验证了一种基于访谈的评估工具!模式与结构评

估555早期数学'Z*4*("'/.,,&<('#2(,0*>@=K(*以及对模式与结构数学认知项

目的评估':&'#2(,0*>@=I(.根据从大量研究中获取的学生对Z*4*的回答*研究

者确定并描述了五个结构发展水平)前结构水平-初期结构水平-部分结构水平-结

构水平和高级结构水平'/.,,&<('#2(,0*>@=?(.对数学模型和结构的认识

'*/Z4(水平较低的学生通常处于前结构水平或初期结构水平*比如*他们难以感

知较大的数集*难以识别简单模式中的重复单元*无法充分利用数组的结构特征*

而是更倾向于通过他们自己的模型-绘图和解释说明来描述奇特或表面的特征.

基于对模式-计数-计数系统和乘法思维的早期研究*该研究着重于识别和描

述共同特征*后来被称为*/Z4.*/Z4具有两个相互依存的成分)一个是认知

'结构知识(*另一个是元认知'一种寻找和分析模式的趋势(.*/Z4包含以下结

构成分)

'=(序列)识别按一定顺序排列或重复出现的关于对象或符号的'线性(序列*

即重复型-增长型的模型和数字序列.

'>(结构化计数和分组)感数*分组计数.例如*以>或K为一组计数*或在等

分的数线上计算乘法.

'?(形状和排列)识别二维-三维的形状和图形表示的结构特征*构建度量单

位.例如*共线性'水平和垂直坐标(*相似和全等*以及等边-对边和相邻边*直角*

平行线和垂线等属性.

'R(等间距)将长度-其他二维或三维空间和对象划分为相等的部分*如构造
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度量单位.其中*分数-刻度和区间的表示都是基本的.

'K(分割)将长度-其他二维或三维空间-对象和数量划分为不相等或相等的

部分*包括分数和度量单位.

针对存在/9M的学生*在早期计算中采取的补救或干预措施通常侧重于数

字和算术方面*而不关注模式和空间过程.然而*来自多个学科的越来越多的证据

表明*也有其他有助于数字能力发展的因素.我们的研究将数字和其他数学概念

的早期发展追溯到了*/Z4的发展.Z*4/*Z干预研究考察了整个数学概念中

模式和空间结构方面的发展*结果表明*前景6背景的区分-排列'共线或共轴(-统

一和均分的分组-形状和等面积的变换和识别等特征*对于数学的发展至关重要.

研究发现*通过对一些 /9M儿童进行干预*可以改善其在上述几方面的表现

'/.,,&<('#2(,0*>@=?(.

Z*4/*Z干预计划的设计考虑了对儿童*/Z4水平的评估'Z*4*(*且该计

划可以与其他评估和干预策略结合使用.Z*4/*Z干预计划是为各种能力水平

的学生'包括/9M在内(而设计和试用的*它着重于上述五种结构而展开*并且在

实施上具有灵活性*因为教师可以针对/9M儿童最难掌握的某个数学结构进行

干预.该教学方法旨在使学生朝着识别异同的方向发展*以表现和抽象核心结构

要素/同时*强调使用视觉记忆来记录空间表征形式.

我认为*早期文献中所描述的数学能力的各个组成部分的发展*必然会对数学

发展产生相关影响*但有一个共同的潜在线索.我不建议将组成部分简单地合并

到我们称为*/Z4的结构中去*我们的经验证据支持的是在结构特征方面的提

升*而不是强调计数和算术.对儿童发展所进行的长期精细分析表明*这些

Z*4/*Z成分构成了一个复杂的网络*它们的共同点是能够看到本质上或最初在

本质上是空间性质的模式和结构特征.因此*关注儿童对结构的发展是非常重要

的*如分组和分割-成组-感数-共线性和比较数值大小.

数学中的概念关系取决于*/Z4)空间结构和模式识别可能与空间发展和数

字发展有着密不可分的联系.我们最近的研究将*/Z4的测量与早期算术的标

准度量联系了起来'/.,,&<('#2(,0*>@=K(.利用网络资源作进一步分析'[)),L)22

#2(,0*>@=K(*从而得到了*/Z4结构之间的直观联系*并以此作为系谱图.然而*

空间推理在*/Z4开发和使用中的作用还没有被完全理解*我们的研究描述的只

是*/Z4的特定领域*如空间结构-分割和线性结构-二维和三维空间-模式与数

量之间的关系.
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我们未来的研究重点将放在评估Z*4/*Z干预对 /9M儿童在各种结构方

面的影响上*并识别个体长时间在*/Z4方面所产生的关键差异.这可能需要对

早期数学发展的关键组成部分进行仔细审查*并改善跨学科合作*以为进一步的研

究议题和更有效的教学创新提供依据.

!3#2$我们应当揭示<5=学生已经知道了什么*而不是他们不知道什么
#玛利亚"范登赫费尔 潘休曾$

$$良好的教学始于了解学生已经知道了什么.尽管这适用于所有学生*但对于

/9M学生来说更是如此.然而*这些学生所面临的问题是*他们通常在数学考试

中得分较低*导致人们自动得出这样的结论*即他们无知*无法解决要求较高的数

学问题且无法期望他们可以自己想出解决方法.揭露这些偏见对/9M学生而言

至关重要*这可能会给他们的数学教学带来新的机会.然而*最迫切的问题是*我

们如何揭示/9M学生的实际知识.在这一节中*我将讨论一些已有的研究结果*

以期使得人们重新思考对/9M学生所作出的假定的局限性.

我在这一领域的研究活动始于>@世纪A@年代初*当时我了解到一种数学教

育方法*主要包括以下内容)建议从学生的常识和与情境有关的数学知识开始*为

学生提供模型*最终使学生达到更一般的-正规化的理解水平/不仅限于整数算术*

还包括其他数学领域/让学生在学习过程中发挥积极作用*引起学生反思*激发学

生对不同解决方案的探讨和互动/不仅着眼于学习知识和技能*还旨在培养洞

察力.

作为曾经的一名特殊教育教师*我对部分特殊教育学专家不认同对特殊儿童

进行这种教学感到惊讶.这些教育家们认为*最好只教 /9M学生一种固定的解

决方案*否则他们会感到困惑/最好教给 /9M学生纯数字问题*而包含上下文语

境的文字叙述题对他们来说太复杂了.此外*依靠基于学生自己的非正规的解决

方法是一种幻想*因为 /9M学生根本无法自己提出解决方案'F('%#'a#.F#,X

Z('5.&+#'*=CAD*=CCD(.

为了反驳这些我认为是错误的假设*我于=CC@年在两所特殊教育学校针对轻

度弱智学生进行了一项研究'F('%#'a#.F#,XZ('5.&+#'*=CCD(.学生的年龄在

=@0K!=?岁之间*他们的数学水平远远落后于同龄人*介于普通小学>年级至R年

级之间.我选择的研究主题是!比"*对于轻度弱智学生来说*!比"通常被认为已经

超出了他们的承受范围*因此学校教师之前没有向参与研究的学生教授过这一内
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容.为了证明这是对他们数学能力的低估*我对他们进行了测试*主要包括=D个

关于比的问题*且都是学生熟悉的情境*不包括比的正规表示方法.此外*我在设

计测试时采纳了弗赖登塔尔'"$#.%#'25(,(的建议*利用了比的视觉根源.结果表

明*存在/9M的学生在没有教授!比"的情况下*就能很好地解决这类问题*正确

率在=?c!DRc之间.我请这些学生的教师和专家'两名特殊教育学校督学和两

名特殊教育家(来预测学生的分数*结果他们大都低估了学生的分数.此外*附在

测试卷上的便条纸也都清楚地显示出学生自己发现的策略和符号的痕迹.

经常听到的一种说法是*数学能力较弱的学生最好只教给他们一个固定的标

准策略来应对所有情况'#0<0!#,%#$P,)O*>@@A*B0?D)!让数学能力较弱的学生靠

自己发现策略是不现实的*而是要牵着他们的手走*告诉他们必须使用哪种策

略"(.这个说法促使我和我的博士生马约利金0佩尔滕伯格'/($̂),&̂'

Z#,2#'P.$<(在>@=@年进行了一项研究*我们调查了特殊教育学生是如何解决=@@
以内的减法问题的*发现对 /9M学生进行此类问题教育的标准方法是!削减方

法".我们故意在减法测试中加入了可能会用到!添加方法"的问题*例如*像!D>i

KA"之类的纯数字题和有添加情境的文字题.我们发现*/9M学生在没有进行任

何教学的情况下自发使用了!添加方法".不仅如此*他们在策略的运用上相当灵

活*在使用!添加方法"时也很成功'Z#,2#'P.$<#2(,0*>@=>(.

除了给/9M学生提供评价题*让他们可以在常规数学课程内容中展示自己

的能力之外*我们还针对某个课题作了进一步研究*该课题远远超出了特殊小学教

育中所教授的内容*甚至在常规小学中也不多见.在这项研究中*我们调查了

/9M学生解决许多组合数学问题时所发生的情况*发现他们与普通教育中的同龄

人表现得一样成功*虽然后者年龄较小*但他们对数字和运算的理解水平是相同

的.此外*/9M学生同普通教育中的学生一样*通常会采用系统性的策略来寻找

所有可能的组合.在这两种类型的学校中*可以观察到系统性策略的使用情况显

著增加'Z#,2#'P.$<#2(,0*>@=?/Z#,2#'P.$<*>@=>*V5(B0D(.

使/9M学生隐藏的数学潜能外显的另一种途径是采用更先进的技术来对他

们进行评估.为此*我们将标准化测试中的一系列减法问题置于信息和通信技术

'6Vd(的环境中*并使用可选的辅助工具将其扩展.在某项研究中*我们使用了一

个数字交互式的!=@@面板"*学生可以通过拖动计数器来表示要解决的问题.在

另一项研究中*可选的辅助工具包括数字交互式数线.两项研究均表明*在基于

6Vd的测验中*正确答案的比例高于在标准化测验中的比例'Z#,2#'P.$<#2(,0*
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>@=@(.这个结果似乎很显然*但是对于教师来说*这项测试不仅告诉他们哪些学

生正确解决了哪些问题*而且还告诉他们哪些学生使用了辅助工具以及是如何使

用的*这为教师进一步指导提供了非常有价值的指示*由此帮助学生开发其!最近

发展区".此外*我们发现/9M学生非常清楚自己是否需要辅助工具的帮助.并

且*在后来的标准化测试中犯错最多的学生*其在之前的基于6Vd的测试中更倾

向于使用辅助工具.

由于这些可选辅助工具的积极经验*欧盟资助的"(4/h%项目正在进一步探索

这种评估方法*旨在研究在形成性评估的课堂实践中对技术的使用情况*从而使教师

能够满足成绩不佳的学生的新需求.该项目中来自荷兰的团队为小学高年级的数学

教育开发了数字评估环境'M&<&2(,*33#33O#'2h'F&$)'O#'2(*图=D =显示了其中一

个附有可选辅助工具的百分比问题*这些辅助工具可以用来解决此问题.

图!' !$数字评估环境中使用可选辅助工具的百分比问题

译文)当一块电池充满电时"它可以持续工作=>@小时(现在它有

R@c的电量"它还能工作几小时-

!3#"$基于概念模型的问题解决&建构主义数学教学法与显性策略教学
的整合#忻燕萍$

$$!学习有障碍的学生应该接受集体教育还是单独教育"一直是一个热门话题.

在这里*我使用!在数学学习上有障碍或困难'下文简称9M/(的学生"这一术语来

代表所有数学成绩排名在?Kc以下的学生'1$H('2#2(,0*>@==(*因此并不仅限于

患有生理疾病的障碍生.考虑到这个定义的宽泛性*一个更相关的问题是)这些学
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生是否需要特殊的干预*或者和没有9M/的学生一样接受相同的教学时*他们是

否已从中受益最大4 特别地*基于概念和以建构主义为导向的数学教学也同样适

用于学习障碍的学生吗4 在很大程度上*这取决于以下两点)'=(如何为这些学生

提供切合他们需要的教学策略4 '>(为这些学生提供多少帮助和脚手架才能使他

们理解数学概念或关系4 或者从教学的角度来看*是否可以使数学对话或推理过

程变得更明确*以便他们掌握概念或知识4 为此*无论采取何种安排*更重要的是

考虑我们所采用的教学策略是否能为他们提供所需的帮助或脚手架*以使他们能

够有意义地学习数学.

整合了数学教育和特殊教育中的研究性实践成果后*忻燕萍等人':&'*d+.$*

('%4&*>@@A(与项目团队一起开发了一款智能导师软件Z!1/XVW/Z4$作为协

同工作的成果':&'*d+.$*('%4&*>@=I(*以帮助9M/学生解决乘法问题.智能导

师软件基于三个研究性框架)在数学教育中所吸取的建构主义观点*计算机科学中

的数据'或统计(学习*以及在特殊教育中概括了应用题基础结构的VW/Z4':&'*

>@=>(.基于建构主义的学习观*我们关注一种学生自适应的教学方法'42#JJ#*

=CC@(*该方法根据学生的已有概念来调整学习目标和教学活动*从而促进他们乘

法推理的发展.这种方法并不是基于对学习障碍学生的缺陷的考虑/相反*着重于

从他们已有的知识出发*通过任务性活动促进其向高级的-更强大的认知方式

转变.

Z!1/XVW/Z4$导师软件由两部分组成)'=(!请带我去33"'Z,#(3#!)

1$&'</#*下文简称Z!1/(的回合制游戏*旨在培养学习者在乘法推理中构建基

本思想'd+.$#2(,0*>@=?(/'>(VW/Z4':&'*>@=>(*强调理解和表示数学方程模

型中的应用题结构.特别值得一提的是*Z!1/回合制游戏旨在培养学习者对基

本概念的建构*如!将数字作为组合单位".Z!1/平台游戏的基本版本是将学生

!送"到一个装有\'&J&T立方体的盒子中*让学生自己制作并带回由几个立方体组

成的塔楼.在进行了>!C次这样的!旅行"之后*提问学生带来了多少个塔楼'即

组合单位(*每个塔楼有多少个立方体'即单位个数(以及总共有多少个立方体'总

数(.Z!1/游戏旨在促进学习者在总数和组合单位之间进行预期性的创造和区

分'd+.$#2(,0*>@=?(.如果学习者要构建乘法重复计数的心理操作*那么这两个

预期至关重要*而这一心理操作是乘法推理的基础.乘法重复计数在一个乘法问

题中整合了两个计数序列'例如*请给我一个塔楼*每个塔楼中有D个立方体*如果

给了我K个这样的塔楼*总共有多少个立方体()一个序列可以量化共产生了多少

个组合单位'即塔楼(*另一个序列检查组合单位'即塔楼(中相应累积的总数'即立
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方体的总数(.重复计数被认为是!基本的直接表示法的进阶*因为它需要更多的

抽象"';).P(*=CAC*B0=K>(.

由Z!1/模式衍生出的各种活动旨在对学生现有的知识和经验不断进行评

估*在此基础上*促进学生建构基本的乘法概念.学习者将沿着以下两个维度从低

水平任务发展到高水平任务)'=(问题中所涉及的数字'例如*%级为>-K或=@/&
级为?或R/'级为D-I-A或C(/'>(任务认知要求'即用心理系统操作直观物体或

非直观6隐蔽的物体(.

另一方面*VW/Z4将乘法推理的理解推广到了数学模型层面.在这一阶段*

学生不再依赖具体的模型'例如*立方体和塔楼(或绘制图片和计数符号*而是借助

数学模型直接形成解决方案.VW/Z4强调如下三点)'=(Z!1/游戏'例如*在立

方体和塔楼的情境中(与符号化的数学方程模型之间的联系/'>(学生在数学方程

模型中对各种乘法问题的表示/'?(由方程模型直接驱动的解决方案的发展.图

=D >展示了Z!1/XVW/Z4$中两个示例的屏幕截图)上面部分显示了该程序

如何使学生在实物模型'立方体和塔楼(和数学表达式之间建立联系/下面部分显

示了如何在VW/Z4模型中表示问题以找到解决方案.

图!' #$+,-./01.+2$中两个示例的屏幕截图#345%6789%:5;24%#$!(&
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译文)请给下列乘法算式填入恰当的数字和符号(

格林老师班上的学生要把==>本书放到书架上(如果每个书架放>A
本书"他们需要多少个书架-

为了评估Z!1/XVW/Z4$的效果*忻燕萍等人'>@=I(将Z!1/XVW/Z4计

划与学校教师的教学'2#(L5#$X%#,&F#$#%&'32$.L2&)'(在提高9M/学生乘法推理和

解决问题能力的有效性方面进行了比较.结果表明*Z!1/XVW/Z4组的改善率

远高于学校教师的教学组'在由研究人员开发的乘法推理问题上*h4j=0CC/在涉

及较大数字的一系列乘法和除法问题上*h4j>0>D(.此外*在斯坦福成就测验

'4*d*a($L).$2*33#33O#'26'L0*>@@R(!数学问题解决"的子测验中也显示出了

群体差异*即VW/Z4组的效果更好一些'h4j=0>?(.

鉴于美国#共同核心州数学课程标准$'-(2&)'(,V).'L&,)Jd#(L5#$3)J

/(25#O(2&L3*>@=>(要求数学老师具备更深层次的教学知识*上述研究的初步结果

令人鼓舞.Z!1/XVW/Z4$将普通数学教育和特殊教育中的最佳实践相结合*

在提高学生的乘法问题解决能力方面似乎产生了更好的效果.通过整合启发式教

学'有助于概念构建(和易于理解的-基于模型的问题解决教学*Z!1/XVW/Z4计

划似乎提高了9M/学生在广义上的问题解决能力.

综上所述*我对!基于概念和以建构主义为导向的数学概念教学也同样适用于

学习障碍学生吗"这一问题给出我的答案.在适当的脚手架和帮助下*9M/学生

能够接受基于概念和以建构主义为导向的数学教学*Z!1/XVW/Z4干预计划的

良好结果':&'*d+.$*('%4&*>@=I(只是其中的一个例子.

!3#3$讨论#布里安"巴特沃思$

如果你想领先"请先掌握理论(

韦尔沙费尔在向小组作介绍性发言时提出了两个基本问题.首先*他问道

/9M应该解决的!数学"是由什么构成的.在这里*我想从一个非常简单的方法开

始)!可用于表明诊断结果是可以获得补偿的可计费6VMX=@XV/编码"是由什么构

成的4 也就是说*哪种诊断可以确保儿童因数学学习困难而有权获得特殊帮助4

我采用6VMX=@1疾病和有关健康问题的国际统计分类'第=@次修订本(2来说明*
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因为它是广泛使用的分类中最明确且最具体的.在编码"A=0>中所使用的术语是

!特定的算术技能障碍"*涉及算术技能上的特定缺陷*而这不是一般智力发育迟缓

或受教育不足就能解释的.这一缺陷涉及对加减乘除基本计算技能的掌握*而不

是代数-三角-几何或微积分中所涉及的更抽象的数学技能.因此*在这种情况下*

韦尔沙费尔所提问题的答案很简单*即算术.然而*这也存在一些问题.

请注意*6VM的定义排除了仅基于一般智力发育迟缓而引起的算术技能障碍.

也就是说*儿童不会既愚笨又存在/9M.此外*在后面的论述中*又排除了!与阅

读或拼写障碍有关的算术困难"*即儿童不会同时存在计算障碍和阅读障碍.

空间能力

6VMX=@没有提到空间能力*尽管大家都知道*特别是在早年*它与算术发展之

间存在密切的联系'b).$G#*=CAC(.然而*该联系是如何运作的还尚不清楚.马

利根关注一组特定的空间能力*特别指出*这些基础使得概念关系对于算术理解至

关重要.针对这项能力中的弱点而专门设计的干预措施可以对算术的发展产生重

大影响.

智力发育迟缓

智力发育迟缓并不妨碍高水平的数学技能.从对独开一窍的人的研究中可以

看出*有些人智商非常低或其他认知能力有限*但他们有很强的计算能力

'1.22#$Q)$25*>@@D(.我们也知道*智商水平不能很好地预测数学能力*比如*即

使智商高的人也可能会出现计算障碍'1.22#$Q)$25#2(,0*>@==(.范登赫费尔 潘

休曾用独特的方法对学校中有特殊教育需求的儿童的数学能力进行了研究.如

今*这些在标准测验中得分较低的儿童被归类为/9M*但由于他们的智商高而被

排除在!可计费编码"之外.现在*很可能通过训练这些儿童*使他们在算术问题方

面的表现达到中等水平*而所要解决的问题也要有趣得多)他们是否有概念基础和

认知能力来发展自己的有效计算策略4

范登赫费尔 潘休曾对这个问题有明确的答案)!我们发现*/9M学生未经教

导就自发地使用了加法策略.此外*他们在运用过程中相当灵活*并且在应用加法

策略-解决组合数学问题方面也同样成功."

韦尔沙费尔的第二个问题是!什么是对有特殊需求的儿童的适当干预"*这引

出了6VMX=@的排除标准555!受教育不足".当前*6VMX=@并未定义该术语*因

此无法确定该儿童是否因为受教育不足而被归类为 /9M.巴卡利尼 弗朗克指

出*这为/9M的定义提出了一个重要问题.她写道)!调查结果表明*持续使用特
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定的课程材料可以显著减少三年级计算障碍诊断测试呈阳性的儿童数量*这与文

献中声称计算障碍是一种先天性缺陷的说法存在显著矛盾".我将在下文论述这

一点.

她还很恰当地指出*!如果课堂文化在很大程度上以书面语言为基础*而儿童

没有克服与使用这种媒介有关的困难"*那么这可能会导致他在数学方面落后.她

指出*最好让儿童在!特殊教育教室"里学习.这是另一个受教育不足的例子.

忻燕萍开发了一种智能辅导系统*旨在帮助所有存在!学习障碍或数学困难"

的学生*她所说的学习困难是指成绩排名低于?Kc的学生.对她而言*这些困难

的性质或其原因似乎无关紧要.她认为*为更典型的学生而开发的-基于概念和以

建构主义为导向的数学教学也适用于学习障碍儿童*她的发现表明智能辅导系统

比教师提供的指导更为有效.

基于理论的方法

关于/9M标准和适当干预的困惑*其根源在于缺乏理论观点*这对于理解为

什么儿童在数学上未能达到预期水平至关重要.

当然*预期的水平取决于社会-经济*更重要的是政治因素*比如*教育当局'通

常是政府机构(是否承认/9M为!可收费"类别.它可能是出于无知而未能做到

这一点*因为数学能力是智力的代名词/或者出于懒惰*例如*如果没有父母或小组

的压力*他们就不会有所行动.在英国和其他许多国家*阅读障碍之所以被承认*

正是因为有组织坚持承认它.政府可能不承认/9M*因为这可能意味着要承诺给

/9M儿童提供帮助.

在没有理论的情况下*可能会出于经济或政治原因而设置标准*也可能是随意

设置的*例如*在标准测试中*设置为低于?Kc 或比平均值低=-=0K->->0K或?个

标准差*而这些标准都不能告诉你学生的需求是什么.当涉及不同的群体时*问题

就更加复杂了.考虑国际比较的研究结果*如Z64*>@=>*在排名前十的国家中*

低于>级的儿童比例约为=@c*但在表现最差的国家中*这一比例在D@c!IKc
之间.因此*就学生可以做到什么和不能做到什么而言*在中国澳门被视为/9M
的学生与在印度尼西亚被视为/9M的学生有很大的不同.

应该要解决的问题是)为什么这个孩子不理解他的同学能理解的东西4 这是

一个理论问题.对于大约Kc的学习者而言*答案是在非常基本的数字概念方面

存在缺陷.也就是说*他们在考试中表现不佳*而这些考试与学校教育的适切性-

社会和经济地位甚至家庭背景关系不大.这些学习者在涉及小对象集'通常是点
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的显示(的枚举测试中表现不佳*他们比同龄人做题速度慢且准确率较低*这是衡

量个体差异的稳定指标*而且是获得算术能力难易程度的可靠预测指标'b##F##2

(,0*>@=>(.在其他较少与教育相关的非常简单的测试中也获得了类似的结论

'Z&(++(#2(,0*>@=@(.这些测试是学习者!入门工具包"中的重要组成部分*这些学

习工具可以获取我称为!数值处理"的基本数字能力*即能够估计一组物体的数量.

如果学生在该能力测试上的表现不佳*则表明他在数字处理上存在先天性核心缺

陷.这些测试中的表现不仅与学校教育无关*也与智力-工作记忆和读写能力无关

'9('%#$,#2(,0*>@@R(.我们称这种特殊需求为!计算障碍".

发现这种核心能力的不足意味着更慢和更多的重复做法是行不通的.与阅读

障碍一样*需要设计专门的干预措施*最好使用实物材料*以及使用虚拟实物材

料555自适应数字游戏*且教学时间要比一般发展中的学习者所需要的时间长得

多'1.22#$Q)$25#2(,0*>@==(.

这种方法还揭示了计算障碍与其他神经发育障碍之间的关系.例如*阅读障

碍不能成为计算障碍的原因*因为它是由于明显不同的核心缺陷所导致的*在大多

数情况下是语音缺陷'1.22#$Q)$25('%;)F(3*>@=?/9('%#$,#2(,0*>@@C(.这意

味着我们必须拒绝6VMX=@中的阅读障碍排除标准*并对这两个核心缺陷都要进

行测试.

我们的方法还意味着学习者尽管具有很高的智力*或者确实具有较低的认知

能力*但仍有可能出现数字能力上的核心缺陷.这并不是说 /9M的产生没有其

他原因*如教育不足'这是一个国际问题(-早产-饮食不良和家庭困难等

'1#'(F&%#3XU($#,(#2(,0*>@=D(.在这些情况下*需要采用不同的干预方法.数学

教育就像许多其他事情一样*单一尺码不适合所有人*而是需要先给顾客量一下尺

寸*再找一件最合身的衣服.
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!第!$章 !

小学数学教育中关于整数算术的教师专业发展
模型!跨文化概述

""""""""""""""""""""""""""""""""""

亚尔米拉!诺沃特娜"玛利亚!!0巴尔托利尼!布西"茜比拉!贝克曼"梅

特!因普拉西塔"贝林德吉特!考尔"孙旭花"哈姆萨!文卡特"迈克!艾斯丘

#Y($O&,( -)F)2'8"/($&( !01($2),&'&1.33&"4HP&,,( 1#LGO(''"/(&2$##

6'B$(3&25("1#$&'%#$̂##2;(.$":.5.(4.'"a(O3(U#'G(2"('%/&G#*3G#Q$

!4#!$概述 %=&!亚尔米拉"诺沃特娜#>*&?(.*@+6+A)B$%

本章内容源自>@=K年在澳门举办的6V/642.%H>?上举行的教师教育全体

小组会议'-)F)2'8*>@=K(.小组会议的主要目标以及本章的主要内容是探讨世

界不同地区小学数学教师的教育方法*并在此基础上讨论更为广泛的文化背景以

及课程传统的共性与差异.

6V/642.%H>?的重点是数学领域中的整数算术.人们普遍认为*深入理解学

校数学教育至关重要*尤其是针对小学教师的整数算术.整数算术为发展理解能

力和提出观点创设了重要的背景*这些理解和观点均遵守高阶数学的习惯和规范.

本章的重点是介绍和讨论一些来自世界各地的实例*即从发展-讨论-应用数学模

型方面关注小学数学教师的教育/重点是从更广义的角度论述不同国家和地区基

于不同的文化背景而采用的多样化整数算术课程教学方法*这些不同的文化背景

和结构影响了小学数学教师'甚至小学教育(的教育组织方式.在广义的课程和文

化背景下*本章具体讨论以下两个问题.其一*整数算术课程中两种初步理解数字

的方法)一种是数字在数线上所表示的长度或所在点的位置'更强调基数和序数(*

另一种是通过数字的十进制关系'更强调基数-数值以及数字间的关系(*并用具体

%=& 本章由Z$)<$#3e=I'在科学与研究背景下的教师准备与教学专业(项目鼎力支持.
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的例子来说明不同国家以不同方式呈现数字.其二*讨论6U/642.%T>?会议上

一些之前有人提过的观点)是更强调个人主义-非中央集中式的自主文化观下的教

师学习观*还是中央集中式的集体主义教师学习观.在第二个问题上所表现出的

差异会对不同文化背景下的教师教育模式产生影响1同时*也会影响教师教育在学

校课程表上的安排.

本章先讨论与教师教育相关的文化领域*再探讨整数算术的教学方法*接着介

绍和讨论主要的教师教育模式*并通过举例来揭示差异.最后*详细介绍小学数学

教育中使用的数学模型*并用例子来强调关注长度'关注序数的模型(和十进制数

'关注基数(之间的差异*同时探讨更广泛的教师教育组织形式.因此*在本章中讨

论的关键问题可以总结如下)

'=(世界各地小学教师的文化观有哪些相同点和不同点/ 这些差异在小学教

师发展模式中如何体现/

'>(关注早期数字关系和强调序数这两种教学方法的主要区别是什么/

'?(在世界各地小学数学教师的发展中推广了哪些关键数学模型/ 在这些数学

模型及其包含的小学数学教师专业发展模型中*文化和课程的差异是如何表现出

来的/

小组成员由六位来自世界不同地区的学者组成*并辅以两名讨论嘉宾*他们都

是在自己的国家或地区拥有丰富数学教育经验的学者.小组成员是'按字母顺序

排列(玛利亚0!0巴尔托利尼0布西'/($&(!01($2),&'&1.33&*意大利摩德纳0雷

焦0艾米利亚大学(-茜比拉0贝克曼'4TV&,,(1#LEK(''*美国佐治亚大学(-梅

特0因普拉西塔'/(&2$##6'B$(3&25(*泰国孔敬大学(-贝林德吉特0考尔

'1#$&'%#$W##2;(.$*新加坡国立教育学院(-孙旭花':.5.(4.'*中国澳门大学(和

哈姆萨0文卡特'X(K3(Y#'E(2*南非金山大学(.讨论嘉宾是德博拉0勒文贝

格0鲍尔'Z#V)$(59)#[#'V#$<1(,,*美国密歇根大学(和迈克0艾斯丘'/&E#*3E#[*

南非金山大学(.

!1#/$小学教师的学习与整数算术文化观#亚尔米拉"诺沃特娜和哈姆
萨"文卡特$

$$亚历山大'*,#\('%#$*>@@F(提出了一种教育学的观点*认为教育学具有深厚

的文化底蕴*同时兼具超越时间和空间的连续性)
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教育学不限于教室环境中(只有把教学实践放在地方与国家的同心

圆内"放在课堂&学校&教育系统和国家的社会情境中"它才能更好地被理

解(并且"在此情境中"不断地探索教师和学生在课堂上的行为"才能更

广泛地反映社会价值(#B0C>R$

因此*在整数算术背景下审视教师发展*需要更广泛地关注课程背景和文化意

识形态*以便更全面地了解教学内容和方法*从而支撑小学数学教学.

在本次6V/642.%H>?和以往的研究中*我们发现东西方在数学教育研究的

侧重点上存在较大差异.例如*马立平'=CCC(指出*中国小学数学教育以教师为主

导*以精心开发的标准化教科书为中心.这与更具批判性的观点形成鲜明对比*即

认为教科书中固有的标准是建立在更广义的文化中的*强调以儿童的兴趣-理解为

主导的个人学习主义'd$&('%&3('%d$(J&O)Q*>@@=(*这在许多以学习者为中心的

教育文献中普遍存在.

孙旭花等人'>@=?(基于整数算术比较了中国和葡萄牙教科书中关于加减法的

内容*指出教科书在中国教师教学中起核心作用.在各类问题中*整体与部分的关

系是最重要的*=@的各种组合被视为关键概念及解决问题的工具*以便开展后续

的数学教学.在十进制的数字模型中*用小棒-第纳斯木块或图标的方法表示整体

和部分*这与数字式的方法并重.研究葡萄牙教科书时发现*用数线表征长度和位

置这一方法在早期数字任务中占主导地位*强调了与数学运算和数量关系有关的

内容.在葡萄牙教科书的示例中*加法和减法之间没有明显的联系*加减法是通过

逆运算的思想进行连接的.值得关注的是*虽然中国教科书中提及了多种方法*但

这些方法都依赖分解的思想*并在十进制基础上进行具体选择.贝水泽恩

'1#&35.&+#'*=CC?(强调*借助数线*并利用!补步思想"可以实现更高效率的求解.

例如*求解DKi?A*先向后退R@步*再向前补>步*这在中国方法中往往没有被提

及.中国方法中的!拆分思想"被视为代数运算的基础以及十进制运算的预备

知识.

相比之下*现实中的数学教育更强调数线的运用*因为数线在实数计算中具有

较强的前后关联'*'<5&,#$&*>@@D(.在整数算术背景下*教学目标和过程的差异可

以从早期计数方法与思维结构中对比呈现'#0<04L5O&22(.*>@@?(.
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布西和马蒂格纳'1($2),&'&1.33&('%/($2&<')'#*>@=?(也指出了数学模型和

结构在学校教育中的调整方式*以便探索数学模型在文化背景之外的!转换".基

于6V/6的研究成果可以得到一个广泛结论*即一些国家的传统较其他国家更关

注教学和特定的教学工具*以及这些教学工具的发展与完善.在这些传统中*数学

内容的教学过程及其学习方法具有更大的同质性和!共享"性.这些来自6V/6

42.%H>?的论文的研究背景是教师对这些工具的使用和理解情况*这能反映他们

对正在传播的理论和模型的认同度*从而使得对文化差异的研究显得不那么常

态化.

这些论文的焦点与那些更具典型的!西方"情感的作者所撰写的论文形成鲜明

对比.例如*艾斯丘'>@=K(提出了一个关于南非教师的案例研究*重点关注教师的

行为-表征和话语是如何在位值的教学中实现连贯和统一的.类似地*唐皮耶

'd#OB&#$*>@=?(探讨了三位法国教师教学位值概念的异同'V5(OP$&3*>@=K(/韦

南西安诺等人'U#'#'L&(')#2(,0*>@=K(给出了一种教学方法的详细描述*该教学

方法旨在鼓励儿童使用单位概念并关注单位之间的结构关系.尽管基数和位值之

间的关系在这些研究中是最重要的*但是我们之所以关注这些研究*是因为它们都

关注数学思想在教学中的表现.

在对文化和整数算术模型的概述中已列举了一系列案例*本节将继续介绍教

师教育模型和在教师教育中的整数算术数学模型.在某些情况下*专业发展和数

学模型需要各种文化和历史的支撑*并受其制约*表现在对教师发展的结构性支持

上.其他国家的案例表明*在更多地方性的倡议中*通常需要建立结构性支持来采

纳模型.接下来的每一个案例都提供了具体国家或地区的背景概述*这些背景与

课程6教科书的标准化程度及教师的教育结构相关.其中*数据来自笔者此前的研

究和在6V/642.%H>?中所收集到的背景信息.

在6V/642.%H>?中讨论的所有主题及其内容均与教师的教育发展密切相

关.这既是有意为之*也是整数算术领域意料之中的议题.在研讨会的讨论文件

中*一个基本问题是)如何有效解决教师教育和专业发展中的每个主题4 为了有效

地教授数学*无论是在数学方面还是在教育学方面*教师都需要具备良好的专业知

识.在主题='整数算术)为什么和是什么(中*本课题从教师的数学知识内容这一

角度展开探讨.主题>'整数思维-学习与发展(解决了整数算术中的认知问题*重



!('$$
打好基础!小学整数教与学
国际数学教育委员会第/0届专题研究

点在于将不同观点整合到更一致的观点上*并考虑其对教师教育和发展的影响.

在主题?'影响整数学习的方面(中*教师教育发挥了核心作用*并说明了该主题对

教师教育和发展的影响'加拿大和泰国(.在主题R'如何教授和评估整数算术(

中*教师教育和发展在所有的教学过程中都或显性或隐性地有所体现*包括各种关

于教学方法-教科书组织形式和人工制品的实例.该研究清楚地认识到了教师的

教学或教学知识的作用*并指出无论是教师的教学经验还是教育程度*都不能解释

所观察到的差异.主题K'整数及其与数学其他部分的联系(包括研究在教师教育

中支持整数算术学习的途径.

!4#0$各国小学教师教育#茜比拉"贝克曼$

!(#%#!$美国的经验 %=&

!&#%#!#!$美国小学教师教育制度

综合或地方组织)小学教师教育由地方负责*每个州对教师的培训-认证和从

教资格都有自己的指导方针或条例.但是*有一些颇具影响力的非政府机构在全

美范围内运作并发布教师教育标准.

教师资格)小学教师通常是全科教师*如今更加关注培养专科教师.

小学数学课程)没有国家课程.自>@=@年以来*大多数州都采用了#共同核心

州数学课程标准$.

!&#%#!#$$关于美国教师所具知识的关键问题

在美国中小学教师的数学教育中*关键问题是教师如何在增加自己数学知识

的同时深入学习将要教学的内容.根据美国多个数学学会联合发布的报告

'V)'J#$#'L#1)($%)J25#/(25#O(2&L(,4L&#'L#3*>@=>(*教师需要了解他们将要教

学的内容*以及如何将这些内容与低-高年级学生的学习联系起来.教师还应该知

道数学中推理和论证的方式*以及如何在小学阶段应用推理和论证的方法*如何向

学生教授这些内容.

在美国*被大多数州采用的#共同核心州数学课程标准$'V)OO)'V)$#42(2#

42('%($%36'&2&(2&F#*>@=@(描述了幼儿园至=>年级学生数学学习的标准.根据这

些标准*数学资优生能够理解和使用陈述性假设*能够通过已知结论构造论点*并

%=& 该研究由美国国家科学基金会拨款资助*拨款号为Mb9X=R>@?@I.本节所表达的观点仅为作者的
观点*并不一定反映美国国家科学基金会的观点.
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能尝试在讨论和推理中使用明确的定义.因此*即使是小学生也应该理解一定的

定义*并用它们来解释和论证数学表示的有效性.

在数学教育研究中*已经对定义的几个方面进行了研究*包括学生和教师对概

念意象和概念定义的区分'h%Q($%3('%[($%*>@@R/d(,,('%U&''#$*=CA=/

d3(O&$#2(,0*>@=K/U&''#$*=CC=(*学生和教师对定义的认知和对定义及其替代

定义的理解'E(3,(F3GH('%45&$*>@@K/E(+G&3('%9#&G&'*>@@A(*学生像数学家那

般使用定义时遇到的困难'h%Q($%3('%[($%*>@@R(*以及如何为理解定义打下基

础'1($2),&'&1.33&('%1(LL(<,&'&X"$('G*>@=K(.在整个过程中*尤其关注教师对

定义的理解以及定义在数学中的作用.

数学教育在定义方面的研究*主要考虑几何学中的定义'例如*对正方形和矩

形的定义(以及与函数有关的内容'如极限(.然而*有必要在其他数学领域内使用

定义.例如*如果没有乘法和分数的定义*学生怎么证明=
>
乘

=
?
等于

=
D

4 数学证明

应该借助乘法和分数的定义*而不是任由那些定义若隐若现.

贝克曼和伊扎克'1#LGO(''('%6+38G*>@=K(这样定义10@ j;'1-@-;
为非负数()将乘数1 解释为每组量相同的组数*被乘数@ 作为一组'或每

组(中的单位个数*乘积;为1 组的总数.他们认为*这种乘法的定义不仅涉及

了乘法和除法*还涉及了协变量之间的比例关系和反比例关系.因此*乘法概念

'#0<0U#$<'(.%*=CAA(涵盖了乘法-除法-分数-比率和比例*并且是线性函数-变

化率和斜率等关键数学课题的基础*是一个锻炼怎样从数学定义出发作论证的

最佳领域.

贝克曼等人'>@=K(的初步结果表明*未来的中学教师可以利用乘法的量化

定义设计出解决缺项比例问题的方法.在他们的研究中*还要求未来的教师在

两个变量中生成方程*以联系比例关系中的协变量.例如*在笔试中*向教师出

示将氮和磷酸盐以Aq?的比例混合制成肥料这一问题情境*要求使用数学绘图

和乘法定义生成并解释如下形式的方程)

'J$(L2&)'(0; j@
由于@ 和;分别代表数量未知的氮和磷酸盐的千克数*因此是可以变化

的.图=I =是一位教师的部分解答*该教师认为氮由A部分组成*总量是@ 千

克或=组@*而磷酸盐由?部分组成*总量是;千克或=组;.教师给出方程

!4 0; j@"*并将其解释为!求=组@ 中有多少组;".借助绘图*教师推断出
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答案是>>
?

*因为!>组完整的;和另外>
?
组;+形成,或组成=组@"*因此得出

!>>
?

0;j@".

图!( !$使用乘法定义和条状图来解释方程

译文)- !; j@ 意思是多少组; 等于=组@(由上图可知">组

;加上>
?
组;组成=组@(

我们关注教师如何将定义作为组织框架*用于有条理地进行数学论证.在给

定的问题中*目标是解释含有两个变量的线性方程.因为没有给出该方程的系数

'乘数(*所以必须找到它.教师使用乘法定义作为寻找系数的工具*为此需要以多

种方式灵活地考虑一个数量)她同时将磷酸盐视为; 千克-=组; 或?部分.因

此*乘法定义不仅是作为组织框架*而且也可以更深入地思考其作为协调常量和变

量的工具.

教师的论证主要体现在图=I =中的绘图中.该图是条状结构图的示例*

是贝克曼和伊扎克'>@=K(在解释乘法的数量定义如何应用于解释和推理协变

量之间的比例关系时所提出的一种图或!数学图".这些数学图形用长度表示

数量*并显示数量之间的关系.例如*较长的长度意味着较大的数量/一个长

度是另一个长度的?倍*意味着一个数量是另一个数量的?倍.条状图也是
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模型方法中的表示形式*该方法已在新加坡小学生整数算术学习中得到有效

应用';(.$*>@=K(.

数学中的定义具有科学上的功能*而不是日常中的功能.定义提供了一种技

术力量555它们!可以将你从概念陷阱中拯救出来"'U&''#$*=CC=*B0DC(.但要使

用定义*学生必须先理解它们*同时定义本身要在数学上做到精确.表示法可能是

帮助学生和教师在进行数学论证时使用定义的关键工具.在教师教育中*表示法

可能更为重要*正如文卡特'>@=K*B0KAI(所说)!对表示能力的关注搭建了同时关

注教师的数学学习和数学教学的桥梁."

!(#%#$$新加坡!模型方法%贝林德吉特&考尔'

!&#%#$#!$新加坡小学教师教育制度

综合或地方组织)由于所有教师均在新加坡唯一的教师教育机构中接受培训*

因此存在通用的教师教育标准.

教师资格)全科教师.

小学数学课程)教育部的数学课程专家开发了一套通用的国家课程*并定期进

行修订*以保证其实用性.

!&#%#$#$$例子

当学生学习数的概念和四则运算时*新加坡的小学数学课程将重点放在定量

关系上.模型方法';5)*=CAI(是小学数学教学中的一项创新*是由新加坡课程开

发院的小学数学项目组在>@世纪A@年代开发的.该方法是一种可视化的-表示

关系的工具*是学生用于解决整数算术问题的关键启发式方法.

新加坡小学数学课程中*!实物5图画5抽象"'VZ*(的教学法符合部分5整

体模型和比较模型的概念.在这一教学方法中*学生使用具体对象/而在模型方法

中*他们绘制条状图来表示具体对象.选择条状图的原因是与其他形状相比*条状

图更容易被分成较小的单元.

部分5整体模型说明了物体由两个或两个以上部分组成*给出一部分后*学生

就可以确定整体.有时会给出整体和某些部分*而其他部分是未知的.在进行比

较-对比或描述差异时*比较模型则阐述了两个或更多数量之间的关系.

当学生使用部分5整体模型1如图=I >中的'((部分2和比较模型1如图=I >
中的'P(部分2进行表示时*问题的结构就浮现出来了*学生能够将已知与未知之间

的关系可视化*并确定要使用哪种操作来解决问题.
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图!( #$使用模型解决两部分文字问题#0<:5:5;0=>?%#$!%:%@A&&

译文)拉姆利有>DK个草莓和=AR个芒果(

#($他一共有多少个水果-

#P$芒果比草莓少多少个-

#($他一共有RRC个水果(

#P$芒果比草莓少A=个(

!&#%#$#%$新加坡学校使用的小学数学教科书

在新加坡学校使用的教科书必须经教育部批准*且教科书编写者会与教

育部数学专家紧密合作.因此*教科书体现了教育部预期规定的课程*随附的

教师指南也明确说明了教科书中所应用的教学法.其中*模型方法是重要的

教学策略'/&'&32$H)Jh%.L(2&)'*>@@C(*从一年级开始就在教科书中对其进行

了介绍.图=I ?和=I R分别说明了如何在一-二年级或隐性或显性地引入

模型思想.
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图!( %$一年级中部分'部分'整体模型的隐性引入#0<:5:5;0=>?%#$!%B%@A#(&

译文)一共有多少个苹果-

一共有D个苹果"R_>jD(

图!( &$二年级部分'部分'整体模型的进一步介绍#0<:5:5;0=>?%#$!%C%@A"#&

译文)苏雷什有=R枚硬币"贾森有C枚硬币(他们一共有多少枚硬币-

我们可以利用小方块或者画模型图来表示硬币的数量(

黄色部分表示什么- 绿色部分表示什么-

=R_Cj>?
他们一共有>?枚硬币(
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!&#%#$#'$小学数学教师为教授模型方法所做的准备工作

新加坡未来的小学数学教师在职前教育期间会在国立教育学院学习模型方

法*这是他们所学数学课程的一部分.教师使用国家教育部提供的教科书*这类教

科书一般都采用模型方法来帮助学生学习数学.自>@世纪A@年代以来*新加坡

开始广泛采用这类方法*到>@世纪C@年代末*许多小学教师对此都已了然于心*

因为他们自己在小学时就是应用这种方法解决问题的.

!&#%#$#"$研究表明模型方法具有哪些效果!

在新加坡的学校里*模型方法被认为能有效帮助学生建立数感和解决算术文

字型应用题.额和利'-<('%9##*>@@C(在一份严谨的研究中表明*模型方法可以

让学生抓住输入信息的关键*同时能够帮助他们在输入信息与输出信息之间建立

联系.学生一旦在脑海中建立了这样的模型*他们就会用来!寻求并衍生出一系列

的具有逻辑关系的结论*以帮助他们找到问题的解决方法"'B0>C=(.他们的研究

同样说明了!就普通水平的学生而言*如果他们在建构相关模型时能更加仔细*也

能提升他们解决涉及整数的文字型应用题的能力"'B0?==(.

但当学生遇到有挑战性的问题时*如在五-六年级遇到如下问题)

林先生有长尺和短尺共KR@把(当他售出了相同数量的两种尺后"

还剩下
=
?
的长尺和

=
D
的短尺(总共还剩多少把尺- #新加坡测试评估委

员会">@=R$

对于这类问题*学生通常很难在解决问题的过程中画出模型.同样地*他们在

构建前后模型和判断基本单位时也会遇到困难'!)5*>@@C(.这对教师教育非常

有启发.

!(#%#%$南非!情境模型%哈姆萨&文卡特'

!&#%#%#!$南非小学教师教育制度

综合或地方组织)南非对教师教育有国家性的标准*但都建立在一般化的层面

上*而不是针对学科专业层面的.

教师资格)尽管一些更高级别的教育机构会提供!选修"课程让小学教师成为

一名数学专科教师*但小学教师通常会被培养成一名全科教师.
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小学数学课程)南非在教学小学数学的各个学年和凡是涉及学校数学课程的

所有学年均设有国家课程/在近几年的更新迭代中*数学课程内容的范围以及调整

顺序和进度的方法都有了提升.

!&#%#%#$$近期研究

南非后种族隔离的时代背景下有着一些令人关注的问题)有一些是关于教育

领域的*而另一些则是关于更广泛的社会文化领域.在教育方面*人们一直对教师

的数学表现力和数学知识表示担忧.在更为广泛的社会环境中*人们赞扬在不断

兴起和扩大的!中产阶级"中广泛存在的社会流动性*但这一现象随着人们对社会

经济不平等程度日益加剧的担忧而出现了缓和下来的趋势*这种不平等体现在精

英学校的学生和其余学生的数学表现显示出明显的差异.根据广泛报道*在入学

伊始*使用!数数"这一笨拙方法的学生居多'4L5),,($*>@@A/h'3)$#2(,0*>@@C(*

但随着标准化课程对寻求调整顺序和进度的方法的迫切*从而有效推动了更精尖

的方法的发展.

近期*一项针对中年级'R!D年级(职前教师教育的研究表明*尽管国家对教

师教育的标准有一个宏观框架*但在不同课程中*数学内容和教学重点的性质和范

围仍然有着很大的差异'd(H,)$*>@==(.对小学在职数学教师而言*其教学发展的

前景仍然有很大的局限且呈现碎片化的状态.基于此*[&23/(253V)''#L2X

Z$&O($H555一项为期K年的研究发展项目*为小学数学在职教师提供为期>@天

的教学课程.由于我们需要鼓励教师关注数量之间的结构关系*而不是把量单独

看作可数的实物*因此课程更多侧重于在加法或乘法情境下能够显示出结构关系

的主要模型.在其他的一些项目工作中*我们也发现了一种可以提升教师的具象

与语言交际能力的方法*即让教师认识数量与数量之间的关系*或熟悉某些可以用

来代表这些关系的关键模型*以此来同时发展数学能力和教学能力 'U#'G(2*

>@=K/U#'G(2#2(,0*>@=D(.我们注意到*整数算术模型所涉及并关注的是之前讨

论并使用过的部分5整体模型*这也和之前提倡的新加坡方法中代表一系列加法

关系的情境略有相似*即利用数线这一模型来计算缺失的值.同样地*我们也把双

射线-d形表格和面积模型用作一系列乘法情境下的模型.关于之前更早谈及的

十进制模型'结构化的关系导向型(和数线模型'序数型(*我们会使用结构化的部

分5整体模型以及序数型的数线模型来提升人们对量与量之间关系的关注*旨在
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平衡基数与序数方法方面的倾向性*而这一倾向性逐渐在学年伊始的课程中显

示出来'M1h*>@==(.在中年级的这几年中*学生越来越惯用的算法和比较容易

出错的!竖式计算"法正驱使着这样的结合*显示出学生在越来越广的数字范围

内形成了有限度的量化数感'!$(F#'#2(,0*>@=?(.

!(#%#&$泰国!传统方法与开放方法 %=&的较量%梅特&因普拉西塔'

!&#%#'#!$泰国小学教师教育制度

综合或地方组织)泰国官方于=CCC年颁布了教育法*在>@@=年实施了针对基

础教育的国家课程*并在>@@K年发布了针对教师教育的国家标准.尽管如此*这

些标准也更多地偏重知识层面而较少关注实践和专业能力方面.

教师资格)自>@@R年以来*;X=>的教师都被当成专科教师来培训*所培训的

学科被划分为A个类别*包括数学和科学*并且在少部分院校中会为那些专业是基

础教育的教师提供选修课程.

小学数学课程)在泰国*针对小学和所有其他类型学校'包括中学-高中(的数

学课程*国家都设有对应的国家课程.这些课程主要侧重于以下六个方面)数与运

算-测量-几何-代数-数据分析以及培养学生解决数学问题的能力.

!&#%#'#$$新世纪的改革

大约十几年前*泰国#=CCC年教育法$中提出了!改革学习过程"的新国家议

程*泰国大部分的大学所开设的职前教师和在职教师的教育项目都在努力响应这

一号召.然而*大多数教师教育项目仍旧侧重于学科内容'即项目中为数学教师所

设置的数学内容均为大学水平(*很少甚至没有侧重在教学知识方面'6'B$(3&25(*

>@=K(.这一倾向性会对学校教师的传统授课方式产生强烈影响*例如*教师将以

内容为本的方法传输给学生.

此外*就传统教学方法领域而言*大多数的泰国教师都过于依赖教科书*都把

教科书作为课堂教学实践的关键教学媒介.国际教育成就评价协会'6h*(的结果

显示*在>@世纪A@年代*超过C@c的泰国数学教师都把教科书当作一种教学工

具)他们把书中出现的内容都传授给学生*测试题也选自教科书.目前来说*教科

书中的练习以及指导都侧重在计算能力的培养上*并关注学生是否能很快将其完

成'*'%#$3)'#2(,0*=CAC(.数学教师普遍采用泰国促进科技教学研究所

%=& 这项研究由泰国高等教育委员会卓越数学中心-泰国东北部的学生数学思维发展项目-孔敬大学
教育学院数学教育研究中心联合资助.
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'6'32&2.2#J)$25#Z$)O)2&)')Jd#(L5&'<4L&#'L#('%d#L5'),)<H(提供的国家教

科书*或者由私人出版公司出版的教科书.

泰国教师教学数学的传统方法是教师先通过一些案例向学生讲解新知*这些

案例普遍都和规则或公式有关/随后给学生一张练习纸*上面写有一些相关案例和

练习';(#Q%('<*>@@@/;5#OO('&*>@@K/6'B$(3&25(*>@==(.正如之前提到的那

样*泰国的教学方法主要以教师为中心*侧重于教师向学生传递知识'6'B$(3&25(*

>@==(.

自>@@R年以来*泰国孔敬大学教育学院启动了一项全新的数学教师教育项

目*要求教师学习相关课程*总共需要修=I@学分*其中KIc的学分集中在学科教

学知识课程上*R?c的学分集中在大学数学课程上.自>@@D年起*通过问题来教

学数学的!开放式"方法不仅在该项目中得以实施*同时也在与孔敬大学教育学院

合作的学校中得以应用.接下来*我将具体阐述这一新方法.

!&#%#'#%$一个关于教师如何使用这一方法来进行教学的范例

教师对学校教科书的理解会直接影响他们在课堂上如何进行数学教学.正如

多西'M)33#H*=CC>(所提到的*更好地理解数学概念对教师在教学或研究中提升和

发展数学教学能力以及学习能力是非常重要的.关于对数学知识的理解是脱离教

师和学生!之外"的这一说法1M)33#H*=CC>'引自Z,(2)*=CK>(2*可以关联到泰国数

学教师向学生传授知识的导向性'WJJ&L#)J25#h%.L(2&)'V).'L&,*>@=?(.

相比之下*从>@@D年起*在由泰国数学教育研究中心推广的课例研究项目中*

开放式方法'6'B$(3&25(#2(,0*>@@?(被用于开发丰富的数学活动中*而这些活动也

都建立在开放型问题的基础上'-)5%(*=CC=/6'B$(3&25(*=CCI(.>@@>年*一群实

习教师在孔敬某I所初中完成了教学实习*他们发现这样的数学活动确实改变了

师生和生生之间的互动方式.积极参加这类活动可以让学生进行思考*并以不同

的方式提升他们的思考水平.这对教师来说有着深刻的意义*使得他们开始关注

数学教学中的教学信念'例如*如果教师不给学生思考的机会*那么学生就不能独

立思考(.

在>@@?年至>@@K年期间*开放式方法被广泛应用于孔敬约A@@所学校中*并

由泰国数学教育研究中心负责培训.>@@D年至>@@C年间*有R所参加课例研究项

目的学校都实施了这种创新的教学方法*他们在课例研究三步法的基础上融入了

开放式方法'图=I K(.其中*项目基地学校主要使用!(GG)d)35)'6'B$(3&25(

('%63)%(*>@=@*>@=R(这本日本教科书'图=I D(.
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图!( "$融入了开放式方法的课例研究#D5@9:E4F<:%#$!!&

!&#%#'#'$一个关于教师如何从开放式方法的四步骤中学到东西的范例

课题)教授C_R.

这个单元'共=>课时(的单元目标是理解!一共"!合计"就是使用加法的意思/

能用!基数=@"来进行加法计算.教科书中的内容详见图=I D.

图!( '$(*G&)这一课的教学内容和步骤#摘自泰国!和你的朋友一起学习*小学一年级数学"&
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通常来说*如果用传统的教学方法来教学C_R*泰国教师会采用!全部一起

数"或!接着一个数继续数"这样的技巧*并且侧重于得出这道题目的答案是=?.

教师会习惯性地忽略对学生数感的发展*且并不基于他们的真实生活经历来教学

加法.在之前的几节课上*学生已经能写出C_R这一算式*但他们可能不知道其

含义.这是学生第一次遇到!某个加法的结果大于=@"的情况*所以对他们而言*

相较于得出C_R的答案是=?*鼓励他们去发现C_R是不是比=@大则显得更加

重要.

在项目基地学校中*教师会采用教科书中的任务和步骤*如图=I D所示.根

据步骤)*在教师解释了现实生活中关于C_R的情境之后*通常情况下很多学校

的教师就会急着要得到答案/但在这本教科书里*旁边会有卡通人物提醒教师提问

!你得出的这个结果比=@大吗"*学生如果要回答这个问题*他们就要把C或R进

行拆分来凑=@*这也就是步骤*.

这本教科书也为新手教师提供了一些比较典型的学生会有的想法*有助于教

师预设学生对所给问题的回答*如图=I I所示.

图!( ($学生对*G&的回答#摘自泰国!和你的朋友一起学习*小学一年级数学"&

一些新手教师不禁会问)为什么需要问步骤)中的问题4 因为在他们看来*学

生应该之前就已经知道了C名学生和R名学生总共是=?名学生.然而*这种认知

和知道C_R这一算式究竟意味着什么是完全不同的.一旦学生得到了启发*知道

如何去凑=@*他们就会知道R可以被拆分成=和?*而这个=可以和C放在一起凑

成=@*并注意到还剩下?'使用小木块或其他学具(.!先拆分再组合来凑=@"的方

法对学生来说是一个非常有意义的工具*能够帮助他们进行更复杂的加法计算*且

这一方法有着更广泛的数学价值.
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因此*对教师而言*采用开放式方法教学*不仅可以拓宽他们对学生的理解*还

能为学生搭建有用的桥梁*帮助他们把对真实世界的理解延伸到数学世界中.对

学生而言*相比置身于新的问题情境中*学习如何独立解决给定的真实问题并积累

!如何学习"的方法则更为重要.

!(#%#"$中国的公开课方法 %=&%孙旭花'

!&#%#"#!$中国澳门小学教师教育制度

综合或地方组织)通常教师教育的标准都是当地独立制定的*但其中也会有很

多重叠的部分*因为大部分教师主要在澳门大学接受培训*而小部分会在内地接受

培训.

教师资格)这取决于学校的传统.一些澳门学校传承了内地的传统*需要有专

科教师/但也有一些学校延续了葡萄牙或英国的传统*倾向于全科教师.

小学数学课程)澳门的课程标准是由澳门教育部制定的*但学校也可以根据其

教育视角和学生的能力来制定基于本校情况的!校本课程".

!&#%#"#$$一些研究发现

国际文献中心再次同时强调和讨论了数学知识-教学知识和课程知识在教学

小学数学方面是非常有效的'45.,O('*=CAD(.人们往往会忽视将这些知识进行

融合*尤其是在西方传统中*因为他们认为这些知识本来就应该是融合的.东方传

统中的主要代表是中国和日本*他们通过课例研究'或者是学习课例研究和学习公

开课(提出*融合这些知识的需要正是教师教育所缺失的一部分*是教师教育领域

最需要关心的地方*也是待解决的一个问题.对中国教师而言*上公开课是一种比

较传统的*可以提升教师专业能力的方法.公开课的主要形式是一个单向的教学

流程*教师先上R@分钟的课*之后有半小时的讨论/相比于日本的课例研究*即需

要组织-预算设定和制定时间表*中国的公开课体系则更加灵活'4.'#2(,0*>@=K(.

学习研究是一种带有合作性的行为研究方法*旨在通过教学知识的联合构建来提

升教师的专业水平*从而提高学生学习的有效性*让学生基于不同的理论来学习特

定的学习内容.这一理论起源于中国香港*如今在一些国家中也是比较重要的实

践模式*包括瑞典和文莱'V5#'<('%9)*>@=?(.课例研究是日本的一种研究模

式*主要是三位教师共同制定目标来帮助学生学习*是一种以教师为主的研究*表

%=& 这项研究由中国澳门大学研究委员会资助进行'/gb!>@=KX@@>@?X"hM(.本节中的所有观点均
为作者本人的观点.
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现为参与者利用现有的条件一起合作研究-设计课程*教授-观察一系列课程*并根

据持续不断的讨论-反馈和专家意见来跟踪和完善干预措施.

这一小节主要聚焦中国的公开课体系*而这也是中国教师教育体系中的一个

关键所在.中国公开课体系的主要原则描述如下)

555就小学教师教育而言*亚洲国家普遍认为数学教师应当具备专业的-不被

外行人所知的学科知识/

555专业知识必须是可以共享的*并且可在同事间的合作中进行讨论/

555专业知识需具备可储存性和可共享性/

555专业知识需要一个可以用来验证和改进的机制.

这也就是为什么中国要求小学数学教师是专科教师而非全科教师的理由之

一*而这主要源于孔子所建立的深厚的尊师传统*这和西方对待律师以及医生的传

统相差无几/但在西方社会中*人们一般不会如此尊敬地对待教师.尽管这样*这

种观念也与!以通过考试为目标"的教学以及学习文化相关.基于此*教师的专业

知识就和学生的知识一样*需要通过上课来检验.同时*这一!以通过考试为目标"

的文化很大程度上与中国庞大的人口和有限的资源相关.

在中国*如同学生都有测验一样*实习教师也有很严格的专业评估体系*这也

是他们职业生涯中的一部分.中国有比较正式的教师等级*教师们一般借此来显

示其专业地位*而这一等级可以通过校级公开课的评估来提升.如果用这种方法

的话*教师们的专业级别就比较明确了.和其他体系相比*中国教师的工作时长

'一般是一周=@节课左右(是比较短的*但他们的研究时间却是被严格规定和管控

的.对他们来说*公开课是反馈研究成果的一扇窗户*但这一专业的发展工具在当

今国际研究中没有足够的代表性'在全球环境下*课例研究相较于公开课研究更广

为人知/迄今为止*公开课只在中国广为人知(.公开课在教师招聘-专业评估和专

业研究中处于不同地位*但都非常重要/同时*为了迎合成为专科教师'而非全科教

师(的需求*其对小学教师教育的发展也至关重要.对于这一方法是如何传播到中

国澳门和意大利并加以实施的*将在下文展开论述.

!&#%#"#%$公开课的目标

中国教育部在>@世纪K@年代初就创设了公开课*最初的目的是希望能在学

校里组织教师进行小组学习.公开课主要分为两大类*一类是对外公开课*一类是

对内公开课.对外公开课又可以分为三类)公共开放的课程*一般会论述一些新的

教育理念*如关于新课程或教科书的开展与使用-专家级的课堂教学展示/用于研
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究的公开课*如观摩课和同课异构/用于评估的公开课*如教师招聘-晋升以及教学

竞赛中的课堂展示.这些公开课一般会经历!计划5设计5教学5反思"这一过

程*并由授课教师本人或学校教研团队来完成.

对内公开课可能是单向式的*即师徒公开课/也有可能是多向式的*即校本培

训公开课.多向式的公开课主要包括共同计划-共同设计-共同教学以及共同反

思*一般是在师徒结对的基础上完成的.这一更加复杂的公开课体系与日本的课

例研究方法非常相似.相较于对外公开课*尽管对内公开课在组织上会有更高的

要求*但它对教师的专业发展更为有效.对内公开课一般会有一系列不同的目标*

这些目标主要由教研组制定并落实在日常的教研活动中*以保证教学能稳定-持续

地提升'a.('<#2(,0*>@==(.在这些公开课中*教师可以反思自己的教学实践*基

于课堂观察来设计有新意的活动*并能让他们可以投身于!以执教者为驱动力"的

研究中去.这些活动的设置是向中国内地的教师晋升标准看齐的*教师想要晋升*

就需要开展研究-在教育刊物上发表教学实践类论文以及参加常规的教学评估.

这种方式在中国香港被称作!学习研究"'4.'*>@@I/9)*>@@K(*在中国内地被称作

!公开课"'9&('<*>@==/45#'#2(,0*>@@I(.并且*这一方式在其他国家也非常流

行*一般用于发展和提高教师的专业性.在实践方面*教师们会先观摩同事的一节

公开课*随后一起讨论这节课的优点'/&H(G(Q(('%[&'3,rQ*>@=?(.

!&#%#"#'$公开课在小学教师职业生涯中所起到的作用

公开课模式)

555创设了!把教学作为一种公开活动"的中国式概念*且活动是有规范和结

构的*更倾向于合作精神/

555多年来对中国教师的专业发展有着很深的影响/

555对在中国学校中建立!学习共同体"起到了重要作用/

555通过实践*证明了这是一个非常有效的方法*可以让缺乏经验的新教师加

入专业教师群体.

这个方法相较于课例研究来说是一种更加简单且投入成本并不高的方法.通

过在教师教育中开展公开课*可以让职前教师借观摩资深教师的课堂来作为他们

专业训练中的一部分.据文献记载*很多职前教师培训项目都会采取开设公开课

的方法来帮助职前教师也加入到教学实践的队伍中来'[('<('%Z(&'#*>@@?(/这

种方法也用于学校的专业发展及其对教师的评估'9&('<*>@==(.
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在中国*开设公开课是教师专业发展中的一部分*且公开课通常在学校或区县

的教研组中进行.这一方法很大程度上受东方传统的影响*即将教学看作一种有

规范-有标准-强调集体性的公开活动'9&('<*>@==/45#'#2(,0*>@@I(.

在中国*开设公开课是教育审查中的重要组成部分*因此*多年来它对教师的

专业发展有着很深的影响.从生态学的角度来看*这一方法对在中国学校里建立

!学习共同体"也起了很大的作用.尽管如此*和内地相比*澳门的教师很少开设公

开课.

!&#%#"#"$公开课与课例研究之间的差异

公开课通常需要)

555单向式结构'计划5设计5教学5反思(*不同于课例研究中的多向式

结构/

555包含校内或教研组中的教师*不同于课例研究中是校外的教师或研究者/

555更高频率的日常练习*不同于课例研究中没有日常练习/

555更简单-成本更低*不同于课例研究的复杂过程.

!&#%#"#($将这一方法应用到澳门的难点

澳门被葡萄牙侵占长达R@@余年*终在=CCC年回归.澳门大体上延续了被侵

占时分散执政的风格*所以当今澳门有C@c的学校都是私立学校*各有其多样化

的课程.考虑到澳门的历史*许多澳门的学校受西方传统的影响*认为教学是一种

有规范-有结构的私人活动*倾向于教学的自主性与自治性'9&*>@@?(.此外*澳门

分散的-碎片化的教育体系使得在各年级和跨年级之间没有公共的课程.

因此*澳门并没有一个统一的框架可以用来指导教师和各所学校如何设计课

程-任务和评价标准.伴随着沉重的教学负担'澳门教师一周要上>@余节课(*让

澳门教师投身于课程优化-参加教师专业发展等活动几乎是不可能的*因此资深教

师几乎没有机会把自己的经验与新手教师分享.例如*在之前的一次采访中有位

教师谈到*如果没有参观教室这一传统*教师们一般都把课堂看作他们的私人场

所*倾向于单独工作*即各忙各的.

传统上*澳门的职前教师培训一般可以分为理论'学科主题-课程-教育理论和

教学(与实践两部分.人们都会忽视将理论与实践相统一的重要性*正如澳门教师

所认为的*理论和实践的统一本就应该在教学实践中实现.因此*在职前教师的培

训课程中*没有一门课程会注重理论与实践的联系/在有关教学的文献中*也没有
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提出过!如何实现理论与实践的统一"这一关键问题/也没有一项研究会去验证某

些具体的理论是否适合应用到课堂环境中'尽管这一问题其实是教师教育中的核

心问题(.在教师教育课程中缺乏这一统一性的研究可被视为!缺失的范式"'M(H*

=CC=*=CCI/V.P('*=CC>(.

考虑到教育学是基于文化的*因此我们认为这样的应用需要逐步适应.接下

来*将具体说明意大利是如何运用公开课这一模式的.

!(#%#'$意大利的公开课%玛利亚&)#巴尔托利尼&布西'

!&#%#(#!$意大利小学教师教育制度

综合或自主组织)在政府规定范围内的统一组织.一些有限的选择可以由各

校自主决定.

教师资格)意大利的教师一般都是全科教师*但是在部分小学会有专门教数学

的专科老师.

小学数学课程)通用*有国家标准.

!&#%#(#$$意大利学校体系的一些特征

意大利的数学课程都是全国集中管理的*但在实施过程中*国家的监控就相对

较弱了)学校管理是独立的*一般会在二年级和五年级结束时受到国家的管控*即

开展国家性的评估.教师一般都是全科教师*尽管存在少数利用学校的独立管理

而对专科教师进行的测试.意大利的小学教师一般要与某个班的学生一同度过五

年的时间*即整个小学阶段/学校体系全部是融合'全纳(的*所有学生*包括有特殊

需求的学生*都会在主流课堂里上课.

至此*将中国内地-中国澳门与意大利关于这部分的内容作了比较*详见表

=I =.

表!( !$国家和地区间的比较

中国内地 中国澳门 意大利

语言 中文'普通话6方言( 意大利语

标准
全国性集中管理*
严格执行标准

碎片化的课程
全国性集中管理*
执行标准

小学教师理念
教学是公共活动 教学是私人活动

专科教师 全科教师
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!&#%#(#%$小学教师教育及其发展

自=CCA年以来*意大利要求所有小学教师都必须取得硕士学位.尽管如此*

当下大部分小学教师*尤其是年长教师*一般都只有中学学历*且普遍在在职期间

很少有专业发展的经验*因此很多学校仍有教师没有经历过充分的职前准备.但

是*也会有一些例外*如一些教师会和大学里的研究团队有所合作.这种情况发生

在摩德纳0雷焦0艾米利亚'b#<<&)hO&,&((*得益于当地大学教育及人文科学系

的努力*以及对教育议题的积极态度*因此可以在此实行关于早期儿童教育的项

目.这一项目在过去的>K年里享有国际盛誉*即摩德纳0雷焦0艾米利亚经验.

!&#%#(#'$一些当地研究

我们先前在摩德纳0雷焦0艾米利亚大学的教育及人文科学系对十几个学校

进行了实验*旨在实施!课例研究式"的教学.实验的首席研究员是布西*她与亚历

山德罗0兰普劳德'*,#33('%$)b(OB,).%(及其他人共同协作*包括博士生-来自

不同学校的博士后-教师-校长和由摩德纳0雷焦0艾米利亚!教育工作坊"协调的

教育专家们.

!&#%#(#"$公开课项目

在这样的一个大环境下*首席研究员和其他合作者在>@=>年发起了一个新项

目*用于促进职前教师的教育和在职教师的发展*且项目灵感来源于日本的课例研

究模式.首席研究员有机会参观中国-日本和泰国的课堂*因此她能接触到这些相

似'但不是完全相同(模式下的不同实施方法.以下总结了意大利学校和东方学校

之间最大的区别)

555意大利一般是全科教师*而东方学校一般是专科教师/

555意大利一贯实行的教育模式是一位教师在几年里都教同一批学生*而东

方学校的教师一般每年都教不同的学生/

555在意大利的主流课堂里会关注有特殊需求的学生'这基于意大利的全包

容型模式(/

555在意大利*课堂被认为是一个私人空间/而在东方学校里*课堂是一个公

共场所*欢迎批判性的观课者.

研究组最终选择了中国的公开课模式*因为这一模式更多以学校为中心*而不

是以大学为中心.教师-教育家及学校领导一起讨论得出研究目的*即推广这一由

区域性教育机构负责管理的模式*且除了启动者*大学研究团队在其中没有什么特

殊职能.
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我们采用!+设计5观摩5再设计,'2)%#3&<'X2))P3#$F#X2)$#%#3&<'*简称

MWb(555一节数学课"这一标题*旨在体现中文表达中!观摩课"的关键含义.

至今*我们已经观摩了?个暑期班和一些使用MWb方法的试点班.这?个暑

期班分别于>@=>年->@=?年和>@=R年的C月举行*由小学教师和普通教育工作者

'帮助教师组织课堂活动*课后根据某些特殊需求组织工作坊(组成.>@=K年=>
月又发起了一个公共项目*以便能更好地宣传最新成果*>@=D年==月还会再发起

一个公共项目.

起初'>@=>年和>@=?年(*暑期班都致力于向参与者介绍其他文化'主要是中

国-日本-泰国(中有哪些典型活动*旨在讨论超出!普遍"选择范围的文化因素.这

方面*我们受到了朱利安'Y.,,&#'(的启发)

这不是关于比较哲学"也不是关于不同概念的平行讨论"而是关于一

种哲学对话(在这种对话中"每个人在分享彼此的思考时"都会对自己未

思考的部分进行质疑(#Y.,,&#'">@@D"B0"$

这种方法非常成功)从第=个到第>个暑期班*参与人数从A@名左右增长到

了>@@多名.

接着*我们开始和一些选定的学校合作*与学校领导讨论在他们学校的数学课

上实施MWb方法的可行性*并粗略总结相关结构*记录如下)

555?小时用于设计'由教师-教育工作者和实习教师共同完成(/

555=小时用于上课'课上会有观课者*包括那些负责录课的教育工作者(/

555?小时用于分析和再设计'由教师-教育工作者和实习教师共同完成(.

起初最困难的就是强制让教师注意到课堂时间的有限性'大约是RK分钟或D@
分钟(.意大利的教师并不习惯于精心设计的短期教学过程*而是喜欢在某个特定

问题上花足够长的时间来解决*且并不只是着眼于一节课的时间跨度.通过这些

实验*我们希望能让他们关注对短期教学过程的精心设计.

在这种方法里*长期的教学过程是由符号式中介框架来设计和管控的

'1($2),&'&1.33&('%/($&)22&*>@@A(.

在第?个暑期班里'>@=R年C月(*我们公开介绍了第一个试点班的例子*并邀

请更多教师一起讨论.

关于这?个暑期班的记录和文件资料都以意大利语的形式出版了*在兰普劳
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德'>@=K(的博士论文里也有所提及.当前*更多的实验也正在进行中*数据统计见

表=I >.并且*关于其中一个教学实验的调查研究也已经发表了'1($2),&'&1.33&

#2(,0*>@=I(.

表!( #$实验总结

*+,实验数量 参与学校 参与教师 参与教育工作者

DI个 R=所 >@K名 A名

此外*一些实习教师也加入到了实验中来*作为他们实习的一部分*在一些情

况下也可以将实验内容用作他们硕士论文的一部分.同时*也有一些新手教师加

入实验.

对于该项目的优势*我们总结如下)

555和其他国际项目接轨*比较关注文化方面的因素/

555学校领导的加入明晰了项目的目标/

555遍及全省以及其他地区/

555混合了不同教学经验的教师群体'资深教师-新手教师-实习教师和教育工作

者共同参与(.

!(#%#($捷克!学校数学的关键所在%亚尔米拉&诺沃特娜'

!&#%#&#!$捷克中小学教师教育制度

综合或地方组织)国内各地独立发展*每一个开展教师教育的机构都会提供由

国家教育-青年和体育部所认可的独立课程.

教师资格)全科教师*但也有可能额外再获得某一门学科的教师资格.

小学数学课程)既有国家总体框架下的教育方案*也有个别的学校教育方案.

!&#%#&#$$关键所在"文字型应用题案例

未来教师对于学校数学的观念和其教学策略很有可能受其家庭-学校和社会

的影响'#0<0Z(3L5#2(,0*=CCK(*且教师先前的经验对他们洞察学生认知过程的能

力会产生很大影响.对学生来说*当他们遇到新的事物*如比较新奇的概念-性质-

关系或困难时*就会产生认知过程*正如埃文和鲍尔'hF#'('%1(,,*>@@C(所说的

那样)

这些未来的小学教师通常对数学概念的掌握程度比较弱"因此并不
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能让他们实现其教学目标(从广义的教育层面上说"很多教育专业的学

生都主张+发现学习,和+合作式的问题解决,"但一旦涉及需要准备好的

数学活动时"他们传统的学校数学经验就不够用了 ** 对未来的教师而

言"不论是小学教师还是中学教师"建立数学内涵丰富的概念"并基于认

知和互动来促进学校数学活动的开展"这也是其专业形成过程中的核心

内容(#B0?K$

捷克数学教育的变化很大程度上取决于教师教育的变化*这也是捷克教师教

育的基本思想*且这些变化应考虑实际需要.来自实践的资源会以不同的方式获

取*可以从基于数据收集所形成的关于学校的官方教育文件中获取*其中数据收集

一般由教育管理部门组织/也可以从由大学及研究机构'如捷克科学院(所组织进

行的研究中获取.本节所呈现的数据均取自!基础学校教学的关键和对教师教学

实践的分析"';$&2&LG8Os32(O(2#O(2&GH+8G,(%'stG),H*('(,++(%&%(G2&LG+L5

B$(G2&G.Lu&2#,.v(这一研究项目*该项目于>@==年至>@=R年间在捷克实施*项目成

果正逐步应用于教师教育中.这一项目的目标是发现学校数学义务教育课程中的

哪些问题会让捷克学生在今后的学习中产生障碍.

本节的重点放在小学阶段*即义务教育的前五年.该项目的结果会呈现在另

外两本专著中*分别由伦德尔等人'b#'%,#2(,0*>@=?(和冯德罗娃'U)'%$)F8*

>@=K(所著.伦德尔等人在专著中收集并分析了教师们的一些观点和经验*而冯德

罗娃则将这些结果在学生中作了进一步阐述和验证.

为了收集数据*我们采取了对个别受访者进行深入访谈的方法*由采访者提出

开放型问题*并在必要时补充相关特定问题.

还有一些和教师一起进行的研究'b#'%,#2(,0*>@=?(*其研究目的是了解学校

里的数学教师认为哪些方面是比较重要的*针对这几个方面他们又是如何处理的*

以及学生产生学习困难的原因是什么.受访者在其教学中所使用的教科书被认作

是辅助材料.从教师在整数算术方面的调查结果来看*四舍五入-估算-算术运算及

文字型应用题对小学生而言是最难掌握的几个内容'Y&$)2G)F8('%;,)P).LuG)F8*

>@=?(.深入访谈后*受访者会被要求完成一份问卷*旨在丰富访谈内容.此外*当

研究对象是学生时*在深度访谈的过程中*研究者会要求学生解决几个已经选定的

问题*并向研究者描述其思维过程'U)'%$)F8*>@=K(.

在此*我们仅呈现学生解决文字型应用题的结果*这也是和整数算术有直接联
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系的一部分'更多详尽资料请参阅a(F,sLuG)F8#2(,0*>@=K(.在小学阶段的文字

型应用题方面*对学生而言较难的几部分内容是)

555理解文字的含义并抓住问题关键/

555记录问题结构-图示-方案及模型/

555一些有!反义"功能的字词*如暗示了一个和要求不一样的操作/

555在比较型问题中*其结构是什么*又该如何转化/

555一组事物的整体及其部分/

555数学中的!诡计"*即数值错误和算法错误/

555!连续"的数字运算以及任务中包含多条信息/

555文字型应用题中的分数/

555单位转换.

从教师的角度来看*阅读理解是重中之重.教师认为*学生不能找出文本中必

要的信息*不能思考出问题的答案*以及不能解决在教学实践中遇到的其他类型的

问题.

从问卷调查的结果来看'a(F,sLuG)F8#2(,0*>@=K(*教科书是教师教学过程中

最为重要的辅助工具*有时教师也会使用一些别的材料'其他的教科书*收集到的

问题以及自己的材料等(.问卷也显示了其他信息*且这些信息与小学数学的文字

型应用题有着直接联系*包括教师认为影响学生成功解决问题的关键因素.例如*

大多数参与问卷调查的教师都会把重点放在让学生可以自动化地计算出结果上*

并认为这是有必要的.对于如何能成功解答文字型应用题*他们认为使用!问题类

型"法并记录其不同结构是非常重要的*且几乎所有教师都指导学生在解决问题时

找出能指向算术运算的关键词.他们认为*能够成功解决文字型应用题的学生有

着较高的认知能力*而能力较弱的学生对此则感到困难.当谈及这两类学生的区

别时*他们大多提到了这两类学生在把文字型应用题转化成具有数学结构的问题

方面的差异'即数学化(*系统化地解决问题的差异以及最初决定使用哪种合适的

解决方法的差异/而在算术运算的速度方面*两者差异较小.

尽管调查结果都没有直接论述教师教育*但提供了一些有用的建议.教师需

要好好准备*从而能够在一个学生程度多样性的环境中教学.为融合性教育做好

准备*也是教师教育的重要任务之一/但教师以文字型应用题的解决情况来区分学

生的能力强弱*说明了当前的做法和这一观点背道而驰'1$).33#(.('%-)F)2'8*

>@@A(.人们广泛认可教师的职前教育-在职教育都应当把重点放在结构关系上*
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仅关注关键词和操作过程显然是不够的'a#̂'+*>@=>(.

为了帮助学生发展数学知识并建立对数学的积极态度*教师需要很好地掌握

这些数学知识及教学知识.当小学教师从学校毕业并迈入真正的教学实践时*他

们不仅要和学生在一起*更重要的是能与'有经验的(同事保持互相合作和互相学

习的关系.教师教育应当涉及未来教师专业发展的全方面内容*而不仅仅是了解

这门学科.

这一研究结果对小学数学教师教育而言是非常重要的.未来的教师都需要接

受合适的教育*从而确保他们能帮助学生解决关键问题.最后要说明的是*在学习

数学的过程中*教师帮助学生解决困难的方法不仅受其数学知识和教学知识'这也

是所有小学教师教育的共同内容(的影响*还会受他们个人特点的影响.

!4#2$讨论#迈克"艾斯丘$

在此次会议的演讲中*出现了一些共同的主题)首先是意识到教学整数算术

时*要把更多的重点放在问题解决上*而不是简单地专注于算术计算的熟练度/其

次是意识到了使用具体的-带有图示的表征方式的重要性.一些感兴趣的读者可

能不会对要研究这些主题感到惊讶*因为这些问题多年来一直存在于数学教育的

议程里.然而*无论是在此次会议上'#0<0/.,,&<('('%[)),L)22*>@=K(*还是在数

学教育文献'#0<0V(&*>@@?(中*都表明教师教育组织在促进这些改变中获得了不

同程度的收效.

例如*关于表征方式在课堂中的作用*此次的小组会议里就对此作了讨论*并

阐述了在使用序数模型'数线(和基数模型'十进制的板-条-块(来表征整数算术

时*如何建立好各种关系之间的平衡.一些来自欧洲的参会者强烈认为数线是整

数算术的核心模型/而对于更多的当地学者*虽然他们没有完全摒弃数线在课堂上

的使用*但显然并没有那么喜欢使用它*他们更热衷于使用基数模型.为什么会产

生这样不同的观点呢4

一种观点强调了使用数线可以帮助学习者加强对主要整数的熟练程度*如把

结果凑整到下一个=@的倍数或把数分成若干个一位数.举个例子*如果利用数线

计算>R_C*那么先要从>R跳D格到?@*这一步强化学生要将>R凑整到下一个=@
的倍数*同时也强化了CjD_?的关系.还有一种观点认为*使用数线能够鼓励学

生进行策略性思考*从而以不同的方式解决问题.以>K_C为例*先从>K跳=@格

到?K*再从?K里减去=*从而鼓励学生从补偿性策略的角度来看待这类问题.
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我之前在澳门看过一节公开课'第==章(*教师在课上采用基数模型来计算

>R_C*但也强化了类似的熟练度.学生提出了这样一种方法*即把C分成D和?*

这样就能把>R加到?@/教师紧接着鼓励学生进行策略性思考*学生得出了至少三

种办法.相比于利用数线的方法*这类方法的基础在于!分")除了把C分成D_?
之外*>R也能被分成>?_=*得到>?_'=_C(/或者把>R分成>@_R*得到>@_
'R_C(.尽管后一种方法可能在这节课上被定义成一般解法*但它会和之后学习的

标准竖式计算产生联系.因此*对于基数模型来说*更注重让学生用数学的眼光来

进行学习.

由此*可以看出在西方教育中更倾向于使用数线模型*以促使学生灵活-高效

地解决问题.同时*也需要让他们学会使用与题目中的具体数字相关联的方法*这

样他们就会用!补"的思想来解答含有C或者=C的题目.通常这种灵活运用的程

度和学生个体差异有关*使用数线模型有时会加深这种差异化*因为可能会出现某

些高水平的新方法.相反*尽管在基数模型中鼓励采用多种方法来解决问题*但人

们更多关注的是那些与问题情境中潜在的数学结构相关的策略*而不是个体差异.

会议指出*我们需要更深入地研究这两种模型是如何互补的*而不是要全球的

教师教育工作者们争论哪一种是更好的表征方式*以及是否同意这样的观点.但

需要强调的是*在这类研究中*需要看透其基本目标和隐含的教育哲学*这样有助

于他们进行模型的选择和使用.教师教育工作者们的观点是否能达成一致也同样

重要*即如何才能最好地在职前教师教育培训上让准教师们了解这两种模型*而不

是从中作出取舍*或者让他们自行选择喜欢的模型*而后者在很多教师教育项目中

都会发生.

这样的差别使得人们对!成为专业人士意味着什么"产生了多种观点.例如*在

很多英语国家*教师教育项目比较偏向于向职前教师介绍一系列教学方法和表征方

式*期待他们从专业人士的角度来决定哪一种方式最为有效.相反*在新加坡或中国

上海等地*教师们会很明显地在使用哪种方法上达成共识.从某种程度上来说*这种

共识的形成可能是结构环境或是历史环境所导致的.新加坡作为一个小国*只有一

个教师教育机构和为数不多的教育工作者致力于培养职前教师和在职教师/而中国

在精心设计课程方面有着悠久的历史*与之配套的教科书也有着悠久的历史.

在撰写本节时*英国也出现了鼓励教师向新加坡和中国上海学习教学方法及

更多使用教科书的提议.虽然教师们都非常欢迎这些提议*但在某部分数学教育

群体中*热情却不是那么大.反对意见包括认为这些提议淡化了英国固有的良好
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教学实践*认为通过!训练"让教师以某种特定的方式进行教学会对他们的专业性

产生影响.

看来*在促进!更加注重问题解决-更好使用表征方式"这种方法的实施过程中

所遇到的困难*不仅在于数学教育界人士是如何把这些想法贯穿于教学理念和实

践中的*也在于学校教学这一层面.尽管我们并不缺少对教师变化或者缺乏变化

的研究*但作为数学工作者和研究者*我们是否会充分反思自我的理念和实践需不

需要改变4 许多关于教师教育的研究都只是提出了!教师需要做些什么不同的事

情"这一问题*那我们是否同时关注了与之并列的另一个问题*即!我们这些教师教

育工作者又能做些什么不同的事情".而只有当我们重新认识一些理念*尤其是我

们的理论知识时*才能开始解决这一问题.

自从舒尔曼'45.,O('(辨析了学科知识和教学知识的区别之后*就开始涌现

大量关于教学知识的研究.大部分的研究都将一些不同的模型理论化*并重新梳

理了学科知识和教学知识之间的区别*试图找出它们原本应该是什么样的.在一

些高等教育机构里*人们会产生这样的争论)数学教学应该由哪个部门来开展实

施555是教育部还是数学学院4 从研究中我们可以得知*在与教学法脱节的情境

下*即使学习了高等数学*对日后成为一名优秀教师也不会产生什么影响'#0<0

[&,3)'#2(,0*>@@=(.当然*我们并不是说数学知识不重要*而是数学知识里某个

特定部分更为重要.所以*对教学知识的研究有着政治层面的因素*但这项研究是

否已经建立了一个完善的体系*即是否已明确应教给职前数学教师和在职数学教

师哪些内容4 教师教育的研究文化是否鼓励知识的积累*使之成为有效的教师教

育*并在各自的工作基础上获得发展4 还是说我们的文化是一种需要建立个人声

誉的文化吗4 正如迈克尔0毕利希'/&L5(#,1&,,&<*>@=?(所论证的那样*现在许多

社会科学领域的著作都有广告文化的色彩*且其中的不同理论都要在各自领域内

进行!自我定位"*而不是进行理论间的互补.

因此*在美国-英国这样的国家*许多理论知识强化了其研究体系*且这些理论

知识的核心在于个体的发展.知识存在于个体的头脑中*需要注重发展教师的个

体知识和技能.其他教师发展的传统*如日本的课例研究'9#Q&3*>@@>(*它更多关

注的是教学而不是教师.正如主题R的小组论文所阐述的那样*在这样的文化背

景下*由教师来选择自己的教学方法的情况就更少了555教学的!技巧"更多掌握

在教科书编写者和课程开发者手里.知识不仅存在于教师们的头脑里*同时也体

现在提供给他们的资源里.
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!第!%章 !

学校算术理论!整数

""""""""""""""""""""""""""""""""""

马立平"凯西!凯塞尔

#9&B&'</(('%V(25H;#33#,$

!C#!$绪言

在小学*关于整数算术至少有两种不同的观点.在美国*倾向于认为它只是整

数四则基本运算'例如*问学生=_=j4(.然而在中国*整数算术涉及更多内容*

比如*希望学生去探索运算之间的数量关系'给出=_=j>*那么>i

=j4(*并用等式'有时相当复杂(表示这些关系'有时相当深奥(.

正如#美国小学数学结构内容之批判$'/(*>@=?(一文所述*整数算术的不同

观点部分归因于中国和其他几个国家在学校算术方面的理论不同 %=&.虽然这一

理论是中国当代学校算术的基础*但其发展的重要阶段是在欧洲和美国*并且是由

=C世纪中叶大众教育的传播所引发的.这一重大的社会变化引起了算术上的重

大变化*我们将对此作简要概述 %>&.=C世纪中叶的小学教科书*如#科尔伯恩的

入门课)基于归纳法的算术知识$'3/%"-4(**J.4*)D&**/(*)<()&%%&#)-!%

84.)2'&).#*-A/(/()2&<(,-#).9&1&)2/,/7<(*)4-#)./((包含了阿拉伯数字-整

数-分数的符号及其运算等内容*且都是从成人的商业算术教科书中继承而来的*

如#科克尔算术$'3/#?&4**84.)2'&).#?*=DII年首次出版(*该教科书侧重于高效

计算.

从学校算术开始*数学学者们开始创建一个与数学联系更为紧密的学术学科*

并引入了两个重要的新特点)

%=&

%>&

基于教科书的分析指出了这一普遍差异的具体内容'M&'<('%9&*>@=@/M&'<#2(,0*>@=?(.
马立平对此给出了详细介绍.
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'=(横式计算.与用于商业算术计算的竖式算法相比*横式计算可以表达更

为复杂的数量关系 %=&.

'>(以欧几里得#几何原本$为模型的定义和公理系统 %>&*包括将自然数定义

为多个单位的组合.其中的大多数都包含!同名规则"*如!只有同名数才能相加"/

有些包括附加性质或交换律-结合律和分配律*但不一定兼而有之 %?&.

然而*该公理系统将算术和其他数学内容连接起来的重要性不可轻视.数学

家巴特尔0范登瓦尔登'1($2#,F('%#$[(#$%#'*=CIA6>@=K(在评价#几何原本$

的影响时写道)

几乎从撰写.几何原本/时起"它就对事物产生了持续和重大的影响(

它是几何推理&定理和方法的主要来源"至少在=C世纪非欧几里得几何

学出现之前是如此(人们有时说"除了.圣经/之外"在西方出版的所有书

籍中".几何原本/是被翻译&出版和研究最多的一本书(欧几里得也许不

是一个一流的数学家"但他为演绎推理和几何教学设定了一个标准"这个

标准几乎没有改变"并持续了两千多年(

从美国教科书中可以看出*定义和公理系统在>@世纪初几乎已完成*而它没

有在美国继续发展下去的原因可能是美国对!智力训练"的重视逐渐减少和对高失

败率的担忧逐渐增加'42('&L*=CAD/42('&L('%;&,B(2$&LG*=CC>(.然而*正如其他

国家的教科书所显示的那样*该公理系统在美国以外的地方仍在继续发展着 %R&.

%=&

%>&

%?&

%R&

著作丰富的教科书编写者兼翻译者查尔斯0戴维斯'V5($,#3M(F&#3(似乎是首位在美国小学数学
教科书中提出这一变化的人*参见#通用学校算术$'3/''/(0#2//%84.)2'&).#*=A?R*BB0=I*??(.横式计算
在后来的教科书中得到了进一步发展*如#罗宾逊的进步实用算术$'G/".(*/(B*;4/54&**.9&;4!#).#!%
84.)2'&).#*=AIK(和#谢尔顿的算术全集$'02&%,/(*B3/'A%&)&84.)2'&).#*=AAD(.

美国算术教科书关于这一内容的第一个例子可能是在!学校算术)分析和实践"'0#2//%
84.)2'&).#)8(!%=).#!%!(,;4!#).#!%*M(F&#3*=AKI(中*进一步的发展参见#谢尔顿的算术全集$.

例如*#普通初等算术$'>2&@/4'!%$%&'&()!4=84.)2'&).#*=AII(指出*!无论加数的次序是怎
样的*和都是相同的"'B0>@A(和!如果被乘数乘乘数的所有部分*所有部分乘积的结果将是真正的乘积"
'B0>>?(.

徐斌艳指出*在=CK@年之后教科书发展的第一个重要时期*中国正!翻译和修改苏联的教科书"
':.*>@=?*B0I>K(.=CK@年之前*中国学校的数学教科书主要受其他国家的影响.例如*日本数学家林鹤一
'd3.$'&L5&a(H(35&*=C>D6=C??(的算术系列被翻译成中文*并于>@世纪>@年代至?@年代期间在中国学校
中使用.也有受到美国!进步主义教育"强烈影响的中国教科书*如#新主义算术课本$'g('<('%d('<*

=C?=(和#新课程标准适用0小学算术课本$'E5()('%e&('*=C??(.但是*在所有这些受不同外来影响的教
科书中*都可以确定学校算术理论的重要特征*如强调四个运算之间的关系.
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>@世纪的学校算术有以下三种发展方式)

'=(定义和规则体系通过交换律-结合律和分配律得到扩展.

'>(增加了带有变式的典型应用题*如追及问题-蓄水池问题和工程问题

'/(*>@=?*附录(.

'?(改进了教学方法'/(*'0%0(.

本章讨论第一种发展方式*并介绍学校算术理论的核心部分*即整数的定义体

系和公理*这些都是从=C世纪的美国教科书和>@世纪的中国教科书中提炼出来

的.围绕这些核心部分建立的理论解释了整数算术中的所有计算方法*有助于培

养小学生处理复杂数量关系的能力.

!C#/$学校算术理论的特征

和#几何原本$一样*学校算术理论也有定义-公设和定理.它提供了少量的基

本定义*并说明了如何从这些定义中衍生出其他定义*以避免重复论证.其!基本

规则和基本法则"类似于#几何原本$中的公设/同样地*类比得到的定理是计算的

依据.但是*该理论与#几何原本$的不同之处在于*它没有明确给出类似欧几里得

!公理"的内容'如!等于同一物之物相等"(.正如本章将要叙述的*学校算术理论

中的公理是被隐性地假设和使用的.

这一理论与现代数学理论在以下三个方面有不同之处.

第一*遵循#几何原本$的风格*只使用文字和图表*这一形式的优点是与日常

生活密切联系.该理论的教学产物即教科书 *可以作为连接实践和抽象的形式数

学的桥梁.

第二*和#几何原本$一样*该理论不如现代方法来得精确.本章指出并讨论了

这一缺乏精确性的情况.

第三*该理论并非为了简约而故意写得非常简洁.给出少量的基本定义是简

约的做法/然而*有些基本法则却是多余的.特别地*附加性质可以从其他基本法

则中衍生出来.

!C#0$本章的内容与结构

我们给出了整数的定义和基本法则.定义是按顺序呈现的*即派生定义出现

在其所依赖的定义之后*并在附录中列出基本法则.其中*一般性定义都有编号.
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本章所呈现的定义在=C世纪的美国教科书中都有出现.然而*在>@世纪*教

学取得相应进展之后*这样明确的'有时甚至是复杂的(定义并没有提供给学生.

每个定义后的教学注释中都说明了这些定义将以何种方式教授给学生*脚注中也

给出了关于定义的由来和变化的历史性说明.

!C#2$小学数学算术领域

!-#&#!$单位

$$定义!!单一事物或一称为单位'.'&2(或单位一'.'&2)'#(.

如果把一组事物或一组单位看作一个整体或者一*那么也称为单位-单位一或

一'图=A =(.

图!) !$单位的定义

一或单一事物是我们与生俱来的原始概念*单位的定义正是从这个概念中抽

象出来的*这是定义体系的起点.

在这个定义中*我们看到了两类单位)第一类称为!以一为单位"的单位*第二

类称为!以几个一为单位"的单位.虽然这一概念被称为!单位"*但在教学中使用

!单位一"和!一"这两个术语有助于将!单位"与学生概念中的!一"联系起来.

通过算术学习*学生对单位概念的理解逐步加深*我们不应该期望他们阅读或

知道如上述所示的抽象定义.

随着学生继续学习小学数学*单位概念将变得更加抽象.尽管单位概念的深

化贯穿整个小学数学*但是!单位"一词通常在小学中年级和高年级才被使用.在

这些年级中*学生可能需要使用!单位"和!单位一"这两个术语来解决某类问题*其

中有些涉及分数的乘法和除法.

!-#&#$$自然数

定义$!自然数''.OP#$(是一个单位'一(或多个单位的组合'多(.

自然数的定义是根据单位的定义而得到的*并由此生成一组数555自然数'=-

>-?等(.本章不讨论如何扩展单位的定义以生成第二组数*并进一步扩展初等数
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学的数字系统.自然数和正有理数这两组数共同构成了学校算术.

符号@有两层含义*分别作为计数法中的数位和数字.作为一个数位*它在符

号系统中有着重要作用/但是*作为一个数字*@并不是学校算术领域的一

部分 %=&.

这个定义产生了自然数*这是学生已经熟悉的一组数.小学生不需要学习

!数"的单独定义.

定义%!抽象数'(P32$(L2'.OP#$(是其单位没有命名的数.

定义&!具体数'L)'L$#2#'.OP#$(是其单位命名了的数.

将数分类为具体数和抽象数是学校算术的特定需求.在小学教师的长期努力

和数学学者的协助下*创建出了抽象数和具体数这两个术语 %>&.

刚入学时*大多数小学生没有抽象数的概念*如K-D-I.相反*他们的概念中

是具体数*如K个朋友-D本书-I个苹果.小学数学的一项重要任务是引导学生完

成从具体数到抽象数的过渡*并能用抽象数进行计算.在此过程中*学生对具体数

的原始概念是重要的教学资源 %?&*可以作为分析数量关系的基石.

抽象数和具体数不是学生应该知道的术语.然而*可以用它们来表示相关概

念*且这些概念对于教师-课程设计者和教科书编写者来说是很重要的*有助于他

们描述学生的数学发展及设计教学*帮助学生发展更抽象的思维.

定义"!如果两个具体数的单位具有相同的名称*则称它们为同名数',&G#

'.OP#$3(.

同名数的概念为学生分析数量关系提供了有力支撑.

%=&

%>&

%?&

!小学应该从多个方面来教学@这个数字"是一个需要进一步讨论的问题.思考艾尔弗雷德0诺
思0怀特海'*,J$#%-)$25[5&2#5#(%(的一句话)关于@的观点是我们在日常生活中不需要使用它*没有人会
出去买@条鱼.在某种程度上*它是所有基数中最!文明"的一个*它的使用是由于培养思维模式的需要而强
加于我们的'[5&2#5#(%*=CRA*B0R?(.

史密斯'4O&25*=C>K6=CK?*BB0== =>(写道)抽象数与具体数之间的区别是现代数学的事.希腊
研究数论的算术家仅对前者感兴趣*而算术家自然不理会这种精细的区别.直到两个古代数字流派结合起
来构成现代的初等算术之后*才认为有必要进行这种分类*而且只在小学进行分类33!抽象"和!具体"这两
个术语的建立过程很慢*数学家不需要它们*而初级教师也没有足够的权威将其标准化.

例如*在沃伦0科尔伯恩'[($$#'V),P.$'(所著的#科尔伯恩的入门课)基于归纳法的算术知识$
中就提供了如何使用该资源的示例.该书于=A>=年出版*几十年来一直处于!几乎被普遍使用"中'/)'$)#*

=C=>*BB0R>R(.截至=AC@年*该书在美国已售出?K@@@@@册'V(̂)$&*=AC@(/在它出版C@年后的=C=>年*仍
在美国使用'/)'$)#*=C=>*B0R>R(.这本书的影响不仅限于美国*它还被翻译成多种语言在欧洲发行
'4L&#'2&J&L*O#$&L('4.BB,#O#'2*-)0RKK*4#B2#OP#$>@*=AAR(.传教士将其翻译成亚洲语言*并在一些亚洲
国家发行.=C世纪中叶*这本书每年都会在英格兰卖出K@@@@册'/)'$)#*=C=>*B0R>R(.
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!C#"$计数法&十进制数字系统

!-#"#!$数字和数

$$数字是用于表示数的符号*共有C个显性数字和=个非显性数字.其中*C个

显性数字中的每一个都代表不同数量的单位)

= > ? R K D I A C
一 二 三 四 五 六 七 八 九

$$非显性数字为@*它不代表任何单位.

数字按照顺序排列构成了数*数可以含有一个或多个数字.只有=位数字的

数称为一位数*有>位数字的数称为两位数*有?位数字的数称为三位数*依此类

推.由于只有C个显性数字*所以一个数位不能代表C个以上的单位.

虽然只有=@个不同的数字*但每一个自然数都可以表示为数字.

!-#"#$$数字的数位与单位值(位置的名称与位值

数字在一个数码中的位置称为这个数字的数位.任何数位上的最大数字都代

表C个单位*且每=@个单位合成=个新的单位*并写在左边.

不同位置的数字有不同的单位值.对于由两个或多个数字组成的数*某个数字

的单位值是其右边第一个数字单位值的=@倍.这些数位是根据它们所代表的单位

的值来命名的*从右到左依次是个位-十位-百位等.由数字位置确定的单位值也称

为位置值或位值.用自然数进行算术运算时*这些值为=@的幂*即=-=@-=@@-=@@@
等.数中的数字是根据它们的位置来命名的*即个位数字-十位数字-百位数字等.

位值计数法是数的几种表示法之一%=&*它的一个关键特征是数字的位置决定了

数字表示的单位值.在学校算术中*只教学一种位值计数法*即十进制.位值计数法

的概念是在这个表示法的特定背景中引入的*而不是以普通的方式引入'图=A >(.

图!) #$两数之和的定义

%=& 除了位值计数法*还有其他类型的计数法*如罗马计数法和中国计数法.
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!C#3$加法和减法

!-#'#!$加法

$$定义'!两个自然数 %=&之和'3.O(是第三个自然数*它所包含的单位个数*与

前两个自然数中的单位放在一起一样多.

求两数之和的运算称为加法'(%%&2&)'(%>&.

!和"是学校算术中的两个基本数量关系之一*其定义是基于!单位"和!数"的

定义.

由三个数形成的数量关系具有以下特征)如果这三个数中有两个是已知的*则

第三个数就可以确定下来.因此*可以用这种数量关系来定义加法和减法.

虽然两数之和的定义似乎模糊不清*但它揭示了学校算术中加法和减法背后

的本质.图=A >中的线段图以适合教学的形式表示了这个定义.

在定义了和这一数量关系之后*就可以用这个关系来定义加法.类似地*也可

以定义减法.这样*使用少量的基本概念就可以明确得出和-加法与减法之间的

联系.

加法的概念很可能与我们与生俱来的原始概念密切相关.当代认知科学研

究者卡伦0温';($#'[H''*=CC>*=CCK(发表了一项研究成果*证明了婴儿在出

生几周后就能识别出=->-?*并能计算类似=_=->i=的算式'-(2&)'(,b#3#($L5

V).'L&,*>@@C*B0DK(.到儿童入学时*他们可能已经形成了一系列计算加法的方

法)数所有的数-接着一个数往下数或者运用已知的和'-(2&)'(,b#3#($L5

V).'L&,*>@@=*B0=DC(.通常情况下*他们能够发现接着一个数往下数可以更容

易地将减法计算转化为加法计算.例如*计算AiK*从K开始数)D-I-A*所以剩

下了?'-(2&)'(,b#3#($L5V).'L&,*>@@=*B0=C@(.=C世纪的教科书编写者科尔伯

恩在编写时可能已经注意到了这个现象)!尽管一个孩子能做各种各样涉及加减

乘除的计算*但他除了加法之外*不接受其他任何运算*这是引人关注的'=A>=6

=AD?*B0C(."

教学的任务是在学生与生俱来的观念和两数之和这一抽象的数量关系之间架

%=&

%>&

自然数且不包括@.
加法和减法是二元运算*即涉及两个输入量的计算.尽管可以计算三个或更多数的总和*但需要

逐步求得这一最终结果*而在每一步中都要先计算两个数的总和.
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起一座桥梁.

!)#(#!#!$加数

定义(!求和的两个数叫作加数'(%%#'%3(%=&.

!加法"和!和"是理解和处理!两数之和"这一数量关系的重要思维工具*学生

应该在刚开始学习加法和减法时就接触它们.图=A ?是俄罗斯一年级数学教材

中的一个例子'右边的加法A_>是一个待解决的新问题(*它以一种适合儿童的方

式介绍了加法-加数和两数之和的定义.马立平对这部分内容在教学中的具体呈

现作了详细介绍'/(*'0%0*BB0=K =D(.

图!) %$向一年级学生介绍加法定义和术语的示例#.=9=?F:>A%!**#%@A%)&#经芝加

哥大学学校数学研究许可转载&

一些小学低年级的教师告诉学生*由于和大于加数*因此若一个文字型应用题

的结果将会大于已知的数*我们就用加法来解决这个问题.与寻找如!剩下"!总

共"!多"或!少"这类关键字的方法相比*这种方法更具概念性.然而*需要注意的

是*这种方法只对一步推导出来的文字型应用题有用 %>&.因此*我们需要在适当

的时候引导学生注意到这一方法的局限性.并且*学生通过理解早期形成的知识

具有局限性*从而获得发展新知识的经验.

!)#(#!#$$同名数加法规则

当两个加数是具体数时*它们必须是同名数*所得到的和以及这两个加数也都

是同名数.

关于同名有两个规则*即同名数规则和同类单位规则.其中*同名数规则与数

量关系更为紧密地联系在一起.同名数规则似乎很简单*却很容易被忽视.并且*

从整个理论的角度看*其重要性更为明显.

%=&

%>&

定义系统中的术语*例如*前两节中的!同名数"*本节中的!和"和!加数"*以及下一节中的!乘积"
!被乘数"和!乘数"*都首次出现在过去R@@年的数学教科书中.多年来*已经对这些术语给出了各种定义.
这些定义并不总是作为定义系统的一部分给出的*且在该系统中*定义的提出并不总是依赖于一些基本定
义*而是作为彼此独立的定义给出的.

求解多步文字型应用题时*若结果大于已知数*则可能需要使用加法以外的运算.
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在教学中*这个规则可以表述为!加数必须是同名数"或!只有同名数才可以

相加".

!)#(#!#%$同类单位值相加的规则

在计算两数之和时*只能把同类单位值的数字相加*这个规则是解释多位

数加法的一部分.例如*个位上的数字K和个位上的数字?具有相同的单位

值*因此它们可以相加/个位上的数字K和十位上的数字?不具有相同的单位

值*因此不能相加.该规则同时也是解释多位数乘法的重要部分.

在教学中*我们可以说!只有具有相同单位的数字才可以相加"或!只有相同的

单位才可以相加".上述表述中*忽略了!值"这个字*而这对学生来说并不要紧/同

时*也忽略了数字和数字符号之间的区别.

!-#'#$$减法

定义-!如果已知和与其中一个加数*那么求未知加数的运算称为减法

'3.P2$(L2&)'(.

减法是加法的逆运算*意思是!解除"加法.

用!两数之和"定义减法和加法*从而将减法和加法这两个运算与一个数量关

系联系了起来.然而*在减法概念的理解上*学生自发生成的减法概念和这一减法

定义是不一样的.教学需要从这些概念出发*逐步引导学生看到基于加减运算的

数量关系.

教师可以在算术学习的早期以适合学生的形式来引入减法的定义'/(*'0%0*

BB0=A >@(.图=A R说明了一年级学生在学习减法概念和数量关系时的两个阶

段'/)$)#2(,0*=CC>6=CA>*BB0=K*KK(.

图!) &$一年级减法学习的两个阶段#经芝加哥大学学校数学研究许可转载&
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在学习减法的早期阶段有两种教学方法*分别是学习减法运算和引导学生关

注加减法之间的关系.这两种不同的方法将对学生以后的学习产生不同的影响.

!)#(#$#!$被减数#减数#差

定义.!减法中已知的和称为被减数'O&'.#'%(/已知的加数称为减数

'3.P2$(5#'%(/未知的加数是减法运算的结果*称为差'%&JJ#$#'L#(.

像!加数"!和"一样*!被减数"!减数"!差"这些概念是理解和处理!两数之和"

这一数量关系的重要思维工具.学生不需要记住这些定义*但他们需要借助术语

来阐释定义中所描述的对象*以便描述这些术语之间的关系.例如*加法算式中的

和对应于减法算式中的被减数 %=&'图=A K(.

图!) "$加法和减法各部分之间的对应关系

由于被减数大于所求的差*低年级的小学教师往往这样告诉学生)如果文字

型应用题的结果将会小于问题中已知的数*那么我们就用减法来解决这个问题.

但是需要注意的是*与加法一样*这种方法只适用于一步运算就可以解决的

问题.

!)#(#$#$$同名数规则和同类单位规则在减法中的应用

当被减数和减数是具体数时*它们必须是同名数/所得的差-被减数和减

数也是同名数.这是减法的规则*与加法的同名数规则相对应.在教学中*这

个规则可以表述为!被减数和减数必须是同名数"或!只有同名数才可以进行

减法运算".

计算差时*只有同类单位值的数字才能相减 %>&.这是减法的规则*与同类单

%=&

%>&

这是两个定义依赖于一个更基本的定义的示例.减法和加法不是独立定义的*而是根据!两数之
和"的关系定义的.图=A K说明*加法算式的各部分与减法算式的各部分之间有明确的对应关系.

由于阿拉伯数字系统中只能代表=个十*而不能代表=@个一*因此不能完全用阿拉伯数字来表示
借位相减的原理.例如*在>?Ki==I中*被减数个位上的K不够减.因此*第一步是将被减数中的=个十转
换成=@个一.下一步可以按两种方式进行)一种是从=@中减去I*得到?*并与K相加*得到差个位上的数字
'A(/另一种是将=@个一和K个一相加*得到=K个一*然后从=K中减去I.若没有其他约定或符号*则不能
用阿拉伯数字来表示=@个一和=K个一.



第四部分

全体会议
""!$$

位值相加的规则相对应.

这个规则可用来部分解释多位数减法和长除法.在教学中*我们可以说!只有

具有相同单位的数字才可以相减"或!只有相同的单位才可以相减".

!-#'#%$在)两数之和*关系中未知数的三种形式

!两数之和"的数量关系涉及三个数*当两个数已知时*可以求得第三个数*且

有如下三种情形)

'=(已知两个加数*求和.'减法)已知减数和差*求被减数(

'>(已知和与第一个加数*求第二个加数.'减法)已知被减数和减数*求差(

'?(已知和与第二个加数*求第一个加数.'减法)已知被减数和减数*求差(

在图=A D中*左边的图表示!两数之和"的关系*右边是一个数在这一关系中

未知的三种可能情况.学校算术中所有加法和减法的文字型应用题*无论是一步

的还是多步的*凡是要求学生求另一个未知数*都是基于这三种形式.

图!) '$由数量关系(两数之和)推导出的加法和减法及其中的术语

根据#共同核心州标准$'V)OO)'V)$#42(2#42('%($%3*>@=@(*一步加减的文

字型应用题主要有四大类/而在中国*这类问题有五大类 %=&.无论如何对文字型

%=& 这五类分别是求和-求剩余量-求比已知数大的数-求比已知数小的数-求差1请参见#教学和基本
算术应用问题的教学与研究$'G&*&!4#2!(,;4!#).#&.(>&!#2.(5$%&'&()!4=84.)2'&).#R/4,;4/"%&'**

=CCR(2.#共同核心州标准$列出了四个主要类别*每个类别又具有三个子类别*具体取决于未知数的位置.
四个主要类别分别为!增加"'结果未知*变化未知*起始量未知(-减少'结果未知*变化未知*起始量未知(-合
并6分开'总和未知*一个加数未知*两个加数未知(-比较'差未知*较大数未知或较小数未知*且每种都有两
种表述*即!多多少个"和!少多少个"(.
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应用题进行分类或命名*每一类都是这三种形式之一的直接或间接表示.这些间

接表示使用了!等量代换"的方法'图=A I(*下面的例子说明了这一点)

詹姆斯#Y(O#3$钓了?条鱼"亨利#a#'$H$钓了K条鱼"亨利比詹姆

斯多钓了几条鱼-

图!) ($(两数之和)中涉及等量代换的例子

乍一看*这个问题不符合图=A D所示的三种情况中的任何一种.但是*如果

分析问题中的数量关系*我们就会发现它对应于第二种情况.其中*蕴含着欧几里

得#几何原本$中的公理=*即!等于同一物之物相等".

!C#4$乘法和除法

!-#(#!$乘法

$$定义!/!两个自然数的乘积'B$)%.L2(是第三个自然数*它所包含的单位个数*

与第一个自然数被取另一个自然数中的单位个数那么多次一样多.求两个数乘积

的运算称为乘法'O.,2&B,&L(2&)'(.'例如*R取?次等于多少(

这种数量关系显然比!两数之和"更为复杂.第一*在这种关系中有一种新的

单位)如图=A A所示*通过把一组单位看作一个单一的对象*第一个数的每一份

就变成了!以几个一为单位"的新单位 %=&.第二*与!两数之和"的关系不同*两个

数的乘积涉及两种类型的单位*即!以一为单位"和!以几个一为单位"*如图=A A

所示.第三*在图=A A中*第二个数决定了第一个数的份数.在各份所构成的集

合中*再以一为单位就形成了第三个数*也就是积.

%=& 由定义=可知*这个!以几个一为单位"的量是一个单位.
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图!) )$两数相乘的定义

上述两数乘积的定义并不等价于将乘积视为重复加法的结果/也不等同于笛

卡尔积的定义*因为它涉及新单位的创建*而不是一个单位对的集合.

在教学中*乘法经常被认为是对加法的重复.当学生看到R_R_R时*若他们

想到的是R加上一个R再加上一个R*表明他们就在使用加法概念/当他们能够认

识到R_R_R是?个R时*则表明他们开始有了乘法概念.我们应该帮助学生尽

快完成这一转变.

虽然加法概念很可能与学生与生俱来的原始概念密切相关*但乘法概念却不

是.乘法学习有三个阶段)第一*能够把很多东西看作一个整体*如一个组-一个班

或一篮子的东西/第二*能够想象出多个!以几个一为单位"的单位*如几个组-几个

班或几篮子的东西'都是相同大小的(/第三*在分析数量关系时*能够同时掌握这

两种类型的单位.

人类历史上*在加法的发展与乘法的发展之间有一个很长的缺口/对学生来

说*这两者之间的过渡同样也有障碍.学校算术的教学任务之一就是帮助学生跨

越这个障碍.

!)#&#!#!$被乘数$乘数和因数

定义!!!被乘数'O.,2&B,&L('%(是被取的那个数.乘数'O.,2&B,&#$(是表示被

乘数被取几次的数.

被乘数是乘法表达式中第一项所表示的数字*即乘法符号左边的项.被乘数

是被取的数*它的每一份就形成了!以几个一为单位"的单位.对于学生来说*这是
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他们最早使用的!以几个一为单位"的单位.

在过去的几百年里*传统上被乘数表示为乘法中的第一项 %=&*而且这种赋予

被乘数首项位置的传统与其在商业算术上的作用是一致的 %>&.在定义系统中*赋

予被乘数首项位置与强调单位的概念是一致的.在利用重复加法引入乘法时*学

生应注意到被乘数就是加数.

乘数表示为乘法表达式中的第三个项*即乘法符号右边的项*且乘数总是一个

抽象数.乘法表达式读作)!被乘数被乘数乘"或!乘数乘被乘数"'例如*K̀ ?读

作)!K被?乘"或!?乘K"(.乘数表示乘积中有多少份被乘数.

有些人认为*区分乘数和被乘数*或像上面描述的那样阅读表达式*会给学生

带来不必要的细节上的负担*但这种暂时的复杂是为了使未来的学习更简单.

当乘数和被乘数都是抽象数时*它们也被称为因数.

在学校算术方面*乘数和被乘数之间的区别在以下两种情况下是无关紧要的)

其一*在分解因数中/其二*在公式中*如矩形或三角形的面积公式*立方体的体积

公式.后者往往是一个过程的最后一步*但在过程开始时*却需要区分乘数和被

乘数.

虽然乘数和被乘数之间的区别在小学数学中并不是一直强调的*但这是很重

要的*因为它能帮助学生意识到新的单位类型*从而有助于增强对单位概念的

理解.

!)#&#!#$$乘法的同名数规则

当被乘数是一个具体数时*被乘数和乘数就不是同名数.在这种情况下*乘积

和被乘数是同名数.学校算术中对数量关系的分析主要是在解决文字型应用题中

来实现的.文字型应用题中的大多数数都是具体数*例如)

*0书架上有>R本书"比尔#1&,,$又在书架上放了D本书(现在有多

少本书- 答案是?@本书(

%=&

%>&

根据#牛津英语词典$*!被乘数"和!乘数"最早分别出现在=KC>年和=KR>年.在早期的算术中*
乘法通常是竖着写的*被乘数写在乘数上方.分布非常广泛的教科书#科克尔算术$于=DII年首次出版*书
中说道)!乘法包括三个部分.第一*被乘数33第二*乘数33第三*积"'=DII*B0?>(.在=C世纪*查尔
斯0戴维斯在其教科书中重复了这种描述'M(F&#3*=AKI*B0RK(*且他使用了横式计算的方法*将被乘数写在
乘法符号的左侧'M(F&#3*=A?R*B0??(.

在商业活动中*卖方首先确定每单位的价格*然后在每次销售时计算多个单位的总价.



第四部分

全体会议
""&$$

10每个书架上有>R本书(D个书架上有多少本书- 答案是=RR
本书(

问题*是求和*结果和加数都是同名数.问题1是求两个数的乘积*其中的

两个具体数即>R本书和D个书架*不是同名数/前者是被乘的数*是被乘数*后者

是乘数*即有D组书*每组有>R本/乘积是=RR本书*它和被乘数是同名数.这与

乘法的同名数规则是一致的)当被乘数是一个具体数时*被乘数和乘数就不是同名

数/在这种情况下*乘积和被乘数就是同名数.

虽然D个书架是一个具体数*但作为一个乘数*它仍然被视为一个抽象数.

!-#(#$$除法

定义!$!如果已知乘积和其中的被乘数或乘数*那么求未知乘数或被乘数的

运算称为除法'%&F&3&)'(.

除法也是当乘积和一个因数已知时*求另一个未知因数的过程.除法是乘法

的逆运算*指!解除"乘法所做的事情.

用!两个数的结果"来定义乘法和除法*即以一种类似于连接减法和加法的方

式*将除法和乘法这两种运算与一个数量关系联系了起来.然而*由于被乘数和乘

数可能是不同类型的数*所以可能有几种逆运算的形式.

定义!%!求未知的被乘数*叫作等分除%B($2&2&F#%&F&3&)''.

例如*=>个苹果平均分给?个孩子.每个孩子得到多少4 '把=>分成?份*每

份有多少(

求未知乘数的过程是包含除%S.)2&2&F#%&F&3&)''.

例如*有=>个苹果*每个孩子分R个苹果.有几个孩子能分到苹果4 '=>里面

有多少个R或=>是R的多少倍(

求未知因数既不是包含除*也不是等分除.例如*已知矩形的面积和长*求宽.

又如*两个因数的乘积是=K*其中一个因数是K*另一个因数是多少4

!)#&#$#!$被除数$除数$商$余数

定义!&!已知的乘积在除法中称为被除数'%&F&%#'%(/已知的被乘数-乘数或

因数在除法中称为除数'%&F&3)$(/除法运算的结果是我们要求的未知数*称为商

'S.)2&#'2(.

乘法和除法中各个术语之间的对应关系如图=A C所示.
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图!) *$乘法和除法各术语之间的对应关系

$$被除数可以是一个乘积'其中一个因数是除数(与另外一个数'这个数小于除

数(的和*后者称为余数.此时*除法的结果有两部分*即商和余数.余数是学校算

术教学中的一个!临时"术语*在引入分数之后*就不再需要这个术语了.

!)#&#$#$$乘积的同名数规则在除法中的应用

在等分除中*被除数和商都是同名数/在包含除中*被除数和除数都是同名数.

同名数规则可以帮助学生识别数量关系.

!-#(#%$)两数的乘积*这一数量关系中未知数的三种情况

!两数的乘积"这一数量关系涉及三个数.当其中两个数已知时*就可以求出

第三个数'图=A =@(.具体有以下三种情况)

'=(已知被乘数和乘数*求乘积.'除法)已知除数和商*求被除数(

'>(已知乘积和被乘数*求乘数.'除法)已知被除数和商*求除数(

'?(已知乘积和乘数*求被乘数.'除法)已知被除数和除数*求商(

图!) !$$乘法$等分除和包含除
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!C#C$结论

上述整数的定义系统和基本规则构成了学校算术理论的核心*这一理论的后

续内容555学校算术中分数和定理的定义系统'类似于#几何原本$中的命题(就是

在此基础上建立的.

为了回应美国教师和中国教师的困惑*我们简要描述了与该理论有联系或缺

乏联系的例子.

教师们从两个不同角度回答了学生在减法方面需要知道什么.在说到从十位

上取=个十并将其化成=@个一时*>?位美国教师中有=C位将重点放在借位上

'/(*>@=@*B0>(.他们并没有正确解释借位这一方法*且认为个位上的数字和十

位上的数字是独立的*而不是一个数的两个部分.相反*另外R位教师指出*应该

让学生明白*用=个十去换=@个一并不会改变被减数的数值大小.这种变换依赖

于定义>!数是单位一或单位的集合"*以及前文所描述的关于这些单位是如何被

表示为!十"和!一"的.就像那些美国教师一样*部分中国教师也强调借位'B0I(.

然而*大多数教师都把重点放在重组上*即将=个十化成=@个一形容为!分解一个

位值更高的单位"'BB0A =@(.这种表达描述了基于十进制表示法的一般特征*不

仅可用于将=个十变换为=@个一*还可用于许多其他单位的变换.例如*=个百等

价于=@个十*=个一等价于=@个十分之一.

在讨论=>?̀ DRK时*许多美国教师和少量中国教师只给出了算法的过程说

明.两国教师的解释分为两类*分别是其于位值制和乘法意义*且都是直接或间接

地体现了分配律.>位美国教师从十进制和乘法意义的角度解释了乘法算法的原

理/另外K位美国教师指出*可以把计算=>?̀ DRK归结为计算=>?̀ D@@-=>?̀ R@
与=>?̀ K的和*但没有人能以任何方式证明这种转换是合理的'/(*>@=@*BB0?K

?D(.这可能是因为美国教师是在某些时候遇到的分配律*也许是在代数课程中/

然而*他们对此的答复并不明确.相比之下*大约三分之一的中国教师使用了类似

的方法'BB0?C R>(*不同之处在于*他们以一种更正式的方式展示了这种转化*且

超过一半的人提到了分配律/其他中国教师基于数的位值制和单位进行了解释

'BB0R> RK(*这与本章中关于单位-位值制和乘数的定义相呼应/有几位教师同时

提到了这两种方法'B0RK(.

上述反馈与最近的研究结果是一致的.美国>@@R年和>@@K年出版的小学教

科书和教师指南对分配律的说明不如中国教科书深入'M&'<('%9&*>@=@(.将要
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成为美国小学教师的人*有时也会把结合律和交换律混为一谈*他们在备课和教学

实践中所使用的教科书在这个问题上几乎没有提供有效参考'M&'<#2(,0*>@=?(.

我们可以探索更多与之相关的内容*并提供更多的细节.不过*我们最后希望

强调一点*即教师的知识可以反映他们作为学生和教师时所学-所教的学校数学的

实质.本章所提出的理论是从=C世纪的美国教科书和>@世纪的中国教科书中提

炼出来的'见参考文献中所列的教科书(.从中国教师的反馈中*我们不难认识到

这一理论的特点/相比之下*美国教师的反馈似乎反映出美国学校算术缺乏基本理

论.在这种情况下*竟然仍有美国教师给出了概念性的解释*这一点值得我们关

注/而他们的解释没有中国教师那么详细*也就不足为奇了.

附录&基本法则

加法交换律及减法的相应性质

$$加法交换律)两个加数交换位置*它们的和不变.例如*如果K_?jA*那么

?_KjA*或者K_?j?_K.

减法的相应性质)减数和差的位置可以互换.例如*如果AiKj?*那么Ai?

jK.

加法结合律及减法的相应性质

加法结合律)当三个数相加时*先把前两个数相加*得到的和再与第三个数相

加*或者把第一个数与后两个数的和相加*其和不变.例如*K_?_>*有'K_?(_>

jK_'?_>(.

减法的相应性质)从一个数里减去两个数*第一个数与后两个数的和的差*等

于第一个数与第二个数的差再减去第三个数.例如*=>i?iR*有=>i'?_R(j
'=>i?(iR.

加法的相抵性质

两数相加*一个加数增加某个量*另一个加数减少相同的量*和不变.例如*

K_?*有K_?j'K_>(_'?i>(j'Ki>(_'?_>(.

因此*如果一个加数增加'或减少(一个给定的量*而另一个加数不变*那么它

们的和增加'或减少(相同的量.例如*对于K_?jA*则有'K_>(_?jA_>*且

'K_?(_>jK_'?_>(.

减法的相应性质)被减数和减数同时增加'或减少(相同的量*差不变.例如*

对于=>iIjK*则有'=>_>(i'I_>(jK*'=>i>(i'Ii>(jK.
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若被减数增加'或减少(一个给定的量*而减数不变*则差增加'或减少(相同的

量.例如*对于=>iIjK*则有'=>_>(iIjK_>*'=>i>(iIjKi>.

若被减数不变*减数增加'或减少(一个给定的量*则差减少'或增加(相同的

量.例如*对于=>iIjK*则有=>i'I_>(jKi>*=>i'Ii>(jK_>.

乘法交换律及除法的相应性质

乘法交换律)乘法中*乘数之间交换位置*积不变.例如*如果K̀ ?j=K*那么

?̀ Kj=K*或者K̀ ?j?̀ K.

除法的相应性质)除数和商交换位置*被除数不变.例如*如果=K|Kj?*那

么=K|?jK.

乘法结合律及除法的相应性质

乘法结合律)三个数相乘*第一个数与后面两个数的乘积相乘*等于前两个数

的乘积与第三个数相乘.例如*对于K̀ ?̀ >*如果K̀ '?̀ >(j?@*那么'K̀ ?(̀

>j?@.

除法的相应性质)除以一个数后再除以第二个数*所得的结果与除以这两个数

的乘积相同.例如*如果'?@|?(|>jK*那么?@|'?̀ >(jK.

分配律

一个数与两数的和相乘*等于把这个数分别同这两个加数相乘*再把两个积相

加.例如*对于K̀ 'R_?(*如果K̀ 'R_?(j?K*那么K̀ R_K̀ ?j?K.同样地*

如果K̀ 'R_?_>(jRK*那么K̀ R_K̀ ?_K̀ >jRK.

除法没有相应的性质.

乘法的相抵性质

若一个乘数乘一个数*另一个乘数除以一个相同的数*则积不变.例如*如果

=>̀ Cj=@A*那么'=>̀ ?(̀ 'C|?(j=@A*'=>|?(̀ 'C̀ ?(j=@A*即=>̀ Cj
'=>̀ ?(̀ 'C|?(j'=>|?(̀ 'C̀ ?(.

因此*如果一个乘数扩大'或缩小(一个给定的量*而另一个乘数不变*那么它

们的积也扩大'或缩小(相同的量.例如*如果=>̀ Cj=@A*那么'=>̀ ?(̀ Cj

=@À ?*=>̀ 'C̀ ?(j=@À ?*'=>|?(̀ Cj=@A|?*=>̀ 'C|?(j=@A|?.

被除数和除数同时乘或除以一个相同的数*商不变.例如*如果?D|RjC*那

么'?D̀ >(|'R̀ >(jC*'?D|>(|'R|>(jC.

如果被除数扩大'或缩小(一定的量*而除数不变*那么商就扩大'或缩小(相同
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的量/如果被除数不变*除数扩大'或缩小(一定的量*那么商就缩小'或扩大(相同

的量.例如*对于>R|DjR*则有'>R̀ >(|DjR̀ >*'>R|>(|DjR|>/>R|
'D̀ >(jR|>*>R|'D|>(jR̀ >.

致谢$非常感谢布西#/($&(!01($2),&'&1.33&$&斯法德#*''(4J($%$&孙旭花

和乌瑟斯金#E(,O('\3&3G&'$对本章的早期版本进行了周全的评述'非常感谢布

鲁克希尔基金会#1$))G5&,,").'%(2&)'$为本章的撰写所提供的支持(本章是卡内

基基金会#V($'#<&#").'%(2&)'$为提高教学质量而支持的一个较大项目的成果"

且马立平在>@@=!>@@A年期间是该基金会的一名资深学者(

参考文献

V(̂)$&*"0'=AC@(0>2&)&!#2.(5!(,2.*)/4=/7'!)2&'!).#*.()2&H(.)&,0)!)&*0[(35&'<2)'*

MV)!)F#$'O#'2Z$&'2&'<WJJ&L#0

M&'<*/0*k 9&*:0'>@=@(0*L)OB($(2&F#('(,H3&3)J25#%&32$&P.2&F#B$)B#$2H&'\040('%

V5&'#3##,#O#'2($HO(25#O(2&L32#T2P))G303/5(.)./(!(,<(*)4-#)./(*>A'>(*=RD =A@0

M&'<*/0*9&*:0*k V(B$($)*/0'>@=?(0Z$#3#$F&L##,#O#'2($H2#(L5#$3NG')Q,#%<#J)$

2#(L5&'<25#(33)L&(2&F#B$)B#$2H)J O.,2&B,&L(2&)')* B$#,&O&'($H('(,H3&306/-4(!%/7

1!)2&'!).#!%N&2!9./4*?>*?D K>0

/(*90'&'B$#B($(2&)'(0N//?'!(-*#4.A)L

/(*90'>@=?(0*L$&2&S.#)J25#32$.L2.$#)J\040#,#O#'2($H3L5)),O(25#O(2&L30@/).#&*/7)2&

8'&4.#!(1!)2&'!).#!%0/#.&)=*D@'=@(*=>A> =>CD0

/(*90'>@=@(0T(/:.(5!(,)&!#2.(5&%&'&()!4='!)2&'!).#*)>&!#2&4*B-(,&4*)!(,.(5/7

7-(,!'&()!%'!)2&'!).#*.(32.(!!(,)2&H(.)&,0)!)&*0-#Qg)$G)b).2,#%<#0'W$&<&'(,

Q)$GB.P,&35#%=CCC(0

/(*90''0%0(0S(&A%!#&!,,.)./(!(,*-")4!#)./(*522B)66,&B&'<O(0'#26O(256W'#XB,(L#X

'.OP#$X(%%&2&)'X('%X3.P2$(L2&)'X/(XM$(J2X>@==0B%J0

/&'&32$H)Jh%.L(2&)')J25#Z#)B,#N3b#B.P,&L)JV5&'(0'>@@=(0义务教育数学课程标准

%/(25#O(2&L3L.$$&L.,.O32('%($%3J)$L)OB.,3)$H#%.L(2&)''#TB#$&O#'2(,F#$3&)'(&01#&̂&'<)

Z#)B,#N3h%.L(2&)'Z$#330

/)'$)#*[0'=C=>(0[($$#'V),P.$')'25#2#(L5&'<)J($&25O#2&L2)<#25#$Q&25('('(,H3&3)J5&3

($&25O#2&L2#T23)60d5#,&J#)J[($$#'V),P.$'0>2&$%&'&()!4=0#2//%>&!#2&4*=>'C(*

R>= R>D0

-(2&)'(,V).'L&,)Jd#(L5#$3)J/(25#O(2&L30'=CAC(03-44.#-%-'!(,&9!%-!)./(*)!(,!4,*7/4



第四部分

全体会议
"$!$$

*#2//%'!)2&'!).#*Lb#32)'*U*)*.25)$0

-(2&)'(,!)F#$')$3 *33)L&(2&)' V#'2#$J)$1#32Z$(L2&L#3*V).'L&,)JV5&#J42(2#4L5)),

WJJ&L#$30'>@=@(03/''/(#/4&*)!)&*)!(,!4,*7/4'!)2&'!).#*0[(35&'<2)'*MV)*.25)$0

-(2&)'(,b#3#($L5V).'L&,0'>@@=(08,,.(5.)-A)U&%A.(5#2.%,4&(%&!4('!)2&'!).#* 'Y0

;&,B(2$&LG*Y04Q(JJ)$%*k10"&'%#,,'h%3((0/(25#O(2&L39#($'&'<42.%HV)OO&22##*V#'2#$

J)$h%.L(2&)'*M&F&3&)')J1#5(F&)$(,('%4)L&(,4L&#'L#3('%h%.L(2&)'0[(35&'<2)'*MV)

-(2&)'(,*L(%#OHZ$#330

-(2&)'(,b#3#($L5V).'L&,0'>@@C(01!)2&'!).#*%&!4(.(5.(&!4%=#2.%,2//,);!)2*)/:!4,

&+#&%%&(#&!(,&E-.)='V0d0V$)33*d0*0[))%3*k a04L5Q#&'<$.P#$'h%30((0V#'2#$J)$

h%.L(2&)'*M&F&3&)')J1#5(F&)$(,('%4)L&(,4L&#'L#3('%h%.L(2&)'0[(35&'<2)'*MV)-(2&)'(,

*L(%#O&#3Z$#330

4)'<*40'=CCR(0宋淑持 %G&*&!4#2!(,A4!#).#&.()&!#2.(5&%&'&()!4=!4.)2'&).#:/4,

A4/"%&'*&045('<5(&)45('<5(&h%.L(2&)'Z$#330

4O&25*M0h0'=C>K6=CK?(0U.*)/4= /7 '!)2&'!).#* 'U),0& (0-#Q g)$G)M)F#$

Z.P,&L(2&)'3042('&L*!0'=CAD(0/#'2(,%&3L&B,&'#25#)$H('%O(25#O(2&L3#%.L(2&)'0J/4)2&

D&!4(.(5/71!)2&'!).#**D'=(*?C RI0

42('&L*!0*k ;&,B(2$&LG*Y0'=CC>(0/(25#O(2&L3L.$$&L.,.O$#J)$O&'25#\'&2#%42(2#3)*

5&32)$&L(,B#$3B#L2&F#0<()&4(!)./(!%6/-4(!%/7$,-#!)./(!%G&*&!4#2*=I'K(*R@I R=I0

F('%#$[(#$%#'*10'=CIA6>@=K(0h.L,&%0$(#=#%/A&,.!N4.)!((.#!0b#2$&#F#%J$)O522B)66

QQQ0P$&2(''&L(0L)O6P&)<$(B5H6h.L,&%X!$##GXO(25#O(2&L&('0

[5&2#5#(%**0-0'=CRA(08(.()4/,-#)./()/ '!)2&'!).#*L9)'%)')WTJ)$% \'&F#$3&2H

Z$#330[H''*;0'=CC>(0*%%&2&)'('%3.P2$(L2&)'PH5.O('&'J('230@!)-4&*?KA*IRC IK@0

[H''*;0'=CCK(0W$&<&'3)J'.O#$&L(,G')Q,#%<#01!)2&'!).#!%3/5(.)./(*='=(*?K D@0

:.*10'>@=?(0d5#%#F#,)BO#'2)J3L5)),O(25#O(2&L32#T2P))G3&'V5&'(3&'L#=CK@0[I1

1!)2&'!).#*$,-#!)./(*RK'K(*I>K I?D0

参考教科书

*')'HO).30'=AAD(002&%,/(*B#/'A%&)&!4.)2'&).#*:.)2/4!%!(,:4.))&(&+&4#.*&*0-#Qg)$G6

V5&L(<))45#,%)'kV)OB('H0

1$))G3*h0'=AII(0>2&(/4'!%&%&'&()!4=!4.)2'&).#0Z5&,(%#,B5&()4)Q#$*Z)223kV)00

V)LG#$*h0'=DII6=IRK(03/#?&4B*!4.)2'&).#09)'%)')b0[($#*V0a&2L5*('%"0a)%<#30

V),P.$'*[0'=A>=6=AD?(03/%"-4(B*7.4*)%&**/(*).()&%%&#)-!%!4.)2'&).#*-A/()2&.(,-#).9&

'&)2/,/7.(*)4-#)./(01)32)')a).<52)'*W3<))%('%V)OB('H0

M(F&#3*V0'=A?R(0>2&#/''/(*#2//%!4.)2'&).#0a($2J)$%)a0"04.OO#$kV)00



"$"$$
打好基础!小学整数教与学
国际数学教育委员会第/0届专题研究

M(F&#3*V0'=AKI(00#2//%!4.)2'&).#0-#Qg)$G)*0401($'#3kV)00

"&35*M0'=AIK(0G/".(*/(B*A4/54&**.9&A4!#).#!%!4.)2'&).#0-#Q g)$G6V5&L(<))6F&3)'*

1,(G#O('*d(H,)$kV)00

a(H(35&*d0#2(,0'=C>D6=C??(0算术 %*$&25O#2&L3#$&#3*RF),30&'g0Y0a.('<*d$('30(0

45('<5(&)d5#V)OO#$L&(,Z$#330

a)H2*"0*kZ##2*a0'=C>@(0$9&4=,!=!4.)2'&).#*A4.'!4="//?01)32)')a).<52)'/&JJ,&'

V)OB('H0

Y.$H*/0*WNV)''#,,*Y0*k45(,,)Q*h0'=C=>(0P4!,&,&+&4#.*&*.(!4.)2'&).#**.+)2=&!45

J.4*)2!%70-#Qg)$G6V&'L&''(2&6V5&L(<))*O#$&L('1))GV)OB('H0

/)$)*/060*1('2)F(*/0*0*k1#,2H.G)F(*!0U0'=CC>(0G-**.!(54!,&='!)2&'!).#*'C25

h%0*b0a04&,F#$O('*d$('30(0V5&L(<))\'&F#$3&2H )J V5&L(<) 4L5)), /(25#O(2&L3

Z$)̂#L20'W$&<&'(,Q)$GB.P,&35#%=CA>(0

Z$&'L#*Y0'=ACC(084.)2'&).#"=54!,&**7/4.(,-#).9&)&!#2.(5*,4.%%.(5!(,)&*).(5*"//?

(-'"&47.9&01)32)')!&''kV)OB('H0

g('<*g0e0*kd('<*40!0'=C?=(0新主义算术课本 %d5#'#Q&%#),)<H($&25O#2&L3#$&#3*R

F),3&045('<5(&)45('<5(&[)$,%Z.P,&35&'<a).3#0

E5()*90e0*k e&('*:0e0'=C??(0新课程标准适用0小学算术课本 %d5#'#QL.$$&L.,.O

32('%($%($&25O#2&L3#$&#3*RF),3&045('<5(&)V5.'<aQ(1))GV)OB('H0

& '
获取权限说明

本章内容已获!知识共享署名R0@国际许可协议" 的许可#允许在任何媒体以任何格

式使用$共享$修改$发布和复制#只要您向原作者%们&表示感谢#指出来源并提供!知识共

享许可协议"的链接#并说明是否对原文进行了修改'

本章中的图像或其他第三方材料都包括在本章的!知识共享许可协议"中#除非对材料

另有说明'如果材料没有包含在本章的!知识共享许可协议"中#并且您的使用不被允许或

超过允许使用范围#您必须在使用前获得版权所有者的许可'
( )



!第!&章 !

量"数"数字名称和实数线

""""""""""""""""""""""""""""""""""

海曼!巴斯

#aHO('1(33$

!D#!$导言

本文的阐述是基于达维多夫'M(FH%)F(的#教学中的概括种类)学校课程结构

中的逻辑和心理问题$*该书在=CI>年首次以俄文出版*并于=CC@年译成英文.

在设计数学课程时"我们从这样的事实出发"即应当帮助学生在量这

一概念的基础上建构完备的实数概念"这是一年级至十年级整个学科教

学的最终目标(数#自然数&实数$"是更具一般化的数学本体中的特定对

象(#M(FH%)F"=CC@"B0=DI$

在我们的教学中"教师根据孩子以前学到的知识"把数作为表示一般

数量关系的特例来介绍"即将其中的一个数作为度量工具"从而计算出其

他数(#M(FH%)F"=CC@"B0=DC$

!D#/$量的两个概念&记数和度量

数和运算包括两个方面*分别是概念'数是什么(和定义'我们如何命名和表

示数(.从概念上讲*数来源于经验中对某种物体的量感555记数'类或集合(-

距离-面积-体积-时间-速率等.事实上*在孩子入学之前*他们已经获得了量

感*并能大致比较大小以及记数.数在本质上不附属于一个量*而是由一个量度

量另一个量得到的*这个用于度量的量被视为!单位")需要多少'可数或不可

数(单位能构成这个给定的量4 这涉及一个度量框架*在这个框架中*常常通过



"$%$$
打好基础!小学整数教与学
国际数学教育委员会第/0届专题研究

部分与整体之间的关系来讲解分数*整体则扮演着单位的角色*而我们必须选择

好单位*并对其加以具体描述.在离散'可记数的(的背景中*整数常常是通过将

单个对象集作为单位来区分的*因此无须刻意去考虑单位的概念及其可能的变

化.这种选择如此自然*经常被认为是理所当然的*以至于所选度量单位的概念

也无须经过明确的讨论.如果一开始就在这种离散的背景下专门学习数*再介

绍分数*那么从概念上讲*分数似乎是与整数完全无关的-新的-更复杂的一类

数.这可能使得我们很难看到这两种数最终是如何在同一实数线上连续表示

的.实际上*这种整合需要我们从连续线性度量的角度'而不是离散的-可记数

的(来看整数在数线上的位置.

与整数的十进制不同*分数具有自己的符号表示法*这进一步加强了两者的区

别.数的运算同样有概念模型*但是为了构造!计算方法"*需要将数用符号表示.

例如*要计算两个数的总和*并不是要问和!意味着什么".相反*若在计数系统0
中给定了两个数8和N*和的计算则是在相同的计数系统0中用!8_N"的结构

来表示的.这就是为什么!>_=="尽管从逻辑上正确回答了!什么是+K_A,"*但是

不能回答!计算+K_A,为什么等于=?".同时*尽管这个记号法很重要*但如果不

强调其与基础概念之间的联系*就会使量与它们所对应的数的名称混为一谈*这不

仅是错误的*还可能会引起误解.

整数的发展存在以下两种可能的途径.

记数

在有限集的离散背景下介绍作为基数的整数*将增加量作为不相交的集合的

基数*并经历枚举和集合的比较.'基于离散量的模型(

度量

在一般情况下*人们会把经验中某种物体的数量和增加量作为不相交的集合*

或把两个量拼接起来得到总量'合并和分解(.这样不仅能比较量的大小'哪一个

更多(*还能体会隐含的特征)较大的量等于较小的量加上增加量.这些可以在量

被赋予数值之前完成*并且用符号表示其中的关系.

任选一个单位来引入数*附加到一个量上的数就等同于构成给定量所需单位

的多少.在一组单位被精确度量后*整数就以量的形式表示出来了.

达维多夫'=CIK(详细阐述了度量的方法.本章的第一个目的就是讨论该度量方

法*并列举其中一些值得关注的优点.特别要指出的是*这个度量方法从一开始就利
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用!连续"数线创造出了合乎逻辑的几何背景*且学校数学中所有的数都处于此背

景下.

本章的第二个目的是讨论整数'和有限小数(的十进制表示法及其运算*强调其

非凡的作用以及为数学和科学所带来的进步.我还将描述一个特殊的教学模型%=&

用于引入位值*该模型不仅为位值概念的理解提供了活动背景*而且产生了!智力

需求"'a($#,*>@@?*>@@I(*即基于层次分组创造了不同版本的数字符号.

!D#0$关于实数线的发展的启示

!.#%#!$两种表述

$$我将在此基于度量情境提出发展数的一些建议.最重要的是*这种方法可以

为各年级学生学习实数线提供一个有效的情境.完全依赖于离散的计数模型会导

致我所描述的数线的!构造表述"*即新的数类以及它们的符号和运算都是在内部

没有充分联系的情况下增加的.在这一表述中*整数及其名称和十进制的符号表

征占了主导地位.后来增加的新数类是分数-负数-若干无理数*最后是无限小数.

引入这些新数类的过程可能会带来!移民压力"*导致学生难以把新的数类融入连

续的情境中.尤其是数线作为一个连贯的数的全集*附带一致-稳定的算术运算*

本可以清晰地将其展现给学生*但事实却并非如此.

在!度量表述"中*数线*至少作为一个几何连续体*被认为是进行线性度量的

!场所".使用数线的前提是孩子们有一定的数学积累*他们不仅会离散计数*还有

一种度量连续量的感觉.对于几何数线*我们可能会把它比喻成一条无限长的线*

灵活却没有弹性*然后用线段来!度量"线性量.这样*甚至可以在此类度量值取得

数的名称之前*就对其进行大小比较.下面这个实例就利用了这个比喻)地板上有

两辆沿着一条带子行驶的玩具车*通过检查每辆玩具车停止的位置*让学生思考两

辆玩具车从起点出发后各开了多远.为了比较两个物体度量值的大小*且二者相

距较远*人们于是采用了标准度量单位*两个度量值可以参照它来进行比较.由

此*整数量就以该单位迭代复合的形式出现.

通过选择一对有序点*我们称其为@和=*即在数线上指定了!定向单位"*那么

线性度量值的单位就是它们之间%@*=&这一段*这样我们就可以在数线上定位数.

从@到=的方向也指定了数线的正方向'它本质上有一个线性规则*即)给定任意

%=& 这是基于鲍尔'M#P)$(51(,,(和准教师在模拟小学课堂时所做的教学工作.
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三个点*其中一个点位于另外两个点之间(*因此通过把%@*=&这一段在正方向上并

列摆放*整数'直至所有实数(就都可以在数线上被定位.

由于基数是测量的一个特殊情境*则整数的记数方法当然可以用!度量"一词

来解释.然而记数只是其中一个'不连续的(情境*并且必须确保!单位"一词具有

一般概念.当学生之后以组为单位来记数时*就能识别离散情境中的其他单位.

在更为一般的整数连续度量情境中*人们用一些学具如古氏积木来粗略地表示整

数.最终*整数'作为基数(就这样被完美地概念性同化了*并以它们自己的方式成

为'抽象的(本体.

分数通常是基于度量而发展起来的*从一开始就被认为是部分5整体的关系*

并适用于度量多种物体*如圆形的食物-丝带的长度-装有糖或牛奶的容器-物品的

集合-时间段等.与整数相比*在命名分数时*常常会用到!的".此外*我们能直接

比较整数的大小/而对于分数*我们更倾向于先问!谁的几分之几"*即关注单位'或

整体(的大小.

!.#%#$$运算和实数线

在记数和度量领域中*加法和减法在概念上似乎是相似的*加法对应于组合

'量的合成和分解(*减法对应于取走或比较.

乘法更微妙*也更复杂.乘法模型是重复添加一些固定量*就好像将记数

这个方法应用于大小固定的组*且每组有固定的单位量.这个模型有一个问

题*即它掩盖了乘法的交换性.有时*会使用矩形块来解决乘法问题*且最终

会演变成使用面积模型.从度量的角度来看*面积模型的问题在于乘数及其

乘积有不同的度量单位'如长度和面积(*因此给!0"_#这样的表达式赋予

意义是有问题的.其中的一个解决方案是进行连续重复的加法*即缩放'放大

和缩小(*这样做的好处是保持所涉及量的类型一致.这些都是复杂的概念问

题*这里不作论述.

这里我只想说*从量'度量(的角度来看*只有当它们是同一类量时*我们才能

组合'简化(加法表达式'我们不组合苹果和橘子*除非把它们合并成更大的类别*

如!水果"(*并用一个公共单位来表示量*而和或差都是该单位所表示的量.解决

分数问题时*像?
K
这样的量被理解为?个=

K
*后者重新标明了一个单位.在进行分

数加法时我们要找到!公分母"*即用一个公共单位来度量两个量*从而便于简化.

类似地*在多位数加法中*统一将加数以十进制表示*确保了每一数位在进行加法
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运算时所添加的数字都有相同的十进制单位.

另一方面*乘法和除法中度量单位不受限制*而是简单地进行类似的运算*从

而产生复合单位*如千米6小时-英尺0磅-磅6平方英寸-课0小时.

一旦数被命名并表示了'以十进制或分数表示(*我们就为该符号体系中的

运算开发算法.十进制体系的强大之处在于*你只要知道如何进行一位数的运

算'!基本事实"(以及如何确定符号的位置*你就可以进行任何一组整数的加法-

减法和乘法运算.这使得孩子们获得了非凡的计算能力*这是一个重大的历史

发展.

一旦产生了分数和整数*就有了有理数*它们稠密地分布在数线上)在任意两

点之间都有一个有理数.像槡>这样的无理数*表明数线上仍有许多点需要命名.

利用逼近的思想*可以非正式地说明如何通过无穷小的数最终在数线上实现表示

出所有的点.此外*我们也可以非正式地下一个结论*即运算可以连续地扩展到所

有实数*并保留算术的基本规则.数线的这种综合性为高等数学'如微积分(奠定

了基础.

!D#2$达维多夫课程

教育家及维果茨基'UH<)23GH(学派心理学家达维多夫与他的苏联同事于>@
世纪D@年代至I@年代期间*基于度量开发了一套课程'=CC@(.

为了发展数的概念*达维多夫课程将数的教学推迟到一年级后期.早期的

课程集中于!数值前"的材料上*即物体的属性*如颜色-形状和大小/然后是量*

如长度-体积-面积-质量和离散物体的量'例如*事物的集合*但尚未使用数来列

举!多少"(.

根据达维多夫的说法*数的发明解决了一个根本问题*即获取给定量'长度-体

积-质量-面积-离散物体的量(并能在不同时间或地点将其再现.莫西埃

'/)T5(H*>@@A(通过描述以下活动来说明这一点.

在一张桌子上有一张纸条*要求学生到另一张桌子那儿去'在另一个房间(*并

从提供的纸条上剪下一段与原先那张纸条长度完全相同的纸条*但是不允许将原

先那张纸条带到另一张桌子上.在达维多夫的实验中*孩子们有时只是走到另一

张桌子旁*随意剪下一段纸条*希望它的长度与原来的一样.此时*孩子们觉得似

乎无法完成任务'除非运气好(.
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达维多夫和他的同事解释说*解决方案可能涉及第三个对象'如绳子(*先将它

剪成恰好等于纸条的长度*再把这中间对象'绳子(带到另一张桌子上*即用绳子摆

出新纸条所需的长度.此时*中间物的长度等于要复制的纸条的长度.课程中所

使用的方法向孩子们展示了如何拿给定的第三个物体去度量*如一块木头/并且*

如果它比纸条长*则在上面做标记以显示纸条的长度.该解决方案与利用绳子的

解决方案相同*孩子们只是执行了一系列不同的操作而已.但是*如果唯一可用的

中间对象'木块(的长度比纸条短*那就会变成一个有趣的情况*因为孩子们可以将

木块作为一个单位重复放置'每次用铅笔在纸条上做标记(*并数出放置该木块的

次数/接着*将这一!单位"'连同数(带到另一张桌子上*并将它放到纸条上*通过木

块的放置次数来复制纸条的所需长度*从而得到原始纸条的长度.请注意*只有使

用最后一种方法*即选择一个单位并数出需要多少个这样的单位*数的名称才会

出现.

尽管这是一个特殊的问题*孩子们可以通过一些特殊发现来解决*但它能!从

根本上"引导他们解决所有类似的问题.如果孩子们在集体中明晰了他们所进行

的活动的意义*那么他们应该能够解决所有类似的问题'至少一开始是这样(.因

此*达维多夫认为儿童能够实现再度创作*简单地说*重新发明数字以作为人类的

工具*从而可以在不同地点或时间再现任何量.值得注意的是*在离散的记数情境

中*这个活动将会失去其作用*因为在离散情境中更容易获得!方便携带"的单位*

虽然也是看不见的-隐性的.

达维多夫认为*让学生反思并意识到通过这样的活动得到想法的过程是很重

要的.他将这一活动发展为一个集体过程*即教师指导学生互相提问*例如*你是

怎么做到的4 你为什么要这么做4 你的方法有效吗4 这是解决问题的最好方

法吗4

!.#&#!$达维多夫课程中的代数

在达维多夫课程中'4L5O&22(.*>@@K(*学生利用视觉和触觉来学习标量*如真

实物体的长度-面积-体积和质量*这是他们第一次接触实数.例如*在一年级早

期*发现儿童可以通过在较小量上加上'或从较大量中减去(原始两个量之间的差

值*从而使两个不相等的量相等.他们确定*如果8大于N*则8jN_3*其中3
是8中关于N的补充量.教学中*会引导学生用一个!长度"模型来将他们的结果

图示化*并用等式与不等式表示'图=C =(.
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图!* !$达维多夫课程中的练习

$$以下问题大约出现在一年级中期*给学生提供了另一个解决该问题的图示化

例子)@ 个苹果放在桌子上的碗里*G个人进入房间*每个人都拿了一个苹果.还

剩下多少个苹果4 学生起初会分析问题的结构*即把它看作部分5整体的结构*其

中@ 是整体*G是部分*并把问题中的定量关系表示如下)

除了很早就引入的关于等量和关系的代数形式之外*还有其他值得注意的特

征*而这与符号!j"的本质有关.当用数的形式介绍等式时*第一个练习通常采用

!A_Rj$$"的形式*结果学生养成了读!j"的习惯*如!计算左边的内容*并将答

案写在右边".因此*导致他们确信等式A_Rj=>*但质疑=>jA_R的真实性.此

外*他们可能会将!=>"填入!A_Rj$$_I"中的横线上.我希望这些常见的混淆

能通过达维多夫课程中量的平衡方法来解决*当然*其他课程也有办法做到这

一点.

!.#&#$$位值

高斯#!(.33$)科学史上最大的灾难是阿基米德#*$L5&O#%#3$未能发

明位置计数法(#1#,,"=C?I"B0>KD$

达维多夫强调了量是最基础的概念*数的概念是后来由于一个量被另一个量
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'单位(度量而产生的*由此出现了为数提供名称和记号的问题.虽然量的概念在

某种意义上属于原始性认知*但与之相反的是*数的命名是一种文化建构*并已经

在历史上通过许多不同的方式实现了'例如*6V/642.%H=?*>@@D(.但是数的命

名不仅仅是一种文化习俗*它本身就是一项概念性的技术*对科学的进步有着巨大

的影响.目前在学术领域普遍使用的是印度5阿拉伯体系的'十进制(位值计数

法*历史上*这一方法在相对较晚的时期才站稳脚跟*它使得即使是年幼的孩子也

能获得一种就算是古希腊的数学天才也无法获得的数量力量'见上面高斯的

话语(.

罗杰0豪'a)Q#*>@==(评判了美国的小学课程)!位值33被视为一个词语问

题)个位-十位-百位*它是按顺序而不是按概念来描述的."如何促进儿童和他们的教

师对位值概念产生深刻的理解4 我在这里介绍鲍尔的一个方法*它现在也是我们大

学教师教育计划的一部分.让准教师体验这个序列有几个目的*其中之一就是了解

计数系统的结构和意义*此处即指十进制.该方法之所以适用于此*是因为它的设计

呼应了达维多夫'=CIK*=CC@(-布鲁索'1$).33#(.*=CAD(等人的想法*即他们喜欢在数

学问题情境中引入一个概念*并在解决问题中需要学生去发现这个概念.

案例中的问题是!分组计数一个大型集合的基数".所要数的数非常大*因此

需要有一些具有结构化的方法来记录*并且让每个参与记数的人都能使用这种方

法*以便能够连贯地组合不同的记录.正是这种需求促成了分组的思想*从而形成

了类似于位值的层级结构.

这里介绍的是为大约>K名小学实习教师开设的方法课'这项活动是小学生在

很长一段时间内所要做的缩影(.大约一半的实习生和教师坐在地板上围成一个

圈*其他人观察并记录.教师坐在地板上*并从一个容器中倒出>@@@多根木棒.

首先*她邀请实习生们猜一猜或估一估有多少根木棒.经过一番猜测之后*她问道)

!我们怎么才能知道有多少根木棒呢4"有人建议数一数*于是记数便开始了.每名

实习生从一堆中一根根地拿出木棒*并把它们进行排列/每个人手里的木棒很快就

变得相当多*使得他们觉得有必要在某种程度上将其进行整合.经过一番讨论*出

现了把木棒分组的想法'见第C0>0>节(.需要注意的是*由于记数的规模较大*因

此分组并不是作为一个数学建议被提出的*而是作为实际需要产生的.同时*有了

可用的橡皮筋之后*就出现了所谓的!捆".由此产生的问题是)!一捆应该有多少

根木棒4"他们考虑了几种选择'如>-K-=@->K-D@(*选小的值被认为效率不高因而

不值得做*而选更大的值则认为难以处理.尽管如此*很明显必须要做出一个选
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择*而这并不是出于数学上的强迫'这为以后在位值制中考虑=@以外的基数开辟

了空间(.更重要的是*每个人的选择应该是相同的*否则就没有统一的方法来计

算最后合并成的集合.教师最终鼓励大家达成共识*即把=@根木棒捆在一起.

记数继续进行*只要有=@根散开的木棒*实习生们就会把它们捆成=捆.无

论何时*实习生们都有几捆木棒*加上最多C根零散的木棒.然而*这一大摞东西

还是太多了*实习生们再次面临同样的问题*这一次困扰他们的是!捆"而不是

!根".随后*与前面类似的讨论是关于对!捆"的分组*从而形成了!捆绑包"或!大

捆"*这样的名称便由此出现.那么*问题又出现了)!一个+大捆,里应该有多少个

+捆,4"原则上*这一选择可以独立于第一次的选择.但最终决定*将=@捆作为=
个大捆*且这是有一定数学价值的.于是*它们又可以用橡皮筋绑在一起.如此*

每个实习生都有少量的几大捆木棒*加上最多C捆木棒和C根零散的木棒.

最后*当一堆木棒都分完后*实习生们将各自手里的木棒汇聚在一起.他们将

许多零散的木棒每=@根一捆*直到最多剩下C根零散的木棒.相应地*这几捆木

棒被再次捆绑成大捆*直到最多剩下C捆.最后得到>@多个大捆*将其制成>个

!超大捆"*每个超大捆由=@个大捆组成.这样*原来的一堆木棒被分成>个超大

捆*R个大捆*I个捆和D根木棒.因此*这个庞大集合所代表的数可以通过一个只由

R个小小的数字组成的序列来表示*即'>*R*I*D(*分别表示超大捆-大捆-捆和零散根

的数目.通过构造*=捆木棒的根数是=@/=个大捆中木棒的根数为=@>j=@@/在超大

捆中*木棒的根数是=@?j=@@@.因此*非常简明的!编码"'>*R*I*D(告诉我们*木棒

的总根数是>@@@_R@@_I@_Dj>RID'以十进制表示('图=C >(.

图!* #$做成捆

这一活动通过使用合适的学具*模拟了用于记录数字的位值系统的发明过程.

此外*它显著且切实地展示了该系统在信息浓缩方面的力量)R个小小的数字足以

说明这个在感知上非常大的量.活动过程中*教师可以提出一些问题*比如*用

!根"和!捆"表示特定的数*如何识别各种捆绑类型所代表的数4 如何模拟将要与
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儿童进行的各种互动4

需要进一步注意的是*捆绑的木棒仍然代表了真实的数量*因为它们可以拆解

以重现原始的木棒.这与数的其他物体表示法形成了对比*如第纳斯木块'第C0

?0=0>节(*它不能分解成=@个小立方体/相反*它需要进行交换.

这些以=@为基准的物体为算术运算提供了具体的模型.由此*可以扩展出其

与符号化的十进制计数法的对应关系*从而为算术计算提供具体意义.

!D#"$结论

正如达维多夫所说的那样*我认为在度量的基础上介绍数更能支持连续实数

线的发展.此外*我认为它促进了从整数到分数的平稳过渡*并且初步体现了代数

思维.最后*通过描述一个由鲍尔开发的教学活动*模拟了位值概念的发展.

致谢$非常感谢鲍尔批判性的反馈"为本章提出的想法和观点提供了有益的

框架"且本章只呈现了部分内容(
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计算能力低下!从大脑到教育

""""""""""""""""""""""""""""""""""

布里安!巴特沃思#1$&('1.22#$Q)$25$

/E#!$导言

克罗内克尔'9#)B),%;$)'#LG#$(提出了广为人知的本体论观点)!上帝创造

了整数*其他的一切都是人的工作."这并不是一个可以检验的假设.当克罗内克

尔提出这个论断的时候*他可能还不是一个超自然现象的信奉者.他生为犹太人*

却在去世前一年皈依基督教.他显然相信只存在整数以及由整数构成的数*其中

包括有理数*但不包括实数-,-更一般的超越数和无穷大.所有的这些数*在数学

上可能都是有用的*但并不真实存在.

如果确实是上帝创造了整数*那我们是怎样认识整数的4 自柏拉图'Z,(2)(时

代以来*这个问题一直困扰着众多哲学家.但是*如果对克罗内克尔的观点加以形

象化地引申*他的意思是!我们的数学知识取决于我们对整数的了解".由此*我们

将他的本体论主张重述为认识论主张/更进一步地说*将上帝重述为进化的过程.

也就是说*我们对整数的认识是否有进化论的基础4 在这里*我们需要从包含负数

的!整数"中后退一步*将范围限制在正整数上.

现在人们普遍认为*进化赋予了大脑表示和辨别数字的功能.需要明确的是*

当我谈论数字时*我指的不仅仅是我们熟悉的符号555计数数词和阿拉伯数字*还

包括表示集合中有多少物体的任何数字表征*更正式的说法是集合的基数*包括未

命名的心理表征.以上证据来自各种来源.

当物体的其他方面受控制时*婴儿就能注意到所见物体的数目变化.在这一

类型的第一个实验中*K!D个月的婴儿能够观察到连续的>个点之后出现了?个

点*以及连续的?个点之后出现了>个点/然而*他们不能观察到从R个点到D个

点的变化*以及从D个点到R个点的变化'42($G#H('%V))B#$*=CA@(.点的数量

越多*婴儿则需要点的变化满足>q=的比才能注意到圆点数量的变化':.('%
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4B#,G#*>@@@(.最新的研究显示*婴儿能够将声音的数量和屏幕上物体的数量相

匹配'6+($%#2(,0*>@@C/Y)$%('('%1$('')'*>@@D(*表明婴儿对数字的心理表征

是相对抽象的 *即独立于表达的方式.

也有证据表明*至少在年龄较大的儿童中*此能力在各种测量方法下存在个体

差异/且对双胞胎的研究表明*这种差异至少在一定程度上是具有遗传性的'!#($H
#2(,0*>@@C/Z&(++(#2(,0*>@=@/b##F##2(,0*>@=>(.有些研究进一步证实了遗

传因素的影响)即使一般的认知能力是正常的甚至是优越的*某些异常基因如特纳

氏综合征*也会影响数字能力的发展*包括一些非常基本的能力*如选择两个数字

中的较大者*或给出数组中点的个数'1$.('%#2#2(,0*>@@R/1.22#$Q)$25#2(,0*

=CCC/d#OB,#('%/($$&)22*=CCA(.

另一项证据来自对其他物种的研究.在这些测试对象中*许多物种的数字能

力表现明显好于人类婴儿.例如*黑猩猩能够将正确的数字与至少=@个随机显示

的点相匹配 '/(23.+(Q(*=CAK/d)O)'(<(('%/(23.+(Q(*>@@>(.即使展示的

是新奇的元素*猴子也能选出两者中数量更多的那一个/且它们表现出和人类非常

相似的!距离效应"*即数字之间的差值越大*它们就越有可能正确选出数值更大的

那一个'1$('')'('%d#$$(L#*=CCA(.众所周知*A@多年前*人们就发现了鸟类擅

长完成数字任务.并且*数字能力在大象-猫-老鼠-蝾螈甚至鱼身上都得到了体现

'*<$&,,)#2(,0*>@=>(.

对脑损伤患者的神经心理学研究揭示了大脑中支持算术运算的复杂网络.额

叶受损会影响解决新问题的能力*而顶叶'通常是左顶叶(的损伤则影响常规任务

的完成*或影响其回忆以前学过的知识'V&B),)22&('%F('a($3G(OB*>@@=/

1.22#$Q)$25*=CCC)V5(B0R(.神经影像学表明*顶叶是由非常简单的任务而激活

的*比如*选择两个数字中的较大者或用更多的点表示数字'M#5(#'##2(,0*>@@?/

Z&'#,#2(,0*>@@=(.事实上*左右顶叶中的小区域'顶叶内沟(是处理数量的特殊

区域'V(32#,,&#2(,0*>@@D(.这些区域是大脑神经网络的一部分*涉及顶叶和额

叶/每当我们进行数值计算时*不论问题是常规的还是新奇的*这些区域几乎都会

被激活'*'%$#3#2(,0*>@==(.这些发现将大脑中的数字处理过程和算术计算过

程联系了起来'1.22#$Q)$25('%[(,35*>@==(.我将回到!大脑结构与功能的个体

差异是否与个体算术能力的差异有关"这一问题的叙述上.

各种环境因素都可能与较低的数学成绩有关*包括社会经济水平-少数民族地位

及性别因素*这些因素可能会被认为是社会因素*而不是遗传因素'b)H#$('%[(,,#3*

>@@I(.虽然很难评估质量较差或不恰当的教学所产生的影响 *但研究表明*英国引
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入的一项细致的新型国家小学数学策略*其对学生在计算方面的能力影响很小*甚至

不显著'!$)33#2(,0*>@@C(.需要指出的是*即使是非常简单的-对以往教育经验依

赖相对较小的任务*如比较两个一位数的大小或列举一组数量较小的对象*也存在较

大的个体差异'b#&<)3(XV$#3B)#2(,0*>@=>/[&,3)'('%M#5(#'#*>@@I(.

综上所述*本文提供的各类证据表明*影响数字能力和计算的特定因素在导致

低计算能力方面产生了巨大的独立影响.以上观点得到了一些研究结果的支持*

即学习者的低成就与其智商和工作记忆有关.在吉尔里'!#($H(和他的同事所进

行的一项纵向研究中*理解集合中的数量和估计数字在数线上的位置这两个测试

是预测数学成绩高低的重要项目*影响了约K@c的样本.此外*在数学学习障碍

方面*影响了约Ic的样本'!#($H#2(,0*>@@C(.在一份含有=K@@对同卵和=?IK
对异卵的I岁双胞胎样本中*科瓦什';)F(3(和他的同事发现*大约?@c的遗传变

异与数学有关';)F(3#2(,0*>@@I(.在另一项基因研究中*通过研究阅读障碍者

的直系亲属*发现数字能力是一个单独的因素'4L5.,2#X;)$'##2(,0*>@@I(.事实

上*最近的研究表明*计算障碍源于此领域特定能力的核心缺陷'1.22#$Q)$25*

>@@K/b.P&'32#'('%a#'&G*>@@C/[&,3)'('%M#5(#'#*>@@I(.

那么*一个显而易见的问题出现了)我们与生俱来的数字能力是如何与学习者

的算术能力相联系的4

/E#/$与生俱来的能力

对入学前三年的孩子们来说*他们数字能力的发展是从整数开始的*这对教师

来说已不足为奇.然而*最近在对人类'和许多其他物种(先天机制的研究中*提出

了两个不涉及整数的基本!核心系统".有人认为*在这两个核心系统方面的缺陷

可能导致计算能力的低下.

=0持续跟踪注意对象的机制(有时"又被称为+对象跟踪系统,

#Wd4$"且最多只能跟踪R个对象(它被认为是+数感,的基础"即在没有

连续枚举的情况下"对=!R个对象进行精确估计#"#&<#'3)'#2(,0"

>@@R$(有人提出"该机制将枚举的对象保存在个体的工作记忆中"并以

+数字内容,的形式表示出来#V($#H">@@C'9#V)$$#('%V($#H">@@I$(

>0对近似数字进行模拟表示的一种机制"即所谓的+模拟数字系统,

#*-4$(对不同数值大小的内部表示"可以被认为是在+心理数线,上激活
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的高斯分布(它通常是借由涉及点阵#或其他对象$的任务来进行测试"且

任务中的数量通常较大"无法在给定的时间内准确枚举(一个常见的任务

是比较两个点阵"还出现了将结果与第三个点阵作比较的加法和减法任务(

个体差异是通过心理测量函数来描述的"如韦伯分数"即表示个体能够准确

分辨出的两个点阵之间的最小比例差异(#"#&<#'3)'#2(,0">@@R$

让人十分感兴趣甚至兴奋的是*许多研究表明*在衡量近似数处理能力的任务

中*无论是儿童还是成人*他们的表现都与其算术成绩显著相关'1($25#2(,0*

>@@D/!&,O)$##2(,0*>@=@/a(,P#$%(#2(,0*>@@A*>@=>(.但众所周知*相关性并

不是原因*也没有人给出这一关系的合理解释.

从算术学习的角度来看*两种核心系统都存在着各种各样的问题.第一种核

心系统的上限为R.数字系统的一个关键属性是对其元素的有效操作总是在同一

个系统中产生另一个元素*如加法.如果?是一个元素*那么应该在该系统中产生

?_?这一元素/但它不能*因为它的上限是R.为了解决这个问题*有人提出可以

将被追踪对象的数量与儿童听到的数字联系起来*使他们能够从这些经验中推广

出超过限制的数字'V($#H*>@@C/9#V)$$#('%V($#H*>@@I(.但问题是*对象跟

踪系统的设计目的是尽可能详细地跟踪特定的对象*而不是抽象地!远离"它们

'1(H3('%a.3(&'*>@@A(.

众所周知*第二种核心系统只处理近似的量*而一般学校算术所处理的是精确

的量.而且*整数算术从近似到精确的转变*仍然难以理解.

虽然我们确信这些系统存在于人类婴儿和其他物种的大脑中*但我们认为*算术

发展的基础是与之完全不同的核心系统.我们提出了一种机制*它可以表示一批对

象的!数量"*即该批对象的精确数量而不是近似数量*且达到了发育中的大脑所能达

到的上限.在一次开创性的探索中*格尔曼'!#,O('(和加利斯泰尔'!(,,&32#,(将这些

表示称为!数子''.O#$)'("*认为计数学习是一个学习如何将数词一致地映射到 !数

子"上的过程'!#,O('('%!(,,&32#,*=CIA(.基于此*我认为人类继承了!数字模块"

''.OP#$O)%.,#(*用它来处理集合和发展数字能力.并且*计算能力发展中的一些

弱点也可归结为该模块的缺陷'1.22#$Q)$25*=CCC*>@@K(.

我们已经证明*一种基于数字模块的神经网络计算机模拟利用了我们称之为的

!数字编码"*并准确模拟了加法的!尺寸效应".这是一种精度和速度都是加数的函

数*即加数越大或者它们的和越大*检索或计算所需的时间就越长'1.22#$Q)$25

#2(,0*>@@=/E)$+&#2(,0*>@@K(.
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在下一节中*我将简要介绍我们所进行的一些研究*这些研究强调了整数能力

在随后的算术发展中的重要性*其中涉及一个非常简单的测试*即儿童能多快-多

准确地列举出一组点并说出答案.

/E#0$对幼儿园到小学五年级算术发展的纵向研究

这是由里夫'b)P#$2b##F#(及其实验室的成员在澳大利亚墨尔本进行的一项

研究*样本包括=KC名K0K!D0K岁的儿童*其中男孩CK名.这些儿童就读于澳大

利亚一个大城市的中产阶级郊区中的七所私立学校之一.在研究开始时*他们刚

刚结束了第一年的正式教育.作为一项大型研究的一部分*这些儿童在D年里接

受了I次单独采访*且每次都会进行一系列测试*包括本章提及的一些测试.其

间*儿童测试时的平均年龄分别为D岁'K0K!D0K岁(-I岁'D0K!I0K岁(-A0K岁

'A!C岁(-C岁'A0K!C0K岁(-C0K岁'C!=@岁(-=@岁'C0K!=@0K岁(-==岁

'=@0K!==0K岁('b##F##2(,0*>@=>(.在这里*我将重点关注该研究的两个方面)通

过点计数的速度和准确性来衡量数量处理能力*以及与年龄相适应的算术准确性.

使用聚类分析方法*将每个年龄段的点计数能力分为三类*即快速'?=c(-中

等'K@c(和缓慢'=Cc(*且这一分类在研究期间的多次测试中都相对稳定.也就

是说*虽然每一个类别中的儿童随着年龄的增长而有所进步*但都倾向于停留在原

来的分类中.

事实证明*在幼儿园建立的这一分类可以预测儿童在至少==岁之前与其年龄

相适应的算术能力.表>@ =是=@!==岁儿童在三位数计算方面的情况.

表#$ !$!$!!!岁儿童在计算三位数减法$乘法和除法方面的准确性

建立于小学的点计数分类

缓慢 中等 快速

平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差

减法 RD0DI I0?A A=0>K >0C@ C@0DK >0KA

乘法 D@0KD D0K? AK0=@ >0=K AI0@I ?0KI

除法 R=0DI I0@> IK0D> >0AA AR0AD >0CI

最近的分析表明*从幼儿园到二年级*这一分类是学生一位数加法所用策略的

主要预测因素)在幼儿园*快速类别中的儿童更有可能从记忆中回忆答案*并能拆

分表示超过=@的和/而缓慢类别中的儿童在二年级才能回忆答案并学会拆分*且
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他们会这样做的时间不足?@c.

/E#2$低计算能力的神经和遗传基础

这是一项对A!=R岁的=@R对同卵双胞胎和KD对同性异卵双胞胎所进行的

研究*其中*利用了分子遗传学方法进行接合性评估'b('B.$(*#2(,0*>@=?(.我们

对研究中的所有双胞胎都进行了脑部扫描*以及R@组关于认知和数值的测试.通

过因素分析的方法*我们提取了R个因素*其中数值处理因素的影响最大*占比为

>Rc.测试结果包括三个定时计算中的成绩'加-减-乘(-点计数的速度和标准化

的[W-M数值运算成绩'[#L53,#$*=CCD(.第二个因素'=Cc(涉及一般智力和

工作记忆的测量/第三个因素'=>c(涉及处理速度和智商/第四个因素'Cc(涉及

实践操作和对手指感觉的测试.因素分析表明*核心数字能力和算术能力之间有

较好的关联*而与一般的认知和表现结果并不相关.

我们重复了其他研究的做法*发现低计算能力或计算障碍儿童的大脑中*在数

量处理的兴趣这一区域上*他们在大脑灰质上存在差异'63((L3#2(,0*>@@=(*如图

>@ =所示.

$ $

图#$ !$基于体素的形态测量学#脑结构成像&所识别出的与核心数字能力相关的左顶叶簇#%"

个体素%峰值为.HDI&)%I%'%%&%@JKLI校正+$A$"&

$$我们还可以通过比较同卵和异卵双胞胎来说明能力和灰质密度的遗传力)如

果同卵双胞胎之间的一致性显著高于异卵双胞胎*表明存在遗传因素.

=L灰质密度具有中度遗传性'2>j@L>A(*但常见的环境因素和独特的环境因

素也具有显著性.共同的环境'#>(通常被认为是家庭背景和学校教育*并共同作

用于上述两类双胞胎中/独特的环境'&>(指只作用于其中一类双胞胎的特有因素.

>0算术能力和点计数都是可遗传的*如表>@ >所示.

?0点计数与算术能力和兴趣区域之间的联系是可遗传的.我们利用另一种分

析遗传力数据的方法*即!交叉孪生-交叉性状相关"*发现点计数与定时加法之间
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的相关性在很大程度上是可遗传的*其中K@c以上的相关性可归因于遗传因素

'2>2>4Pj@LKR*42/j@LID*A+@L@K(.此外*兴趣区域-算术能力和点计数之间

的联系也是可遗传的.

表#$ #$算术能力和点计数的遗传力

!$ "$ #$

遗传因素 共同的环境 独特的环境

定时加法 @0KR @0>A @0=I

定时减法 @0RR @0?A @0=A

定时乘法 @0KK @0?= @0=K

点计数 @0RI @0=K @0?A

/E#"$对数学教育的启示

干预的起点应该是要认识到一些儿童在最初就存在相应的劣势*即处理集合

及其数量问题的能力不佳.当然*从逻辑和发展的角度来看*这是算术的基础.正

如我们所阐述的*低计算能力有遗传的部分*这证实了上述的相关遗传学研究

'#0<0;)F(3#2(,0*>@@I(.

我们可以在诊断评估中使用点计数*因为这些基于数量的评估比算术测试更

少地依赖教育经验*从而最大限度地减少了来自教学和学习动机方面的干扰*更减

少了可能导致低数学成绩的家庭压力和环境压力.获得准确的评估结果是选择恰

当的干预措施的基础.

早期对设计新的教学干预措施的尝试是基于神经科学上的发现*以及经验教

师的最佳实践'#0<01.22#$Q)$25('%g#)*>@@R/!$&JJ&'#2(,0*=CCR(.这些干预

措施的重要限制是需要详细的教学计划并进行一对一的教学*因此较难在一般的

数学课堂上实施*因为数学课堂上实施的是一整套与年龄相适应的课程*而并没有

考虑到那些需要更多关注和练习的发育不完全的儿童.从理论上讲*需要一种针

对个别学生的个性化辅导方法.实际上*即使是一小部分公立学校的学生也很难

负担得起这样的教育成本.在英国*采用一对一的教学方法来对排名在最后=@c
的K!I岁儿童进行有效干预*据估计每位学习者的成本约>D@@英镑.

其结果是*许多学生在中学时仍艰难地进行着基础算术的计算'45(,#F#2(,0*

>@@K(.有效的早期辅导对今后计算能力的提升有很大影响*虽然投入成本非常昂
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贵*但将会获得=>!=C倍的效果'!$)33#2(,0*>@@C(.

我曾提出*向个别学生提供个性化教学的一个方法是利用信息技术.个性化

的自适应学习技术方法模拟了特殊教育所需要的教师指导*它侧重于解决数量问

题'1.22#$Q)$25('%g#)*>@@R/b(3('#'#2(,0*>@@C/[&,3)'#2(,0*>@@D(.这一

方法的效果远远超出了目前用于数字教学的教育软件*而后者主要针对大部分学

生.这些商业软件只是让学生练习已知的内容*并在此基础上提高解题的自动化

水平及效率*但它并不能促进学生的理解*也不能解决许多学生在处理数量问题上

的能力缺陷问题*尤其是针对存在计算障碍的儿童.并且*很少有商业软件是基于

良好的教学方法的.

当然*从评估到教育补救并没有明确的道路*所以我们的软件试图采用来自最

优秀的实践者1如约'M)$&('g#)(2的想法'1.22#$Q)$25('%g#)*>@@R(*并建立了

相应的教学原则*包括)

=0建构主义555为达到目标而建构行动'a($#,('%Z(B#$2*=CC=(/

>0信息反馈'M(H('('%-&F*>@@A(/

?0通过对比实例来学习概念*通过关注不变量来概括概念'/($2)'('%Z)'<*

>@@I(/

R0直接关注显著的属性'"$&25*>@@I(*而这需要确保屏幕上的所有内容都与

当下正在处理的任务相关/

K0最近发展区555使每个任务都具有足够的挑战性'UH<)23GH*=CIA(/

D0使用内部的而不是外部的强化'9(.$&,,($%*>@=>(.

拉瑞兰德'M&('(9(.$&,,($%(和哈桑'1((̂).$a(33('(开发了遵循这些原则的

一款游戏*如图>@ >所示.

图#$ #$M=FE#69:CN#详细说明见正文&
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这款游戏的任务是在屏幕上输入圆点的数目.在第=级*圆点像多米诺骨牌

一样排列.出现错误时*学生的点数则在上面的一条线上*而正确的点数则在下面

的一条线上*即体现了原则>和原则?.通过增加或减少学生选择的数字*让其有

机会得到正确答案'原则=(/屏幕上的所有内容都是相关的'原则R(/游戏是自适

应的*游戏难度随着游戏者反馈的准确性和反应速度而增加 '原则K(/唯一的奖

励就是能得到正确答案'原则D(.有研究者提供了初步的数据来说明这款游戏的

有效性'1.22#$Q)$25('%9(.$&,,($%*>@=@(.

即使学习者在数字处理上存在遗传方面的缺陷*并反映在大脑结构和功能上*

但这并不意味着他一生的计算能力都很差.正如阅读障碍学习者的语音训练案例

'h%#'#2(,0*>@@R(所显示的那样*在足够长的时间内*正确的干预可能会将数字

能力提升到正常水平*并将大脑调整到一个更为正常的结构*而这就需要一项尚未

开展的纵向研究.

/E#3$结论

本章我指出了遗传学研究是基于神经行为的研究*神经行为研究能识别数字

性的表现形式即集合中物体的数量*并作为算术发展的基础能力.如果学生在这

方面的能力较弱*教学时可使用几组真实或虚拟的物体*并将其与口头和书面数字

联系起来*直到学生能够流利-自信地使用数字*从而提升其算术能力.这将为发

展算术提供坚实的基础.
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引言

在澳门大学举办的6V/642.%H>?不仅是第一次侧重于小学数学的6V/6研

究*而且还是第一次将V*-Z3中'6V/6对发展中国家倡导的数学教育项目(的代

表们召集在一起.截至>@=K年D月在澳门举行6V/642.%H>?时*已经实施了四

项V*-Z项目*且第五个项目正在准备当中.此部分将在6V/642.%H>?会议期

间作介绍*包括各V*-Z代表-观察员和其中一名协调员的经历以及会议结束后

所产生的影响.第一部分介绍代表和观察员的感想*第二部分介绍6ZV主席兼总

协调员对6V/642.%H>?是如何影响>@=DV*-ZK的论述.

强化并关联F,@G8

每个V*-Z的代表都被邀请参加会议*但由于签证问题*V*-Z=的代表无法

前来参会.因此*在澳门大学和6V/6的大力支持下*最终V*-Z>-V*-Z?-

V*-ZR和V*-ZK的代表参加了会议.代表们被分配到他们各自选择的工作小

组中*从而确保其他参会者能有机会与他们互动*了解V*-Z观察员所报告的相

关国家和地区的情况.此外*在规模较小的非正式会议中*代表们之间也能相互交

流*他们也有机会与6V/6主席阿萨雷洛'"#$%&'('%)*$+($#,,)(教授进行正式会

谈*并首次分享各V*-Z项目的经验.因此*6V/642.%H>?的主要贡献之一是使

V*-Z3能够在其他区域建立关系网.由于在澳门建立的联系*因此已提交并被

6V/hX=?接受的一份小组提案将重点讨论V*-Z3.除了建立相应的关系网之外*

此次会议还帮助代表们提高了他们的个人能力*也将对他们各自所代表的机构-国

家和区域协会产生影响.

F,@G/#HI?J*'+F*8A&+<*&(*)%.**哥斯达黎加$

6V/642.%H>?能帮助哥斯达黎加在教育改革这一历史性时刻进行定位*并将

其与在整数领域正在开展的全球性工作相连接*让我们看到不同地区在处理和分

析整数问题时所用方式的差异.得益于澳门大学的赞助*不同V*-Z的代表有机

会分享他们各自关于整数学习的经验及每个关系网的发展.这是一次独特而宝贵

的经验*有助于加强与该主题有关的全球性数学教育研究.
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F,@G0#<+)KL+.8%&M5()*柬埔寨$

参加6V/642.%H>?是一次收获丰富且具有专业性的经历*让我能有机会

与数学教育领域中的许多知名人士以及其他V*-Z项目的代表会面并展开讨

论.我从他们身上收获颇丰*不仅在我所参加的小组中收获了相应的知识*也

学会了如何组织研讨会.小组中的每个成员都分享了与主题会议相关的有用

经验*结束会议回程后*我也与柬埔寨的同事们分享了这些经验*我们发现某

些方法确实适用于柬埔寨中学数学的教学.最后*我要感谢澳门大学赞助我

参加这次盛会.

F,@G2#7%&+)(9*N*&I)K(*坦桑尼亚$

在十月份的会议上*我向东非数学教育和研究网络'25#h(32*J$&L('

/(25#O(2&L3h%.L(2&)'('%b#3#($L5-#2Q)$G(工作委员会的成员分享了澳门大

学网站上的资源*该委员会的成员是肯尼亚-乌干达-坦桑尼亚-卢旺达这四个东非

国家各大学和教师教育计划的代表.此外*在会议期间获得的算术经验和相关资

源都应用到了小学低年级在职教师的个人工作中*因为提高学生早期的计算能力

也是坦桑尼亚的教学重点.

F,@G"#7*..%O+7*&K*8P8A%.**秘鲁$

6V/642.%H>?让我看到了富有成效的讨论是如何产生有趣-有价值的成果

的.通过观察6V/6专题研究中开展的各项工作*让我明白了讨论的重要性.此

外*将讨论引向事先制定好的特定目标也至关重要*以免造成讨论的分散及无法集

中*这是我之后参加V*-ZK时要牢记的.同样*我确信将6V/6专题研究'尤其是

6V/642.%H>?(的出版物翻译成西班牙语后*可以很好地帮助职前教师和在职教

师的专业发展*这与V*-ZK的目标直接相关.参加6V/642.%H>?和V*-Z的

观察员会议是一次很好的经历*让我特别关注到了各V*-Z代表的兴趣所在*看

到了整个数学教育界在帮助发展中国家的数学教学方面所取得的进展.

来自大湄公河次区域的其他观察员

有三名观察员分别来自柬埔寨-老挝和泰国*它们是参与V*-Z?项目的
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部分国家.三名观察员获得了泰国孔敬大学数学教育研究中心和教育学院的

支持*并将全体性的会议和工作小组的各项会议都录制成视频.除了与数学

和数学教育方面的学者会面外*6V/642.%H>?还为每名观察员提供了更多了

解其他地区的参会者并与他们进行交流的机会/也为各个V*-Z代表提供了

会面的机会*借此讨论彼此之间的关系网及各自所做的工作.以下是三名观

察员的个人感想.

7(8*Q(? #柬埔寨$

在>@=K年D月D日于澳门大学举行的6V/642.%H>?中*我了解到了更多关

于V*-Z项目的内容*见到了每位V*-Z代表.代表们汇报了自V*-Z会议以

来在各自区域内所做的工作*如研讨会的成果*关系网中的相关事务*以及对未来

的展望和后续活动的计划.会议期间*蒙哥马利'/)'<G),3#$H(教授提到了>@=K
年==月在泰国针对V*-Z?的成员国所开展的后续活动.我非常感谢能成为

V*-Z的一员*并参加此次6V/642.%H>?.

F:*):R:%)KG:+??*R:*8+IL#老挝$

我在老挝川圹的康开教师培训学院工作*这是我第一次参加6V/6研究会议.

我是老挝的代表*也是!大湄公河次区域"小组的成员.我从不同国家的学者那里

学到了很多*他们分享了小学数学教育中杰出专家的相关经验和知识*还包括未来

的研究主题.在整个会议期间*我参加了许多会议*听了许多数学家-数学教育家

的演讲*这些对我来说都很有用处.在所有V*-Z观察员都参与的简短讨论中*

来自亚洲-非洲和拉丁美洲的与会人员分享了各个地区的合作经验*6V/6主席阿

萨雷洛教授也对如何在各个地区继续开展合作提出了建议.

S%%&*8ILQ*)*I*)#泰国$

我是泰国的一名博士生*我有幸能以观察员和V*-Z代表的身份参加此次

6V/642.%H>?*并很荣幸能见到以前在研讨会和学术论文中看到的学者.我从一

些国家的代表那里了解到了数学教育的相关研究*并与来自其他V*-Z地区的成

员分享了如何加强数学教育的经验.这次会议启发了我在数学教育方面的工作*

希望将来还能参加类似的研究会议.
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TF<TNAI'M/0的影响&关于秘鲁F,@G"在整数算术方面的活动

以下内容来自鲍尔丁'6ZV主席*V*-ZK的总协调员()

>@=D年>月=日至=>日"我担任了V*-ZK的总协调员(这次活动

汇集了来自玻利维亚&厄瓜多尔&巴拉圭和秘鲁的数学家&数学教育家和

教育部代表"活动总目标是提高各地区的数学教学质量"并将通过建立一

个合作关系网来实现这一目标(

在选择作为V*-ZK讨论项目的主要主题中*关于教师的初始教育和继续教

育问题是主要关注点*因为它引起了所有参与者对其他主题的隐性关注.各国代

表团为说明将教师教育作为主题的合理性*拟定并提交了国家性报告*报告中指明

了在小学教育中讨论这一重要内容的需求*特别是关于算术素养*且被认为是国家

在这一领域所关注的问题.

我作为第五工作小组的撰稿人参加了6V/642.%H>?*并发表了一篇文章*介

绍了巴西在小学阶段关于整数算术的专业发展课程.我很荣幸能参加6V/6

42.%H>?*并与大家一起分享在小学数学教育中那些杰出专家的经验和知识*这也

让我能以更深刻的视角去执行V*-ZK的科学性计划.澳门大学慷慨赞助了

V*-Z>-V*-Z?-V*-ZR和V*-ZK的代表来参加此次会议*并在6V/6主席阿萨

雷洛教授的协调下*组织了一场特别的V*-Z会面.我非常确定*这一经验对

V*-Z>-V*-Z?和V*-ZR的代表能在关系网中完善自己的工作是必不可少的/

并且对于V*-ZK的代表而言*能使她在V*-ZK期间作出更大-更有意义的贡献.

由于V*-ZK的目标之一是开发足够的教学材料以支持小学教师的教育*因

此我相信*新组建的V*-ZK关系网在不久的将来会得益于6V/642.%H>?.最

后*感谢6V/642.%H>?的协调员布西'/($&(!01($2),&'&1.33&(和孙旭花在

6V/h =?中报告了这一研究*并提及了相关V*-Z活动*从而让大家看到发展中

国家从早期就开始为改善数学教育而做出的不懈努力.

结论

各V*-Z代表和观察员感谢此次能受邀并获得赞助*从而能参加在澳门大学
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举办的6V/642.%H>?*因而让他们收获了丰富而有启发性的经历*而这将对他们

产生深远的影响.希望V*-Z代表的互动能丰富这项独特的6V/6研究*就像此

次会议对V*-ZK产生的积极影响一样.总而言之*通过澳门大学-教育暨青年

局-澳门特别行政区和6V/6的慷慨支持*6V/642.%H>?扩大了每个V*-Z项目

的内容*提高了其效能*促进了关系网的发展*并最终改善了数学教育.
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""""""""""""""""""""""""""""""""""

$$$6V/642.%H>?国际程序委员会

""""""""""""""""""""""""""""""""""

TF<TNAI'M/0&相关介绍及主办理念

该文件宣布了国际数学教学委员会将会进行的一项新研究*6V/642.%H>?首

次针对所有人探讨了小学数学教学'包括学前(*同时考虑了包括社会文化多样性

和制度约束在内的国际性观点.设计第一个关于小学教学的研究*其中的一个挑

战在于小学数学的复杂性.因此*研究选择了一个特定的重点*并将其作为关键点

和驱动性问题*并辅以一些与之相关的问题.整数算术领域广泛*包括运算-关系

以及文字型应用问题的解法*它是所有小学数学课程的核心内容*对这一关键核心

领域的研究是今后数学学习的基础.但是*这一领域内相关基本概念和技能的教

学原则和主要目标远未得到广泛认同*且各国之间的实践差异较大.6V/642.%H
提供了对小学数学这一核心领域的元层次分析*为衡量各国之间的差距和探索未

知领域提供了基础*并提供了从不同国家和背景的实践经验中学习的机会.

整数是每种文化日常语言中的一部分*但在学校引入整数的最合适年龄方面

存在不同观点.在某些国家*儿童在学龄前就已经开始接触整数*几乎所有六岁以

前的儿童都接受过学前教育.经济合作与发展组织'WhVM(报告说*总体而言*参

加学前教育对=K岁的学生来说会有更好的学习效果'WhVMZ64*"WV\4*

>@==(.在某些国家和地区*小学包括一至六年级*而其他国家是一至五年级*且小

学生的入学年龄也可能因国家的不同而有所差别.由此*本研究着眼于在早期年

级所进行的整数教学*即正规学校系统教学整数的时期*这样*学前教育也就包括

在内.
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>@=R年=月*在柏林举办的关于6V/642.%H>?的6ZV会议上商定了四项

原则.

第一*确定文化的多样性*并将这种多样性是如何影响早期关于整数的引入方

式的作为重点.该研究将寻求尽可能多的国家的作者的成果*尤其是那些文化特

征鲜为人知却影响了整数教与学的国家.为了更好地理解相关作者所做研究的不

同背景*大会的每位申请者都将被要求准备一份特定格式的背景资料.

第二*寻找更好的方法让政策制定者'即有责任为每个孩子提供上学和学习算

术机会的人(能够参与进来.为了完成这个特定的目标*需要征集具有'潜在(强烈

影响的有关实践示例的文稿和带字幕的视频片段.

第三*考虑到某些国家有特殊的教室和教师*甚至是特殊学校/而在另一些国

家*有特殊需求的学生仅接受普通教育.因此*决定收集针对所有学生的教学经

验*包括有特殊需求的学生.

第四*考虑到为了教授基础数学*在数学和教与学方面都需要教师具备健全的

专业知识*因此决定也将重点放在教师教育和专业发展上.

为了契合这套复杂的原则*6ZV制定了一组主题*并将其作为研究会议的组织

框架.

这份讨论文件介绍了研究的背景-挑战和目标*指向对研究中五个主题的描

述.由于研究会议将围绕对每个主题的讨论而进行'包括一些总结性会议(*因此

每份文稿都应提交到最合适的主题下.最后*讨论文件概述了研究会议的组织情

况-时间和地点及相关时间说明.

TF<TNAI'M/0&研究背景

尽管各国为儿童提供了不同的设施和学习机会*但所有国家都规定小学为义

务教育.数学是所有初等教育的核心之一*并在各国要求培养与之相应的公民这

一背景下*数学课程的内容和质量对各国而言都很重要.

在国际文献中*关于小学数学的文献有很多.其中*尤其是在西方国家*认知

和发展方面的心理学家研究了通常发生在儿童早期'?至A岁(的数学思维过程*

且研究通常在实验环境中进行*其间*儿童会受到适当的刺激'如观察一一对应现

象-计数-测量等(.皮亚杰'Z&(<#2(的理论在许多国家都颇具影响力*尽管也遭到

了一些批评.神经科学家也一直在研究!数感"的出现*而在这方面目前仍然缺少

与数学教育专家展开认真而深入的跨学科研究'\-h4VW*>@=?(.
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TF<TNAI'M/0&主要挑战

由6V/6前任主席米歇尔0阿蒂格'/&L5w,#*$2&<.#(编写并由联合国教科文

组织委托撰写的最新文件'\-h4VW*>@=>(从政治角度讨论了基础数学教育的主

要挑战*其中谈道)

我们生活在一个深受科学技术影响的世界(科学技术的发展从未如

此之快"也从未对我们的社会产生过如此重要和直接的影响"无论其发展

水平如何(当今世界在健康&环境&能源&发展等方面所面临的主要挑战

既是科学上的挑战"也是人类的挑战(为了应对这些挑战"需要科学家们

能够想象出我们几乎看不见的未来"并最终能成功战胜这些挑战'与此同

时"还需要充分了解这些挑战(关于对拟定的改革方案的商议"不应局限

于一定数量的科学精英中"而应让大众广泛参与(现在"没有人会怀疑"

如果没有绝大多数人的支持和贡献"就不可能实现积极&可持续&平等的

发展(因此"没有人会怀疑"智慧共享即大众全民素质教育"特别是全民

科学教育"包括数学和技术教育"是我们唯一可以作的投资(在当前的形

势下"情况更是如此(如果没有这样的教育"商议并实现全民参与都是徒

劳的(

根据这些想法*6V/6承认这是有史以来第一次适时开展的一项国际研究*该

研究特别侧重早期数学教育*即基本和基础的数学.在6V/6的其他研究中也曾

探讨过小学数学教育*但在大多数情况下*针对中学数学教育的探讨占主导地位.

当涉及基础过程时*就需要可靠的认识论基础.对其他领域内的结果展开分析*这

可能是参与6V/6的附加价值.对认识论的分析是专业数学家1如克莱因'"#,&T

;,#&'(-史密斯'M0h04O&25(-弗赖登塔尔'"$#.%#'25(,(2的经典研究中的一部分*

这些工作在6V/6的历史中发挥了重要作用'6V/6>@@A(*并从整体上考虑了数学

教学.这里值得一提的是克莱因'第一任6V/6主席(在=C>?年所写的简短文字*

在官网上被用作关于6V/6历史的题词'6V/6>@@A(.

我认为"从最初的基础教育到最高水平的专业研究"整个数学教学领

域都应该形成一个有机的整体(我越来越清楚地感受到"如果没有这种
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普遍的观点"即使是最纯粹的科学研究"也会因与正在发生的各种活跃的

文化发展相隔绝而面临困境"就像被关在地窖里而无法获得阳光的植物(

如果不关注教师的角色和责任*就无法研究学校数学教学.一直以来*6V/6
都将注意力放在数学教师的教育和专业发展上/而针对小学的研究*更一般地*针

对早期教育的研究*值得被特别关注.数学家和数学教育家都知道算术的复杂性

及其对数学的基础价值.但是*小学教师或在提供严格专业发展的环境中工作*且

在这一环境中*他们是知识渊博且受人尊敬的专业人员*是所教数学内容方面和教

学法上的专家/又或是不被提供这样的环境.

在某些体系中*教授整数算术可以被视为几乎任何受过教育的成年人都可以

胜任的工作*无须进行专门培训.可能有些人将整数算术视为简单直观的工具*只

涉及向儿童展示如何应对日常生活中的简单问题以及如何计算.而在某些体系

中*小学数学教师则被视为专家*且在其他体系下是通才.由于这两种模式都显示

出各自的优点和缺点*因此本研究的目的不是深入研究有关早期教育中专家与通

才教师的教学争论.需要强调的是*在有关教学整数算术的有效方法的研究中*我

们已能获取很多知识/但对于不精通基础数学和特定教学方法的教师而言*则无法

实践这些知识.有效的教师教育可能需要文化的支持*即期望教师是受过高等教

育的专业人员'专家(.

TF<TNAI'M/0&研究目的

本研究的目的是*基于已有的大量理论和研究-社会文化的多样性和相关制度

的约束*创造并分享关于实现整数算术全民教与学的可持续发展的内容.特别地*

6ZV认可了以下关于早期整数算术的特定目标)

, 召集6V/6中不同地区和国家的学者代表*以针对整数算术这一主题制定

研究目录*并提供有关整数算术的最新参考文献.

, 有助于了解并更好地理解-解决整数算术在不同情况下所面临的挑战/收

集整数算术领域中的各个关注点*并对此进行反思.

, 促进多学科和跨学科的研究'包括与其他机构和科学团体的合作(*从而促

进整数算术的研究与发展/以整数算术为主题*传播数学教育方面的学术成果*如

研究内容-研究方法-研究理论-研究发现和结果-相关实践和课程.

, 通过确定和预测整数算术新的研究需求*为未来铺平道路/培养研究人员-
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教师教育者-政策和课程开发人员和分析人员-数学和教育领域的广泛从业人员对

整数算术的兴趣.

, 促进并协助国际-区域间或机构间的共同商议和共同行动.

TF<TNAI'M/0&研究主题

6V/642.%H>?将围绕五个主题展开*这五个主题为数学教学中早期关于整数

的研究作了补充.尽管预计到各个主题之间将会产生联系*且这一联系会受到关

注*但关于各个主题的稿件将根据该主题的具体关注点和问题来区分.

五个主题分别是)

'=(整数算术)为什么和是什么.

'>(整数思维-学习与发展.

'?(影响整数学习的方面.

'R(如何教授和评估整数算术.

'K(整数及其与数学其他部分的联系.

主题=和主题>从文化5历史5认识论的角度和神经认知的角度在基础方面

作了论述*其中尤其需要基础方面关于对实践的影响的报告'包括学生-教师这一

微观层面以及课程选择这一宏观层面(.

主题?和主题R针对教与学*尽管有时很难将这两个方面分开*这一点可以通

过以下事实得到证明)在某些语言和文化中'如中国-日本-俄罗斯(*这两个词会合

成一个.

主题K论述了整数算术在关联其他类型的数'如有理数(和其他数学领域'如

代数-几何-建模(方面的有用性.

我们简短地概述了每个主题*并附以示例性问题*以便在所要提交的文稿中能

对此作一番讨论.其中*贯穿所有主题的首要问题涉及教师的教育和发展)

如何基于教师的教育和专业发展对每个主题展开探讨-

整数算术&为什么和是什么

本主题将探讨整数算术中关于文化5历史5认识论的问题*以及其与过去-现
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在和未来的实践之间的关系.

数感是通过日常经验来构建的*其中文化和语言起着主要作用.因此*民族性

数学关注在日常谈话中所使用的不同语法结构'例如*毛利语中将数字作为动作/

澳大利亚原住民对数字的空间处理(.长久以来*整数表征并对其进行简单计算的

方式'例如*利用手指或其他身体部位/利用文字/利用工具*包括机械计算器和电

子计算器/利用书面算法(丰富了整数的含义.

十进制对我们当前理解整数算术至关重要.数学史充分记录了位值制长期且

艰巨的发展过程'例如*位值在中国和印度的引入*通过阿拉伯文化向欧洲传播*@
的创造*心算策略(*表明了深入研究位值的必要性*以及十进制对理解整数算术的

促进作用.

在整个历史中*不同文化对上述问题'及其他问题(的思考方式不同.除了在

实际活动中使用数字外*在历史学和教育学研究中*有证据表明*对整数性质-关系

和运算的探索也为向学生介绍典型的数学过程'如概括-定义-证明(铺平了道路.

一些参考文献可以在6V/642.%H=@-6V/642.%H=?-6V/642.%H=D-6V/6

42.%H=C中找到.

以下可能涉及的问题将有助于进一步阐明该主题.

, 整数算术的教学目标是什么4

, 若将数学方面的观点'如当前相关数学家团体所践行的(与教育学方面的

观点相结合*则在发展整数算术的过程中涉及哪些核心数学思想4

, 在你的文化中*整数表征和运算的显著特征是什么4 数字的语法结构是什

么4 表征和使用数字的方式是如何影响计算或问题解决的4 这些特征如何与十进

制相互作用4

, 数学实践和思维习惯在整数算术教与学中的作用是什么4 整数算术的教

与学如何支持数学实践和思维习惯的发展4

, 在你的课程体系中有多强调十进制这一内容4

, 计算器具对今后的数学学习和其他领域的学习有多重要4 心算呢4 计算

速度呢4

, 政策-教育环境和体系是如何支持或不支持!教学整数算术需要详细的专

业知识"这一文化的4

, 在古代东方和西方*整数算术的主要历史特征及其起源分别是什么4 是什

么因素导致了这些历史特征4 它们对数学课程的发展又有什么影响4
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, 你的课程体系中是如何体现对整数算术的结构特征及其扩展内容的理

解的4

整数思维+学习与发展

该主题将解决整数算术早期教学中认知和神经认知方面的问题与过去-现在

和将来可能的教学实践之间的关系.

在进入认知和神经认知领域之前*数感这个概念在数学教育文献中已经使用

了数十年*两者有相似之处*也有不同之处.'神经(认知科学家关注儿童的自发

性*即专注于其环境中的数字/关注在可视化和结构化的过程中*儿童在快速并准

确感知较小数量方面的发展/关注儿童比较数值大小的能力和在数线上找到数的

能力.已有模型描绘了儿童在计数原理和非正式计数策略方面的一些非正规的知

识*并建构出如何发展更正规-更抽象的算术概念和程序的模型.

最近的关注点是发展性计算障碍*这是由于大脑中涉及数学运算的部分功能

受损而导致数学上的学习困难*而一般心理功能并未受损.

近期的讨论涉及具体化的认识论*并产生了由许多研究者共同得到的结果*即

尽管数学可能是社会性建构的*但这种建构却根植于身体和经验之中*并受其影

响.这一结果可以在WhVM>@=@和\-h4VW>@=?中找到一些参考资料.

以下可能会涉及的问题将有助于进一步阐明这一主题.

, 数感在多大程度上是天生的4 又在多大程度上受到社会文化和教育的影

响4 整数算术的先天性基础与儿童的整数算术发展之间有什么关系4

, 我们可以从关于整数算术的'神经(认知研究中学到什么4 这些发现是否

实质上证明了在数学教育界中已经存在'并且已经存在很长一段时间(的相关见

解*还是提出了关于儿童真正需要的任务和教学方法的新见解和建议4 如何整合

在整数算术的概念和技能方面关于基础和发展的不同观点4

, 个体的手指计数方法对儿童乃至年龄较大的学习者和成年人的心理-数量

表征方式和算术能力有什么具体影响4

, 如何使基于适当表征'如数线(或基于可操作的现代技术设备'触摸屏(的

实施框架用于分析-设计教学方法4

, 分析数学思维的多模式性质'如身体动作和手势的作用(的适切方法是

什么4

, 表现出的认知方法与较旧的方法之间有什么关系4 例如*蒙特梭利
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'/)'2#33)$&(或皮亚杰的教育法*这些方法在世界范围内对小学数学产生了很大

的影响.

, 如何将实施框架中的相关工具与社会文化方面的观点进行整合*并对比那

些在运用或使用实施框架时受阻的方法4

, 为了探索关于整数算术的'神经(认知基础*该如何进行教师教育4

影响整数学习的方面

本主题将探讨影响整数算术学习的积极因素和消极因素.

社会文化影响枚举计数-算法-表示法*以及表征形式或模型'如数线(.因此*

学生的语言和文化可以在学校或非正式场合或帮助或阻碍他们构建整数算术.一

方面*利用数学历史上的工具'如计数棒-不同类型的算盘-古代机械计算器的复制

品(可能会有效地促进学生对整数算术的学习*因为这些工具明确体现了当地文

化.另一方面*利用专门设计的工具可以呈现文献中所展示的有效学习过程'如包

括触控工具在内的技术工具(.

从学校实践到国际研究*整数算术的低成就是各层面讨论的主要焦点.相关

文献表明*这可能取决于一些非常不同的方面)背景变量'如边缘化的学生*移民和

难民学生*脆弱民主国家的教育(*制度变量'如学校和校外的语言不同(*学习障碍

'计算困难*聋哑学生和盲人的感官障碍(*影响因素'如自信-焦虑-动机-性别问

题(*教学上的障碍'如过于有限的方法*比如将加法与减法分开教学*或仅将乘法

作为重复加法的情况(*认识论上的障碍'与人类构建整数算术的历史过程有关(.

对此*在6V/642.%H=I和6V/642.%H>=中可以找到一些参考资料/而与背

景有关的一般性问题*可以参考\-h4VW>@=@.

以下可能会涉及的问题将有助于进一步阐明这一主题.

, 与整数-运算和文字型应用题相关的哪些语言上的特征可能会对学习产生

积极或消极的影响4 这些特征如何在正式或非正式的环境中反映出来4

, 对边缘化的学生而言*或更一般地*在有困难的情况下*学习整数算术时会

面临哪些主要挑战4

, 有感官障碍'视觉障碍和听觉障碍(的学生在学习整数算术时会面临哪些

主要挑战4

, 计算困难的学生在学习整数算术时会面临哪些主要挑战4

, 在您的国家或地区*有特殊需求的学生是否已在普通学校或特殊教育学校
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注册入学4 为有特殊需求的学生而特别制定的策略在多大程度上有助于他们学习

整数算术4

, 在您的国家或地区*是否有证据表明关于教学障碍或认知障碍的文献对课

堂实践产生了影响4

, 哪些工具'历史上的或新的技术(可用于丰富所有学生的课堂活动*或帮助

整数算术成绩不佳的学生4 是否有证据表明使用传统操作'包括根植于本地文化

的操作(-虚拟操作-科学技术'包括最近开发的多点触控技术(是有效的手段4 是

否有关于各种工具比较的课堂研究4

, 针对上述问题的教师教育可以采取哪些策略4

如何教授和评估整数算术

本主题将探讨教学和评估整数算术的一般方法和特定方法.整数算术在各个

国家的数学标准中都有出现 *也出现在特定的国际研究中'如学习者视角的国际

课堂教学研究*涉及=D个国家(.在一些国家或地区*相关独立研究机构还制定了

与整数算术有关的教学和评估项目*并在某些情况下受到了国际上的广泛认可'如

荷兰的现实数学教育*美国的-Vd/课程和评价标准*俄罗斯的达维多夫数学课

程*法国的教学情境理论(.在民族性数学的趋势下*一些对当地文化和传统而言

比较敏感的项目也已经发展起来了'如在澳大利亚-拉丁美洲-美国和加拿大(.自

=CC=年以来*每两年在布拉格举行一次基础数学教学研讨会.

一些需要重点关注的内容可能是)整数算术的教科书和未来的教具'如多媒

体-电子书(*用以处理整数算术中特定元素的工具'如操作技术(*某些领域的特定

策略'如文字型应用题-中国传统的变式问题-新加坡的模型方法-关于文字型应用

题及其与实际生活之间关系的文献(*根植于当地文化的实例*以及国家课程中关

于元认知方面的问题'如早期数学思维过程中的方法(.

近年来*地方性和学校层面的评价深受国际研究结果'如 WhVMZ64**

d6/44(的影响*这很可能会产生受评价驱动的课程.>@世纪C@年代进行了

6V/6的评价研究'6V/642.%HD(*但其相关性及在国际研究中的影响力可能需要

进一步深入.

在6V/6大会和区域性会议记录中可以找到有关该主题的一些参考资料.

以下可能会涉及的问题将有助于进一步阐明这一主题.

, 与基于观念的政策相比*与整数算术教学有关的基于证据的政策有何重
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要性4

, 如何将预期的课程体现在教科书和其他教具中4

, 使用技术教学整数算术带来了哪些变化'如果有的话(4

, 您对位值制发展的理解有多深4 在'您的(课堂中*何时会对位值制的关键

特征进行更深入的探索4

, '您的(课堂中*是如何促进从数字的计数或加法视角向数字的比率6乘法6

度量视角过渡的4

, 儿童如何在校外学习整数算术的概念和运算4 教师如何利用学生在校外

获得的知识4

, 在您的学校中*有哪些已证明的方法可以有效地教学整数算术中的相关内

容4 如数感-基数-顺序-运算'如重新组合的减法(-问题解决-估算-表达-心算等.

, 问题解决的情境)它应该是现实的吗4 应该是真实的吗4 总是要这样吗4

传统文字型应用题的定位是什么'如果有的话(4 '真实世界(情境在整数算术中的

作用是什么4 情境总是有必要的吗4

, 在教学整数算术时*如何培养学生对数学学习的积极态度4

, 在学习整数算术期间*教师如何促进学生元认知策略的发展4

, 教师在教学和评价整数算术时会面临哪些主要挑战4

, 哪些创新的评价方法能用于评价整数算术的学习成果4 由于Z64*或

d6/44等国际研究的大众吸引力*使得整数算术的评价发生了哪些变化'如果有

的话(4

整数及其与数学其他部分的联系

该主题将从整数算术与更广泛的其他数学领域的相互关系方面论述整数算

术.这些关系包括算术和代数思维'如寻找解决问题的模型和策略(-几何或空间

思维'如三角形数-正方形数-数线(-有理数和度量'如达维多夫关于算术的课程(-

统计素养'如均值-中位数-众数-统计图表(.

有证据表明*整数算术最早的构成有助于将数学作为一个相互联系的概念网

络*从而支持数学的学习/反之亦然*将整数算术置于广泛的数学领域中*可以更好

地促进数学理解.

有关该主题的一些参考资料可以在6V/642.%HC-6V/642.%H=>-6V/6

42.%H=R-6V/642.%H=A中找到.
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以下可能会涉及的问题将有助于进一步阐明该主题.

, 如何通过整数算术的教与学来帮助学生理解其他相互联系的数学思想*并

促使学生将数学视为一种连贯的知识体系4

, 在您的国家或地区的课程标准和教科书中*整数算术和其他数学主题之间

的关联程度如何4 它们又是如何联系的4 例如*整数算术和度量*整数算术和基础

统计*算术-整数算术和代数等之间的关系.

, 在您的国家或地区*是否会对用以解决文字型应用题的符号法和非符号法

进行比较4 以十进制为基础的算术与多项式计算之间的关联程度如何4 算术6运

算性质的规则在多大程度上用作代数的学习4

, 在您的国家或地区*整数算术与教师教育计划中所强调的其他数学主题之

间的关联程度如何4

, 整数算术和其他数学领域中特定主题之间的关联会如何促进学生更好地

理解这些主题4

, 哪些学习条件可以帮助学生在整数算术和其他数学主题之间建立联系4

, 将整数算术与其他数学领域联系起来的做法在哪些方面有助于数学思维

的发展4

, 如何通过整数算术与其他数学领域的联系来改善数学思想的交流4

, 如何利用技术在整数算术和其他数学主题之间建立联系4

, 如何通过在整数算术教学中使用表征方式来与其他数学领域建立联系4

例如*数线的使用能在多大程度上显示出整数算术与分数算术之间的联系4

TF<TNAI'M/0会议

6V/642.%H>?旨在使全球的教师-教师教育者-研究人员和政策制定者能够

共享各项研究-实践-项目和分析结果.尽管报告将成为项目的一部分*但仍然会

针对相关领域中的重大问题而组织大家进行集体工作*这些所做的工作最终将成

为研究成果中的一部分.

我们计划针对各项主题建立工作小组*以此来组织这次会议*这些工作小组将

在会议期间举行平行会议.在每个工作小组中*6ZV将基于所提交的论文组织小

组讨论*确保每名小组成员都仔细阅读了其所在工作小组的论文.并且*还将组织

观看一些视频片段*以分享有关整数算术的有意义实践.因此*大家将有足够的时

间来讨论提交的论文*以及未来可能的一些合作计划.
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会议语言为英语.但是*英语母语人士以及与会专家将竭尽全力确保每个与

会人员都可以积极参与讨论.

地址和日期

该研究会议将在中国澳门举行*由澳门大学主办'>@=K年D月?日至D月I
日(*会议于D月?日上午C点开始*并于D月I日下午>点结束.报到时间是D月

>日*离程将安排在D月I日晚上.

如有需要*主办方将竭尽全力协助参会者办理签证.

参与

按照6V/642.%H的常规做法*只有提交的论文被接受了*才能受邀参加研究

会议.论文将被审核并根据质量进行筛选*筛选标准包括本研究未来的发展潜力*

主题之间是否有明确的联系*并确保观点之间的多样性.受邀参加者的数量将限

制为=@@人左右.

然而*邀请参加会议并不意味着组织者会提供财政支持*与会人员应自行承担

相关费用.我们正在寻求资金帮助以提供部分支持*以使非富裕国家的与会者能

够参加会议*但这样的资助名额可能不多.有关获得此类资助的更多信息将很快

公布在6V/642.%H的官网上.

TF<TNAI'M/0的成果

6V/642.%H>?的第一个成果是会议论文集的电子版'有641-号(*将会最先

公布在会议网站上*随后将在6V/6网站上公布*其中包含所有被接受的论文.

6V/642.%H>?的第二个成果是关于整数算术的视频库*这些视频将托管于会

议网站上*可以的话*之后也会公布在6V/6官网上.

第三个成果是6V/642.%H研究卷*包括论文-视频片段和研究会议上的讨论

及其成果.但是*所有与会者应明白*我们不保证所有被接受的论文都会出现在此

研究卷中.该卷将被4B$&'<#$作为新的6V/6研究系列出版*且6ZV将商议研究

卷的框架-编辑人员-编辑过程和具体内容.尽管可能会根据会议期间的讨论结果

而作出一些更改*但预计本研究卷的组织将遵循讨论文件中的各项章程.关于此

次会议及其成果的报告将在>@=D年I月>R日至?=日在德国汉堡举行的第=?届
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国际数学教育大会上发表*希望该研究卷也能在>@=D年出版.

TF<TNAI'M/0论文征集

会议邀请各方人员提交多种类型的论文)关于理论或文化5历史5认识论的

论文'与课堂实践-课程或教师教育计划有深厚的联系(-讨论政策和实践方面的论

文-与课程相关的讨论文件-实证研究报告以及明确的有关课堂或教育实践的视

频.为了确保讨论的丰富多彩*鼓励拥有不同经历或有着不同文化传统的-来自不

同国家的作者参加.

6ZV鼓励尚不习惯此类会议的人员提早提交相关文件'参见下面的截止日

期(*以便获得最终定稿的帮助'此类帮助包括文稿主题的选择和论文结构的设计*

而不涉及对英文的编辑(.6ZV通过这种方式开创了帮助国际数学教育界新手'包

括从业者(的新的传统.这意味着若6ZV认为该论文具有为研究作出贡献的潜力*

将会支持其撰写论文的过程'见下文(.

收到参加大会的邀请并不意味着将在大会期间对提交的论文作正式汇报*也

不意味着该论文必将出现在大会结束后所出版的研究卷中.

投稿

6V/642.%H>?官网将定期更新有关研究和研究会议的信息*并将以预备会议

的形式分享给受邀参加会议的人员.

欢迎以下两种提交方式)

根据模板用英语'会议语言(撰写的论文'最多A页(.

带有英文字幕的视频片段'K!A分钟(*并根据模板准备论文'最多D页(*随

之附上作者声明*即已收集到由视频入镜者签名的知情同意书.视频中需要有英

文字幕*以帮助非母语者能理解并参与互动.出于隐私原因*必须在发送视频之前

对视频入镜者进行模糊处理.

文件以以下名称保存)姓$名.

可接受的扩展名如下)

论文)0%)L/0%)LT/0)%2以及一份 0B%J形式的备用文件.

视频)0OBR/0?<B.

在这两种提交方式中*所有作者都必须尽可能完整地填写文件内容表以帮助
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读者理解其中的内容*并据此对文件内容作相应解释.

模板-文件内容表-知情同意书和个人信息表可以从6U/6官网上下载.

不允许同一第一作者提交两篇论文.

有关提交论文或提交!视频S论文"的技术方法将很快在研究网站上公布.

截止日期

>@=C年A月?=日)需要我们提供帮助来完成论文的人须在>@=C年A月?=日

之前提交一份临时表格*并附上适当的表格'协助表格(以寻求帮助.他们的论文

将很快得到审查*且作者将会在F月?@日前收到反馈信息*即拒绝-待修订或已接

受.在第二种情况下*6HU成员将作为导师来帮助他们完成最终的定稿*然后这篇

论文将进入标准的审查过程.协助表格可以从研究网站上下载.

>@=C年F月=J日)不需要帮助的人员必须在>@=C年F月=J日之前提交作

品*'可能的话(越早提交越好.

>@=J年>月)审核提交的作品*>@=J年>月将作出是否被邀请参加大会的决

定*并在>月底之前发出通知.

有关签证-费用和住宿的细节将在网页上公布.

可以通过以下方式咨询更多信息)

电子邮件)&LK&42.%T>?"<K(&,0L)K

国际程序委员会成员

玛利亚0!0巴尔托利尼0布西
'/($&(!01($2),&'&1.33&(

教育与

人文科学系

摩 德 纳 0 雷

焦0艾米利亚大
学*意大利

V($2),&'&".'&K)$#0&2 联合主席

孙旭花

':.5.(4.'(
教育学院 澳门大学*中国 \53.'".K(L0K) 联合主席

贝林德吉特0考尔
'1#$&'%#$W##2;(.$(

国际比较

研究中心

国立教育学院*
新加坡

V#$&'%#$W##20E(.$"
'&#0#%.03<

哈姆萨0文卡特
'X(K3(Y#'E(2(

数学教育

中心

金山大学*南非
约翰内斯堡

5(K3(0
#̂'E(2(E$&35'('"
[&230(L0+(

乔安妮0马利根
'a)(''#/.,,&<('(

教育学院
麦考瑞大学*澳
大利亚悉尼

W)(''#0K.,,&<('"
Kb0#%.0(.
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#续表$

亚尔米拉0诺沃特娜
'a($K&,(-)̂)2'((

教育学院
查尔斯大学*捷
克布拉格

W($K&,(0')̂)2'("
B#%_0L.'&0L+

利芬0韦尔沙费尔
'9&#̂#'Y#$3L5(__#,(

教育与

心理学院

鲁汶大学*比利
时鲁汶

,&#̂#'0̂#$3L5(__#,"
BB[0E.,#.̂#'0V#

梅特0因普拉西塔
'/(&2$##6'B$(3&25((

教育学院 孔敬大学*泰国 &'B$(3&25("5)2K(&,0
L)K

茜比拉0贝克曼
'4TV&,,(1#LEK(''(

数学系
佐治亚大学*美国
佐治亚州

3TV&,,("K(250.<(0#%.

萨拉0伊内斯0冈萨
雷斯0德洛拉0苏埃德
'4($(56'#3!)'+$,#+

%#9)$(4.#%(

天主教大学*多
米尼加共和国圣

地亚哥3德洛斯
卡瓦列罗斯

3($(5<)'+(,#+"
B.LKK32&0#%.0%)

罗杰0豪
'M)<#$O0X)[#(

数学系
耶鲁大学*美国康
涅狄格州纽黑文

5)[#"K(250T(,#0
#%.

6U/6
联络人

费迪南多0阿萨雷洛
'"#$%&'('%)*$+($#,,)(

数学系
都灵大学*意大
利都灵

_#$%&'('%)0($+($#,,)
".'&2)0&2

6U/6
主席

亚伯拉罕0阿卡维
'*V$(5(K*$L(̂&(

科学教育系

魏茨曼科学研究

所*以色列雷霍
沃特

(V$(5(K0($L(̂&"
[#&+K(''0(L0&,

6U/6
秘书长

2%3%&%)4%5 #6(7(8%'8+9+4:7%)853&+7;<=;+&>8?%&
;)8%&)*8(+)*.@+'(%5$

6U/642.%&#3',&32(*522B)22[[[0K(25.'&)'0)$<2&LK&2U)'_#$#'L#32&LK&c32.%&#32&'2$)%.L2&)'20

6U/6'>@@A(0,-&./0*)#&()1023.)-&/()&0(!)/3(!%#3''/**/3(3('!)-&'!)/#!%/(*)01#)/3(4

X&32)$T)_6U/6*VT ".,̂&( ".$&'<5#22& d 9&̂&( !&(L($%&*$#2$&#̂#%_$)K 522B)22[[[0

&LK&5&32)$T0.'&2)0&20',(32̂&3&2#%/($L5>?*>@=C(0

eOUZOZDUOM6'>@=@(052*#!%#1%/!60/'&0!(70&*310#&81/7&*VT*''(a0f&,3)'*$#2$&#̂#%
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%&!4(.(5 /-)#/'&*!)*#2//%4*$#2$&#F#%J$)O 522B)66QQQ0)#L%X&,&P$($H0)$<6#%.L(2&)'6

%)#3B($2&L&B(2&)'X&'XB$#XB$&O($HX#%.L(2&)'X2$('3,(2#X&'2)XP#22#$X,#($'&'<X).2L)O#3X(23L5)),9KGC
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在6V/642.%H>?的讨论文件中*特别要求了要提交带有英文字幕的视频片

段'附录>(.这样做有两个依据)其一*由于可视化的数据不仅能记录言语互动和

书面表达*还能记录手势和眼神*因此这类数据在许多研究中变得愈发重要/其二*

视频数据分析比长时间地对互动质量-课堂组织以及授课过程的快慢进行口头解

释要有效得多.因此*为了重构或清晰说明整个过程*视频片段一般都配有简短的

文字说明.

大会整理收集了所有在会上播放的视频片段及其简短文字说明*本书和会

议记录中提供了关于这一内容的更多细节.会议记录'孙旭花*考尔*诺沃特

娜06V/642.%H>?的会议记录)小学数学中的整数研究*>@=K(可在网上免费

获取.

所有视频都是遵循不同国家的隐私条例而收集的*这些视频仅限个人使用.

数学教育者可以将它们用于研究*但不能通过社交媒体在互联网上共享.

视频片段的完整列表如下*并标注了片段所在的相关章节.

第4章

彼得&古尔德%01213)4567($/!('!从数字到数词

$$古尔德的口头计数序列延伸到了=>或=?.他似乎在心里构建了一条从=到

=@的数线来辨认大于?的数字*但对于大于K的数字的位置却并不清晰.例如*当
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被要求辨认!D"时*古尔德被反复询问它是否上下颠倒了*接着他把!D"回答成了

!K".古尔德能一直数到=@之后的数字*但他不能将!="到!=@"的所有数字都清楚

辨认出来*他似乎只能轻松辨认出前三个数字.而对于其他的数字*古尔德的策略

都是在心里构建一条带有数字顺序的数线*再从自己已知的数字位置开始数.尽

管古尔德辨认数字的方法在三年级学生中是一种非典型的方法*但这也揭示了从

数字到数词的转换途径.

$$安娜&巴卡利尼 弗兰克%899:;:<<:=6>9>?@3:9A($/!(:'!二年级学生用

矩形图来解释他们计算乘法时的思维策略

$$在Z#$V)'2($#项目中*I岁的学生学会借助矩形图来思考'和演示(乘积'最

多可达=@̀ =@(.矩形纸板被划分成了一个个=平方厘米的方格并标明了尺

寸*而这些方格就表示要乘的数字*旨在通过借助矩形图并协调身心操作的方法

来培养学生计算未知乘积的能力.到了学年末*许多学生不再需要借助矩形图

就可以进行计算.这个视频由马可'/($L)(制作'耗时I年A个月(*内容是当学

生被教师要求计算Ì A时所使用的思维'和高度可视化(策略*同时配以详细而

完整的言语描述.

第D章

$$费迪南多&阿萨雷洛%@137>9:97483B:31664($/!('!)中国龙*如何帮助一

年级学生计数

$$一位名叫布鲁纳0维拉'1$.'(U&,,((的意大利教师为一年级学生设计了一种

有效的学习方法*用来教他们如何掌握整数.她的设计是基于她所命名的!小中国

龙"方法*即在学习意大利语的数字之前*学生根据类似汉语的整齐结构来学习数

字1例如*==是!十和一"*而不是!.'%&L&"'意大利语中的!=="(/>=是!两个'倍(十

和一"*而不是!F#'2.')"'意大利语中的!>="(2.通过这种方式*就能缩短学生掌

握=!=@@所有整数'意大利语和标准算术表示法(所需的时间*并且学生也能对这

些数字进行计算.

$$玛利亚&)#巴尔托利尼&布西%C:3>:)#;:3246>9>;5DD>($/!('!西方二年

级对数线的几种用法

$$数线沿袭了欧几里得的传统*用线段来表示数字*并在=I世纪转变为欧洲的
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一种教学辅助手段.而现在*无论是在游戏'如在南欧特别流行的!鹅棋盘"游

戏(还是在日常工具'如像刻度尺和秤这样能直接读数的测量仪器(的使用中*数线

都与学生的日常经验息息相关.视频显示*二年级学生在地板上跳来跳去*他们竟

是在构建一个大尺寸的数线.但即使是在成人的指导下*学优生与学困生之间也

会出现不同的小插曲.

$$梅特&因普拉西塔%C:>2311E9F3:D>2G:($/!('!课例研究与开放式教学法

的结合!教学整数算术的创新

$$开放式教学法最先由泰国孔敬大学教育学院推出*它使泰国的教学范式得以

转变*即从传统的-教师向学生传授内容的教学模式转变为开放式教学.这一视频

案例展示了课例研究中一年级学生是如何通过开放式教学法的四步骤在数学活动

中获得对整数算术的本质理解的.在一年级!十进制和位值制"中设计了一个学习

单元*目的是关注!如何学习"*而不仅仅是内容的学习*这样就可以通过问题解决

的途径来鼓励学生自学.这四个视频片段的内容分别是)提出了一个开放式的问

题/通过问题解决来学习/全班进行讨论和方法比较/通过联系学生的数学想法进

行总结.

$$托马斯&罗特曼%HG4I:D,422I:99($/!('!整数学习的难点及其相应的

教学策略!以奥勒%+61'为例

$$短片介绍了比勒费尔德大学计算障碍儿童咨询中心的职前教师对奥勒'二

年级(所进行的初步诊断式面谈和部分单独辅导的内容*此类干预的重点是让学

生在计算加减法时使用非计数计算策略.短片主要是为了论证一种方法*即通

过系统化和间接性地使用思维策略来替代具象学具*从而帮助学生发展心理表

象.人们将这一内化过程描述为!四阶段模型"*该模型在学具使用并逐渐将其

替代的过程中需要用到言语描述*同时也可以呈现出从实物操作到相关思维活

动的过渡.

$$韦罗妮卡&萨伦吉%J1349><:K:359=>($/!('!斯瓦希里语的流行数字歌

#我会数数$

$$短片里呈现的是斯瓦希里语流行的数字歌.虽然没有字幕*但附了文字整

理稿.
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怎么唱 斯瓦希里语 译文 备注

这些都唱两遍-
-(Q#+(G.5#3(P.'(OP( 我会记数

O)̂(*OP&,&*2(2. 一*二*三

这些都唱两遍
-'#*2(')*3&2(*3(P(*
'('#*2&3(*G.O&

四*五*六*七*八*
九*十

这些都唱两遍
U&%),#FH(O&G)')H('<. 我手上的手指

!F&%),#"的意思是手
指*!O&G)')"的意思
是手

Y.O,(H(G#G.O& '它们的(总数是十 !̂.O,("的意思是总数

这些都唱两遍

a.G.2(')'(5.G.2(')
这儿是五*这儿也
是五

Y.O,(H(G#G.O& '它们的(总数是十

-一首歌每行的歌词都唱两遍是一种常见的唱法(通常"第一遍是由教师#或

领唱者$领唱"第二遍是所有人一起唱(但是"对于这首非常受欢迎且广为人知的

歌曲而言"即便没有领唱者"每行也会重复唱两遍#即)所有人每行都唱两遍$(

第!!章

孙旭花%L5G5:K59($/!(:'!公开课).和一位数的进位加法*

$$这一视频案例说明了一年级学生在首次接触进位加法时是如何学习的.课

堂情境是!运动时间"*教师要求学生用学具'小圆片(来表示K_Cj=R*并体现

出计算策略.学生被分成四组来讨论实现这种计算可能的方法*而教师则在各

小组之间来回走动*观察-倾听学生的策略并和他们一起讨论.之后*教师选取

部分学生到讲台前面来解释他们的方法.从中*教师发现了三种不同的进位

策略)

K_CjR_=_CjR_'=_C(j=R/

K_CjK_'R_K(jR_'K_K(j=R/

K_Cj'=@i=(_Kj'=@_K(i=j=R.
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$$孙旭花 %L5G5:K59($/!(M'!ENCEK257O$%上的公开课)两位数与一位数

的进位加法*

$$这一视频案例说明了一年级学生是如何用进位的方法进行加法运算的.

课堂情境是!聚会时间".教师要求学生用学具'糖果(来表示>R_Cj??*并

体现出计算策略.学生被分成四组来讨论实现这种计算可能的方法*而教师

则在小组之间来回走动*观察-倾听学生的策略并和他们一起讨论.之后*教

师选取部分学生到讲台前面来解释他们的方法.从中*教师发现了三种不同

的进位策略)

>?_'=_C(j??/

>@_'R_C(j??/

'>R_D(_?j??.

第!0章

$$亚历山德罗&兰普劳德(玛丽亚&梅洛内和,#穆纳里尼%861DD:9734

,:IF6497(C:3>:C166491(:97,#C59:3>9>($/!('!添加式结构+++基于文化

转换的教育经验

$$短片呈现的是一节意大利五年级课堂上关于某个练习题的解决方法)祖母给

她的孙子们弗兰卡'"$('L((-尼古拉'-&L),((和斯特凡诺'42#J(')(共D=A欧元.

其中*弗朗卡得到的金额是尼古拉的>倍*斯特凡诺得到的金额比尼古拉多=@欧

元.三人分别得到多少欧元4

教师将全班学生分成小组来共同完成这道练习题并集体改错*完成后*让

各小组向全班展示不同的解决方案.在这个案例中*教师对图形方程模型的

反思和对其有意义的使用'俄语和汉语(方面给了我们启发*让我们能更有意

识地去探究这种方法的作用.事实上*即使不能在意大利传统的学校课程中

有所体现*根据现有的经验*我们也能意识到会有这样的一个契机能与小学生

共同探寻某种算术方法*而这一方法更加关注算术的结构特征而非数字特征.

实际上*我们观察到*在所建立的图形方程模型情境中*学生可以自然-灵活地

使用代数语言.
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第!"章

$$费迪南多&阿萨雷洛%@137>9:7483B:331664($/!('!)中国龙*如何帮助一年

级学生计数

'见第C章所列材料(

$$玛利亚&)#巴尔托利尼&布西%C:3>:)#;:3246>9>;5DD>($/!('!西方二年

级对数线的几种用法

'见第C章所列材料(

第!3章

$$安娜&巴卡利尼 弗朗克%899:;:<<:=6>9>?@3:9A($/!(M'!二年级使用矩形

图来计算乘法的策略

$$教师要求学生分享他们计算À D的策略*并在黑板上演示.一名学生把A分

成K->和=*他把K看作第一部分*又在脑海中将第二部分的乘法转换成加法*记为

D_Dj=>*并把最后一部分记为=̀ D*所以他最终得到?@_=>_D.另一名学生将

A看成=@i>*并通过!隐形矩形"来描述她的推理*这些矩形图能使计算变得更容

易*但随后需要将其取走.她借助!隐形矩形"把A看作=@的一部分*得到=@̀ D

'D@(*再减去>̀ D'=>(.
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小学整数教与学
打好基础：

        整数在数学体系中的重要性毋庸置疑。正如本书的几位作者指出,

小学(及幼儿)阶段整数概念的形成,对学生将来的数学学习至为关键,

整数可以视为所有数学的基础。

                 ——梁贯成（弗赖登塔尔奖获得者，现任国际数学教育委员会主席）

 

        我很高兴地得知，这项研究是 ICMI 第一次关注小学 ( 和学龄前 )

的数学教与学 , 我相信这个阶段的教育会对后来的数学学习产生重大

影响。希望这本书能够支持整个数学教育的发展。

                            ——森重文（菲尔兹奖获得者，曾任国际数学联盟主席）
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